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El objetivo de este libro es la visualizacion interactiva en 2D y en 3D. La mayoria de los graficos (con el logo
), vienen con una liga a una aplicacién, llamada usualmente “demostracién” (aplicacién interactiva), que se
corre con Wolfram CDFPlayer (libre). Las “aplicaciones interactivas” son un archivo .cdf que se ejecuta con
WOLFRAM CDFPLAYER y requieren haber instalado en la computadora esta aplicacion WOLFRAM CDFPLAYER.
La aplicacidn es gratuita.

En la “versién 17 el libro viene con un folder con las aplicaciones interactivas df. En la “versién 2” el libro
solo es un pdf con ligas a Internet (la liga descarga la aplicacion interactiva desde Internet, y el CDFPlayer la ejecuta).

El lector puede visualizar la teorfa y muchos de los ejemplos, e interactuar con las figuras en la aplicacidn interactiva,
usando el ratén. La idea es visualizar no solo el espacio tridimensional, también poder entrenar en visualizar cortes
de superficies, intersecciones y proyecciones de una superficie o un sélido, en algunos de los planos XY, XZ o
YZ. Este conocimiento se aplica después en el cdlculo de integrales dobles, triples, de linea y de superficie. Varias
aplicaciones interactivas se usan para visualizar la dindmica de una definicién o un teorema y su alcance y significado.

Como es conocido, la visualizacién interactiva funciona bien como complemento y requiere “narrativa” por parte
del profesor, para obtener buenos resultados en la ensefianza. También es deseable ejercicios de verbalizacién, en
algunas actividades, por parte del estudiante

Este es un libro para el profesor y el estudiante. Se trata de refrescar con una introduccién con la teoria que sustenta
los célculos. Luego se presentan una ejemplos para aprender destrezas de célculo. Muchos de estos ejemplos han
aparecido en exdmenes, en el curso de Calculo Superior del Instituto Tecnolégico de Costa Rica. Esta es una
nueva edicién con ajuste al formato “Wolfram CDF”, del libro “Célculo en varias variables” del mismo autor. Se
cambiaron y/o se mejoraron algunos graficos, se mejoro la exposicion tedrica y se redistribuyé parte del material y,


https://www.wolfram.com/cdf-player/

en general, se corrigieron errores en algunos enunciados y en los ejemplos.

Se estd desarrolando una version del libro totalmente en formato CDF. El material en su estado actual, disponible lo
puede encontrar en https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/CDFindex.htm

La plantilla IATEX de este libro se puede solicitar al autor (wmora2 @ gmail.com)

Cartago, Agosto 2017. W. MoRrA F.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/CDFindex.htm
wmora2@gmail.com

Introduccion.

Preliminares

La Pardbola

La Elipse

La Hipérbola.

(*) Clasificacion de coénicas y la ecuacion
de segundo grado

1 — Secciones Conicas

La pardbola, la elipse y la hipérbola son llamadas “secciones cénicas”. La circunferencia es un caso especial de elipse.
Todas estas curvas se pueden obtener como curvas de interseccion entre un plano y un cono. Se atribuye a Menecmo (320 a.
C.) su descubrimiento inicial. En el siglo III a.C., Apolonio de Perga estudia las cénicas como una seccioén de un cono
circular y caracteriza los puntos de la cénica segtin sus distancias a dos lineas y deduce una gran cantidad de propiedades
geométricas a partir de su caracterizacion, todo en términos geométricos, sin notacidn algebraica (la manipulacion de las
conicas es esencialmente algebraica, disfrazada en forma geométrica). Sus tratados sobre cénicas fueron una joya de las
matemadtica antigua.

En coordenadas rectangulares, una cénica tiene “ecuacién general”

AxX*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0.

Eje focal

Eje focal

<%
o
C.
%

Pardbola y? —4x — 2y +5=0 Elipse 2x% 4 2xy +2y? —4x —2y —4=0 Hipérbola 2x? —y? —6x+y—1=0
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Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacidn no tiene solucioén (no hay lugar geométrico) o el conjunto solucién es una
“conica degenerada”: Un punto o una o dos rectas.

Usando la teoria de formas cuadraticas podemos obtener un criterio para clasificar las conicas a partir de su ecuacion general.

Si A =4ACF — AE? — B’F + BDE — CD?, tenemos el siguiente resultado.

Consideremos la cénica de ecuaciéon Ax*> +Bxy+Cy*> +Dx+ Ey+ F = 0, entonces:
a.) Si B> —4AC =0y A+ 0, tenemos una paribola.
b.) Si B> —4AC <0y A +#0, tenemos una elipse.

c.) Si B> —4AC >0y A # 0, tenemos una hipérbola.

En coordenadas rectangulares, una hipérbola tiene ecuacion

Ax*+Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0.

con B2 —4AC >0y A#0.

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo a los ejes X ni Y y la cnica presenta una rotacion respecto a estos ejes. Esta rotacion
se puede “eliminar” haciendo un cambio de variable.

Por ejemplo, si la cénica presenta una rotacion de dngulo 6 respecto al eje X, entonces el cambio de variable puede ser
x=x'cosO —y'senB y y=x"sen6 +) cos 8. De esta manera la cOnica aparecerd sin rotacion en el sistema X'Y’.

Si B =0, el “eje focal” es paralelo al eje X o es paralelo al eje Y. En este caso decimos que la cénica esta en “posicion
estdndar” y podemos simplificar la ecuacién de la hipérbola de tal manera que podamos ver mucha informacién con solo
inspeccionar la ecuacidn.

Introduccion.

Ademas de la rectas, los circulos, los planos y las esferas; los griegos se interesaron por las curvas obtenidas como secciones
de un cono (pardbolas, elipses e hipérbolas). No es totalmente claro el por qué del interés en estas curvas ([17], [14]).
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Las referencias que estan disponibles parecen relacionar las coni-
cas con el problema de duplicacién del cubo (problema de Delos):
Dado un cubo de lados de medida s y por tanto de volumen s°,
encontrar un cubo de lados de medida x y volumen 2s°. Hay que
entender que solo se podia usar las condiciones auto-impuestas en
la época: Las construcciones debian hacerse solo con regla (sin
marcas) y compds. Hipdcrates redujo el pro-blema a un problema

de proporciones,

S:x =x:y =y:2s (1.1)
De aqui se deduce que los valores x,y deben estar en la pardbola KA® = MA.AN = ZA. % HT = HE* 5,
- 2 1 . ZH "~
x?> = sy y en la hipérbola xy = 2s. La solucién se obtiene como
la interseccién de estas curvas, x = v/2s que es un nimero que Figura 1.1: Derivacién de la ecuacién de la pard-
no se puede construir con regla y compas (como se demostrd un bola segiin Apolonio de Perga ([14]).

2000 afios después). En la época griega, estas curvas aparecen
como relaciones geométricas.

Menecmo (320 a. C.) parece ser el primero en encontrar estas curvas, en sus esfuerzos por resolver el problema de Delos
de manera geométrica. No es claro como pudo llegar a estas curvas (aunque hay varias conjeturas). Es probable que fuera
de una manera similar a la manera en la que Apolonio de Perga (262 a.C.) las deduce en sus libros.

En el siglo IIT a.C., Apolonio estudia las cénicas como una seccién de un cono circular y caracteriza los puntos de la cénica
segun sus distancias a dos lineas y deduce una gran cantidad de propiedades geométricas a partir de su caracterizacion, todo
en términos geométricos, sin notacién algebraica (la manipulacion de las cénicas es esencialmente algebraica, disfrazada
en forma geométrica). Sus tratados sobre conicas fueron una joya de las matematica antigua.

Pappus de Alejandria (a.C.290 - a. C.350) public6 una obra en la que se resume los conocimientos matematicos de su época,
recogiendo fragmentos, a veces integros, de las obras que constituian los fundamentos de la ensefanza de las matematicas
en la ciudad de Alejandria, hoy en gran parte perdidas. En lo que respecta a cénicas, su contribucién més importante fue
la introduccién de los conceptos de foco, directriz y excentricidad de una cénica con lo que se puede dar una definicién
equivalente en términos de la proporcién entre la distancia de los puntos de la cénica a un foco y la distancia a una directriz;
esta proporcidn es constante y se denota con e y se le llama excentricidad de la conica.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.1 Introduccién. 14

Figura 1.2: Definicién de una cénica usando foco, directriz y excentricidad.

Después de Pappus pasaron doce siglos en el que hubo una total pérdida de interés por las cénicas (desde los tiempos
de Pappus hasta el siglo XVII). Luego vino un renovado interés en una época en que se tenian nuevos métodos (los de
Desargues y los de al geometria analitica) y las necesidades de la nueva astronomia, por ejemplo.

Para los pioneros de la ciencia moderna (Galileo, Kepler, Huygens y Newton), los estudios de Apolonio sobre la pardbola,
hipérbola y la elipse fueron el punto de partida para su exploracién de las leyes de la naturaleza.

Con la introduccion de la geometria analitica (geometria con coordenadas mas la posibilidad de manipular y resolver
ecuaciones algebraicas), las curvas planas se podian definir por una ecuacién de dos variables. J. Wallis fue el primero en
probar de manera clara, en 1655, que la ecuacién

Ax*4+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

es la representacion algebraica de las cénicas. Segtn los coeficientes A, B,C,D,E y F, hay curvas de diversa naturaleza.
Por ejemplo, x*> +y?> = 0 la satisface solo el punto (x,y) = (0,0) mientras que x>+ y?+ 1 = 0 no tiene solucién. Si la
ecuacion factoriza como (Ajx+ B1y+ C)(Azx+ Byy+ C;) = 0 tendriamos un par de rectas, es decir, los puntos que estdn
sobre las rectas de ecuacion Ajx+ B1y+C; =0 o Ax+ Byy+C; = 0 satisfacen el caso reducible. Fuera de estos ‘casos
degenerados’ y del caso reducible, queda el caso irreducible que corresponde a las parédbolas, elipses e hipérbolas.

En este capitulo se introducen las cénicas como lugares geométricos' y luego se pasa a la versién analitica. En la
primera parte solo consideramos cénicas con eje focal paralelo a los ejes coordenados, es decir, cénicas de ecuacion
Ax*> +Cy? 4+ Dx+ Ey+F = 0. En la segunda parte se considera la ecuacién general Ax> + Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0
que, en el caso no degenerado, corresponde a cénicas con rotaciéon. Haciendo un cambio de variable, se “elimina la rotacion”
y volvemos al caso estdndar en un nuevo sistema de ejes.

Graficador de cénicas. Una manera facil de obtener la representacién gréfica de una cénica es introducir su ecuacién (o
sus propiedades) en WOLFRAM ALPHA, en http://www.wolframalpha.com/input/?i=conics

ILas definiciones que se presentan son equivalentes a la definicién original de las “cénicas” como una seccién de un cono. Una demostracién
elegante de esta equivalencia fue presentada en 1822 por el matematico belga G.P. Dandelin. Aunque es sencilla, en este texto no se incluye la
demostracion. Se puede consultar [11].
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Preliminares

Distancia entre dos puntos. La distancia euclidiana de un punto A = (aj,a;) a otro punto B = (by,b;) se puede obtener
usando el teorema de Pitdgoras: d(A,B) = ||[A —B|| = /(a1 —b1)* + (ay — by)?

YA \

SeanA = (1,1) y B=(5,3). Entonces,

d(A,B) = ||lA—B|| = \/(1-5)2 +(1-3)2= V20 1.

<Y

Figura 1.3: ||[B—A|| = 20

A+B A—B
Punto Medio. El punto medio entre A 'y B es M = % La distanciade A a M es d(A,M) = I 5 ! .

Sean A = (1,1) y B=(5,3). El punto medio es M =

(145,3+1)
2

= (@9,

YA

<Y

Figura 1.4: d(M,B) = /13

Completar el cuadrado. En el tema de cénicas es muy 1til la “completacion de cuadrados” pues nos permite reducir
ecuaciones del tipo Ax?> +Cy?> +Dx+Ey+F =0 a una ecuacién mds natural y con mds informacién. Una manera de

completar cuadrados es
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2 2
2 b b
ax“+bx+c=alx+—| ——+c
( 2a> 4a
Ejemplo 1.3
a.) Completar el cuadrado en 4x> — 8x
—8\? (-8)?
Solucién: 4x>—8x = 4 )
olucion X X <X+2'4> 4.4
= 4(x—1)2—4
b.) Completar el cuadrado en y> +4y —8
4\% (4)?
Solucién: y?>+4y—8 = <y+2> _51)1_8: (y+2)%2-12

Lugares geométricos. Informalmente, un “lugar geométrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto que se mueve
de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definiciéon: Un “lugar geométrico” es
el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una superficie) que satisfacen algin criterio o
propiedad.

SR M (Lugar geométrico).

Una circunferencia en el plano es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto O llamado “centro”.

Nos interesa la ecuacion cartesiana de la curva que se forma: Una YA
circunferencia de radio a estd formada por todos los puntos (x,y) que estdn
a una distancia “a” del centro O = (h,k). Entonces o .
k >
1))~ (hK)l=a = \Jx—hP+—k?=a 7 =

5 5 5 Figura 1.5: Lugar geométrico
— (-h’+ -k =a

La ecuacion (x —h)% + (y —k)?> = a” es la versién “analitica” para una circunferencia de centro (/,k) y radio a.
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La Parabola

6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Definicion 1.1 (La pardbola como lugar geométrico).

En un plano, una pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos Q
equidistantes de un punto fijo F' (llamado foco) y de una recta fija £ (llamada
directriz) que no contiene a F, es decir, d(Q,F) =d(Q,¢).

Figura 1.6: Parabola

Propiedad focal de la pardbola: En Fisica, la ley de reflexién establece que si un rayo de luz ¢; toca una superficie
pulida m en un punto Q, este rayo es reflejado a lo largo de otra recta ¢, de tal manera que si n es la recta normal a m en
0, el dangulo de incidencia o es igual al dngulo de reflexién . Esta ley combina muy bien con la llamada “propiedad
focal” de la pardbola: La normal a la pardbola en cualquier punto Q de la pardbola forma dngulos iguales con el segmento
FQ (que corresponde a {1) y la recta que pasa por Q y es paralela al eje de simetria de la pardbola (que corresponde a

0).

Aplicaciones. Las antenas utilizadas preferentemente en las comunicaciones via satélite son las antenas
parabdlicas. Las sefiales que inciden sobre su superficie se reflejan y alimentan el foco de la pardbola,
donde se encuentra el elemento receptor (también podria ser un elemento emisor). Son antenas parabdlicas
de foco primario.

Se usa también otro tipo de antena que no es redonda, sino oval y simétrica y se obtiene como un corte
de la antena pardbolica; el receptor queda en el punto focal, pero recibe alimentacién a un lado (antena
offset) del plato resultante del corte, esto se hace asi para evitar eliminar la ’sombra’ del receptor (con lo
que el rendimiento es algo mayor que en la de foco primario).
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La propiedad focal de la pardbola también se usa para el disefio de los focos de los automoviles, en este caso se debe usar
un lente para desviar la luz de tal manera que no afecte a los conductores que vienen de frente,

Dark
(oncomming

drivers' eyes) 3 i P i
ves) AW Light Bulb P__ Bombilla

Reflector (parabolic) Reflector (espejos multiples)

Light ) — I'} L
= igh beam e
cad) / : filament =
. _ (if present) Luz alta
Dispersed light
Ci

Lene  Collimated light Luz dispersada

Figura 1.7: Reflectores pardbolicos (Wikipedia Commons)

()

Directriz, eje, vértice y foco. La recta que pasa por F y es perpendicular a
L se llama “eje” o “eje de simetria”. El punto de la pardbola que esta sobre
este eje transversal se llama vértice y lo denotamos con V. Por la definicién de
la pardbola, el vértice esta a la misma distancia de la recta ¢ y del Foco. Esta
distancia la denotamos con p

Latus Rectum: El latus rectum de la pardbola es la cuerda que pasa por el foco
y es perpendicular al eje. La longitud del latus rectum es 4p.

Tratamiento analitico.

En coordenadas rectangulares, una parabola tiene ecuacién general (1.1)

Ax*4+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 con B>—4AC=0 y A#0

Si B #0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la pardbola presenta una rotacion respecto a estos
ejes. La rotacién se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X', Y’) haciendo el cambio de variable x = x'cos 8 —y’sen 0
y y=x"sen6 +y'cos 6.
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. _( —

Figura 1.8: Parabola con rotacion

La version analitica, en posicion estdndar, requiere colocar la directriz paralela al eje X o paralela al eje Y.

YA
Directriz paralela al eje Y. Si la directriz es paralela al eje ¥ y /A p>0; p=p

si V = (h,k), entonces hay dos posibilidades: la pardbola abre a Y -
la izquierda o abre a la derecha.

En el caso de que la pardbola abre a la derecha, el foco es
F = (h+p,k)

Los puntos Q = (x,y) de la pardbola satisfacen d(Q,F) =d(Q,{),
es decir,

VE—h=pP?+(—k? = x—h+p
(x—h=DP+(—k? = (x—h+p)?
(y—k)?> = 4p(x—h)?
Como p > 0, entonces x > h como se espera. Asi, si la pardbola abre hacia la derecha, su ecuacion candnica es
(y—k)*=4p(x—h) con p>0.

En el caso de que la pardbola abra a la izquierda, el foco es F = (h—p,k). Los puntos Q = (x,y) de la pardbola satisfacen
d(Q,F)=d(Q,L). Procediendo como antes,

\/(x—h+ﬁ)2+(y—k)2 =x—h—p = (y—k)>=4p(x—h) con p=—p.

Como p = —p, el foco es F = (h+ p,k) nuevamente.

En ambos casos, la ecuacién simplificada es (y —k)? = 4p(x—h) donde p = |p|. Con esta notacién, si p > 0, la pardbola
abre a la derecha y si p < 0, la pardbola abre a la izquierda. Esta ecuacién es llamada ecuacion candnica o natural. Esta
ecuacion es especial pues contiene la informacion del vértice, el foco y la directriz.
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6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player
Parébola (y— k)% = 4p(x — h)

p<0; p=-p ‘A

i ; —
h—p p htp N, =

Figura 1.9: & Pardbola con directriz ¢ paralela al eje Y.

Directriz paralela al eje X . De manera andloga al caso anterior, si la directriz es paralela al eje X, entonces la ecuacion

canonica de la pardbola es
(x—h)> =4p(y—k)

de tal manera que si p > 0, la pardbola abre hacia arriba y si p < 0, la pardbola abre hacia abajo. En resumen, si la directriz
es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vértice es V = (h,k), la ecuacién candnica es

Parébola (x—h)2 = 4p(y—k)

Y A p<0;p=—-p

Figura 1.10: & Pardbola con directriz ¢ paralela al eje X.
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Ecuacion general de la pardbola en posicién estandar. La ecuacién general de la parabola es de la forma Cy* +
Dx+Ey+F=0con C£0y D#0 odelaforma Ax> +Dx+Ey+F =0 con A#0 y E # 0. Completando el cuadrado
obtenemos la ecuacion candénica. También podriamos obtener el vértice, el foco y la ecuacidn de la directriz en términos de
C,D,EyF.

b A
Verificar que el vértice de la pardbola y = ax> + bx + ¢ es el punto (— 25’ —4) .
a a

Solucién: Completando cuadrados obtenemos

AN
2 _
ax“+bx+c—y = alx+—) ——+c—y
( 2a> 4a
b\> —b+4 b\* A
= a<x+2a> + 4—2 a :a(x+2a> g2 2 A =b* —4ac.

S

n A | vérti b A
— el vérticees | ——, —— | .
YT 4a y 2a’  4da

Ejemplo 1.6

Hallar la ecuacién candnica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es y> — 6y —2x+17 = 0.
Ademas realice la grafica.

Solucioén: Para hallar la ecuacién candnica debemos completar YA )

cuadrados.
V> —6y—2x+17 = 0

5 v[ E

(y=3)"-9-2x+17 = 0 I 1

2 N\

6-37 = 2(:-4) A

| |

El vérticees V = (4,3) ycomo 4p=2 = p=1/2>0. i

| |

| |
La parabola abre hacia la derecha y tiene el foco en F = (4.5, 3). . | l -
35 4 45 X

La directriz es la recta de ecuacién x = 3.5. La gréfica se muestra . ) ’
Figura 1.11: Pardbola (y—3)" =2 (x—4)
en la figura.
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Ejemplo 1.7

Hallar la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (—2,4) y foco en (—2,3). Realizar la gréfica.

p=-—1 YA
Solucion: Dado que el vértice y el foco tienen igual abscisa, el eje
de la pardbola es vertical, ademads las distancia entre el foco y el /. 0
vértice es |p| = 1 y como abre hacia abajo, p = —1. Entonces la A b=

ecuacion candnica es,

—

(x+2)2 = —4(y-4)

La directriz es larectay =5 . La gréfica se muestra en la figura.

’
X
Ejemplo 1.8
Determine la ecuacién candnica y el foco de la pardbola (o
las pardbolas) que satisfacen simultidneamente las siguientes Y A ;
condiciones: !
7 A lo
I 4/ﬂ‘ X

a.) vértice en (2,0), 7#* ' 1 O>
b.) contiene al punto P = (8,b) con b > 0, !
c.) la distancia de P a la directriz es 10, —p - Yy=—p

d.) eje de simetria paralelo al eje Y.

Solucion: De acuerdo a d.) la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo. Por la posicién del vértice y el punto
(8,b), solo podria abrir hacia arriba. El vértice es (h,k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacién de la pardbola es
(x—2)2=4p(y—0); p>0.

La directrizes y =k — p = —p. Para determinar p y b tenemos dos datos

@ La distancia de (8,b) a la directriz es 10, es decir b+ p = 10

@ El punto (8,b) estd en la pardbola, es decir, (8 —2)? = 4p(b)
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b = 10—p
36 = 4pb = 36=14p(10—p) = 36—-40p+4p* =0

Conloque p=1 0 p=29. Por lo tanto, las pardbolas que cumplen estas condiciones son (x —2)? = 4y (cuando
b=1)o (x— 2)2 = 36y (cuando b =9). Ambas pardbolas se muestran en la figura de la derecha.

Ejemplo 1.9

Hallar las pardbolas que contienen los puntos (4,4), (4, —4) de la circunferencia (x —6)? +y? = 20 y la distancia
de su vértice al centro de esta circunferencia es 6 unidades.

Solucioén: La situacion, segtin los datos, es la que se presenta en la figura de la
derecha. La ecuacién es, en ambos casos, (y — k)> = 4p(x —h).

@ Siel vértice es (h,k) = (0,0) : Como (4,4) estd en la pardbola, entonces

(y—k)?=4p(x—h) = 4*=16p = p=1.

La ecuacién de la pardbola es y> = 4x.

@ Siel vérticees (h,k) =(12,0) : Como (4,4) estd en la pardbola, entonces
-4

Y =4dp(x—12) = 4*=4p(-8) = p=—-1/2

La ecuacién de la pardbola es y> = —2(x — 12)

ios [

jercic

E

@ 1.3.1 Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos Q del plano XY tales que equidistan del punto
(2,3) y de la recta de ecuacién x = 4.

@ 1.3.2 Determine la ecuacion candnica de las siguientes pardbolas,
a) y=2x>—4x+1.
b) —9y>—8x—-3=0
c) Y +2y—4dx=1
d) x¥*+2x—2y+5=0

e) x> —y+2=0
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@ 1.3.3 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (1,3) y foco en (2,3).

@ 1.3.4 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con eje focal paralelo al eje X y que pasa por los puntos
(070)7 (_172) y (_2? _2)

@ 1.3.5 Determine la ecuacion candnica de la pardbola con vértice en (—1,1) y directriz y = 0.
@ 1.3.6 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con foco en (3,4) y directriz x = 7.

@ 1.3.7 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (2,3), eje focal paralelo al eje Y y que pasa
por el punto (4,5).

@ 1.3.8 Hay rres pardbolas que satisfacen simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) Vértice en (2,0),
b.) contiene al punto P = (b,8) con b > 2,
c.) la distancia de P a la directriz es 10.
Determine la ecuacién candnica de cada una de estas pardbolas y el valor de b en cada caso.

@ 1.3.9 En la definicién de la pardbola como un lugar geométrico se indica que el foco no estd en la directriz. ;Qué
pasa si el foco estd en la directriz?

La Elipse

6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player
Definicion 1.2 (La elipse como lugar geométrico).

En un plano, una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos Q
0 cuya suma de distancias a dos puntos fijos, F; y F;, (Ilamados

focos), es constante (una constante mayor que d(Fj,F,)). Si la

suma es la constante 2a, con 2a > d(F,F,), entonces

d(Q,F)+d(Q,F) =2a

Propiedad focal de la elipse. La elipse también tiene una “propiedad focal” anédloga a la de la pardbola: La normal a la
elipse en cualquier punto Q de la elipse forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el segmento F,Q
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Figura 1.12

Esta propiedad se usa por ejemplo en medicina para tratar calculos (“piedras”) que se forman
en el rifién, vejiga y uréteres; con ondas de choque. La “litotricia extracorpdrea” por ondas
de choque consiste en la emisiéon de ondas desde un aparato emisor de ondas. El paciente se
acuesta sobre una mesa y el emisor de ondas se acopla en un sistema reflector apropiado con
forma eliptica, de tal manera que el emisor esté en un foco y el cdlculo renal en el otro. De
esta forma las ondas de choque (que casi no sufren pérdidas en agua y tejidos corporales) al

reflejarse en la pared eliptica, inciden directamente en el cdlculo. cdleulo renal

Como en el caso de la pardbola, también la propiedad focal de la elipse se usa para el disefio de focos para automovil y de
reflectores para las ldmparas que vemos en el consultorio del dentista,

Lente Reflector (eliptico)
Oscuro _ X Bombilla

L

Escudo (cerca del

; Solenoide
ettt gl ) (tenue, brillos)
Foco moderno Léampara de dentista

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
elipse son Fi y F. Ademds, d(Q,F)) +d(Q,F,) = 2a con
2a > d(F,F,). Larecta que pasa por los focos se llama eje focal.
Este eje focal corta a la elipse en dos puntos Vi, V, llamados
vértices. El segmento de recta que une los vértices se llama eje
mayor. El punto en la mitad del eje mayor se llama centro de
la elipse. El eje normal es el eje que pasa por el centro y es
perpendicular al eje focal. Este eje normal corta a la elipse en dos
puntos A y A’. El segmento que une estos dos puntos se llama eje

menor.
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De acuerdo a la definicién de la elipse, la distancia entre los
vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a unidades
del centro.

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el

tridngulo AFjAF;, es isosceles, entonces d(A,Fi) =a y se ob-

tiene que la distancia de cada foco al centro es ¢ con ¢ = a* — b?.

Excentricidad. La excentricidad de la elipse se define como e = ¢ y describe la forma general de la elipse, ademds

a
0 < e < 1. Para una circunferencia la excentricidad es cero y valores cercanos a 1 corresponden a elipses mds alargadas y

achatadas (ver seccion 8.1).
e=10.9 e=10.5 e=0.1

Figura 1.13: Excentricidad de la elipse

La excentricidad de las Orbitas planetarias varian mucho en el sistema solar. La excentricidad de la tierra es 0.017 lo que
la hace casi circular. La excentricidad de Plutén es 0.25 y es la mds alta del sistema solar. La excentricidad del cometa
Halley es 0.97 lo que hace que su 6rbita sea muy alargada, tanto que tarda 76 afios en completar su 6rbita y la mayoria del
tiempo permanece invisible para nosotros.

Sol

Orbita del cometa Halley

/

Orbita de Pluton

Latus Rectum. Los latus rectum en la elipse corresponden a las
cuerdas perpendiculares al eje focal y que pasan por cada uno de

los focos. Si a es la longitud del semieje mayor y b es la longitud
b2

del semieje menor, la longitud de cada cuerda es —
a

Tratamiento analitico.

En coordenadas rectangulares, una elipse tiene ecuacion general (ver 1.1)
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Ax> +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0 con B>—4AC<0 y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y.
En este caso, la elipse presenta una rotacién respecto a estos
ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes
X', Y") haciendo el cambio de variable x = x'cos @ —y'sen y
y=x'sen0 +y cos 6.

0]

La versidn analitica, en posicién estdndar, requiere poner el eje
mayor paralelo al eje X o paralelo al eje Y. Figura 1.14: Elipse con rotacién

Eje mayor paralelo al eje Y. En este caso, si el centro es (h,k), YA
entonces Fi = (h,k+c) y F» = (h,k—c). Los puntos (x,y) de la k+cs
elipse satisfacen

d((x,y),F1)+d((x,y),F2):2a, ke

es decir,

k—Cc

Va1 4+ (ko2 1/ (e 12+ (5 —k—c)? =2a

Ahora simplificamos la ecuacidn,

(\/(x_h)2+(y_k+c)2)2 - (2“—\/<x—h>2+(y—k—c)2>2

@ —cly—k) = a\/(x—h)2+ (y—k+c)?,
elevamos al cuadrando,

at +2d%c(y—k)+F(y—k)? = dP(x—h)*+d*(y—k)*+2d°c(y—k) +a*c?,

sustituyendo =d> -1,

(x—h)?*  (y—k)?
b (y—k)? = dPx—h?-dp = 2 + o 1
L (x—h)*  (y—k)? » . . . .
La ecuacién simplificada >+ 5—— = 1, sele llama ecuacion candnica o natural. Contiene toda la informacién

para determinar la longitud de los semiejes, la longitud ¢, focos y vértices.
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Eje mayor paralelo al eje X . En este caso, si el centro es (h,k),
entonces Fy = (h—c,k) y F» = (h+c,k). Los puntos (x,y) dela
elipse satisfacen

d((x,y),F1) +d((x.y),F2) = 2a,

Co-
es decir, |
' |
| ! :
\/(x—h+c)2—|—(y—k)2—|—\/(x—h—c)2+(y—k)2:2a. . . Y
h—c h h+c ¢
Figura 1.15: Elipse con eje mayor paralelo al eje X
D (x—h)?  (y—k)? y g .
mo antes, la ecuacién simplificada queda —+ 5—— = 1. Aesta ecuacion se le llama ecuacion candnica o natural.

Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, la longitud ¢, focos y vértices.,En resumen,

& \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Elipse sin rotacioén. “a” es la longitud del semieje mayor

(=02 =k _

a? b2 =1

A

A

Ny 2= g2 — b2
‘
| ‘ X

v h—c h h+c "\
& h—a h+a

Circunferencia de radio . Formalmente, la curva que delimita un circulo se llama circunferencia. Por abuso del lenguaje
se habla de un “circulo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en la que los focos son iguales y
coinciden con el centro de la circunferencia. En este caso, a*> = b* = a*. Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia de
un circulo con centro en O = (h,k) y radio a, es
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x—h)? —k)?
w2, (=K

=1 otambién (x—h)>+(y—k)*>=d?

a a
: . —
h X
Figura 1.16: Circunferencia de radio a centrada

en (h,k)

Ecuacion general de la elipse en posicion estandar. La ecuacion general de un elipse con eje mayor paralelo al eje
X oaleje Y es Ax>+Cy> +Dx+Ey+F =0, con A y C no nulos y del mismo signo. Sin embargo, esta ecuacién también
podria tener como conjunto solucién una cénica degenerada. Si la ecuacion corresponde a una conica propia, basta con
que AC > 0 para decir que es una elipse. La manera practica de decidir si es una elipse es obtener la ecuacién canénica
completando cuadrados. El estudio de la ecuacién general se hace en la seccién (1.6).

Ejemplo 1.10

Hallar la ecuacién candnica de la elipse 4 x> +y*> — 8x+4y — 8 = 0. Realizar su grifica identificando los vértices,
los focos y el centro.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos
completar el cuadrado de la expresion en ambas variables x

ey.

4> +y* —8x+4y—8 = 0
4x2 —8x+y*+4y—8 = 0

4(x—1°+(+2)° = 16

G=17, 0+27
4 16
El centro es (h,k) = (1,—2). La elipse tiene eje mayor paralelo al eje Y. Como a®> = 16 y b*> =4, entonces a = 4
y b=2. Ahora, ¢ =16 -4 = ¢ =/12. Los focos son (1,—2++/12) y los vértices son (1,—6), (1,2). Las
intersecciones con los ejes son y ~ —5.46, y~ 1.46, x~ —0.73 y x = 2.73.

= 1
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Determine la ecuacion candnica y las caracteristicas mas importantes de la elipse cuyo eje mayor tiene extremos
(—3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2,8).

Solucion: El centro es el punto medio entre (—3,5) y (7,5), es
decir, (2,5). El semieje mayor mide a = 5 y el semieje menor
mide b = 3. Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacion
candnica es,
—9 2 _5\2
(=2, G-52_,
25 9
Como ¢? =25—9, entonces ¢ = 4 y los focos son (2+4,5).
Los vértices son (2+5,5). Las intersecciones con el eje Y son !

~2.25 ~7.75. :
y yy 7

Determine la ecuacién canénica de la elipse con vértices en (3, 1), (3,9) y eje menor de longitud 6. Realizar la gréfica.

Solucion: El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como la
longitud del eje menor es de 6 unidades, entonces b = 3. Como los
vértices estan en (3, 1) y (3,9), entonces el centro es (h,k) = (3,5)
y por tanto a = 4. La ecuacién candnica es

(x=3)?* (=5
9 16 =1

La gréfica de la elipse se muestra en la figura de la derecha. Solo
hay una interseccién conel eje ¥ en y = 5.

Determine la ecuacién candnica de la elipse con focos en (2,5) y (2,3) y que contiene al punto (3,6). Realizar la
gréfica.

Solucion: Por la posicion de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademds también dedu-
cimos que el centro es (h,k) = (2,4) y que ¢ = 1. Como ¢*> = a*> — b?, tenemos b> = a*> — 1.
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Hasta ahora tenemos que la ecuacién candénica es

(x=2)> (-4
b? * a? =1

Como b = a*> — 1 y como la elipse contiene al punto (3,6), este
punto satisface esta ecuacion, es decir,

3-2)2 (6—4)?
-2, (6%

= 1,

= 1 = d®=3+5.

QI\)

|

al\)
> Y

@—%2+U—®2
+v5  3+4V5

Como b? =a*—1 > 0, la tnica solucién es

3.46, y~4.54.

= 1. Las intersecciones con el eje Y son y ~

Ejemplo 1.14

Determine la ecuacion de la circunferencia de radio 2 con centro en el vértice de la pardbola de foco (1,—1) y
directriz x = —3. Realizar la gréfica.

Solucion: Como el vértice de una pardbola estd a la mitad del
camino entre el foco y la directriz entonces (h,k) = (—1,—1). La
ecuacion de la circunferencia es

(x+1)72+(+1)* =4

Las intersecciones con el eje X son x ~ —2.73 y x =~ 0.73. Las
intersecciones con el eje ¥ son y~ —2.73 y y ~ 0.73.
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@ 1.4.1 Considere la elipse a la derecha. Si se sabe que el
punto (—1/2, 5/4) estd en la elipse, determine su ecuacion
candnica, sus focos y sus vértices.

@ 1.4.2 En cada caso, obtener la ecuacién canénica de la elipse.

=172 5(6+2)°

. =)
a.) ;- t——
2 2
XXy
b — —_— —_— 1:
b) Tp+5+ ty+1=0
2 2
X Y Y
) = LA Sy
c.) 4+x+16+2+ 0

2
d) x2+y5—2y+1:o

@ 1.4.3 Considere la cénica 4x> +y> — 16x — 6y+ 21 = 0. Realizar su gréfica identificando los vértices, los focos,
el centro y la interseccién con los ejes.

@ 1.4.4 Determine la ecuacion de la elipse cuyo centro estd en el origen, contiene al punto (—1,3) y uno de sus
vértices es (0,5). Realizar la gréfica.

@ 1.4.5 Determinar la ecuacién canénica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el primer cuadrante y
uno de sus vértices es (8,2).

@ 1.4.6 Determine la ecuacién candnica y los demds elementos de la elipse con centro en (0,0), eje mayor
horizontal y los puntos (3,1) y (4,0) estdn en la elipse.

@ 1.4.7 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse con centro en (2, 1), longitud del eje
menor 2ul y eje mayor vertical y de longitud 6 u/.

@ 1.4.8 Hallar la ecuacién candnica y los demds elementos de la elipse que tiene un vértice y un foco en comin
con la pardbola y* +4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen.
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@ 1.4.9 Determine la ecuacion candnica y los demas elementos de la elipse cuya suma de distancias a los puntos
(£3,0) es 16.

@ 1.4.10 Considere la cénica de ecuacién 9y? 4 16x% + 54y — 64x + 1 = 0. Verifique que se trata de una elipse e
indique sus caracteristicas principales.

@ 1.4.11 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se muestra en la figura que sigue. Determinar el
radio.

@ 1.4.12 Considere la cénica C de ecuacién x*> — 4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacién canénica y las
caracteristicas mas importantes, de la elipse que cumple similtaneamente con las siguientes condiciones,

a.) Su centro coincide en el vértice de la cénica C
b.) La distancia entre sus focos es 4 y estdn en la recta x =2
c.) La distancia de un foco al vértice mas cercano es 3

@ 1.4.13 Considere la pardbola P cuya gréifica se muestra en la figura. Determine la ecuacion candnica de la elipse
E cuyo centro es el foco de Py contiene los puntos (0,0) y (9,—3).

YA

..

>y

|
Wi

@ 1.4.14 Determine la ecuacion candnica de la elipse que satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) El vértice V; de la elipse coincide con el foco de la pardbola de ecuacion (x —2)% = —4y +24.
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b.) El vértice V; de la elipse coincide con el centro de la hipérbola de ecuacién x* — 4x — y? 4+ 2y = —2.

c.) Laelipse contiene el punto (1,2).

@ 1.4.15 En la definicién de la elipse como un lugar geométrico se indica que 2a > d(Fy,F>). ;(Qué pasa si
2a <d(Fi,F)?

La Hipérbola.

& \Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Definicion 1.3 (La hipérbola como lugar geométrico).

En un plano, una hipérbola es el lugar geométrico de todos los
puntos Q tales que el valor absoluto de la diferencia de sus dis-
tancias a dos puntos fijos del plano, F; y F;, (llamados focos), es
constante (una constante menor que d(F, F»)). Si la diferencia es
la constante 2a, con 2a < d(Fj,F,), entonces

|d(Q,F1) —d(Q,F)| =2a

Propiedad focal de la hipérbola. La hipérbola también tiene
una “propiedad focal” andloga a la de la elipse y la pardbola:
La normal a la hipérbola en cualquier punto Q de la hipérbola,
forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el segmentos F,,Q
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La propiedad focal de la hipérbola tiene varias aplicaciones. Por
ejemplo, en la construccion de telescopios. Un telescopio comin
tipo Cassegrain consiste de un espejo primario parabdlico y de un
espejo secundario hiperbdlico. En la figura (1.17) la luz se refleja
en un espejo primario parabdlico y se desplaza hacia el foco F.
Antes de llegar a este foco, hay un espejo hiperbélico en el camino,
que comparte el foco F' con la pardbola. Este espejo refleja la luz
al otro foco de la hipérbola, donde se encuentra el observado.

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
hipérbola son F; y F,. Ademas, |d(Q,Fi) —d(Q,F,)| =2a con
2a < d(F,F>). Larecta que pasa por los focos se llama eje focal.
Este eje focal corta a la hipérbola en dos puntos Vi, V, llamados
vértices. El segmento de recta que une los vértices se llama eje
transverso. El punto medio de este eje se llama centro de la
hipérbola.

De la definicion de la hipérbola se puede deducir que la distancia
entre los vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a
unidades del centro.

Si la distancia del centro a cada uno de los focos es ¢, como ¢ > a,
podemos formar el tridngulo isésceles AV V>A que se muestra en
la figura de la derecha. La altura de este tridngulo la denotamos con
b. El eje conjugado es el segmento AA’ (en la figura de la derecha)
y mide 2b. Este segmento pasa por el centro y es perpendicular al
eje focal. Claramente, este el semieje conjugado tiene longitud b
y, por pitagoras,
=d+ b

Excentricidad. La excentricidad de la hipérbola es e = ¢ En
este caso, e > 1. Si e~ 1, la ramas de la hipérbola sor? muy
abiertas mientras que si e no estd cerca de 1, las ramas abren
poco y la hipérbola se muestra “achatada” (ver seccion 8.1).

Espejo primario
“ (parabolico)

I %

F >o ¥

Espejo secundario -
(hipérbolico)

Figura 1.17: Telescopio Cassegrain.
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Latus Rectum. Los latus rectum en la hipérbola corresponden a

las cuerdas perpendiculares al eje focal y que pasan por cada uno
b2

de los focos. Al igual que en la elipse, cada lado recto mide —.

a

Tratamiento analitico.

En coordenadas rectangulares, una hipérbola tiene ecuacién general (ver 1.1)

Ax> +Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0 con B> —4AC>0 y A#0

Si B #0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En
este caso, la hipérbola presenta una rotacién respecto a estos
ejes. La rotacién se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes
X', Y') haciendo el cambio de variable x = xX'cos6 —y'sen 0 y
y=x'sen0 +y cos 6.

La versidén analitica, en posicidn estdndar, requiere poner el eje
focal paralelo al eje X o paralelo al eje Y.

Eje mayor paralelo al eje X . En este caso, si el centro es (h,k), entonces

Figura 1

Fi=(h+c,k) y F, = (h—c,k). Los puntos Q = (x,y) de la hipérbola satisfa-

cen
‘d(QaFl) - d(QaF2)| - 2a7

es decir,

‘\/(x—h—kc)z-l-(y—k)z—\/(x—h—c)2+(y—k)2 =2a

Para simplificar un poco el calculo, supongamos que d(Q,F;) —d(Q,F;) >0

(el otro caso es es totalmente similar), entonces

YA

N

.18: hipérbola con rotacién
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<\/(x—h+c)2+(y—k)2>2 = (Za—\/(x—h—c)2+(y—k)2>2,

clx—h)—d® = a\/(x—h—c)2+ (y—k)?,
elevamos al cuadrado,

(@~ -k = @ -d),
-h? G-k
a2 02—612 '

2 2
: o . (x—h y—k - g .
Poniendo b = ¢? —a?, la ecuacién simplificada serfa ( 5 ) — ( 2 ) = 1; esta ecuacion se le llama ecuacion canonica

a
o natural. Contiene toda la informacidn para determinar la longitud de los semiejes, ¢, focos y vértices.

Y
A (\5\ Fl
@

Eje mayor paralelo al eje Y. En este caso, si el centro es (h,k), (h,k+c) ""Q@‘“‘:;l‘i
entonces Fy = (h,k—c) y F» = (h,k+c). Los puntos Q = (x,y) -
de la hipérbola satisfacen

|d(Q7Fl) _d(Q7F2)| = 261,

es decir,

‘\/(x—h)2+(y—k+c)2—\/(x—h)2+(y—k—c)2 =2a.

(h,k —c)

2 2
e y—k x—h L . L
Como antes, la ecuacion simplificada queda ( 5 ) — ( 2 ) = 1. A esta ecuacidn se le llama ecuacion canénica o

natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, ¢, focos y vértices.

Asintotas de la hipérbola. Consideremos las ecuaciones canénicas de la hipérbola. Despejando y en cada caso, se obtiene

7k2 7]12
(y ) _(x ) -1 — y:k:i:% (_x_h)l_’_bZ’

a? b?
(X—h)z (y—k)2 _ _ b 2_ 2
" 2 =1 = yfkia (x—h)?—a>.

Si x es suficientemente grande, se pueden despreciar las constantes que suman o restan, es decir,
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a? b? b
(x—h)? -k _ -
2, =1 = yNk:I:;(x—h).

b
Esto sugiere que las rectas y = k+ g(x —h), y=k=£ —(x—h) son asintotas oblicuas de la hipérbola correspondiente. En
a

efecto, un cdlculo rdpido nos permite establecer que

(—k?  (x—h)? _ . a _
2, =1 = xl_l)rilwy— k:l:z(x—h) =0,
(x—h)? (—k? _ ; b _
o 1 = xl_l}rilwy— k+ &(x—h) =0.
Teorema 1.2 (Asintotas de la hipérbola).
Y AV AV AV AV
La hipérbola de ecuacién Y azk) — i bzh) =1 tiene La hipérbola de ecuacién (x azh) — b bzk) =1 tiene
asintotas u asintotas 5
y:k:l:z(x—h) y=k+—-(x—h)
a

Y
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Hipérbolas.

(z=h)? W=k _, (y—k)? (z—h)?
a? b2 2 p2

k+c9
k+ad

c? =a? +b? 2

y >

[0} h—é h;a h h:l—a };+c

Ecuacion general de la hipérbola en posicion estandar. La ecuacién general de una hipérbola con eje focal paralelo
aleje X oaleje Y es Ax> +Cy>+Dx+Ey+F =0, con A y C no nulos y de diferente signo.Sin embargo, esta ecuacién
puede también corresponder a una cénica degenerada. Si la ecuacion corresponde a una conica propia, basta con que
AC < 0 para decir que es una hipérbola. La manera préctica de decidir si es una hipérbola es obtener la ecuacién candnica
completando cuadrados. El estudio de la ecuacién general se hace en la seccion (1.6).

Determine la ecuacion canénica y las caracteristicas de la conica que contiene a los puntos P = (x,y) para los cuales
|d(P,A) —d(P,B)| =2 donde A = (—3,0) y B=(—3,3). Realizar la grifica.

Solucion: Se trata de un hipérbola con focos A y B y por tan-
to ¢ = 1.5 y el centro es (h,k) = (—3,3/2). Como |d(P,F}) —
d(P,F;)| = 2a entonces a = 1. y entonces b> = 5/4. Luego ecua-
cién candnica es

0-3)° @+3)? |
1 5/4

1
Las asintotas son y = + i (x+3)+3/2. La interseccién con

losejes son y ~ —1.363, y~4.363, x~ —4.25y x~ —1.75,
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Ejemplo 1.16

Identifique y trace la grafica de la c6nica de ecuacién 4y> — 9x? +36x — 24y — 36 = 0, indicando centro, vértices,
focos, asintotas e interseccion con los ejes.

Solucion: Completando cuadrados obtenemos

4(y—3)2—9(x—2)> =36

por lo que la ecuacién candnica es

(y—3)? (-2 1
9 4

Se trata de un hipérbola con eje transversal vertical y centro en
(2,3). Como a =3y b=2 entonces ¢ = \/13. Los vértices
son v; = (2,0) y v, = (2,6) y los focos son Fj = (2,3 —/13)
y B> = (2,3+/13). Las intersecciones con los ejes: y ~ —1.24,
yr=T724y x=2.

Ejemplo 1.17

Hallar la ecuacién canénica, los focos, los vértices y las asintotas
de la hipérbola cuya ecuacién es 9x> —y? —36x—6y+ 18 = 0. Y
Realizar la gréfica. \

Solucién: Completando el cuadrado en ambas variables,

9(x*—4x+4—4)— (*+6y+9-9)+18 = 0
9(x—2)2—(y+3)* = 9

=2 _06+3° _ |
1 9
Por tanto, el centro estd en (2,-3), a =1, b =3y

F=d?+b* = 2=10 = ¢c=+10

Los vértices estdn en (1,—3), (3,—3), los focos en (2++/10,—3)
y las asintotas son y = £3(x —2) — 3. Las intersecciones con los
ejesson y~ —8.19, y~2.196, x~0.58 y x ~ 3.41.
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Ejemplo 1.18

Hallar la ecuacién canénica de la hipérbola con vértices Y,
en (3,—-5)y (3,1) y asintotas y=2x—8 y y=—2x+4. A
Ademas calcule los focos y realice la gréfica. \

Solucién: Como los vértices son vértices en (3,—5) y
(3,1), el centro es (3, —2). Ademds, la hipérbola tiene eje
transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el teorema
de las asintotas,

a a 3
m b b=3 b=3

Por tanto, la ecuacion candnica es

0+2° @-3)" _
9 2

El valor de c estd dado por

45 3V5
02:a2+b2=>c2:4:>c=\2f

Los focos estdn en (3,—2 — %) y (3,—2+ %) Las intersecciones con el eje Y son y~ —8.70, y~ 4.70.

os &

C

erc

- —

E

@ 1.5.1 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la hipérbola 36x> — 64y> = 2304
@ 1.5.2 Determine la ecuacion candnica de la hipérbola con focos en (1,4) y (1,—4) y con a = 3.

@ 1.5.3 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola con centro en (—4,1) y un vértice en (2,1) y semieje
conjugado de longitud 4.

@ 1.5.4 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola de ecuacién 9x* — 16y*> — 18x — 64y — 199 = 0.

@ 1.5.5 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola con vértices en (0,2) y (6,2) y asintotas
y=2/3x N y=4-2/3x.

@ 1.5.6 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola que contiene al punto (4,6) y cuyas asintotas son
y= :l:\/§ X.
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@ 1.5.7 Determine la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y que contiene los puntos (3,1) y (9,5).

@ 1.5.8 Determine la ecuacién candnica de de la hipérbola que satisface simultdneamente las siguientes condiciones,
a.) El centro de la hipérbola coincide con el vértice de la pardbola de ecuacién y> —2y+ 8x+ 17 = 0.

b.) Uno de sus focos se ubica en (3,1)
c.) Uno de sus vértices se ubicaen (1,1).

Realice la gréfica e indique sus principales caracteristicas.
2 y?
@ 1.5.9 Determine el tipo de conica representada por la ecuacién — +

. k716:1enloscasos
a.) Sik>16

b.) Si0<k<16
c) Sik<0

@ 1.5.10 Realice el dibujo de la seccién cénica de ecuacién 9(x — 1)? — (y+1)? = 9. Indique ademds todas sus
caracteristicas.

@ 1.5.11 En la definicién de la hipérbola como un lugar geométrico se indica que 2a < d(F,F,). {Qué pasa si
2a > d(F,F)?

(") Clasificacion de cénicas y la ecuaciéon de segundo grado

Una cénica tiene ecuacion general

Ax*4+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0. (1.2)

Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacion no tiene solucién (no hay lugar geométrico) o el conjunto solucién es una
conica degenerada (un punto, una o dos rectas).

En el caso de que tengamos una cénica no degenerada con ecuacion 1.2, clasificar la cénica obteniendo la ecuacién
candnica: Si B = 0, solo habria que completar cuadrados. Si B # 0, habria que aplicar una rotacion de ejes y y luego
completar cuadrados, con estos calculos obtenemos la ecuacién canénica de la conica (en un nuevo sistema X'Y’) y sus
caracteristicas mas importantes (centro, vértice(s), etc.).

Clasificacion usando la representacion matricial. Las cénicas tienen una representacién matricial
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2 2 B A B/2\ (x x -
Ax"+Bxy+Cy"+Dx+Ey+F =0 = (x y) <B/2 e ) —I—(D E) : +F=0

De esta manera se puede usar la teoria de formas cuadréticas para obtener los siguientes resultados:

A B/2 D)2
Consideremos la cénica de ecuacién Ax* +Bxy +Cy* +Dx+Ey+F =0.Sea A=4(B/2 C E/2| =
D/2 E/2 F

4ACF — AE? — B*F + BDE — CD?, entonces:

a.) Si B2 —4AC =0y A # 0, tenemos una parabola.

b.) Si BZ—4AC <0y A +#0, tenemos una elipse.

c.) Si B2 —4AC >0y A # 0, tenemos una hipérbola.

d.) Si B>—4AC =0y A =0, tenemos dos lineas paralelas o un conjunto vacfo. Las lineas son distintas si
D?+E? > 4(A+ C)F, pero son una sola (coinciden) si D>+ E? = 4(A +C)F (por ejemplo, en el caso de
que el foco estd sobre la directriz, en la definicién de mds arriba), y son distintas en el plano complejo si
D> +E? <4(A+C)F.

e.) Si B2 —4AC <0y A =0, tenemos un punto (la elipse colapsa en un punto).

f.) Si B> —4AC >0y A =0, tenemos dos lineas que se intersecan (solo quedan las “asintotas™).

Invariantes. Usando la teoria de invariantes (ver Apéndice A.) podemos identificar la cénica, sin atender a sus elementos,
directamente aplicando el siguiente teorema,

Consideremos la ecuacién general Ax> 4+ Bxy+Cy? + Dx+ Ey+F = 0. Entonces,
a.) si B2 —4AC =0y 4ACF + BDE — AE* — CD? — FB?> # 0, tenemos una parabola,
b.) si B> —4AC <0y (A+C)(4ACF + BDE — AE? — CD? — FB?) < 0, tenemos una elipse,

c.) si B2 —4AC >0 y 4ACF + BDE — AE*> — CD? — FB? # 0, tenemos una hipérbola.
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Si definitivamente se sabe que la ecuacién general corresponde a una cénica propia, entonces
a) si B2 —4AC =0, tenemos una pardbola,
b) si B> —4AC < 0, tenemos una elipse,

¢) si B> —4AC > 0, tenemos una hipérbola.

Una exposicion més detallada se puede ver en el apéndice 8.1.

Ejemplo 1.19

Clasificar la cénica de ecuacién 2x> — 5y> —xy+3y+1=0.

Solucién: . Eneste caso A=2,B=—1,C=-5 D=0, E=3y F = 1. Ahora calculamos,

B> —4AC=41>0 y 4ACF + BDE — AE> —CD* — FB* = —59 # 0, por tanto se trata de una hipérbola.
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Espacio tridimensional. Coordenadas car-
tesianas.

Funciones escalares de dos variables
Curvas y Superficies en R3

Superficies cuadrdticas.

Sélidos simples

Proyeccioén (ortogonal) de un sélido simple
(*) Definicion formal de una superficie

2.1 Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas.

Una vez que se ha especificado una unidad de medida, un nimero x € R puede ser usado para representar un punto en una
linea, un par (x,y) € R? se puede usar para representar un punto en un plano,

YA
(z,y)
Yl !
0 T T X
(a) Punto en una linea (b) Punto en el plano

De manera andloga, un triple (x,y,z) € R* se puede usar para representar un punto

en el espacio tridimensional. Tomamos un punto fijo cualquiera O, llamado origen, y

tres planos distintos, mutuamente perpendiculares, que pasan por O. Los planos se
intersecan en pares en tres rectas (ejes) mutuamente perpendiculares que pasan por

O llamadas X, Y y Z. Para hacer la representacion en un plano podemos trazar el

eje Y yeleje Z de frente y la parte positiva del eje X se representa en una direccién
aproximadamente sur-oeste, para simular profundidad (perpectiva). Dibujamos (x,y)

en el plano XY vy, desde este punto, dibujamos un segmento paralelo al eje Zy &
orientado de acuerdo al signo de z y de longitud |z|, como se muestra en la figura.



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap2-CSCDFIntroduccion.cdf

2.1 Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas. 48

Los puntos en el eje X tienen coordenadas (x,0,0), x € R, los puntos en el eje ¥ tienen coordenadas (0,y,0), y € R
y los puntos en el eje Z tienen coordenadas (0,0,z), z € R. En la figura que sigue se muestran cinco ejemplos de
puntos en el espacio.

Z* ZA

3+>(0,0,3) 34
| o(2,1,3)
_ 1 (07 170)3
\.\b
(2,0,0)7? Y
6 X

Figura 2.1: Puntos (2,0,0), (0,1,0), (0,0,3),(2,1,3) y (2,—1,0).

Planos XY, XZ y YZ. Hay tres planos que contienen un par de ejes coordenados: El plano XY es el plano que contiene el
eje X yeleje Y, el plano XZ es el plano que contiene el eje X y el eje Z y el plano YZ es el plano que contiene el eje Y
y el eje Z.

6 \ercon CFDPIlayer Requiere FreeCDF Player

. “A

Ii ! X/

Plano XY Plano XZ Plano YZ

Figura 2.2
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El primer octante. Los planos XY, XZ y YZ dividen el espacio en ocho partes llamadas octantes. El primer octante
corresponde a la parte positiva de los ejes.

:X Y

(a) Octantes

(b) Primer octante (c) Habitacién en el primer octante

Figura 2.3

Vistas isométricas de un punto. Considere el punto P, . = (a,b,c) en el espacio tridimensional, se define la vista de este
punto en el plano XY como el punto Py, = (a,b,0). Andlogamente se define la vista en el plano YZ como P, = (0,b,c¢)
y la vista en el plano XZ como P, ; = (a,0,c). Estas vistas también se denominan “proyecciones perpendiculares” del
punto en el plano respectivo.

Proyeccién sobre Y 7

Z Z
C \\
\TPx’sz
|
|
f
a L b
< , a b
X \\\J// & X T .7 IS
L Y 2 T
Px7y Y
Punto P, . Proyeccién sobre XY
Z Z
Cl—--_, P,. P, —1C
I I
" |
' '|
1
| |
| 1
| |
X e X o
£ b Y 2 %

Proyeccién sobre X 7
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Funciones escalares de dos variables

Definicion 2.1
Una funcién escalar de dos variables f : R? — R con dominio D C R?, asigna a cada par (x,y) € D, un dnico
nimero real denotado con f(x,y). El grifico de f esel conjunto {(x,y,z) : x,y€ D y z= f(x,y)}.

El criterio (férmula) que define a f puede ser explicito o implicito. Para hablar de una funcién de dos variables se escribe
< =f(x,y) 0 F(X,y,Z) =0.

@ Forma explicita: z = x> +y* o equivalentemente f(x,y) = x> +y?. Por ejemplo, f(1,2) =1>+22=5y
£(0,3) =9, por tanto, los puntos (1,2,5) y (0,3,9) estdn en la grafica de f.

F(x,y,2)

@ Forma implicita: x> +y? 4z —1=0; z> 0. Por ejemplo, si x=1 y y =0 entonces z =0 y el punto (1,0,0)
estd en la grafica de la funcion.

Six=1yy=1entonces 12+ 12+72=1 = z>= —1, esdecir, (1,1) no estd en el dominio de la funcién.

La representacion grdfica de f corresponde a la representacion de todos los puntos (x,y,z) que satisfacen la ecuacion
z=f(xy) o F(x,y,z) =0.

6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Ejemplo 2.3
x=2? (-3)°

Consideremos la funcién f(x,y) =3+ \/ = = . La funcion estd bien definida si el subradical

4 9
—2)? —3)?
1-— (x 2 ) — b 9 ) 9 > 0, entonces el dominio maximo de esta funcién es el conjunto

Dy = {(x,y) eR?: (x—42)2+ (y—93)2 < 1},
(X—2)2+(y—93)2

es decir, Dy es la region encerrada por la elipse =1 (incluido el borde).
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X
\ (z—2)? | (y=3)*
— )2 — 22
Figura 2.4: Dominio de la funcién f(x,y) =3+ \/ 1-— (x 42) = b 93) (en celeste)
Ejemplo 2.4
La funcién z = ——— solo se indefine en (0,0),
xX“+y

entonces el dominio maximo de esta funcion es
el conjunto

Dy =R*>—{(0,0)}.

1
Figura 2.5: Dominio de la funcién z = - (en celeste)
y

x2+
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Dominio y su representacion grdfica.

Como en funciones de una variable, el dominio méximo de f es el conjunto de puntos (x,y) € R? tal que z = f(x,y)
esté bien definida.

Representacion grafica de regiones definidas por desigualdades. En general, cualquier combinacién de ecuaciones
y desigualdades pueden definir una regién, de manera implicita. En Esta seccién se introduce casos sencillos. Una
exposicion mas completa sobre representacion de dominios la puede ver en el apéndice 8.3

@ Desigualdades del tipo y > f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a,D].

La representacion gréfica de la curva y = f(x) consiste de la representacion de los pares (x,y) con y = f(x).
Los puntos (x,y) con y > f(x) conforman una regién por encima de la representacion grafica de f (incluyendo
esta representacion) y, de manera andloga, los puntos (x,y) con y < f(x) conforman una regién por debajo de la
representacion grafica de f (incluyendo esta representacion.)

6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

A y=f(x)

A

Yy

@ Desigualdades del tipo y > f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a,b]. Este caso es similar al anterior, como la

desigualdad es estricta, no incluye la curva y = f(x).

A A y=f(x)
y= f(x) ,I
I
N B Y N ,"
> f(xo)® ,‘ i \\\ II
E y >f(x) II; ; \\\ /I
Ill | y<f(x0)é N ///
,"3‘\ : II > -
a 2N Sb y<flx
\ :
Z; \\ /I - o I >
-~ 6 a xo b

@ Desigualdades del tipo x > g(y) 0 x < g(y) en un intervalo [a,b].

La representacion grafica de la curva x = g(y) consiste de la representacion de los pares (x,y) con x = g(y). Los
puntos (x,y) con y > g(x) conforman una region a la derecha de la representacion gréfica de g (incluyendo esta
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representacion) y, de manera andloga, los puntos (x,y) con x < g(y) conforman la regién a la izquierda de la
representacion grifica de g (incluyendo esta representacion.)

Cuando la desigualdad es estricta, la regién no incluye la curva.

A —
’ x=8) ‘ x=38(y)
. -
L °x>g(y) /,/’/
x> g(y) ()
xX<8W) ™~
G b / 6

M(Dominio de una funcién).

Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién z = /3y —6x+3+1In(1 —x) + 1
Solucién: Necesitamos que 3y —6x+3 >0 y que 1 —x > 0, es decir,

Dy = {(x,y)ER2 talque y>2x—1 y x<1}

Representacion grafica: El dominio de f es la interseccion de la region y > 2x — 1 (regién arriba de la recta
y=2x—1, incluida) y de la regién x < 1 (regién a la izquierda de la recta x = 1, sin incluirla).

1

y>2x—1
9l

Figura 2.6: Dy = {(x,y)€R2 talque y>2x—1 vy x<1}
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311 o [P X- M (Dominio de una funcion).

1

Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién

1

f(xvy) =

y2—2y—4x—3 * VxX—y

Solucién: Necesitamos x —y > 0 y que y> — 2y —4x — 3 # 0. Completando cuadrados obtenemos quela ecuacién
y? —2y —4x —3 = 0 corresponde a la pardbola (y—1)? = 4(x+1).

Dy = {(x,y)ERz talque y<x y (y—1)2#4(x—|—1)}

Representacion grdafica: El dominio de f es la region y < x (regién abajo de la recta y = x, sin incluirla)
excluyendo la pardbola (y — 1) =4(x+1).

Ejemplo 2.7

-,
|

o y<xyy-124

(Dominio de una funcién).

2

4(x+1)

Figura 2.7: D; = {(x,y) € R? talque y<x 'y

Dy = {(x,y)e]R2 tal que x > y*

(=12 #4x+1)}

2
Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién f(x,y) = In(x — y?) + \/1- y2— %

P 8 X .
Solucién: Necesitamos que x —y> > 0 y que 1 —y> — > > 0, es decir,

2
7 X
— <1
y y+2_}
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Representacién grafica: El dominio de f es la interseccion de la regién x > y* (region a la derecha de la pardbola
2 2
x = y?, sin incluirla) y de la regién y* + % <1 (el interior de la elipse y*> + % =1 incluyendo la elipse).

2
Figura 2.8: Dy = {(x,y) € R? talque x>y* y y2+% < 1}

Ejemplo 2.8

log(x* — 2
Considere la funcién f(x,y) = og(x” —3(r+2)) .

x+y—1

a.) Determine el dominio de la funcién f.
b.) Realizar la representacion grafica de este dominio.

Solucién:

2 2
@ XX -3(y+2)>0 = y< ~ g Esto corresponde a la regién por debajo de la pardbola y = % —2. Los

puntos de la pardbola no estdn en el dominio, por eso se dibuja “punteada”.

@ x+y—1#0 = y#1—x. Lospuntos de esta recta no estdn en el dominio.

2
® Dy={(x,y) € R? 3y<%—2/\y7$1—x}
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log(® —3(y+2))

Figura 2.9: Dominio de la funcién f(x,y) =

x+y—1
Ejemplo 2.9
2x+3
Consideremos la funcién f(x,y) = \/)%
a.) Determine el dominio de la funcién f.
3,‘ T 4 ]
. L — YA
b.) Realizar la representacion grafica de este —
dominio. i /’

Solucién: Los puntos (x,y) que estdn en el dominio
son puntos tales que y —x —2 > 0. Asi que dominio
maximo es

Di={(x,y) €R* tq y>x+2.}.

Esto corresponde a la regién que esta sobre la recta i I
y=x+2. — X
1l ‘ ‘ ‘ ‘ J
La representacion grafica de este dominio co- -3 -2 -1 0 1 2 3
rresponde a la regidén que estd por encima de la recta 2x+3

Figura 2.10: Dominio de la funcién f(x,y) =

Vy—x=2

y =x+2 y se debe excluir la recta, por eso se dibuja
“punteada”.
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Ejemplo 2.10

Consideremos la funcién f(x,y) =3 — (x—2)% — (y —2)°.
Su dominio maximo es R?. Frecuentemente hacemos la
representacion gréfica de f sobre un dominio restringido,
por ejemplo sobre el conjunto D = [1, 3] x [1, 3],

Figura 2.11: f restringidaa D = [1, 3] x [1, 3]

V=42 +y2 -1

@ 2.2.1 Considere la funcién f(x,y) = . Indique el dominio médximo de f y realice la

ios

Xy
representacion grafica.
O
1)2—x—1
O @ 2.2.2 Considere la funcién f(x,y) = O+ 1) —x . Indique el dominio miximo de f y realice la
P log(x—y)
()] representacion grafica.
1Ty
. ., 3y—6x+3 ) .. .. . .y
@ 2.2.3 Considere la funcién f(x,y) = m Indique el dominio médximo de f y realice la representacion
n(l—x
gréfica.
\/1—x%2— %
@ 2.2.4 Considere la funcién f(x,y) = ~—— +/x—y. Indique el dominio méximo de f y realice la
X—y

representacion grafica.

Curvas y Superficies en R’

Nos interesan las superficies de ecuacién z = f(x,y), es decir, las superficies formadas por los puntos (x,y,z) que
satisfacen la ecuacion z = f(x,y) o también en la forma F(x,y,z) = 0.

A veces decimos “superficie de ecuacion (explicita) z = f(x,y)” o “superficie de ecuacién (implicita) F(x,y,z) =07.
Como sugiere el ejemplo 2.2, un bosquejo de una superficie se puede hacer con un conjunto de curvas; a estas curvas se les


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.3 Curvas y Superficies en R? 58

llama ‘trazas’ o ‘cortes verticales y horizontales’. En esta seccién vamos a ocuparnos con superficies simples: Planos,

superficies cilindricas y superficies cuddricas!

Curvas en el espacio.

Una manera de describir una curva en el plano XY es por medio de su ecuacion cartesiana F(x,y) = c¢. Por ejemplo, una
circunferencia de radio a tiene ecuacién: x> +y*> = a®>. Desde este punto de vista, una curva C definida por esta ecuacién
es un conjunto de puntos, a saber,

2
C={(xy) e R"|F(x,y) =c}
Las curvas en R podrian ser definidas por un par de ecuaciones (como interseccién de dos superficies),

F(x,yz)=ci1; Bxyz) =c,

Por ejemplo, en el espacio tridimensional, la elipse de ecuacion
1P, @+ 1)

=1 (enel plano XZ) tendria ecuacién

4 9
(x—1)  (z+1)?
=1; =0.
i T Y
6
Ecuacion paramétrica. En el capitulo 7 (integrales sobre una linea) r(ti)

necesitaremos describir un curva con un pardmetro. La manera de de-
finir una curva con un parametro es considerar la curva como el lugar
geométrico de un punto en movimiento, r(z) es la posicién del punto en C
el instante 7. La curva es descrita por una funcién r(r) de parametro ¢.
Para curvas planas: r: R — R?, r(t) = x(¢t)i+y(t)j. Para curvas en el
espacio r: R — R3, r(t) = x(1)i+y(t)j+z(1)k.

(]

'Un cono es una superficie si removemos el vértice.
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En el espacio tridimensional, una circunferencia en el plano XY, de radio a y centrada en el origen, se puede
describir de varias maneras, por ejemplo,

@ Ecuacion cartesiana: x2 + y2 =a% 7=0.
@ Una ecuacién paramétrica:

r(t) = acosti+asentj+0-k; t € [0,27].

cdfCap2-CSCDFCurvasEj2.11.nb

Curvas en los planos XV, XZ y YZ. En general, “F(x,y) = 0; z= 0" es la ecuacién de una curva en el plano XY. De

manera andloga, “F(x,z) = 0; y = 0” corresponde a una curva en el plano XZ y “F(y,z) = 0; x = 0” corresponde a una
curva en el plano YZ.

Realizar la representacion gréfica, en el espacio, de lacurva C; : x+y=3;z=0

Solucién:

Q@ Lacurva C : x+y=3; z=0, corresponde a una recta en el plano XY. Interseca al eje X en x =3 y al eje
Y en y=3.

@ Una parametrizacién es x(t) =1, y(t) =3 —t y z(t) =0, es decir, C: r(t) =ti+(3—1))+0-k; re€ R
¥

VA

r+y=3;2=0

3 A

X2 3

Figura 2.12: Rectax+y = 3 en el plano XY Figura 2.13: Recta x+y = 3 en el espacio tridimendional
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Realizar la representacion grifica, en el espacio, de la curva C : (x—2)?+(z—2)2=1; y=0.

Solucioén:

@ Lacurva C : (x—2)2+(z—2)? =1; y =0 corresponde a una circunferencia de radio 1 en el plano XZ. Su
centro es (2,0,2).

@ Una parametrizacién es
C: r(t) = (24cost)i+0-j+ (2 +sent)k; 1€ [0,27]

4

(z — 2)24H(z — 2)2=1 | V= 0

Ejemplo 2.14

Realizar la representacion gréfica, en el espacio, de la curva C3 : z=2—y?; x=0.
Solucion:

@ Lacurva C; es lapardbola : y> = —(z —2) (céncava hacia abajo) en el plano YZ. El vértice es (0,0,2) e
interseca al eje X en x =12 y x= —/2.

@ Una parametrizaciones C: r(t) =0-1+1j+(2—2)k; 1€ R
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@ 2.3.1 Realizar la representacion grafica, en el espacio, de las curvas

ios Gd

a) z=4—x% y=0.

b) (z—2)2+(y—2)>=4; x=0.

(y—1)?

jercic

T c.) T—ch:l;zzo.
d) z+2y=4; x=0.
e.) zz—y2:4; x=0.
f) 2-x*=4; y=0.
g) ¥ —x>=4; z=0.
@232 ;Bs (x—1)2+ (y+2)? +z?> = 0 la ecuaci6n de una curva?
Planos

Posiblemente los planos son las superficies mas sencillas de dibujar. La ecuacién cartesiana de un plano
es ax+by+cz=d con con a’>+b*>+c* # 0 (se prohibe el caso a = b = ¢ = 0). Para realizar la
>, representacion grafica de un plano II nos basamos en el hecho de que si P,Q son dos puntos en este
/ plano, entonces la recta (o cualquier segmento de ella) que contiene a estos puntos, estd en el plano. En
la practica necesitamos al menos dos segmentos de recta para dibujar una parte del plano, mediante un
tridngulo o un paralelogramo.
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Planos de ecuacién cartesiana con dos variables ausentes.
La ausencia de variables en la ecuacion solo significa que estas variables tienen coeficiente nulo y, por tanto, estas variables
pueden tomar valores arbitrarios.

Por ejemplo el plano IT: 0-x+0-y+z=2 esel plano z =2, es decir, IT= {(x,y,2) : x,y € R}. De aqui en adelante,

6 \Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player
@ Elplano x =a esel plano I1={(a,y,z) : y,z € R}.

@ El plano y = b es el plano Il = {(x,b,7) : x,z € R}.

@ Elplano z = c esel plano IT= {(x,y,c) : x,y € R}.

6
@ El plano IT: z =0 lo constituyen todos los puntos A
de la forma (x,y,0) con x,y € R arbitrarios, es decir,
el plano z = 0 es el plano XY. Plano
7
@ Una parametrizacion es Y
:r(t,s)=ti+sj+0-k, (t,5) € RxR. X

Ejemplo 2.16

Dibujar el plano z = 2. -
Solucioén:
@ El plano z =2 lo constituyen todos los puntos de
la forma (x,y,2) con x,y € R arbitrarios, es decir,
es un plano paralelo al plano XY que pasa por la

coordenada z = 2.

@ Una parametrizacion es

O:r(r,s)=ti+sj+2-k (t,5) e RxR.
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Ejemplo 2.17

Dibujar el plano y = 3.

Solucién:

@ Elplano IT: y =3 lo constituyen todos los puntos de
la forma (x,3,z) con x,z € R, es decir, es un plano
paralelo al plano YZ que pasa por la coordenada
y=3.

@ Una parametrizacion es

IT: r(t,s) =t143-j+sk, (t,5) € RxR.

Planos de ecuacion cartesiana con una variable ausente.
Cuando hay una variable ausente (i.e., una variable con coeficiente nulo), el plano estd ‘generado’ por la recta determinada
por las variables presentes.

Ejemplo 2.18

Dibujar el plano x+y = 2.
Solucién: ]
@ Elplano IT: x+y =2 es el conjunto de puntos 7 r4+y=2 z€R
{(x:32) s x+y=2,z€e R}

Las coordenadas x e y estdn sobre larecta x+y=2,z=0
y la coordenada z es arbitraria.

@ Una parametrizacion es

:r(t,s) =ti+(2—1)j+sk, (t,5)e RxR.

Ejemplo 2.19

Dibujar el plano y+z = 3.
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Solucién:

Q Elplano IT: y+z =3 es el conjunto de puntos
{(x,3,2) : y+z=3,x€ R}

Las coordenadas y y z estdn sobre larecta y+z=3, x=0
y la coordenada x es arbitraria.

@ Una parametrizacion es

:r(t,s)=ti+sj+B—s)k, (1,s) € RxR.

Planos de ecuacion cartesiana sin variables ausentes. Podemos distinguir entre los que pasan por el origen y
los que no.

Una forma sencilla para dibujar planos que no contienen el origen consiste en determinar la interseccién del plano con cada

eje coordenado y trazar los segmentos de recta que unen estos puntos. En caso necesario, se pueden extender dos de estos
segmentos y formar un paralelogramo.

Ejemplo 2.20

Dibujar el plano 4x —4y+2z =4

Solucion:
@ El plano interseca a los ejes coordenadosen x =1, y=—1
y z = 2. Podemos usar el segmento que vade x =1 a ‘ f;arﬂywzz 4
y=—1 yel segmento que vadey = —1 a z=2. Con estos

dos segmentos podemos dibujar un paralelogramo.

@ Como los puntos A = (1,0,0), B=(0,—1,0), C=(0,0,2)
estan en el plano, una parametrizacién es
IT: r(t,s) = A+t-(B—A)+s-(C—A)
= i+ (t+s—1)j+25k; spteR. 7

Planos que contienen el origen. Para dibujar planos que contienen el origen se anula una de las variables y se dibuja
una primera recta resultante en el plano correspondiente. Luego se anula otra variable y se dibuja una segunda recta en el
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plano correspondiente. Tomamos dos segmentos, uno en cada recta y formamos un paralelogramo.

ios 3

jercic

E

Dibujar el plano x+y —2z =0. —
Solucién: Z

@ Como el plano x+y—2z =0 pasa por el origen, podemos
usar un segmento de la recta x —2z =0; y=0 y un
segmento de la recta y — 2z = 0; x = 0, para dibujar un® — 0
paralelogramo que represente al plano. ¥z

@ Para obtener una parametrizacién, usamos los puntos del

plano A = (3,0,1.5), B=(0,0,0) y C =(0,3,1.5), v
IT: r(t,s) = A+t-(B—A)+s-(C—A)

= 3ri+3sj+15(s+0)k; srteR.

@ 2.3.3 Dibujar los planos que se indican a continuacidn:
a) 2z+y=2
b) x=2
c) x—y—z=0
d) x+y—2z=2
e) 2x+2y+2z=2

@ 2.3.4 Dibujar el plano 4x —4y+ 2z =4 en el primer octante.

Superficies cilindricas o “cilindros”.

>

El término “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La palabra “cilindro’
probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en cdlculo en varias variables un cilindro (cilindro
generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un cilindro es una superficie formada por una familia de
rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan por los puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la directriz
vive en un plano y si la generatriz es perpendicular a este plano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un cilindro es un
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caso particular de una superficie reglada.

En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de ecuacion

r(t,s) =c(t)+s-€;tel, s R donde c(r) es la parametrizacién de N?
una curva que esta en alguno de los plano XY, YZ o XZ y ¢ esun

vector perpendicular al plano correspondiente. c

Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacién en dos de las tres variables x,y y z van a ser cilindros rectos, con
linea generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la linea generatriz es el eje asociado a al
variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacién z = 1 —x? tiene generatriz paralela al eje ¥ mientras que el cilindro
y? 4 (z—1)? =1 tiene generatriz paralela al eje X.

Para dibujar el cilindro de ecuacién z = 2cos(x) + 2 primero deberiamos dibujar la curva de ecuacién
z =2cos(x) +2; y=0. Luego, segiin nuestro convenio, la superficie cilindrica z = 2cos(x) + 2 tiene linea
generatriz paralela al eje Y. Para obtener uan parametrizacion de esta superficie, tomamos x =¢ y z = 2cos(x) +2.
y =y eslibre. r(t,s) = (t, s, 2cost +2), t,s € R,

Cilindro
z=2cosx + 2
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El cilindro de ecuacién z = 2 —x? es una superficie cilindrica
generada por la pardbola z =2 —x%,y = 0; con linea generatriz
paralela al eje Y.

Para obtener una parametrizacion de esta superficie, usamos la
ecuacién de la curva en el plano XZ, tomanos x =¢ y z=2—t%.
La coordenada y = s es libre. r(¢,s) = (¢, s, 2—1?), t,s € R.

Ejemplo 2.24
(x4 (=37 _

Dibujar el cilindro de ecuacién ) + T 1.

(x—4)?

Solucion: La superficie cilindrica generada por la elipse de ecuacién
nea generatriz paralela al eje Z.

Una parametrizacién de esta superficie es
r(t,s) = (4+2cost, 3+4sent, s), 1 € [0,27], s € R.

Aqui tomamos x(t) =4 +2cost y y(t) =3 +4sent. z=s es libre.

(y—3)?
T 6

=1 tiene su li-
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Dibujar el cilindro de ecuacién (y —2)%+ (z —2)* = 4.

Solucién: La superficie cilindrica generada por la circunferencia (y —2)%+ (z —2)? = 4 tiene su linea generatriz
paralela al eje X. Una parametrizacion de esta superficie es r(z,s) = (2+2cost, s, 2+2sent), t € [0,2n], s € R.
La circunferencia en el plano XZ se parametriza con x =2+ 2cost y z=2+2sent. y=ys es libre.

2.4 Superficies cuadrdticas.

Rotar una cénica (no degenerada) alrededor de su eje focal, por ejemplo, produce un caso especial de un conjunto mds
general de superficie llamadas superficies de segundo orden. Estas superficies satisfacen una ecuacién de segundo grado en
X, ¥y y z y también son llamadas superficies cuadrdticas o cuddricas [16].

La curva de interseccién entre un plano y una superficie cuadrética es una cOnica. Hay 17 tipos estdndar de cuddricas,
algunas de ellas son: paraboloide, esfera, esferoide, elipsoide, cono, hiperboloide, cilindro, cono eliptico, cilindro eliptico,
hiperboloide eliptico, paraboloide eliptico, etc.

Aqui solo consideramos cuédricas en posicién estdndar (sin rotacion). Estas superficies tienen ecuacién
Ax* 4+ By’ +Cz* +Dx+Ey+Fz+G = 0.

Curvas de nivel y trazas.

Si S es una superficie en el espacio de ecuacién F(x,y,z) = 0, todos los pares (x,y) € R? que satisfacen la ecuacién
F(x,y,c) = 0 definen una curva en el plano XY (siempre y cuando este conjunto no sea vacio). A esta curva se le llama
una curva de nivel de la superficie. Geométricamente corresponden a la proyeccion sobre le plano XY, de el corte del
plano z = ¢ con la superficie S.

También nos interesa dibujar la curva como una curva en el espacio. Por abuso del lenguaje se dice “la curva de nivel z = ¢”
para indicar la curva de nivel “F(x,y,c) = 0; z = 0”. A las curvas “F(x,y,c) = 0; z = ¢” (si existen) les llamamos ‘trazas’
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o ‘cortes’ de la superficie.

curvas
de nivel

curva de nivel

Figura 2.14: Traza o corte z = ¢ y curva de nivel. Figura 2.15: Algunas curvas de nivel y algunas trazas.

Como se deduce facilmente, si nos movemos sobre una curva de nivel z = ¢, la funcién se mantiene constante.

Ejemplo 2.26

Consideremos la superficie de ecuacién z = x> +y?. Como z es
una suma de cuadrados, z debe ser > 0. Vamos a dibujar las
curvas de nivel correspondientes a z=0,1,2 y z=3.

@ La curva de nivel z= 0 es el punto (0,0,0)

@ La curvade nivel z = I : circunferencia 1 =x>+y?; z =0.

@ La curva de nivel z=2: circunferencia 2 = x> +y?; z=0.

@ La curva de nivel z = 3 : circunferencia 3 = x> +y?%; z=0.

Ejemplo 2.27

—3)2
Consideremos la superficie de ecuacién z = (y —2)* — (x ) ) . Vamos a dibujar las curvas de nivel correspondientes
az=0yz=1
—3)2 -3
@ Si z=0 tenemos (y—2)> = ¢ 2 ) , es decir, un par de rectas: y =2+ (x_z); z=0.

2 (x=3)
4

@ La curva de nivel z=1 es la hipérbola 1 = (y —2) ;2=0.
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Ejemplo 2.28

Consideremos la superficie de ecuacién z— 1 = (x —2)> +
z=1,2,3y z=4.

(y—2)

. Dibujar las curvas de nivel correspondientes a

Solucioén:

@ La curvade nivel z =1 es el punto (2,2,0).

@ La curva de nivel z =2 es la elipse
—2)2
1= (x—2)2+ (y4>

@ La curva de nivel z =3 es la elipse

—2)2
2:(x—2)2+(y i ) , es decir,

(x—2)?* (y—2)*
> s

1=

(y—2)°

(=22, =27

@ La curva de nivel z=4 eslaelipse 3= (x—2)>+

, es decir, 1 =

3 12

Trazas o cortes. Con el fin de realizar el dibujo de una superficie S de ecuacién explicita z = f(x,y) o de ecuacién
implicita F(x,y,z) = 0, procedemos a realizar cortes a esta superficie con planos paralelos a los planos coordenados. Estas
curvas son llamadas trazas o cortes y producen un dibujo ‘de alambre’ de la superficie a dibujar.

Para describir las trazas por ecuaciones se procede de la siguiente manera:

@ Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano x = ¢, entonces su ecuacién es “z = f(c,y); x=c¢"
0 “F(c,y,z) =0; x =¢,” y se representa en el plano x = c.

@ Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el plano y = ¢, entonces su ecuacién es “z = f(x,c); y=c¢"
0 “F(x,c,z) =0; y=c¢,”y se representa en el plano y = c.
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@ Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el plano z = ¢, entonces su ecuacion es “c = f(x,y), z=¢"
0 “F(x,y,c) =0, z=¢"y se representa en el plano z = c.

Ejemplo 2.29

Consideremos la superficie de ecuacién z = x*> +y?. Dibujar la traza z = 1.

Solucién: La traza z = 1 es la circunferencia

1:x2+y2; con z=1.

La curva se representa en el plano z = 1. Como la
circunferencia vive en el plano z = 1, para dibujarla
ubicamos su centro (0,0, 1) y trazamos un par de rectas
paralelas a los ejes X e Y que pasen por este punto, estas

lineas las podemos usar como “‘ejes” para dibujar este tipo
de elipse.

La “caja” punteada que pasa por los vérticies de la curva, nos ayuda a hacer el trazo de la curva “en perspetiva”

Estrategia general: Trasladar los ejes. Para dibujar trazas, una estrategia consiste en trasladar los ejes al plano de
dibujo:x=c¢; y=c oz=c.

6}

ittty

-=—"

Figura 2.16: Traslacion de ejes

Ejemplo 2.30

Consideremos la superficie S de ecuacién 4(y —1)? +4(z — 1)> = x%. Dibujar la traza x = 2.

Solucién: La traza x =2 eslacurva (y— )2+ (z—1)>=1; x = 2.
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Para dibujar la traza primero trasladamos los ejes al plano x = 2, luego dibujamos la curva en el plano YZ.
Finalmente dibujamos la curva “(y — 1)?> 4 (z — 1)? = 1; x = 2” usando los ejes Y'Z’

Requiere FreeCDF Player

6 \ercon CFDPlayer

el 1 Y
Figura 2.17: Traslacion de ejes Figura 2.18 Figura 2.19: Traza x =2
. . . -2?
Consideremos la superficie de ecuacién z— 1 = (x —2)> + (y4) Dibujar la traza z = 3.

Solucioén: La traza z = 3 es la elipse

—2)2 —2)2 /
(x—2) + b=2) =1 enelplano z=3. Y‘
2 8
2 2
Como la elipse vive en el plano z = 3, para dibujarla ubi- 4 3///‘\\'/ ‘ Y
camos su centro (2,2,3) y trazamos un par de semiejes X’ g/
Xs

y Y’ paralelos a los ejes X e Y que pasen por este punto,
estas lineas las podemos usar para dibujar la elipse de la
G

9

manera usual.

Cuddricas

Nos interesan las cuddricas de ecuacién Ax? 4 By? +Cz> 4+ Dx+ Ey+ Fz+ G = 0. Excepto casos degenerados, completando
cuadrados podemos obtener la ecuacién canénica de cada superficie cuadrética.
A continuacion se muestra algunas cuddricas en posicién estindar y centradas en el origen.

Cuddricas centradas en el origen
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2 2 2
Elipsoide: Tiene ecuacién — + 75 + — =1
a b* ¢

Es simétrico con respecto a cada uno de los tres planos
coordenados y tiene interseccion con los ejes coordenados
en (+a,0,0), (0,£b,0) y (0,0,=%c). La traza del elipsoide
sobre cada uno de los planos coordenados es un tinico punto
o una elipse.

2 Yoz

Paraboloide eliptico: Tiene ecuacién — + > = =
az b

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses:

22

Xy .

) + i Sus trazas sobre planos verticales, ya sean
Xx =k o y =k son parédbolas.

2 x2 z

Paraboloide hiperbélico: Tiene ecuacién = — — = =.

pr a* ¢
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son hipérbolas
o dos rectas (z = 0). Sus trazas sobre planos verticales
paralelos al plano x son pardbolas que abren hacia abajo,
mientras que las trazas sobre planos verticales paralelos al
plano YZ son parabolas que abren hacia arriba. Su gréafica
tiene la forma de una silla de montar.

xZ y2 Z2

Cono eliptico: Tiene ecuacién —S+53="75

a?  b* ?

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses. Sus
trazas sobre planos verticales corresponden a hipérbolas o

un par de rectas.
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Hiperboloide de una hoja: Tiene ecuacién

2 2 2
x z
N !
az b2 2

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses
2 2 2

—+ y—z = 1+ —. Sus trazas sobre planos verticales son
c

hipérbolas o un par de rectas que se intersecan.

Hiperboloide de dos hojas: Tiene ecuacion

Es una superficie con dos hojas (o mantos) separadas. Sus
trazas sobre planos horizontales z = k son elipses y sobre
planos verticales son hipérbolas

S con los planos de ecuacién y =2, x=1, z=0 y z =4, y dibuje la superficie.
Solucion: Se trata de un parabolide eliptico.

1
@ Latraza y = 2 corresponde a la pardbola (x —1)? = 0 Y= 2.

@ Latraza x = 1 corresponde a la pardbola (y—2)? =z, x=1.

(y—2)

@ Latraza z =4 corresponde a la elipse +(x—12=1, z=4.

@ Latraza z = 0 corresponde al vértice del parabolide, (1,2,0).

Considere la superficie S de ecuacién z = (y —2)?+4(x— 1)? Dibuje por separado las trazas obtenidas al intersecar
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6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Traza y=2 Traza x=1 Traza z =4 )

Ejemplo 2.33

—3)? -3 (z—1)
Identifique y dibuje la superficie cuadratica (x=3) + »=3) -1

=1
9 * 4

Solucioén: Se trata de un elipsoide con centro en (3,3, 1). Una estrategia de dibujo es la siguiente: Los elipsoides
se puede dibujar con tres elipses (trazas). En este caso, se pueden usar x = 3; y=3 y z =1 (estos valores
corresponden al centro de la cuddrica).

v=3"_ (=17

@ Latraza x =3 corresponde a la elipse 9 + R 1, x = 3; que se dibuja en el plano x = 3.

@ Si y = 3 obtenemos la elipse (circunferencia) (x —3)?+ (z—1)> =4, y=3; que se dibuja en el plano y = 3.
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_12)2 _2)\2
@ Si z=1 obtenemos la elipse (x 43) L 8] 93)

=1, z=1; que se dibuja en el plano z = 1.

Este es el elipsoide,
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Ejemplo 2.34

Consideremos la superficie de ecuacién z = x*> 4+ y*. Trazar la superficie usando las trazas correspondientes a
z=0,1,3y x=0.

Solucién:
@ Latraza z =0 es el punto (0,0,0)

@ Latraza z=1 es la circunferencia 1 = x> +y%; enel plano z =1
@ Latraza z =3 es la circunferencia 3 = x>+ y?;en el plano z = 3

@ Latraza x = 0 es la pardbola z = y?; en el plano x = 0

Ejemplo 2.35

Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (x —2)> +

. Trazar la superficie usando las trazas

(y—2)?
4

correspondientes a z=1,2,3,4 y x =2.

Solucion:
@ Latraza z=1 esel punto (2,2,1)

—2)2

@ Latraza z=26slaelipselz(x—2)2+(y 4) en el plano z = 2.
_22 _22

@ Latraza z=3 eslaelipse 1 = (x > ) +(y 3 ) en el plano z = 3.
_22 _22

0Latrazaz=4eslaelipse1=(x 3 ) +(y12) en el plano z =4.

—92)2
@ Latraza x =2 es la pardbola z—lz(y 4) en el plano x = 2.
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Ejemplo 2.36

Identifique y dibuje la superficie cuadratica x> 427> —6x—y+10 =0

Solucion: Completando el cuadrado en x obtenemos el paraboloide eliptico y—1 = (x— 3)2 +27. Abre en
direccién del la parte positiva del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El paraboloide eliptico (que estd mas arriba), se puede dibujar con un par de
elipses y una parédbola. Para obtener las elipses le damos valores a y en la ecuacién y — 1 = (x — 3)2 +272. Se
requiere que y > 1.

@ Si y =1 obtenemos el punto: (3,1,0).

@ Si y =2 obtenemos la elipse 1 = (x —3)% + <

2
i

(x—3)2 2
T—i—z enel plano y=3

en el plano y =2

@ Si y =3 obtenemos la elipse 1 =

@ Para obtener la paribola, ponemos x = 3 y obtenemos la pardbola y = 27> + 1 en el plano x = 3.

Identifique y dibuje la superficie cuadritica 4x> —y>+2z>+4 =0.
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Solucién: Dividiendo por 4 obtenemos: P

2 2
% — % = 1, que corresponde a un hiperboloide de dos hojas. Abre

en direccion del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El hiperboloide de dos hojas (que estd mas arriba), se puede dibujar con dos
elipses y una hipérbola por cada hoja.

2 2

. . % . .
Para obtener elipses, arreglamos la ecuacién como % —1=x*+ 7 Las elipses se obtienen dando valores a y con
Iyl > 2.

@ Si y = £2 obtenemos dos puntos: (0,2,0), (0,—2,0).

x2

@ Si y = 13 obtenemos la elipse % + % =1 enel plano y =3 y el plano y = —3.

22
@ Si y = 14 obtenemos la elipse % + % =1 enel plano y =4 yel plano y = —4.

2 Z2

@ Para obtener la hipérbola, ponemos x = 0 y arreglamos la ecuacién como % -5 = 1.

=

jercicios

E

@ 2.4.1 Dibuje cada una de las siguientes cuddricas:

a) © y=(x—2)24(z—2)?
b) 22 +y*=x/4

c) ¥4y’ +(z—1)?/9=1
d) ?+y*—(z—-2)2=1

e) ¥ +y*—(z—2)*=0

f) X*+(y—-22-22=0
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@ 2.4.2 Considere la superficie de ecuacién S : 4 —z = x> + (y — 2)? + z. Dibuje por separado las curvas de corte de
S con los planos x =0, z =3y z= 0. Y luego dibuje S.

Sélidos simples

Los solidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo limitan. Un
sélido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de dos caras), sin hoyos, con
borde y sin traslapes; en el interior del sélido no hay superficies ni ‘burbujas’ (la frontera del sélido es tal que divide el
espacio en dos partes).

Visualizando curvas de interseccion entre superficies

Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de interseccion entre superficies. En general, si dos
superficies se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos puntos de contacto. En
los casos mas sencillos, estos puntos los podemos localizar en los planos XY, XZ o YZ. En los ejemplos que siguen, estos
“puntos-guia” se sefialan con un punto rojo.

Ejemplo 2.38

Consideremos la curva C de interseccién de la superficie St : z=1—x? yel plano S, : y = 3, en el primer octante.

Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos guia” para trazar la curva. Los puntos guia estdn en rojo en la
figura. Son el punto de intersecion entre las rectas z=1y y =3 en el plano YZ y el punto de intersecion entre las
rectas z=1y y=23 enel plano XY. La curva que queremos dibujar inicia en uno de estos puntos y termina en el otro.

Para obtener una parametrizacion de esta curva C, podemos tomar a x =t como paramétro, C: r(t) = (t, 3, 1 —¢?)
con € [0,1].

(9
Plano y=3 Superficie Sy : z=1—x> Curva de interseccion.

(0,3,1)
4
o
AN

(1,3,0)

x &
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Ejemplo 2.39
2

. q 02 2 X .
Consideremos la curva C de interseccion entre la superficie S;: z=4— ) yelplano S; : x+y =6 en el primer
octante.

El plano S, : x+y =6 interseca alos ejes X e Y en x =6 y y = 6, respectivamente. Como se observa, los
puntos-guia estan en los planos XY y YZ.

En el plano XY el punto-guia se obtiene sustituyendo x = 4 en la ecuacion de la recta x+y = 6, z = 0; se obtiene
(4,2,0).

En el plano YZ el punto-guia es claramente (0,6,4).

Usando x = ¢, una parametrizacion de la curva C es r(t) = (1,6 —t,4 —t*/4); t € [0,6)].

- 2
‘6 Curva de inferseccion: z =4 — % N x+y=6

(4,2,0)
x+y=06 (4,2,0)

Ejemplo 2.40

Consideremos la superficie S;: z=1—x> yel plano S> : y+z =2 en el primer octante. Los puntos-guia son
(1,2,0) y (0,1,1). El punto (0,1,1) se obtiene sustituyendo z =1 en la ecuacién de la recta y+z=2,x=0.

Para una parametrizacién, podemos tomar x = ¢ como parametro, C: r(t) = (¢, 2—(1—1¢2), 1 —¢?), t € [0,1].
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Plono y+z=2 5 Superficie S| : z=1—x2 6 Curva de interseccion
VA
2
Z t
1
pd Y Y
- 2 = b ’/’//BY =

Ejemplo 2.41

Consideremos la curva de interseccién entre la superficie Sy : x> +z> =9 yelplano S>: y—x = —2 en el primer
octante.

El corte del plano S> : y—x = —2 con el plano XZ es larecta x = 2 (pues sobre este plano, y = 0). Sustituyendo
x =2 enlaecuacién x*> +z> =9, y = 0; obtenemos el punto de interseccién (2,0, \/3)

El otro punto-guia se obtiene sustituyendo x = 3 en la ecuacién del plano S, : y —x = —2, este punto es (3,1,0).
Para una parametrizacién podemos usar x =t como paramétro.

Curva de interseccién C: r(t) = (1, 1 —2, V9—12); 1 € [2,3].

% Cilindro Z A
P4+2=9 ]

Ejemplo 2.42

Consideremos la superficie S : z=1—x? yel plano S, : 2z—y =0, en el primer octante. Para dibujar la curva C
de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (1,0,0) y (0,2,1).

Para obtener una parametrizacién de la curva C, podemos usar x =t como paramétro; C : r(t) =
(t, 2(1—1%), 1—12), t € [0,1].
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2

Plano S5 : 2z—y=0 Plano S, y superficie S;: z=1—x Curva de interseccion

z V4

2z—y=0
i=1-z2 (0,2,1)

Ejemplo 2.43

Consideremos las superficies S; : x> +y> =16, S, : 2x —z> = 0, en el primer octante. Para dibujar la curva
C de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (0,4,0) y (2,0, \/§)

Para obtener una parametrizacién de la curva C, podemos parametrizar desde el plano XY. La circunferencia
x> +y? = 16 se parametriza con x = 4cost y y = 4sent. La coordenada z es z = v2x = \/2cost. Asi,
C: r(t) = (4cost, 4sent, \/2cost), t € [0,7/2].

L

Superficie ) : X2 +y* =16 Superficie S, : 2x—z22=0 Curva de interseccion
Z

Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XY Z en posicién estandar, podemos mover el eje X un
poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie.

En el dibujo que sigue, se muestra la interseccion del mismo cilindro y el mismo plano, la diferencia estd en la posicion del
eje X (lo que produce el cambio de perspectiva!). En el primer caso el plano se ve “desde arriba” en el segundo caso el
plano lo vemos “desde abajo”
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Figura 2.20: Efecto en la perspectiva al mover el eje X

Dibujo de sélidos simples

¢Siempre dibujamos en el | octante?. No, excepto que se pida de manera especifica. A veces se pide el dibujo en el
primer octante para simplificar el dibujo, pero para otros sélidos es obligatorio especificar el octante para que se cumpla la
especificacion de sélido simple que dimos mds arriba y asi evitar ambigiiedades (recuerde que los sélidos simples son
conjuntos compactos y no tienen superficies interiores ni ‘burbujas’).

Por ejemplo, el sélido de la figura que sigue, es un “sélido simple”, limitado por las siguientes cinco superficies: S; : z =
X432, 8y 22=2+43x,83: z2=4,85;: x=0 y Ss5: y =20, en el primer octante.

Ambiguedades. Por ejemplo, el sélido Q limitado por z=2—x%; y=3; x=0; y=0y z= 0, no es un sélido simple
pues x = 0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie interior, si tendriamos un sélido simple.
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Sélido Q (no simple) limitado por z = 2—x2; y=3; Sélido Q simple, limitado por z =2 — X% y=3;
x=0;y=0y z=0. y=0yz=0,

Los siguientes sélidos son una “variacion” del sélido anterior, pero ahora se trata de s6lidos simples. En particular muestran
que la presencia de los planos “x =0, y =0, z = 0" no implica que el sélido esté en el primer octante, de hecho se pueden
usar estos planos especificando que el sélido estd en otro octante. Los dos sélido de la figura que sigue, estdn limitados por
las mismas superficies, pero el de la izquierda estd en el primer octante y el de la derecha estd en el segundo octante.

Figura 2.21: Sélidos limitados por las mismas superficies, pero en distinto octante.

El dibujo de sélidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccion entre las superficies que limitan el
sélido.

Ejemplo 2.44

Dibujar el s6lido Q limitado por la superficie S; : z =4 —x? yel plano S, : x+y =4; en el primer octante

Solucion: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (2,2,0) y (0,4,4). Esto nos permite
bosquejar la curva de interseccion entre S; y S».
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Superficie S;: z=4—x*> yplano S, : x+y=4 Sdlido 0

4
4

Ejemplo 2.45

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie S; : x> +z> = 16 y el plano S, : y+z = 4; en el primer octante

Solucién: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (4,4,0) y (0,0,4). Esto nos permite
bosquejar la curva de interseccion entre S y S>.

Superficie §;: ¥*+z2=16 yplano S>: y+z=4 Sélido Q

4

Ejemplo 2.46

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S;: (y—2)2=x—2, S»: y=4, S3: x+z=6, S4: x=0
Ss:y=0y Sg: z=0.

Solucioén: La parte delicada es dibujar la interseccién entre las superficies Sy y S3. El plano x4z = 6 debe ajustarse
para lograr visualizar la interseccion con la superficie S;. Observe que el plano x + z = 6 debe pasar por (2,2,4)
que estd encima del vértice de la pardbola (y —2)> =x—2.
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Superficie S;: (y—2)>=x—2yplano S3: x+z=6

Xx+2=6

Ejemplo 2.47

Ss:x=0y S¢: z=0.

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S : (y—2)>=x—2, Sp: y=1, S3: y=4, S4: x+7=06,

Solucion: La parte delicada es dibujar la interseccion entre las superficies S; y Ss4. El plano x+z = 6 debe
ajustarse para lograr visualizar la interseccidn con la superficie S.

S1: (y—2)2=x—-2yS4: x+z=6

Sélido Q

Zp
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Ejemplo 2.48

Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies Sy : x> +y> =4, S»: z—y=3,y S3: z=0.

Solucion: El plano S, : z—y = 3 interseca al cilindro en los puntos (0,—2,1) y (0,2,5). Podemos usar estos
puntos para dirigir el bosquejo de la curva de interseccion.

Superficie S;: > +y>* =4 yplano S$: z—y=3 Sélido Q

4

Ejemplo 2.49

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S; : x> +y> =16, S, : %x —y+2z=2, enell octante.

Solucién: Primero calculamos el par de puntos-guia en los que el plano S, : %x —y+z =72 interseca al cilindro
Sy : x> +y? = 16, especificamente, en las rectas del cilindro x =4 y y = 4. Estos puntos son (0,4,6) y (4,0,2/5).
Ahora bosquejamos la curva de interseccion, pero solo en el primer octante.

Superficie S;: x> +)?> =16 y plano Sp: 2x—y+z=2 Sélido 0

1
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Ejemplo 2.50

Dibujar el sélido Q limitado por los planos x —y+z=0; y+z=2; x=0y z=0.

Solucion: Dibujamos ambos planos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de interseccién. Uno de los
puntos se obtiene como la interseccién de las rectas —y+z=0y y+z =2, y el otro como la interseccién de las
rectas x —y =0 y y = 2. Estos puntos son (0,1,1) y (2,2,0) El sélido se mantiene en el primer octante pues estd
limitado por el plano x = 0 (plano YZ) y el plano z =0 (plano XY).

Planos x—y+z=0; y+z=2; Sélido Q

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie S; : z=1—x?
y los planos 2z—y=0; y=0; x=0; en el primer octante.

Solucién: La superficie S;: z=1—x? queda arriba y el
plano 2z —y = 0 queda abajo. El plano z = 0 no es parte
del sélido. El punto (0,2,1) se obtiene como interseccién
delasrectas z=1y 2z—y=0.
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Dibujar el sélido Q limitado por la superficie S; : z=1—x? ylos planos 2z—y=0; x=0; z=0y y=2, enel
primer octante.

Solucién: Como el sélido estd limitado por los planos z =0 y x = 0, entonces el plano 2z —y = 0 queda en la
parte de arriba del sélido.

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie S; : z=1—x? y el plano y+z = 2; en el primer octante.

Solucion: En este caso no es necesario especificar los planos x = 0; y =0 y z = 0; con solo especificar que estd en
el primer octante es suficiente porque en este caso no hay ambiguedad.
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Ejemplo 2.54
Dibujar el sélido Q limitado por las superficies Sy : x> +y>=1; S,: x—z2=0ylosplanos z=2—x; x=0y

y =0, en el primer octante.
Solucién: Tal vez sea més sencillo dibujar primero la superficie S} : x> +y> =1 y el plano z =2 —x; luego
dibujamos la otra superficie S, : x —z> = 0.
Superficie S; : x> +y> =1 y plano | Agregamos la superficie Sélido Q
z=2—x Sy x—72=0.
Z
! S |
z2=2—1x ”l
N .
— - v
X 2 . ->,;,;¥7;_><_>7;>Jrl

Dibuje el sélido Q limitado por la superficie y = x?>+2 y los planos x—y=0; x+z=2; x=0y z=0.

Solucién: Tal vez sea mds sencillo dibujar primero la superficie y = x> +2 y luego intersecar con el plano x+z =2
6 Solido 0

y éste dltimo con el plano x —y = 0.
6 Agregamos y =2 +2.

6 Planos x—y=0Yy x+z=2
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Ejemplo 2.56

Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies x> +z>2 =4; y+x=2; z=4; y y=0,x =0, en el I octante.

Solucién: Diibujamos los planos y+x =2 y z = 4; luego agregamos la otra superficie x> +z> = 4.

Planos y+x=2; z=4.

Agregamos la superficie
P +72=4

Sélido Q

—t>» r+y=2

ios

@ 2.5.1
O
QO ®252 ...
S
()]
- —
LLl

@2.5.3

@254

6 Dibujar el sélido Q limitado por las superficies x*> +y?> =4z;z+x=4; y=1y x=0, enel I octante.

octante.

Dibujar el sélido Q; limitado por las superficies x> +y> =4;z+y=2; y=1y y=0, enel I

~_ Solido Q> limitado por la superficie x> +y?*=4;ylos planos z+y=2; x+3y = 2/3y

octante.

x =0, en el I octante

Sélido Qs limitado por la superficie y> +z> = 1; y los planos x +y =2; x—y+z=0,enel I
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@255 Sélido Q4 limitado por la superficie y* +z> =4 y los planos 2x —2y+z=2; x=0y z=0.

Sélido Qs limitado por la superficie (x —4)%+y? =4 ylos planos x —z=0; y= —2; y=2;
yz=0con 0 <x<4.

@2.5.6 -

. Sélido Qg limitado por la superficie y*>+z> = 16 y los planos x+2y+z=2; x+z=2; x=0;
Ly z=0 en el I octante.

@2.5.7

Sélido Q7 limitado por la superficie y> +z%> = 16 y los planos x+2y+z=2; x+z=2; x=0;
. yz=0enellylIV octante.

@2.5.8

Sélido Qg limitado por la superficie y = x? y los planos 2z+3y=18; x+y=6; z=3; x=0;

@25.9 -
y z=0, en el I octante.

Sélido Qg limitado por la superficie x>

z=0.

@2.5.10 =4 —z ylosplanos 3z4+2y=6; z=2x; y=0;y

Sélido Q1o limitado por la superficie z =9 — x> y los planos 5y —S5x+2z=0y y=3, enel
primer octante.

@2.5.11

. Sélido Qy; limitado por las superficies z =4 —x%; 2y+z=8; y=x; x=0y z=0, enel

@2.5.12 .
v . primer octante.

Sélido Q1> limitado por las superficies z =4 —x?/4; y=6—x; y=4y y=0, en el primer
.= octante.

@25.13

@25.14 ~ S6lido Q)3 limitado por las superficies z =4 —x%; x+2y=4; z=4;z=0y y=0.
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= S6lido Qy4 limitado por las superficies y =2 —2x%; y=1—x% y+2z=2; x=0y z=0;
" en el I octante.

@2.5.15

Sélido Qy5 limitado por las superficies y =2 —2x%; y=1—x% y+2z=2; x=0y z=2,
" en el I octante.

@25.16 -

@2.5.17 Sélido Q16 limitado por las superficies x> +y> = 1; z=1—x?, en el I octante.

2

Sélido Q7 limitado por las superficiesz=1—x"; z—y=1; y=x; x=0y z=0, enelly

IV octante.

@2.5.18

Proyeccién (ortogonal) de un sélido simple

Proyeccion ortogonal de un punto. La proyeccién ortogonal de un punto P en un plano IT es el punto en este
plano cuya distancia (euclidiana) a P es minima. Intuitivamente corresponde a la “sombra” del punto proyectada
perpendicularmente sobre el plano I1. En la figura que sigue se muestra la proyeccién de un punto P sobre cada uno de los
planos XY, YZ y XZ.

Proyeccion sobre XY Proyeccion sobre YZ Proyeccion sobre XZ
‘) 2 2
e By e

o P Pe” " Foe "*.P

! | : |

7%\, 7@\5\/ 7%\{
. 1./ ,
X Zen "—“’/Ply X X

Proyeccion ortogonal de una supeificie

La proyeccion perpendicular de una superficie S sobre un plano IT es la proyeccion perpendicular de cada uno de sus
puntos sobre este plano. En este libro solo nos interesa la proyeccién de la superficie S sobre los planos coordenados.

En este ejemplo visualizamos la proyeccion de un tridngulo S sobre cada uno de los planos XY, YZ y XZ.
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Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

En la préctica nos interesa describir la proyeccidén de manera analitica porque, en este curso, estas proyecciones van a ser
regiones de integracion.

En general, para obtener la proyeccién sobre uno de los planos XY, XZ o YZ; primero proyectamos ortogonalmente,
algunos puntos de la superificie, sobre el plano de eleccién. La ecuacion de la proyeccidn de las curvas entre estos puntos
se puede determinar usando las ecuaciones de las superficies de cuya interseccion ellas son producto.

Ejemplo 2.58

Consideremos la superficie S: x>+ z> = 4 limitada por el plano de ecuacién x+y = 5, en el primer octante, tal y
como se muestra en la figura que sigue.

Figura 2.22: Superficie Sy : x> +72 =4

Usaremos los vértices V) = (2,0,0), V, = (2,3,0), V3 =(0,5,2) y V4 = (0,0,2)

a.) Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccién de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano XY. La
curva C se proyecta sobre la recta x+y =5 (la ecuacidn de un plano ortogonal al plano XY).
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-
LI

x
ammam=N

S Ay—,

Gmmmmnfan

% x+y=5 Y
Figura 2.23: Proyeccion de la superficie S sobre el plano XY

b.) Proyeccion sobre el plano YZ. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano YZ. La
curva C se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho de que esta curva
es la proyeccion de la curva de interseccién entre S : x*> +z> =4 y el plano de ecuacién x4y = 5. Como la
curva estd en el plano YZ, debemos “eliminar” la variable x : Despejamos en una ecuacién y sustituimos en

la otra.
P42=4 N x+y=5 = C':(5-y>+2=4

-
----

-
-
-

C':(5-y)+z"=4

-
-
-

-
- Py
-
- -

-
ﬂ"
-
-

Figura 2.24: Proyeccion de la superficie S sobre el plano YZ

c.) Proyeccién sobre el plano xZ. La superficie S : x> +z> = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este plano

es la curva que le dio origen (no una regién).
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Figura 2.25: Proyeccidn de la superficie S sobre el plano XZ

Proyeccién de un sélido.

En el caso de s6lidos simples, la proyeccion se determina proyectando las superficies (posiblemente no todas) que lo limitan.

Ejemplo 2.59

Consideremos el sélido Q limitado por la superficie S; : x*> 47> = 4 y los planos ecuacién S, : x+y =5,
S3:7z=0, S4: z=2y S5: y=0; como se muestra en la figura que sigue.

Figura 2.26: Sé6lido Q

Para proyectar el sélido podriamos usar los vértices V; = (5,0,0), V» = (2,0,0), V53 = (2,3,0), V4 = (0,5,2),
(0,0,2) y (5,0,2).

a.) Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano XY. La
curva C se proyecta sobre la recta x+y =5 (la ecuacidn de un plano ortogonal al plano XY).
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Figura 2.27: Proyeccion del sélido Q sobre el plano XY

b.) Proyeccion sobre el plano YZ. La proyeccién de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano YZ. La
curva C se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho de que esta curva
es la proyeccion de la curva de interseccién entre S : x*> +z> =4 y el plano de ecuacién x4y = 5. Como la
curva estd en el plano YZ, debemos “eliminar” la variable x : Despejamos en una ecuacién y sustituimos en
la otra.

P+ =4Nx+y=5 = C:5-y)*+22=4 o y=5—-4-2

Figura 2.28: Proyeccién del sélido Q sobre el plano YZ

c.) Proyeccién sobre el plano X 7. La superficie S: x*> +z> = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este plano
es la curva que le dio origen. El plano z =2 proyecta sobre la recta z =2 en el plano y = 0.

ZA
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l Figura 2.29: Proyeccion del sélido Q sobre el plano XY

@ 2.6.1 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este sélido esté limitado por x> +y> =4;z+y=2; y=1; x=
0; y=0yz=0,enelloctante

@ 2.6.2 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este sélido estd limitado por las superficies y = 2 — 2x?;
y=1-—x% y+2z=2; x=0y z=0; enel I octante.

@ 2.6.3 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este sélido estd limitado por la superficie y*> +z> = 4 y los planos
2x—2y+z=2; x=0y z=0.
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2.7 (*) Definicion formal de una supefficie

No todas las superficies (suaves) en R? se pueden describir con una sola ecuacién F(x,y,z) = 0 (con o sin desigualdades).
En general, para estudiar superficies de una manera mas general, se requiere estudiarlas “localmente”.

A veces se define una superficie de manera local. Una superficie S es un
subconjunto de R que en un entorno de cualquiera de sus puntos, luce
como un “parche” de R?, es decir, para cada p € S existe un entorno
abierto U C R? y un entorno W C R? que contiene a p tal que se puede
establecer una biyeccion continua (homeomorfismo) r, : U — SNW.
A cada homeomorfismo r, se le llama “parche” o parametrizacion del
conjunto abierto SN W. Una coleccidn de tales parches que cubren S se
llama un atlas de S.

Si una superficie S tiene ecuacién z = f(x,y) con (x,y) € D C R?, entonces la superficie serfa de un solo “parche”, y una
parametrizacion seria r(x,y) = xi+yj+ f(x,y)k con (x,y) € D. Mas adelante veremos mds ejemplos de superficies y
parametrizaciones.
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Introduccion
Derivadas parciales.

Derivadas parciales de orden superior
Funcioén diferenciable. Diferencial total.
Regla de la cadena.

Derivadas de una funcién definida de ma-
nera implicita.

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecua-
ciones.

Gradiente.

Parametrizacién de una curva

Gradiente, curvas y superficies de nivel.
Derivada direccional

Plano tangente y el vector normal.

-.l_l'

3 — Céilculo dife

3.1 Introduccién

6 \ercon CFDPlayer
La derivada de una funcion de una variable mide la tasa

de cambio de la variable dependiente respecto a la variable A
independiente. La derivada de la funcién y = f(x) en x es, f@+h) /

fth) - f(x) f@)}
h

Ay
/ pu— { —_— {;
7160 = fim ae = 1

siempre y cuando este limite exista. Geométricamente, la _
derivada de f en x es la pendiente de la recta tangente a f / x x+h \'

en el punto (x, f(x)) /

6

Si f:R? — R, laderivadade f en x = (x0,¥0) € R?, en la direccién de un vector unitario v = (vi,n) € R?, mide la
tasa (instdntanea) de cambio de f a través de larecta L(h) =x+ hv cuando & = 0. De nuevo, esta derivada en la direccién
de v se obtiene como un limite,

lim fx+hv)—f(x) — lim f(xo+hvi,yo+hva) _f(xO;YO).

h—0 h h—0 h

El cambio en larecta L es ||x —x — hv|| = ||hv|| = h (pues v es unitario).

La curva de interseccion de la superficie S de ecuacién z = f(x,y) con el plano generado por la recta L (tal y como se
muestra en la figura 3.1) tiene ecuacién paramétrica
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C(h) = (xo+hvi,yo+hva, f(x+hv))

Geométricamente, esta derivada de f en x, es la pendiente de la recta tangente a la curva C(h) en h=0.

6 Ver con CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

g
\ m o L
. - - &
5z T v X

Figura 3.1: Derivada direccional en x la direccién de v

d
De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada 8_f’ y la derivada en la direccién del eje Y,
X

d .
denotada a—f; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.
y

Figura 3.2: Derivada parcial en x en la direcciéon de X Figura 3.3: Derivada parcial en x en la direccién de Y

3.2 Derivadas parciales.

Definiciéon 3.1 (Derivadas parciales).

d
Sea U C R" un conjunto abierto y sea f : U — R. Entonces la derivada parcial 8_f de f respecto a la variable
X

x; en el punto x = (x1,...,x,), se define como
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8f — lm f(xl,xz,...,xi—i—h,...,xn)—f(xl,...,xn) P f(x+he,~)—f(x)

ox;  h—0 h h—0 h

siempre y cuando este limite exista. Aqui ¢; = (0, ..., 1,...0) conun 1 en la i—ésima posicién. El dominio de 3
Xi

es el subconjunto de R” en el que este limite existe.

Caso de dos variables

af 9z

Cuando z = f(x,y), es comtn denotar las derivadas parciales con ' Ix’ Zx 0 fy. Segln la definicion,
x' Jdx

9 _ 9 _ i
ox 30 h dy 730 h

of fx+h,y) - fx,y) ” af fy+h) —fxy)

. af . . e
Es decir, para calcular = derivamos de manera oridinaria f respecto a x pensando en y como una constante y para

ox

af
calcular —— derivamos de manera oridinaria f respecto a y pensando en x como una constante. Esto es valido siempre y

dy

cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

=1y« [N Il (Cdiculo directo y por definicion).

Sea f(x,y) = /x/y, entonces aplicando la regla del producto,

o _ () _
dx  Ox - 3x2/3

of _ 9 (Vxyy) _ Vi
dy  dy 3y2/3°

Esta es la manera de derivar f respecto a x y respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo esto no
decide si la funcion es derivable o no en (0,0). Para saber si estas derivadas parciales existen en (0,0), se debe
calcular usando la definicion,

‘lf(o,O) _ 1y JOERO =00 _ 4 00 =0,
dx h—0 h h—0
aff(o,O) _ 1 LQOFH =00 _ 4 00 =0,

dy h—0 h h—=0 h
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d d
es decir, en este caso la derivada parcial of existe en (0,0)y es cero y también of (0,0) =0.

ox dy

Sl (Derivadas parciales de funciones de dos variables).

En este ejemplo se muestra como calcular derivadas parciales usando las reglas de derivacion ordinaria.

k] =k f')
Recordemos que en una variable, [kf(x)]' =kf'(x) y [ } = .
f() f2x)
2,2 9z 2
Qz=xYy+y = a=2xy +0
2,2 9z 2
Qz=xy"+y — a—y=2xy+1
1 Jdz 1
Oz—x—:—-x3 —Z:—-3x2
P dx 3
= 9z —x>-5y*
0z="= ==
y dy 10

Recordemos que en una variable, [a“]' = a“In(a)u’ y [x*]' = ox®~ 1.
. dz 1l
@ Si z=x" con x > 0, entonces i yx*
x

. dz :
@ Si z=x" con x > 0, entonces — = x’ Inx

dy

@ Si C(r,0) =r"cos(nB) con n € N una contante. Entonces aa—c =n""cos(nB) y 3—(9: = —nr'sen
r

Recordemos que en una variable, si u = g(x) entonces [f(u)]' = f'(u)-u/'.

. dz 1 —y-1
@ Si z =arctan(y/x) = R ey o R

(n6)
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cos(xy) +xsen2y entonces ﬁ(n,n/Z) —ysen(xy) + sen2y _ —n-sez(n2/2)'

2 dx 2 X=T, y=7/2

@Siz=

d d
@ Sea f de una variable y derivable, y z = f(u) con u = x> +y>, entonces a—z = f'(u)-5x* y a—z = f'(u) - 3y?
x y

@ Sean f y g funciones derivables de una variable y z = QZ; con u = x> +y>, entonces
d d
5 %7_ 5 )] -g(u) — 5-[g(w)] - f(u) _ Fw)-5eg(u) — g/(u)5x* - £(u)
dx 8% (u) g% (u)
d d
~ az _ ay[f(”)]’g(”) a}[g(l't)]f(u) _ f/( ) 3} g( ) . g( ) 3y2'f(u)
dy 2%(u) g2 (u)

Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcién de dos variables x e y, entonces sus derivadas parciales f, y f, también son funciones de dos
variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (fy)x, (fx)y, (fy)x ¥ (fy)y, las cuales cuales se llaman
segundas derivadas parciales de f. Si z = f(x,y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,
df ’f 9%z
o (fx)x:fxx fll (ax>:ax2: ﬁ
9% f B 0%z
dydx  dydx

d
° (fx)y_fxy—fu—a*

O (f)r=tu=ru= ox oxdy  dxdy

(5)
5 ()50
o hh=t=tn=3 (%)

2
dyox

calcular fy, el orden se invierte.

La notacién fy o significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y, mientras que para
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Ejemplo 3.3

Calcule las segundas derivadas parciales de f(x,y) = x> + x>y +y°

Solucion: Las primeras derivadas parciales son

folx,y) =327 + 20y filxy) =222y +3y?
De donde obtenemos que :

(0, y) = 6x+2y? )
fux(x:3) i’ Fulry) = o~ [2x%y+3y?] = 4xy

d
fo(x,y) = % [3x% +2xy%)| = dxy

fyy(xay) = 6y+2x2

Ejemplo 3.4

Sea f:R — R una funcién dos veces derivable y sea z = f(u) con u = x’y*. Entonces,
d d
3 = /()32 0 5, =/ 4’
0%z 24 404 4 9%z 4.9 9.9 3.2
2 = f"(u)-3x°y" - 3x"y* + 6xy" f'(u) ° a2 = f"(u) -4y’ -4y’ + 12 y* f'(u)
9%z 3.3 2.2 4 2.3 9%z 2.4 4.33 2.3
° Fyox = f"(u) -4y’ - 3x7y* + 12x°y° £/ (u) ° 90y = f"(u)-3x°y" - 4x’y’ + 12x°y° f'(u)

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo, la ecuacién
. . . 0%u  d%u . :
diferencial parcial o2 + i 0, se conoce como ecuaciéon de Laplace, en honor a Pierre Laplace (1749 -
X y

1827). Las soluciones de esta ecuacidn se llaman funciones arménicas y desempefian un papel fundamental en las
aplicaciones relacionadas con conduccién de calor, flujo de fluidos y potencial eléctrico.

Compruebe que la funcién u(x,y) = e’ senx satisface la ecuacion de Laplace.

Solucioén: Las primeras derivadas parciales estan dadas por

U, = e’cosx

u, = e’senx
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con lo cual
Uy = —eVsenx
Uy, = e’senx
%u  d%u
de donde =2 33— —e”senx+ e senx =0
dx*  dy

Ejemplo 3.6

2 2

o012 ox
ecuacion de onda.

derivadas de u(x,y) con respecto a x estan dadas por :

a /! !/ 82 /! 1
Z=A)+gB), T5=F4)+g'(B)

Las derivadas de u(x,y) con respecto a ¢ estan dadas por :

N af M) -af(B),  TE =)+ (B)
ot T o2
Sustituyendo obtenemos

Pu
ot?

Ejemplo 3.7

con respecto a x estdn dadas por

uy = f(A)+xf'(A) +yg'(A)

uee = f(A) + f/(A) +xf"(A) +yg"(A) = 2f'(A) +x['(A) +yg'(A)

=a’f"(A) +a’¢"(B) = a’[f"(A) +5"(B) = &’ 55

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,y) =xf(x+y)+yg(x+y) satisface la ecuacion diferencial parcial u,, — 2y, + 1y, = 0.

Solucién: Primero un cambio de variable. Sea A =x+y, entonces u = xf(A) +yg(A). Las derivadas de u(x,y)

. u u . o
La ecuaci6n de onda — = o’ <, donde a es una constante, describe el movimiento de una onda, que puede ser

una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Si f y g son funciones
de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién u(x,t) = f(x+at) + g(x — at) satisface la

Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A =x+at y B =x—at. De esta manera u = f(A) + g(B). Las
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gy = f'(A)+xf"(A) +¢'(A) +yg"(A)

uy =xf"(A) +g(A) +yg'(A)
uyy = xf"(A) +g'(A) +g'(A) +yg"(A) =2f"(A) +2¢'(A) +yg"(A)
Sustituyendo,

ey — 2ty + Uty 2 f/(A)+xf"(x+y)+y8"(A) — 2f'(A) — 2xf"(A) — 2¢'(A)

—2yg"(A) + xf"(A) +2¢'(A) +yg"(A) = 0

Ejemplo 3.8

Compruebe que la funcién u(x,y) = \/x*>+y?+z> satisface la ecuacién diferencial de Laplace en derivadas
arciales i—i— Oiu%-a—zu =0
3 ox2  dy? 972

Solucién: Calculemos las derivadas parciales

du —2x du y du Z

ox 2/ +y2+2pR dy (@442 dr (2442
Ju _ 2oyt ow | @At du | Ry
0x2 - (x2+y2—1—22)5/2’ 8)’2 - (x2+y2+zz)5/27 azz = (x2+y2+z2)5/2'

y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas f., y fyx en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente teorema,

da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es conocido de Clairaut o
también como Teorema de Schwarz.

Teorema 3.1 (Teorema de Clairaut o Teorema de Schwarz).

Sea f:D CR — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a,b) y radio 0, si las
funciones fy, y f,x son continuas en D, entonces

fxy(a7b) = fyx(a7b)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.3 Derivadas parciales de orden superior (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica)).

GE L R K M (Hipotesis en el Teorema de Clairaut).

(72!

2_ 2
Sea f(x,y) :xy;Tiz y f(0,0) =0. Se tiene f,(0,0) = £,(0,0) =0, pero fi,(0,0) # f,x(0,0). En efecto,

aunque fy, y fyx estdn definidas en (0,0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos calcular estas
derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos sobre la recta x =0 y luego
sobre la recta y = 0.

(Oy)—llmM_ ., M_

h—0 h —;}E}) h(h? +y?) =
y
o) = i AL S0 =
Ahora
2(0.0) = lim f(h,0) ;fy(0,0) i h;O 1y 2.0.0) =l fe (O,k);fx(0,0) — lin _kk_o L

Esto muestra que f,(0,0) # f,x(0,0). El grifico de f(x,y) muestra un salto en (0,0)

111

af o

®3.3.1 Sea f(x,y) = 2. Caleule 2L, %Ly £2,1).

—y? dy’ dx

d
@3.3.2 Sea f(x,y) = In’(x’ +x*> +27) Calcule 9;( &ﬁ
2 2 2 12 ‘921 9%z
@ 3.3.3 Sea z(x,y) = 2(ax+by)> — (x* +y*) con a* +b* = 1. Verifique que 52 8y2 =0.
x? dz dz

@334 Seaz=f ; con f derivable. Verifique que xa— +2y— Iy =0.

d d
@ 3.3.5 Sea z =, /xy+arctan ()—)> . Demuestre que zx—Z +2y—Z =Xxy.
X dox dy

2
kt
@ 3.3.6 Sea C(x,t) = t2e x/ . Verifique que esta funcién satisface la ecuacion (de difusion)

¢ e _ac
4 Jx2 Ot
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@ 3.3.7 Sea z= f(x*y+y)-/x+y2. Calcule gf, 3f
y’ dx
’u  d*u

2 T Y

@ 3.3.8 Verifique que u(x,y) = ¢’ senx satisface la ecuacion de Laplace

@ 3.3.9 Sea a € R una constante. Verifique que u(x,7) = sen(x —at) +In(x+at) es solucién de la ecuacién de
onda u, = a’uy,.

@ 3.3.10 Sea a € R una constante y f y g funciones dos veces derivables. Verifique que u(x,7) =
f(x—at)+g(x+at) es solucién de la ecuacion de onda u;, = a’u,,.

dz d
@ 3.3.11 Verifique que z = In(e* +¢”) es solucion de las ecuacién diferencial a—z + a—z =1 y de la ecuaci6én
X y
. . 9% d%z %2\’
diferencial Pl 87)/2 — ( o 8y> =0.

@ 3.3.12 Sea f una funci6n derivable en todo R y sea w(x,y) = f(ysenx). Verifique que

) )
cos(x) a—: + ysen(x) a—vyv =yf (ysenx)

@ 3.3.13 Sea g(x,y) = x*sen(3x — 2y). Verifique la identidad

d’s 9g
. =2—=46x-g(x,y).
@ 3.3.14 Laresistencia total R producida por tres conductores con resistencias Ry, Ry, y R3 conectadas en paralelo
1 1 1 1 OR
en un circuito eléctrico estd dado por la féormula — = — + — + —. Calcule =—. Sugerencia: derive a ambos
R R R R; JR;

lados respecto a R .

@ 3.3.15 Laley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta 7, presiéon P y volumen V es
JdP dV dT

PV = mRT donde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique que — — — = —1.
dV JT JP
e . 1 5 . 0K J’°K
@ 3.3.16 La energia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = SE > Verifique que m o
m dv

@ 3.3.17 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea u = x> +y> y w(x,y) = f(u) - g(y). Calcule
ow ®w I*w  Iw

dx’ 9x2’ dyox y dy’

@ 3.3.18 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(x,y) = f(u) 4+ g(v) donde u =
aw *w

dx’ dydx’

yv= L Calcule
X

<=
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2y
dxdy’

@ 3.3.19 Sea w = e f(x* —4y?), donde f es una funcién dos veces diferenciable. Calcule

@ 3.3.20 Sea u(r,0) =r"cos(n6) con n € N una constante. Verfique que u satisface la ecuacén

Ur Ugog
Mrr'f‘*"_iz =0
r r

Funcion diferenciable. Diferencial total.

Definicion 3.2 (Funcion diferenciable)

Sea f:U C R?> — R. Si las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de (xo,yo) € U,
entonces f se dice diferenciable en (xo,yp).

A
En una variable, Ay = f(xo+Ax) — f(xo) se puede aproximar con el diferencial dy = f’(xo) dx, es decir, como f'(x) ~ Ey’
entonces

Ay ~ f'(x)dx = dy

YA

(x+dx, f(x+dx))

(xf(x)) IM

\|

De manera similar, el cambio en f en dos variables es

Af = f(xo+Ax, yo+ Ay) — f(x0,¥0)

y se puede aproximar con el diferencial total,
df = fx(x0,y0)dx+ fy(x0,y0)dy

Es decir, si f es diferenciable en (xo,yo) y si Ax =x—x0 y Ay =y—yp son pequeilos, entonces f se puede aproximar
usando el plano tangente:


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.5 Regla de la cadena. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 114

f(xo+Ax, yo+Ay) = f(x,y) = f(x0,y0) + fx(x0,¥0) Ax+ f,(x0,y0) Ay.

glill?(xo,yo) + fr(x0,30) (x — x0) + f(x0,y0) (v — Yo) (xo + Ax, Yo+ Ay, (30 +Ax, yo +Ay))
z=f(x,y) |
| A
df
(x0,¥0, f (x0,¥0)) | f(x0,y0) + fr(x0,y0)Ax + fy(x0,y0)Ay
A (x0,0,0) [ fxo.0)
A B (Yo+Ax,yo+Ay0)

Si z= f(x,y) es diferenciable, el diferencial total df representa el incremento de f a lo largo del plano tangente a f en
el punto (x,y). Serfa como calcular con el plano tangente en vez de usar la superficie S (ver figura anterior).

3.5 Regla de la cadena.

Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece

df dfdu
dx  dudx
La regla de la cadena nos indica como varfa f conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es la deriva-

dade f en presencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relacion persiste en un siguiente sentido

Teorema 3.2 (Regla de la cadena - Caso ).
Sean x =x(t) y y =y(t) derivables y z= f(x,y) diferenciable en (x,y) = (x(),y(¢)), entonces si z = f(x(),y())

es derivable,

S o) + %y/(r) = Valalr) y(1)- (1), (1)

: . . dz . : . .
Una interpretacion en Fisica es que — es un porcentaje del vector velocidad (interpretacién del producto punto).

Teorema 3.3 (Regla de la cadena - Caso Il.)
Sean u = u(x,y) y v =v(x,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v) es diferenciable en (u,v) =
(u(x,y),v(x,y)) entonces z = f(u,v) tiene derivadas parciales de primer orden en (x,y) y
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d: _ afau ara
ox Ju dx Jv dx

d: _ afau ara
dy du dy  dv dy

Ejemplo 3.10

d
Sea z(x,y) = /arctan(y/x) + tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular %% ysando la regla de la

dx
cadena. Sea u(x,y) = arctan(y/x) y v(x,y) = tan(xy), entonces z = /u+v.

ds _ dzou ozon
dx  Judx Jv dx

1 1 el 1 )
: sec”(x
2vVu+v 1+ (y/x)?  x? 2\/u+vy Y

Al sustituir # y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.

Sea z(x,y) = x> +3y?, donde x = ¢’ y y = cos(t) entonces
dz  dzdx dzdy
dt ~ Odxdt dydt

= 2xe'—6ysen(t) = 2¢* —6cos(t)sen(t)

3
Sea z(u,v) = x*¢"", donde x =uv y y = u> — v

—v° entonces

de _ cox dzdy
du  dxdu dydu

ox

u

d
= 2xe" 2= + 3xzyzey3 B_y = 2xe’ v+ 3x2y2ey32u
u
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d: _ dzox ody
adv dxdv dyadv

ox

v

3 30 E
= e’ =+ 3x2yzey} E)_y = 2xe” u+ ?))czyZe’3 .32
v

Sea f una funcién diferenciable y z(x,y) = f(x*,xy?). Para derivar usando la regla de la cadena usamos el cambio
de variable u = x*> y v = xy?, entonces z(x,y) = f(u,v) y

dz df du Jdf dv

ST S T
_df af

dy du dy  dv dy  odu dv

Ejemplo 3.14

Sea f una funcién derivable y z = f(x,y) con x = rcos 6, y = rsen 6, entonces
dz  dfadx dfdy Idf af
5 = gjﬁ-a—ym = acose—i—a—ysene
dz  dfdx dfdy df af
5 = aﬁ—ka—y% = a-—rsen@—i—a—yrcose

Si z(x,y) :g(y) -f(x—2y, )’3)- Calcule z, Y Zxy-
Solucién: Sea u = x —2y, v=y>. Entonces z(x,y) = g(y) f(u,v).
2 =8() [fu- 1+ fo-0] =g(v) fu(u,v)

2y =8' () 1 fulu,v) + 80) [<2fuu + 3¥* fun]
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Ejemplo 3.16

av
Sea V=V(P,T). Si P(V—b)eRY =RT, con b,R constantes, calcule 5T

Solucion: V es funcién de P y T. Derivamos a ambos lados respecto a T,

37 [P(V—b)"] = 37 [RT]
P[Vre +(V-b)®RV;] = R
R
Vr =

PeRV (14 (V —Db)R).

Ejemplo 3.17

2
_ _ 22 _ Z
Sea z(x,y) = g(u,v) con u = x“y~ y v =xy. Calcule 0%
Solucion:
8z_%8u@8v_%2%
ox — oudx Tovar — ou PV Ty
9%z 9 [dg(u,v) 2, 9, o dg | 9g(u,v) d [dg(u,v)
dyox a_y{ du }2)@ +a_[2xy]'$+ dv +y'9_y[ dv ]
9°g 9°g > dg | dg(u,v) 9°g 2’8
[auz'“»”avau'w}'zxy T T ey [aa*w]
’g  , % > dg | dg(u,v) ’g o, 9%
= [M'Zyx +avau'x]'2"y LR P S '[auav’zy’“ +av2"“]
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Ejemplo 3.18

jercicios

E

Sea F(u,v) = —u—vconu>=x—yyv>=x+y. Siu#0yv+#O0, verifique
u-+v
) F=— )
) 2uy
v—u
b) F,=— .
) 5 2uy
Solucién: Primero veamos que 2uu, =1, 2vv, =1, 2uuy, = —1y 2vv, = 1. Por lo tanto
1 1 u+v
a‘) FX:FM”X""Fvvx:_l.Z_l'E:_ 2MV.
1 1 vV—u
)5 wly Yy ( 2u> 2v 2uy

d
@ 3.5.1 Sea z=xy?+x con x =sent y y = tan(¢). Calcule d—f

d
@ 3.5.2 Sea w=x>+2xy+y> con x =tcost y y=tsent. Calcule d—v:

d d
@ 3.5.3 Sea z=uvu-+v? con u=xyy v=arctan(y/x). Calcule 8_Z y 8_Z
X Yy
@ 3.5.4 Seaz=g(y)- f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.

0
a.) Calcule 2%

ox
d
b.) Calcule —
dy
c) Six=1>yy=u?+1, calcule gz y %
’ ot ° du
2z
@ 3.5.5 Sea z= f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden f, f,v, fuu ¥ fiv, calcular Tox
yox
d d
@ 3.5.6 Sea z= 8_f + a—f, donde f = f(x,y) es una funcién con derivadas de segundo orden. Si x = u’>+v y
X y
dz
—u+1?2, calcule 22y 22,
y =u-+v-, calcule - y -

@ 3.5.7 Sea z= f(u,v),donde u=x>+y*, v=xy. Si f tiene derivadas parciales de segundo orden f,, fu, fuu
y fiv continuas (es decir, f,, = f,,). Verifique que:
9’z _of 9% f %f LI f

=22l 44’ 44 —
0x2 8u+ x u? + xyauav+y o0v?



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.6 Derivadas de una funcion definida de manera implicita. 119

@ 3.5.8 Sea 7 = f(x> +cosy, x> — 1) — g(3xy?) con g derivable y f con derivadas parciales continuas y de
segundo orden. Calcule zy,

@ 3.5.9 Sea z=xf*(xy,y?) con f con derivadas parciales continuas. Calcule 2y Y %

d d
@ 3.5.10 Sea z = f(x> —y, xy) donde s = x> —y y t = xy. Calcule a—J; y a—f (Sugerencia: Calcule z, y z, ¥y
. ,
despeje lo que se pide).
@ 3.5.11 Verifique que si f es diferenciable, la funcién z = f(xy) satisface la ecuacién
d d
b4 2 o

X— —y—

dx y&y N
@ 3.5.12 Sea u= f(r) con f derivable y > = x> +y*> +z>. Mostrar que
Xy +yuy+zu, = rf/(r)
@ 3.5.13 Supongamos que se sabe que

d d
xa—i +ya—)z) =2x’sen(xy) con x>0 y y>0. (%)

Verifique que aplicando un cambio de variable de (x,y) a (u,v) donde u = xy y v = x/y; entonces la ecuacion (x)
se convierte en la ecuacién

%
— =vsenu

du
Sugerencia: Como z = z(u,v); calcule las derivadas parciales y luego despeje x y y en el cambio de variable. Al
sustituir, obtiene el resultado.

Derivadas de una funcién definida de manera implicita.

Supongamos que se conoce que z es una funcién de x e y, es decir, z = f(x,y), pero que z estd definida de manera
implicita por una ecuacién del tipo

F(x,y,2) =0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacion de una esfera: x> +y? 4+ z> = a®. Esta ecuacién
define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

1=V -2y 1= a2 22

Cuando una funcién estd definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla. Por ejemplo considere
y? +xz+ 7% — e — 1 = 0. Pero si podemos calcular las derivadas parciales.
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Podemos deducir, de manera informal, las formulas para z, y z,. Supongamos que z = z(x,y) es una funcién diferenciable
que satisface la ecuacion F(x,y,z(x,y)) = 0 en algtin conjunto abierto D.

Sea g(x,y) = F(x,y,z) = 0, aplicando la regla de la cadena a g(x,y) = F(u,v,w), con u(x,y) =x, v(x,y) =y y
w(x,y) = z(x,y), obtenemos

98 _OF gu _OF v OF ow
dx  du dx Jdv dx Jw oJx

y
0g _OF ou  OF 0v  OF Ow
dy  du dy dv dy Jdw dy
Ahora, como % =0y @ =0, entonces
dx dx
dg JF JF 0z
U auwtowax
Despejando,
8i
% = — g—x en todos los puntos de D donde a—F #0
dx  IF 92 l(xyatay)
9z
JdF
... 0z EN
De manera similar, a—y = — @
dz

Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R" y si la ecuacién F(xj,x2,...,x,) = 0 define a x, como una
funcién diferenciable x, = f(x1,x2,...,X,_1) en algin conjunto abierto de R"~!, entonces

JoF
If _ In
8xl- oF
ox,

JF
en aquellos puntos en los que 3 #0.
Xn
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z definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0.

Si z=1z(x,y) estd definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0 de acuerdo a las hipétesis del teorema 3.6, entonces

F;
Zx:_FZ Y &y =—7

En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las variables independientes
y si se cumplen las hipétesis del teorema,

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F(x,y,z,u) = 0.

Ejemplo 3.19

Sea z definida de manera implicita por F(x,y,z) = xyz+x+y—z = 0. Como se cumplen las condiciones del
teorema 3.6 entonces

F; zy+1 Fy z+1
Zx:——:— — — —

E~ x-1 7 T E om-1

Ejemplo 3.20

Calcule z, y zy si F(x,y,z) =x> —2y* +3z%> —yz+y = 0 define a z como z = z(x,y).

Solucién: Dado que F, = 2x, F, = —4y—z+1, F. = 62—, entonces si F. # 0,

_ 2x
ST Te—y
_ 1-4y—¢

en R? — {(x,y) € R? : 6z(x,y)—y=0.}
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Ejemplo 3.21

Considere la funcién z definida de manera implicita por x> +y* +z> — 1 = 0. Calcular z,, Zys Zaxs Zyy Y Zyx

Solucioén:

7 estd definida de manera implicita por F (x,y,z) = x> +y* 42> — 1 = 0. Entonces,

Para calcular zyy, zyc y 2,y debemos notar que z, y z, no son funciones definidas de implicita, como tal derivamos
de manera ordinaria.

Ejemplo 3.22

Si F(xz,yz) = 0 define a z como funcién implicita de x e y y ademds cumple con las condiciones del teorema 3.6
en cada punto de una regién D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacién

dz dz
y~a—y+x~a——z

Solucion: Sea u = xz y v =yz, entonces F(xz,yz) = F(u,v) =0.

% _ F_ FO0+Rz
dy F F, x+F-y
% . _5__FM'Z+FV'O
dx F:'_ F,-x+F,-y

Luego
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jercicios

E

9z, 9% _ Bz 0 Rz
Y dy ox Y Fox+F-y Fo-x+F-y
_ z(Fx+Fy)
Fy -x+F-y
= =X

@ 3.6.1 Si x*y? +sen(xyz) +z> = 4 define a z como funcién implicita de x e y, verifique que

0z Jz

xa_yé?y N

@ 3.6.2 Sea g ﬂ’ x> +y? | =0 una ecuacién que define a z como una funcién de x e y. Verifique que si gy, g
Y
z

y g, existen y son continuas en toda la region en la que g, # 0, entonces

dz 0z 2(x® —y?)

A
. dz dz .
@ 3.6.3 Sea z= f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule 5 Iy 7 verifique que
X dy
Jdz 0z 0
x=— —y— =0.
ox y&y

dz 9z 9%z 9%z 9%z
@3.64 S =xl . Calcule —, —, =—, =— y ———.
2 r= i), Gl dx’ dy’ dx2’ 9dy? y dxdy

@3.6.5 Si f(zx,y?) = xy define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy.

@ 3.6.6 Si f(zx,y?) +g(z%) =5 define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy y z,

@ 3.6.7 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable.

Supongamos que la ecuacién 2g(z) + f(x?, y*) = 0 define a z como funcén implicita de x y y.

z 0z %z
= y a—y b) Calcule Jyox

@ 3.6.8 Repita el ejercicios anterior con la funcién zx+ f(x?,y?) = 0.

a) Calcule

@ 3.6.9 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable.

0z

Supongamos que la ecuacién g(z) f3(x*, y*) = 0 define a z como funcén implicita de x y y. Calcule a—z y >
X y
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@ 3.6.10 Sea z definido implicitamente por medio de la relacién z =x- f (y) con f una funcién con derivada
Z

continua. Verifique que z satisface la ecuacion:

o, 00
*ox yay
%z

@ 3.6.11 Si zx+ e = x define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy, zy y o2
5%

@ 3.6.12 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable. Si

92
y = g(z%) + f(y*, x?) define a z como funcién implicita de x y y, calcule z,, 2y a—y;

nza

P+——
VTV (V +nb)
a,b son pardmetros, R es la constante de gas y n el nimero de moles. La funcién 7 = T'(P,V) estd definida de

@ 3.6.13 La ecuacién de Redlich-Kwong de dos pardmetros es [V —nb] —nRT =0 donde

manera implicita por esta ecuacién. Calcule

or
oP’

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

Supongamos que u = u(x,y) y v =v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

Flx,yu,v)=0 'y  G(x,yuv)=0

Para deducir las expresiones para u,,uy, vy, vy se resuelve el sistema

dF = Fdx+Fdy+Fdu+Fdv=0

dG = Gdx+Gydy+G,du+G,dv=0

1
dx‘
J

F, F
G, G

F F
G, G,

, obtenemos du = —— G. G, dy

J

=

1
paraduydv.SiJ:‘ ‘Fx B

como du = u,dx+u,dy entonces se obtienen las férmulas (siempre y cuando J # 0.)

=

Q.
@
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~<
=

G, G G, G

J

=
=

‘F,,F

‘FMF

~<

Ejemplo 3.23

Si u=u(x,y) y v=v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

F=w?+vV*—x*—y=0,

G=u+v—x*+y=0,
calcular u, y u,.

1-2 142
=2(u—v), entonces, ux:u y uy= il

Solucién: Como J = ‘

Ejemplo 3.24

por las ecuaciones

F = uteV—x=0
G = v4e"7"—y=0

Si u=v =0 entonces x =y = 1. Calcular z,(1,1).

obtenemos

U+ eV (up+vy) —1=0 y ve+e" (uy—vy) =0

de modo que cuando x =1,y =1,v = u = 0 se obtiene

2us +vi—1=0y u,=0

conloque uy =0 vy =1six=1,y=1,v=u=0. Asique z,(1,1)=0+1=1.

u—v 2u—v)’

Sea z = f(x,y) definida por z=u-+v donde u = u(x,y) y v=v(x,y) son funciones definidas de manera implicita

Solucién: z, = u, + v,. Podemos calcular u, y v, usando las férmulas respectivas, sin embargo, para cédlculos
numéricos es mas practico derivar respecto a x las expresiones F' =0y G = 0. En efecto, derivando respecto a x
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Gradiente.

Definicién 3.3 (Campo Gradiente).
Sea f: D CR" — R una funcién (o campo) escalar diferenciable en una regiéon R, entonces la funcién (o campo)
gradiente de f es la funcién vectorial Vf: R CR" — R”" definida por

Vf(x1,x2, %) = (feys froseoos )

Enelcaso f:DCR? — R, Vf(x,y) = (fi. fy) = gi:“‘ 3];?
d d of 4
Enelcaso f:DCR? — R, Vf<X,y,Z):(fxafyfz):aj:i"i‘aij“‘ ajzck

Interpretacién geométrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R? = R? es un campo vectorial (campo
gradiente). Una manera de visualizar el campo gradiente graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector
Vz(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto quede en el medio
del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la representacién gréifica se hace anclando el
vector de esta segunda manera y escalando el tamaiio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los
otros, para tener una mejor vizualizacion de la direccién de “flujo” del campo gradiente. Asi lo hace el software (como
Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, consideremos el campo Vz = (—y,x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados en el punto, en la
figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se hace la representacién grafica del
campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

~

Eamama i S SRR\
Enmaane S N N R R
b e e e N
saanada S N N R\
OO OR K
e 2 S Y

S e N N N N

b e AN AN

b -1 = ~~NNNNN
= ~NNNNNN

N Y

BENIN Y

.o VA

\ t

\
T T T

7%

P
L Rttt A
S
e
T A
S maman .~~~ LS

——— T VT, /

a.) b.) c.) Escalamiento
Figura 3.4: Campo gradiente Vz = (—y,x).

Por ejemplo, consideremos el paraboloide z — 1 = x?> +y?, el campo gradiente de z es Vz = (2x,2y). Una representacién
gréfica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.4. Los vectores apuntan en la direccion de
maximo crecimiento, respecto al punto en el que se evalia el gradiente, del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos
dan una medida de la ‘intensidad’ de esta razén de cambio.

Ahora consideremos el paraboloide z —3 = —x? —y?, el campo gradiente de z es Vz = (—2x, —2y). Una representacién
grafica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.5 y 3.6. Los vectores apuntan en la
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direccion de maximo decrecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la ‘intensidad’
de esta razén de cambio

5} (9)
Figura 3.5: Vz(P) apunta en la direccién de maximo Figura 3.6: Vz(P) apunta en la direccién de maximo
crecimiento respecto a cada punto P crecimiento respecto a cada punto P

3(x—1)

3
Figura 3.7: z=10 (y — 5) e =03 y su campo Figura 3.8: Superficie z =2 — y su campo gra-

gradiente diente

Ejemplo 3.25

@ Si f(x,y) = senxy+x%y?, calcule Vf(r,1).

Solucioén: El gradiente esta dado por :

V£ (x,y) = (ycosxy+2xy?) i+ (xcosxy + 2x7y) j

y evaluando

Vf(r,1)=Q2r—1)i+(2n* —7) j
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@ Si x> +y?+7%> =1, calcule Vz(x,y).

Solucién: Excepto en la circunferencia x* +y? = 1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular

F, F, X .
Vf(x’y) = (Ffa Fia) = *El P =

@ Si G(x,y,z) = x*z2+ 23y +xyz, calcule VG(x,y,z).

j

N

Solucioén:

VG(x,y,2) = (Gy, Gy, G;) = (2xz+y2)T + (2 +x2)) + (P +3Py+x2)k

jemplo 3.26

Consideremos la superficie S de ecuacién x> +y>+z> = 1. Sea

T

P=(1/v3,1/\/3,1//3) € S. Z
El gradiente de z es Vz(x,y) = (—z, —i) )
Vz(P)=(—1,-1). Y

El gradiente no estd definido si z = 0 porque las derivadas parcia-
les se indefinen (las tangentes a la superficies sobre la circunfencia
x% +y% =1 son rectas verticales)

Parametrizaciéon de una curva

Sea r: 1 C R — R". Sila funcién vectorial r es continua en /, entonces la grafica de r se le llama curva y decimos que
esta curva esta descrita paramétricamente por r(z).

Por ejemplo, la curva C de ecuacién y = f(x) con x € [a,b], se pueden parametrizar usando a x como parametro, es
decir, C: r(t) = (x(1),y(t)) = (¢,f(t)) con t € [a,b)].

En general, nos interesan curvas en el espacio con parametrizacién C : r(t) = (x(¢), y(t), z(t)) con t € [a,b]. El vector
r(t) es un vector de posicion.
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. C
r(t) = (x(0), y(1), 2(1))

=
6 X

Figura 3.9: Parametrizacion de una curva

Rectas en R3. Silarecta L pasa por P en direccion de V entonces una parametrizacion es

L(t) = P+tV,teR

Zz
b L(t)y=P+tD

Figura 3.10: Parametrizacion de una recta

x—h)? —k)?
o 0=k

Elipse. Consideremos la elipse = 1. Una parametrizacion es

r(t)=(h+acost)i+ (k+bsent)j, tec [0,2n]

Derivada de r(¢)

h) —
La derivada de r (si existe) es 7/ (¢) = }lll,II(l) M
%

a.) Si x(z) y y(¢) son funciones derivables en I y si r(t) = x(¢)i+y(¢) j, entonces

() =x'()i+Y'(1)5.
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b.) Si x(¢), y(t) y z(¢) son funciones derivables en I y si r(t) = x(t)i+y(r) §+z(t) k entonces

. ()

recta tangente

&
X

Figura 3.11: El vector #/(¢) (trasladado) es un vector tangente a C en P = r(t)

S

De esta manera, la recta tangente a C en P = r(fy) tiene ecuacién L(t) = P+1-r ()

Gradiente, curvas y superficies de nivel.

Recordemos que si z = f(x,y) entonces la curva
z = c¢ (es decir, ¢ = f(x,y)) la llamamos “curva de
nivel”. Si tenemos w = g(x,y,z), la superficie w =0 (es
decir 0 = g(x,y,z)), se denomina superficie de nivel w = 0.

Vamos analizar un caso sencillo de manera informal: Si
tenemos una superficie S de ecuacion S:z = f(x,y) en-
tonces consideremos la curva de nivel z = ¢, es decir,
C:c= f(x,y). Si esta ecuacién define a y como funcién
implicita de x, entonces una parametrizacion de la curva de
nivel es r(x) = (x,y(x)) y un vector tangente (en el caso de
que exista) seria

Fx) = (1,5 (x) = (1’_£>

Figura 3.12

iy

10f

0.5}

Vz(P)

c=f(xy)

: El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel

Ahora, como Vz = (fy, f;) entonces Vz- (1, ) = (. Como el producto punto es cero, estos dos vecores son

}7
perpendiculares.
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En general, si S es una superficie de ecuacién G(x,y,z) =0,
con G derivable con continuidad en el plano XY, y si
P = (x0,0,20) € S, entonces,

1. Si se cumplen las condiciones del teorema de la fun-
cién implicita, en P se tiene,

El vector Vz(xp,yp) es perpendicular a la curva

de nivel z = z9, es decir Vz(xp,y9) es perpendicu-

lar al vector tangente en (xo,yo). Si necesitamos

un vector perpendicular, podriamos usar solamente 13
(—=Gx,—Gy). Por supuesto, si la ecuacion de la su-
perficie es z = f(x,y), podemos calcular el gradiente
de la manera usual tomando G =z — f(x,y) =0y
entonces G, = 1.

Vz(P)

Figura 3.13: Vz(xo,y0,20) es perpendicular a la
curva de nivel z=zp .

2. El vector VG(xo,y0,20) es perpendicular a la superficie de nivel w = 0, es decir VG(xo,y0,20) es perpendicular a
cada curva de la superficie S, que pasa por P = (x¢,0,20)-

VG(Xo,y(),Z())

Figura 3.14: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.

Considere la curva C de ecuacién y* —x?(1+x) =0. Sea P = (1/6, \/7/\/216> . Observe que P € C. Calcule
un vector perpendicular a la curva en P.
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Solucion: Podemos ver C como una curva de nivel de
z=y?—x*(1 +x), concretamente la curva de nivel z = 0.

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendicular a
la curva de nivel C en P. Veamos

Vz(x,y) = (_x2 _2x(x+ 1)7 2)7)

Vz(P) = (-5/12, \ﬁ/\/54) Figura 3.15: Vz(P) es un vector perpendicular a la
curvaen P

En la figura 3.15 se muestra graficamente la situacion.

Ejemplo 3.28

Considere la superficie S de ecuacién

! S
5@+ (x=2)"+(y-2)*—4=0.

Sea P = (3,2,1+3+/3). Observe que P € S. Calcule un
vector perpendicular a la superficie S en P.

Solucion: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es per-
pendicular a la curva de nivel S en P donde G(x,y,z) =

5= 12+ (=20 + (=22~ 4,

VG(x,y,2) = (Gx, Gy, G;) = <2(x—2), 2(y—2), %(z— 1))

2

VG(P)=|(2,0,—
(P) < T V3 ) Figura 3.16: VG(P) (traslacién) es un vector perpendicular a la
superficie S en P

En la figura 3.16 se muestra graficamente la situacion.
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Derivada direccional

Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de
z = f(x,y) en el punto x = (x9,yp) en la direccion
de un vector unitario arbitrario V' = (a,b), para esto
consideremos la superficie S con ecuacion z = f(x,y)
(la grafica de f)y sea zo = f(x0,y0). Entonces el punto
P = (x0,Y0,20) pertenece a S. El plano vertical generado
por la recta L que pasa por el punto (xg,y0,0) en la
direccién del vector 7V, interseca a la superficie S en la
curva C. La pendiente de la recta tangente 7" ala curva C
en el punto P es la tasa de cambio de z en la direccidn del
vector V.

Figura 3.17: Derivada direccional

Sea Q = (x,y,z) otro punto sobre la curva C,y sean P’ = (xo,y9) y Q' = P'+hV las proyecciones ortogonales sobre el

plano XY de los puntos P y Q, entonces

P/Q/ :Q/_P/ — hv

para algutn escalar /. Asi pues,

X—x9 = ha=—x = xo+ha

y—=Yo =hb=y = yo+hb

6 \ercon CFDPlayer

=
X

Figura 3.18: ||P'—Q7H = h|| V]|

IR
El cambio sobre recta L es ||P'Q’|| = h|| V|| = h pues V es unitario, por tanto la razén de cambio estd dada por

Az Az

Z—20

_ f(xo+ha, yo+hb) — f(x0,y0)

h|V]  h h

h

y al tomar el limite cuando & — 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio instantdnea de z
(con respecto a la distancia) en la direccién de V, la cual se llama derivada direccional de f en la direccién de V.

Definicion 3.4 (Derivada direccional).

Sea f:D C R?> — R una funcién escalar y sean (xo,y9) € D'y V = (a,b) un vector unitario, entonces la derivada
—
v

direccional de f en (xg,yp) en la direccion del vector unitario

, estd dada por :
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. f(xo+ha, yo+hb) — f(xo,
Dy f(x0,y0) = mﬂo fide ) — £(x0,y0)

Aplicando regla de la cadena, obtenemos una férmula para la derivada direccional en términos del gradiente. Supongamos
que queremos calcular la derivada direccional en la direccion de un vector vV = (a,b) no necesariamente unitario, entonces
si (x,y) = (XO +ha, Yo +hb)7

f(xo+ ha, yo+ hb) — f(xo0,y0)

D+ f(x0,y0) = lim h|| V]|
1 d

_ - — f(x,y

Hv“ dh ( )h:0

_ L for o

= o gy

v
(0 0) HVH

Teorema 3.5 (Cadlculo de la derivada direccional).

Sea f: D CR" — R una funcién escalar diferenciable en D, entonces f tiene derivada direccional en la direccién
de cualquier vector no nulo VvV = (a,b) y estd dada por:

<|
2
S)

va(x,y) = Vf(xvy)'H || :fx(xvy)

<

Ejemplo 3.29

Calcule la derivada direccional D+ f(x,y) si f(x,y) = x> —3xy+4y> y ¥ = (v/3, 1). Calcule D+ f(1,2).

Solucién:

@ Evaluar el gradiente: Como V£ (x,y) = (3x*> —3y, —3x+8y) entonces Vf(1,2)= (-3, 13)
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<!

7

Dﬁ’f(172> = Vf(112) :

<!

|
® Cilculo: = (=3, 13)

V3 1
= —3-Z2413-
32+32

=

’1)

[\

Ejemplo 3.30

Calcule la derivada direccional de f(x,y,z) = xsen(yz), en el puntoP = (1,3,0) en la direccién del vector
Vv =i+2)-k

Solucioén:

@ El vector gradiente de la funcién f esta dado por

Vf(x,y2) = (sen(yz),xzcos(yz), xycos(yz))
evaluando en P tenemos que Vf(1,3,0) = (0,0,3).

@ Por otro lado, como ||| = v/6, un vector unitario en la direccién de V es

Vo_ 1, 2. 14 (1 2 _1)

- ve "ol v~ \Ve V& V6
v 1 2 —1 3
@ Cilculo: D+f(1,3,0) = V£(1,3,0)- —— = (0,0,3 ( ) =
(1,3,0) = V13,0 51 = OO\ 2 o 5 )~ &

Componente. La féormula

=l

Dy f(x,y) = Vf(x,y) -

=)

12

nos dice que la derivada direccional es la componente del vector gradiente Vf(P) en
la direccion del vector V'

Figura 3.19

Direccion de maximo y minimo cambio. Suponga que tenemos una funcién f de dos o de tres variables y
consideramos todas las posibles derivadas direccionales de f en un punto P dado. Esto proporciona las tasas de cambio de
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f en todas las posibles direcciones. De modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ;En cudl de estas direcciones
f cambia con mayor velocidad?, y ;cudl es la mdxima razén de cambio?.

Intuitivamente, de acuerdo a la figura 3.19, la derivada direccional en P aumenta conforme el vector V se acerca al
gradiente.

Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema.

Sea f: D CR?> — R una funcién escalar. El valor méximo de la derivada direccional D+f en (x,y) es
||[V£(x,y)|| y se presenta cuando el vector no nulo V tiene la misma direccién que el vector gradiente Vf(x,y).

Podemos justificar esto, informalmente, de la manera que sigue. Primero recordemos que si 6 = Lu,v entonces
u-v=|lul|-||v||cos(0). Ahora

<|

DVf(xay) = Vf(xay)

<|

= [IVf(x,y)] cos 6.

<|

donde 6 es el dngulo entre el vector unitario y el vector Vf(x,y).

={

V£(x,y)

El valor de D+ f(x,y) aumenta o disminuye solo si cos 6 cambia
(si giramos el vector V).

Asi que el mdximo valor se obtiene cuando cos@ =1 (es decir
0 =0). Por tanto D+ f(x,y) es mdxima cuando 6 = 0 y en ese >7
caso V'y Vf(x,y) son paralelos.

Figura 3.20

Valor minimo: El valor minimo de la derivada direccional en (x,y) es —||Vf(x,y)|| y ocurre cuando V tiene la misma
direccion —V f(x,y).

Observacién: f se mantiene constante sobre las curvas de nivel; la direccién (un vector @) en la que el cambio
(instantdneo) de f respecto a P es nulo es la direccién de un vector perpendicular a V f(P). Que la derivada direccional se
anule en P en la direccién de @ no significa, por supuesto que en esta direccién la funcién se mantenga constante (esto
solo pasa sobre las curvas de nivel) excepto que la curva de nivel sea una recta.
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Ejemplo 3.31

Considere la placa rectangular que se muestra en la figura
de la derecha. Si la temperatura en un punto (x,y) de la
placa esta dada por

T(x,y) =4(x— 2)2 —T(y— 0.4)2

determine la direccién en la que debe de ir un insecto que
estd en el punto P = (0,0), para que se caliente lo mas
rapidamente. ;Y qué debe hacer el insecto si desea ir por
un camino en el que la temperatura se mantenga constante?

Figura 3.21: Mejor direccion, respecto a (4,2).

Solucién:

La direccién en la que la temperatura aumenta mas rapidamente respeto a P es la direccion del gradiente (vector
negro en la figura): VT (x,y) = (8(x—2),—14(y—0.4)) = VT(0,0) = (—16,5.6)

En cuanto a la otra pregunta, aunque la derivada direccional es nula en la direccién de un vector perpendicular al
gradiente (vector rojo en la figura) esto solo dice que la razén de cambio instdntaneo en esa direccién es cero. La
trayectoria en la que la temperatra se mantiene constante es la curva de nivel 7' (x,y) = 7(0,0) (curvas blancas). Es
por ahi donde deberia caminar el insecto.

Ejemplo 3.32

Suponga que la temperatura en un punto (x,y,z)en el espacio estd dada por

B 80
T 1+x2+2y2+372

T(x,y,2)

donde T estd medida en grados centigrados y x,y,z estdn en metros. ;En qué direccién aumenta mads ripido la
temperatura respecto al punto (1,1,—2)? ;Cudl es la méxima tasa de incremento ?

Solucion: El gradiente de T'es

160x N 320y 480z N
(14+x24+2y24+322)2 (14+x2+2y>+322)? J (14+x242y>4372)2

A

VT (x,y,2) = —

Evaluando en el punto P = (1,1,—2) obtenemos VT (1,1,—-2) = g (—i‘— 25+ 6]2)
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Por tanto, la temperatura se incrementa con mayor rapidez en la direccidn del vector gradiente

A

V= _1-2j+6k

5 5v41

La tasa maxima de incremento es la longitud del vector gradiente ||VT(1,1,-2)|| = g ‘ ’— i—27+ 612) ‘ =~

Vector unitario tangente.

Definicién 3.5
Sea C una curva descrita por la funcién vectorial continua r(r), r € I. Si existe la derivada #/(¢) y no es nula, la
recta que pasa por r(t) y es paralela a /(¢) se llama tangente a C en r(¢). El vector #/(z) se denomina vector
tangente a C en r(z). El vector unitario tangente 7 es una funcién vectorial asociada a la curva C y se define como

T =" IF@)£0

@ La pendiente de la recta tangente en P en la direccionde v = (1,1) es

N

D1ya(P) = Va(1/V/3,1/V/3)- (i}; _

1
@ El gradiente Vz(1/+/3,1/4/3) es perpendicular a la recta tangente a la curva de nivel z = 7 en P. La

derivada direccional en la direccién del vector unitario tangente es cero. Geométricamente, la recta L, en la
figura que sigue, tiene pendiente cero.
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Esto es asi pues si 7_}; es el vector unitario tangente a la curva de 7
1
nivel z=— en (1 \@, 1/V/3 , entonces
75 en (1/3,1/V3) pu
Dz f(P) = Vf(P)-Tp=0 (;porqué?) Curva de nivel
Y

= ||[Vf(P)||cos6 =0

lo cual implica que 6 = /2.

3.12 Plano tangente y el vector normal.

Si f es diferenciable, entonces el plano tangente a z = f(x,y) en P = (xo,y0,z(x0,y0)) tiene ecuacién

fx(x0, Yo) (x —x0) +fy(x0, yo) (y —y0) = 2—20

Y0, fx(x()ﬁ }’0) (X - XO))

Figura 3.22: Plano tangente a z = f(x,y) en P si f es diferenciable.

Caso general. Podemos obtener la ecuacién cartesiana del plano tangente (si existe) usando un vector normal a la
superficie S: G(x,y,z) =0. Si G es derivable con continuidad en P = (xo,y0,20) € S y si el gradiente en P es no nulo, los
vectores tangentes a cada curva en S que pasan por P estdn en el plano tangente a esta superficie en P 'y VG(xo,yo0,20) €s
un vector normal a este plano (ver capitulo 6.1).
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VG(x0,Y0,20)

(0]

Figura 3.23: VG(P) es perpendicular al plano tangente a S en P.

Asi, una ecuacién del plano tangente en P es

ax+by+cz=d con (a,b,c)=VG(x0,y0,20) y d=VG(x0,Y0,20)P.

( Plano Tengente)

@ Si S tiene ecuacion z = f(x,y) con f diferenciable, el plano tangente en P € S tiene ecuacidn cartesiana

fx(x0, Yo) (x —x0) + fy(x0, yo) (y = ¥0) = z—20

@ Si la superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) =0 con G diferenciable, el plano tangente en P € S tiene ecuacién
cartesiana

G.(P)x 4+ Gy(P)y + G.(P)z=VG(P)-P

(Un vector normal)

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccién, el tamafio puede variar.
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@ Si S tiene ecuacion z = z(x,y) entonces si ponemos G(x,y,z) =z — z(x,y), un vector normal es
N= (_ZJC7 _Zya 1)
@ Si S estd definida de manera implicita por G(x,y,z) = 0, entonces un vector normal es

G, G 1 )
é‘, é )= —(Gy, Gy, Gz> si G, #0.

Ni = (Gy, Gy, G;) otambién N, = ( e
%

Ejemplo 3.34

Sea S la superficie de ecuacién f(x,y) = )ﬁyyz si (x,y) # (0,0) y £(0,0) = 0. Aunque £,(0,0) = £;(0,0) =0,

no hay plano tangente pues la funcién es discontinua en este punto (aunque esté definida).

Ejemplo 3.35

Sea S la superficie de ecuacién z = x>+ 2y?. Obtener una ecuacién cartesiana del plano tangente a S en P = (1,1,3).
Solucién:

Primera manera. En este caso fi(x,y) =2x y f,(x,y) = 4y. Entonces una ecuacion cartesiana serfa,

LD E=D+AM DG -1) = 23,

es decir,
2—1)+4(y—1) = z—3,

Otra manera. Sea S: G(x,y,z) = z— x> —2y* = 0. Entonces un vector normal al plano tangente a S en P es
VG = (—2x, —4y, 1). Ahora, VG(1,1,3) = (—2,—4,1), entonces una ecuacién del plano tangente es

—2x—4y+1z = VG(1,1,3)-P
= -3

Ejemplo 3.36

Consideremos la superficie S de ecuacién x> +y> +7> = 1. Sea P = (1/+/3,1/+/3,1/+/3) € S. Calculemos la
ecuacion cartesiana del plano tangente en P.

@ Laecuaciénde S es G(x,y,2) =x*+y*+z>2—1=0.
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@ VG(x,y,z) = (2x, 2y, 27).

@ N=VG(P)=(2/V3,2/\V3,2/V/3)yd=P-VG(P) =2

2 2 2
@ Una ecuacién cartesiana del plano tangente: — x + — y + — z =2 o también x+y+z = /3.

Vi T BT

Ejemplo 3.37

Consideremos la superficie S de ecuacién x* +y?+z>2 =1. y P = (0, 1,0) € S. Calcule la ecuacién del plano
tangente a S en P.

Solucién: Sea G(x,y,z) = x*> +y> + 72 — 1. Entonces i
VG(x,y,z) = (2x, 2y, 2z). Por tanto un vector normal es
N=G(0,1,0)=(0,2,0)

La ecuacién cartesiana del plano tangente a S en P es
0-x+2-y4+0-z2=2, es decir y = 1.

X X
Observe que en este punto, como Vz(x,y) = <—, —) ,
% %

la derivada direccional no existe.

Ejemplo 3.38

Consideremos la superficie S de ecuacién x* +y? +z? = 1. Encuentre los puntos Q = (a,b,c) € S tal que el plano
tangente en Q sea paralelo al plano 2x —y+3z=1.

Solucion: Q tiene tres incdgnitas asi que necesitamos, en principio, tres ecuaciones.
@ Como Q € S, esto nos da una ecuacién: a*+b*+c¢? = 1.

@ Como el plano tangente en Q es paralelo al plano 2x —y+ 3z = 1, sus vectores normales deben ser paralelos,
es decir

VG(Q) = A (2,—1,3)

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incgnita mds, A.

@ Para encontrar Q solo debemos resolver el sistema
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jercicios

b+t = 1

VGO) = A(2,-1,3)

es decir,
(> +P2+c* = 1
242+ = 1 2a = 21
=
(2a,2b,2¢) = A(2,—1,3) 2b = -4
2c = 37

Resolviendo, obtenemos las dos soluciones

1 1 3 1 1 3
QZ(‘m’m"m)’l:‘m 7 QZ( m‘mm)’“ Y

@ 3.12.1 Sea f(x,y) =4 —x* —y? la ecuaci6n de una superficie S.
a.) Calcule Dzf(Q) si i =(—2,1) y Q= (1,1,2) es un punto en la superficie.

b.) Determine el punto P = (a,b,c) € S para el cual la derivada direccional de f en P es V2 en direccién de
il = (—2,1) y /5 enladireccién de ¥ = (1, 1).

c.) Encuentre la ecuacion cartesiana del plano tangente a S en el punto R = (1,—1,2) € S.

d.) Determine un vector # para el cual la derivada direccional en R = (1,—1,2) € S es mdxima y calcule su
valor.

@ 3.12.2 Sea x*> +xyz+2z> = 1 la ecuacién de una superficie S.
a.) Calcule Dzz(Q) siu=(-2,1)y 0=(1,2,0) € S

b.) Determine b € R — {0} tal que en P = (1,b,0) € S y Dzz(P) = /2.
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c.) Encuentre la ecuacién cartesiana del plano tangente a S en el punto R = (1,—1,1) € S.
d.) Determine un vector # para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,1) € S es minima y calcule su valor.
@ 3.12.3 Considere la superficie S de ecuacién 7> +xz+y=1. P=(1,1,0) € §
a.) Calcule Dyz(P) donde é = (1,—-2)
b.) ;Cudl es el mdximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccién ¥ se alcanza?
c.) Calcule la ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P
@ 3.12.4 Considere la superficie S de ecuacién xyz> =8z. P=(1,1,8) € S
a.) Calcule Dyz(P) donde # = (—5,v/2)
b.) (Cudl es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccién ¥ se alcanza?
c.) Calcule la ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P

@ 3.12.5 Calcule la ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S: x*>+y>+z> =1 en el punto

P=(1/2,1/2,1/v2)
@ 3.12.6 Considere la superficie S de ecuacion e +xy =yz+1. Sea P =(0,1,0) € S.

a.) Calcule la derivada direccional de z en P en la direccién del vector u = (1,2).

b.) Calcule la ecuacion del plano tangente a S en P.
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Introduccién

Maximos y minimos locales en dos varia-
bles.

Extremos con restricciones: Multiplicado- F
res de Lagrange

Cuando las condiciones de primer orden
fallan.

Maximos y minimos locales en varias va-
riables.

Puntos criticos y extremos locales
Clasificacion de puntos criticos
Clasificacion de puntos criticos en el caso
de dos variables.

Criterio de clasificacion para » > 3.

(*) Extremos globales. Condiciones de
Kuhn-Tucker.

4 — Maximos y minimos locales.

Introduccién

(Por qué, en una variable, en un punto critico p, f alcanza un méaximo local si f”(p) < 0?. En una variable, los puntos
criticos de f son los puntos x = p en los que f'(p) =0 (o en los que f’ se indefine). Muchas veces se puede clasificar
este punto critico con el signo de f”(p). Esto se puede establecer usando polinomios de Taylor. Segin el teorema de
Taylor, en los alrededores de p,

i (n) (n+1) n+1

con & entre pyh y x=p+h

En particular, si p es un punto critico de f, es decir, f'(p) = 0, entonces para n =2,

f(x) —f(p):][//éé)h2 con & entre p y h.

Si f” es continuay f”(p) # 0, entonces hay un entorno alrededor de p (con & pequefio) donde f”(&) y f”(p) tienen
tiene el mismo signo' por lo que, en un entorno suficientemente pequeno de p,

fx) > f(p) si  f"(p)>0 (f alcanzaun minimo localen p)

fx) < f(p) si f"(p) <0 (f alcanzaun médximo localen p)

Interpretacion geométrica. Observe que le signo de f”(p) # 0 decide el signo (y por tanto la concavidad) del polinomio
de Taylor de orden dos: Como f'(p) =0,

ISi " es continuay f”(p) # 0, entonces f” conserva el signo. Si 4 es suficientemente pequefio, p+ h estd en este entorno y f”(p), (&)
y por tanto f(p+h) — f(p), tienen todos el mismo signo; por esto el signo de f(p+h) — f(p) es el signo de f”(p) si h es suficientemente
pequefio. Se concluye que si f”(p) > 0 entonces f(p+h) > f(p) enunentorno de p y,en p f alcanza un minimo local y si f”/(p) < 0 entonces
f(p+h) < f(p) enunentornode p y,en p f alcanza un maximo local.
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f(x) = f(p) == f"(p)(x—p)* + Ra(p.x)

por tanto, la cuadritica y = f”(p)(x — p)? siempre es positiva o siempre es negativa y ademds domina al resto R, en algtin
entorno de p. Si f”(p) = 0 no podemos decir algo del signo (solo nos queda el resto R, (p, x)).

En la figura que sigue se muestra la grafica del polinomio de Taylor P, y la gréifica de f. Recordemos que P (x) =

f"(p)

F®)+£(p) (5= p)+ T2 (e )2,
6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player
A A
P(x)
f)
fp)
P> (x)
) JZ - P -
Figura 4.1: El signo de f”(p) se usa para clasificar puntos criticos.
Formalmente, el signo de f(p+h) — f(p) coincide con el signo del término de segundo orden (la pardbola)

y=f"(p)(x—p)?* enun entorno de p

Py (x)

Y

>
>

p Py (x)

Figura 4.2: Parabolas f”(p)(x—p)? con f"(p) >0y f'(p) <0

Maximos y minimos locales en dos variables.

Como en célculo en una variable, los extremos locales de una funcién de dos variables son puntos donde la funcién
alcanza un maximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién estd definida en una regién U, los
extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos en toda esta region, y esto podria
suceder en cualquier parte de la regién en consideracién. Recordemos que un entorno abierto alrededor de p € R? de radio
3 es el conjunto Us(p) = {x € R? : ||x— p|| < 8}, es decir, un disco (sin borde) con centro en p y de radio §.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFPTaylorSimpleIntro.cdf
https://www.wolfram.com/cdf-player/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFPTaylorSimpleIntro.cdf

4.2 Mdaximos y minimos locales en dos variables. 149

Definicion 4.1 (Extremos locales).

Sea f funcién de dos variables, f:R> — R. f tiene un maximo local en p = (p1,p2) € R? si existe un entorno
abierto Ugs(p) tal que f(x,y) < f(p) paratodo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2,f(p)) se dice un maximo local de
f yelnimero f(p) es el maximo de f en el entorno Dg(p).

Sea f funcién de dos variables, f: R? — R. f tiene un minimo local en p = (p1, p2) € R? si existe un entorno
abierto Us(p) tal que f(x,y) > f(p) paratodo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2,f(p)) se dice un minimo local de
f yelnimero f(p) es el minimo de f en el entorno Ug(p).

Miéximo local

A (91,92, (71,92))

il

. |
Minimo local|(p1, P2y f(p1,P2)) !
p2

) Puntos criticos

Figura 4.3: Puntos criticos y un maximo y un minimo local.

Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f tiene un
méximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales

Definicién 4.2 (Punto critico).

2 > d
Un punto p € R? es un punto critico de f si Vf(p) =0, es decir, si a—f(p) =0y a—f(p) =0
X y

También p es punto critico si f no esta definida en este punto, pero aqui solo consideramos extremos “suaves”.

Definicién 4.3 (Punto de silla).
Un punto critico p donde f no alcanza un maximo ni minimo local se llama punto de silla, es decir, en cualquier
entorno alrededor de p, hay puntos x en los que f(x) > 0 y puntos x en los que f(x) <0

Esta definicion de “punto de silla” puede variar segin el texto (ver [24] )
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Como en cdlculo en una variable, los extremos locales se alcanzan en puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea
diferenciable, la derivada de f se anula en los puntos criticos. Pero también hay puntos criticos en los que f no alcanza
maximos ni minimos locales (los llamados puntos de silla).

Sea U C R? un conjunto abiertoy f:U C R> — R diferenciable, si p € R? es un extremo local de f entonces
Vf(p) =0, es decir, p es punto critico de f.

Figura 4.4: En los extremos locales Vf(p) =0 Figura 4.5: En los puntos de silla Vf(p) =0

Clasificacion de puntos criticos

De manera andloga al caso de una variable, usamos el polinomio de Taylor de segundo orden (como una primera opcién)
para clasificar puntos criticos.

La férmula de Taylor de segundo orden en dos variables, alrededor de (a,b) se puede definir en un entorno U abierto
alrededor de (a,b), si f:U C R? — R, es de clase C2. En ese caso,

Tz(x,y) - f(a7b) +fx(aab)(x_a) +fy(a?b)(y_b)
+ 3 fula,b)(x—a)’ + fiy(a,b) (x—a) (y = b)

+ %fyy(a’b) (y— b)z

Haciendo x = (x,y), p = (a,b), (h,k)=(x—a,y—b), A= fu(a,b), B= fy(a,b) y C = fy(a,b) se tiene

f@) = f@)+f(P)h+ fi(p)k+ 5 [fulP)W* +2 e (p)hk+ fiy(P)K?]
= f(p)+Vf(p) (hk)+ L [Ah*+2Bhk+ CK*] +R(x,p)

R(x,p)

50 si x—p
e —pl|

donde el resto R(x,p) disminuye més rdpido que ||x — p||?, es decir,
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Ahora, si p es un punto critico de f, entonces

fx)—f(p) = % [Ah* +2Bhk + Ck*] + R(x,p)

Para determinar si en el el punto critico p, la funcién f alcanza un maximo o minimo local, debemos determinar el signo

de f(x)— f(p) enun entorno de p, para saber si f(x) > f(p) o f(x) < f(p). Si en cualquier entorno de p hay puntos
donde f cambia de signo, entonces tenemos un punto de silla.

La teoria es similar al caso de una variable: En presencia de extremos locales, el signo de f(x) — f(p) es el signo de
Ah? 4+ 2Bhk+ Ck* en un entorno suficientemente pequefio de cada punto critico donde f alcanza maximos o minimos
locales?.

Si el determinante D, = AC — B> > 0, entonces la forma cuadritica Ah”> 4 2Bhk + Ck?, es siempre positiva o siempre
negativa. Si D, = AC — B < 0 la forma cuadrética cambia de signo.

Podemos analizar el signo de Ah®> +2Bhk + Ck* completando cuadrados. Sea D, = AC — B>, entonces

AR? +2Bhk+Ck> >0 si Dy>0 y A>0
A(AW* 4-2Bhk +Ck*) = (Ah+ Bk)* + (AC — B> =
Ah? +2Bhk+Ck* <0 si Dy>0 y A<O

con esto se puede establecer que

a) f(x)—f(p)>0enunentornode psi D, >0ysiA>0

b.) f(x)—f(p) <0enunentornode p si D, >0ysi A<O0

Si D, < 0 entonces, podemos razonar con varios casos. Por simplicidad solo consideremos dos casos con A # 0 y
C+#0.Si B=0 entonces A y C tienen signos contrarios, por lo que la forma cuadrética cambia de signo sobre las
rectas x =0y y=0. Si B # 0, entonces la forma cuadritica cambia de signo sobre las rectas y =0 y By = —Ax.
Entonces se podria establecer, comparando f(x) — f(p) > 0 con la forma cuadrética, que p es un punto de silla.

Si D, = 0 entonces en general, si A # 0 y B # 0, hay rectas que pasan por el origen, sobre las que el término
(Ah+ Bk)? se anula, entonces f(x) — f(p) = R(x,p) sobre estas rectas, es decir, no podemos decir algo acerca del
signo.

ZEst es asi porque una propiedad de las formas cuadriticas que son siempre positivas, es que existe un M > 0 tal que para todo h

1
5 [Ahz +2Bhk + Ckz] > M|jx—p|?

R(x . . » .
y como % —0 si x— p, entonces hay un entorno alrededor de p en el que |R(x, p)| < M||x — p||?, es decir, la forma cuadritica domina
xX—p
al resto R es este entorno. El caso de una forma cuadrdtica o siempre negativa es similar. Se usa la misma idea si la forma cuadratica cambia de signo

para mostrar que & f también cambia de signo (ver [25], [18])
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6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

D,>0yA>0 D,>0yA<O D, <0 D, =0 D>,=0
Figura 4.6: Forma cuadratica Ah*> + 2Bhk + Ck? para distintos valores de D, y A

Especificamente: Si f tiene segundas derivadas continuas y si el determinante D, = AC — B> es positivo, entonces el
signo de f(x) — f(p) es el signo de Ah> 4 2Bhk -+ Ck*, en un entorno suficientemente pequeiio de p. Si el determinante
D, es negativo, entonces f(x) — f(p) cambia de signo con la forma cuadrdtica, en trayectorias contenidas en un entorno
de p (ver [25]).

En vista de la anterior afirmacion, la clasificacion de los puntos criticos depende del signo de la forma cuadratica (si
D, # 0). El signo de la forma cuadrética es facil de establecer usando el discriminante D,. La idea geométrica es la que se
muestra a continuacion.

6 Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

z Polinomio de Taylor z

Polinomio de Taylor

Figura 4.7: Polinomio de Taylor P (x,y) y la forma cuadrdtica, sobre la superficie S

Teorema 4.2 (Condicion suficiente).
Sea f:U C R*> — R de clase C? en un subconjunto abierto U de R2. Consideremos el “discriminante”
Dy (x,y) = fee(,Y) - fiy(x,3) = [fiy(x,3)]* . Si (x0,¥0) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Dy(x0,y0) >0y fue(x0,y0) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xo,yo).
b.) si Dy(x0,y0) >0y fix(x0,¥0) <0, entonces f alcanza un méaximo local en (xg,Yp).

c.) Si Dy(x9,y0) < 0, entonces (xo,yo, f(x0,y0)) es un punto de silla.
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El teorema solo da condiciones suficientes: No nos dice algo si D> (xo,y0) = 0 pues no podemos determinar el signo de
f(x)— f(p) (verel ejercicio 4.2.1). En este caso se podria usar otros métodos para clasificar. En este test, se puede usar
fyy envez de fi. pues si Dy(xo,y0) > 0, ambas tienen el mismo signo.

Ejemplo 4.1

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x> +3y —y> —3x.

Solucién:
af
% =0 3x2-3 = 0
Puntos criticos: —
o0 _ 3-32 =0
dy

X0, yo) D1 = fxx (xo 9 y()) D2 = D2 (X() 9 yo) Clasificacion

(

(1,1) 6 -36 (1,1,0) es punto de silla
(1,-1) 6 36 (1,—1,—1.2) es minimo local.
(—1,1) —6 36 (=1,1,1.2) es mdximo local.
(—1,—1) —6 -36 (=1,—1,0) es punto de silla

Figura 4.8: f(x,y) = x> +3y—y® —3x
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Ejemplo 4.2

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcion f(x,y) = x* +y* — 2x% +4xy — 2y

Solucioén:
af
% = ° 43 +4y—4x = 0
Puntos criticos: —
9 _ 4 —4y+4x = 0  (E2)
dy

Sumando miembro a miembro obtenemos x> +y*> =0 = x = —y. Ahora sustituimos en la ecuacién (E2), queda
4x3 —4x—4x=0 = x(x*>—2) =0; con lo cual obtenemos los puntos criticos (0,0), (v2, —v/2), (—v/2, V2).

Clasificacion. D, (x,y) = (12x* —4)(12y? —4) — (4)?

(x0,50) D1 = fu(x0,y0) | D2 = Da(x0,Y0) Clasificacion
(0,0) —4 0 Criterio no decide.
V2, —V2) 20 384 (v/2, —v/2,—8) es minimo local.
(—\/5, \/5) 20 384 (—\/i, V2, —8) es minimo local.

La representacion grafica de f se muestra en al figura. Aunque D;(0,0) = 0 y el criterio no proporciona informacion,
la gréfica a la derecha nos indica que se trata de un punto de silla.

Figura 4.9: f(x,y) = x* +y* — 22 +4xy —2y?
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Ejemplo 4.3

Ver con CFDPlayer

Calcule el volumen de la caja rectangular més grande que esté en
el primer octante con tres de sus caras en los planos coordenados
y un vértice en el plano x+2y+3z=6.

Solucion: Debemos maximizar V = xyz. Como z = 2 — x/3 — 2y/3, el volumen de la caja es
V=xy(2—x/3-2y/3).

Puntos criticos. Nos interesa solo x > 0 y y > 0. Entonces,

2y
Vi, = 0 5 (=3+x+y) = 0 S3+4x+y = 0
— —> — X = 2’ y=1.
b =0 _;i(—6+x+4y) =0 —6+xt+dy = 0
2
e 2 2y 4 (2 ]
Clasificacién. Dy = Dy (x,y) = ViuVyy — Vi, = ~3 T3~ g(x+2y—3) . Asi D(2,1)=4/3>0y D, =
Vix(2,1) = —2/3 < 0. Esto nos dice que el volumen es maximo cuando las dimensiones de la cajason x =2, y =1
4
yz= Bk Por otro lado, el volumen maximo es gul3 .
Ejemplo 4.4
Sea f(x,y) = 6xy — 2x*y — 3xy?. Calcule y clasifique los puntos criticos de f.
Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema V f = (0,0),
af
UM —4
ox 0 by—4xy—3y> = 0 y6—4x—3y) = 0 = y=0 o y:63x
= =
2 _
%f S 6x—2x"—6xy = 0 6x—22—6xy = 0  (E2)
y
@ Si y =0, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0,0),(3,0).
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@Siy=

Ejemplo 4.5

%
ox

9z
dy

X - . . 2
————, al sustituir en la ecuacion (E2) obtenemos los puntos criticos (0,2), (1, —) .

Clasificacién. Dy (x,y) = (—4y)(—6x) — [6 — 4x — 6y]?

3

(X(),y()) D1 = fxx (x(),y()) D2 = D2 (x(),yo) Clasificacion
(0,0) 0 -36 (0,0,0) es punto de silla
(3,0) 0 -36 (3,0,0) es punto de silla
(0,2) -8 —36 (0,2,0) es punto de silla
(1,2/3) -8/3 12 (1,2/3,4/3) es mdximo local.

6 Vercon CFDPlayer

Figura 4.10: f(x,y) = 6xy — 2x2y — 3x)2

e y—e txy

e x+2y

Sea z = yxe™* 4 y2. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

I caso. Si y = 0, sustituimos en (E2) y obtenemos x = 0.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

yl—x) = 0 = y=0 o x=1

e x+2y = 0 (E2)
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Clasificacién. D;(x,y) =

2ye”

T(x=2)—(e ™™

1

II caso Si x =1 sustituimos en (E2) y obtenemos y = ——.

2e

—ex)?

(*0,50) | D1 = fax(x0,30) | D2 = D2 (x0,0) Clasificacién
(0,0) 0 -1<0 (0,0,0) es punto de silla
1 1 1
(1, —2®> 72 >0 2>0 (1,—1/2e, —1/4¢*) es minimo local

Ejemplo 4.6

Clasificacién. D;(x,y)

Sea z = x%y> —x —y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

2xy? — 1

2%y —1

2

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0 (E1)

0 (E2)

—
=
S
<
S
~—

Dy = fie(x0,¥0)

Dy = Ds(x0,¥0)

Clasificacion

L

| =
| =

5/ 1

2

—3v4<0

1 1 3
3 _ 3 - '11
(\/; \/; 2\35) es punto de silla

1 1
Como y = 0 no es solucion, podemos despejar x = — de (E1). Ahora sustituimos en (E2) y obtenemos y = \3/g .

Entonces tenemos el punto critico (\/> \/> )

=2y 2x% — (4xy)?


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.2 Mdaximos y minimos locales en dos variables. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Ejemplo 4.7

jercicios

E

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x°.

Solucién: Primero calculamos los puntos criticos

fi = 2x=0

fy = 0=0

El sistema tiene infinitas soluciones de la forma (0,y). Asi que tenemos un ndmero infinito de puntos criticos.
Dy (x,y) = (2)(0) — (0)?> = 0 asi que este criterio no da informacién aunque, de acuerdo a la gréfica , se trata de
puntos donde f alcanza minimos locales.

158

@4.2.1 © Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = —3x%y +x% +xy>.
@ 4.2.2 Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* +y* —dxy + 1.

@ 4.2.3 Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x* +3xy? — 3x*> — 3y* +4.

b
@4.24 Sea z=xy+ a + — la ecuacién de una superficie (con a y b constantes). Si P = (1,2) es un punto critico
X

de z, determine si en P la funcién alcanza un méaximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla.

@ 4.2.5 Calcular y clasificar los puntos criticos de z = 4x* — xy +y?.

@ 4.2.6 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = (x* — yz)e_’“z_yz .

@ 4.2.7 ‘6 Hallar el punto del paraboloide P : z = x*> +y> +2 mds cercano al punto Q = (2,2,2)

@ 4.2.8 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = 4xy — 2x* — y*

@4.2.9 '© ;Cuiles deben ser las dimensiones de un envase de forma rectangular, de volumen de 10 cm? y costo
minimo, si el material de los lados de la caja cuestan 10 colones el centimetro cuadrado y el material de la tapa y el

fondo cuestan 20 colones el centimetro cuadrado?.

@ 4.2.10 Calcule el volumen de la caja de base rectangular mds grande, que tenga caras en los planos
x=0, y=0, z=0, en el primer octante, y un vértice en el plano 2x + 2y + 2z = 10 (haga un dibujo).



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjercicio4.1.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjercicio47.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjercicio49.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjercicio49.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjercicio49.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjercicio49.cdf

4.3 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange 159

.. . . . ., X % , ..
@ 4.2.11 Resuelva el ejercicio anterior si el plano tiene ecuacién — + % + - =1, con a,b,c nimeros positivos.
a c

@ 4.2.12 Encuentre las dimensiones da la caja rectdngular de maximo volumen, si el drea de su superficie total
debe ser de 64cm?

@ 4.2.13 Sea z = yxe * 4. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange

Supdngase que queremos hallar los maximos y los minimos relativos de z = f(x,y) sujeto a la restriccion g(x,y) = 0.
Esto significa que la funcién f(x,y) solo podra ser evaluada en los puntos (x,y) que estén en la curva de nivel g(x,y) =0,
es decir f(x,y) estd restringida (o sujeta) a g(x,y) = 0. Una manera de resolver este problema se puede obtener con un
andlisis geométrico de la situacion. En las cercanias de un maximo local, nos desplazamos sobre g en la direccién de
maximo crecimiento de f, hasta el punto “mas profundo” que puede alcanzarse sobre g en esta direccion. Este punto
podria ser el maximo local con restricciones que andamos buscando. Digamos que es P = (a,b,c). Para poder determinar
este punto con una ecuacion, podemos pensar que viajamos a “‘este punto mas profundo” atravesando curvas de nivel,
entonces la “dltima” curva de nivel deberia ser una curva de nivel z = ¢ tangente a g en P (si P no es un punto terminal de
2). Que estas curvas sean tangentes significa que sus gradientes son paralelos, es decir, Vz(a,b) = AVg(a,b.) Estaes la
ecuacion que usamos para determinar P.

El andlisis es similar para determinar un minimo local con restricciones: En las cercanias de un minim local, nos
desplazamos sobre g en la direccién de maximo decrecimiento hasta el punto més profundo que podamos alcanzar, sobre g.

Sea U C R? un conjunto abierto y sean f,g: U — R funciones C' y sea x* un extremo local de f en el conjunto
D ={xe€ U|g(x)=0.} Entonces, si Vg(x*) # (0,0), existe A € R (que puede ser cero) tal que

V(") —AVg(x*) = (0,0)

El teorema dice que los extremos locales x* de f sujetos a la restriccién g(x,y) =0 (y Vg(x*) # (0,0)), son puntos
criticos de la funcion “lagrangiana” L(x,y,A) = f(x,y) — A g(x,y), pero no necesariamente viceversa. Puede suceder que
algunos puntos criticos de L no sean extremos locales de f sujeto a la restriccion g(x,y) = 0.

En el caso de z = f(x,y) sujetaa g(x,y) =0, podriamos informalmente justificar el teorema asi: Sea r(t) = (x(¢),y(¢))
una parametrizacién de la curva g y sea x* = r(fp) un extremo local de este problema con restricciones. Entonces, usando
regla de la cadena,

SH0)| = Sra000)| =) ) =0

t=ty t=ty
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Vz(x¥

[vz(r(ti))'r/(ti)]r’(ti) g: r(t) = (x(1), y(1))

V8(x¥

Esto nos dice que Vf(x*) es perpendicular al vector tangente a la curva de restriccién en x*, es decir, Vf(x*) y Vg(x*)
son paralelos donde se alcanzan los extremos locales (si Vg(x*) # 0)... pero no necesariamente viceversa.

En tres variables, podriamos encontrar los puntos criticos del problema de optimizacién, como soluciones del sistema

L()C,y,z,)«) = f(X,y,Z) - Ag(X,y,Z)

A A se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo cuando un extremo
local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones).

Figura 4.11: Un problema de optimizacion con restricciones.

Método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion:
@ Para minimizar o maximizar f(x;,x2,...,x,) sujeta a la condicion g(xj,x2,...,x,) = 0, se busca los puntos criticos
de L(x1,Y1, s Xn, A) = f(x1, X2, 00y Xn) — AG(X1,22, vy X))

Para hallar los puntos criticos de L(xj,yy,...,x,, A ) se debe resolver el sistema
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L, =0
Ly, =0
g(x1,x2,..xy) = 0

@ Ciriterio de clasificacion. Para determinar si los puntos criticos son mdximos, minimos 0 no son ni maximos ni
minimos, se podria recurrir a al criterio de la Hessiana orlada (ver més adelante). Sin embargo, en los problemas

que siguen, los puntos criticos se pueden clasificar de manera directa (usando la geometria del problema o una
comparacion).

Ejemplo 4.8

1 3\? 4y?
Maximizar y minimizar f(x,y) = x> + 3 (y — 2> +1 sujeto a la restriccién x> + % =1.

B , 1 3\? L 4P
Solucion: Sea L(x,y,A)=x"+=-(y—= ) +1—-A(x"+ —1].

3 2 9
L. = 0 ([ 2x—2Ax =0 = x(1-1)=0 (ED
B,o= 0 _ §<y_z>_8’;y — 0 (B2
R | 1—x2—4;2 = 0 (E3)

De (E1) vemos que la solucién del sistema requiere que x=0 o A =1 . Si x = 0, sustituyendo en (E3) obtenemos
los puntos y = £3/2.

Si A =1, sustituimos en la ecuacién (E2) y obtenemos y = —4.5, pero al sustituir en la ecuacién (E2) nos da una
solucién compleja.

Los puntos criticos de L son (0,3/2) con A =0y (0,—3/2) con A = 1.5. Evaluando en f cada punto, obtenemos

que en (0,3/2) se alcanza un minimo local (coincide con el minimo de f, poreso A =0) y en (0,—3/2) se
alcanza un maximo local.
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Figura 4.12: Un problema de optimizacién con restricciones.

Ejemplo 4.9

Minimizar z = x> +y? sujeto a x—y = 0.

Solucién: Sea L(x,y,A) = x> +y> —A(x —y).

Le =0 2X—2 = 0

Ly =0 _, 2y+A = 0

L, =

& 0 x—y = 0 (BE3)

Sustituyendo x =A4/2 y y=—A/2 en (E3) obtenemos A =0 y, por tanto, x =0, y = 0.

En este caso, A = 0 indica que el minimo con restricciones coincide con un minimo local de z.

Ejemplo 4.10

Determine tres niimeros reales positivos x, y, z cuya suma sea 10 y su producto maximo.

Solucion: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restricciéon x+y+z = 10.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-CSCDFEjemplo48.cdf

4.3 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange 163

Sea L(x,y,A) =xyz—A(x+y+2z—10).

Ly = 0 ( yz—l = 0
L, =0 xz—A =0
—
L, =0 xy—A = 0
[ s(x,3,2) = 0 x+y+z—10 = 0 (E4)

Despejando A obtenemos

YZI=XxZ Yy XZ=2X).

Como x, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces x = y = z. Sustituyendo en (E4) nos

queda 3x—10=0, es decir, x=y =2z = 3

Ejemplo 4.11

Determine el maximo y el minimo de f(x,y) = x> +y*> sujetoa x*+y* =1
Solucién: La lagrangiana es L(x,y,A) = x> +y> — A (x* +y* — 1)

@ Puntos criticos:

L, = 2x—A4x° =0 2x(1—2Ax*) = 0
L, = 2y—Ad4y? =0 = { 2y(1-24y?) = 0
L, = —x*—y*+1 = 0 (E3) —x*—y*+1 = 0 (E3)

Casos para anular las tres ecuaciones:
@ Caso x =0y y=0. Al sustituir en (E3) obtenemos 1 = 0. No obtenemos puntos criticos.
@ Caso x=0y 1 —224y* =0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (0,41) y A =1/2.

@ Caso y=0y 1—2Ax> =0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (£1,0) y A = 1/2.

@ Caso 1 —24y> =0y 1 —2Ax?> =0. Elevando al cuadrado obtenemos 4A2y* = 1 y 4A%x* = 1. Multiplicando
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=) =]
(E3) por 412 a ambos lados y sustituyendo, obtenemos los cuatro puntos criticos <%, %) y A2=1/2.

Para clasificar los puntos de manera “empirica”, podemos evaluar en la funcién f. Para visualizar la situacion,
dibujamos la curva de interseccién entre la superficie z = x> + y? y la superficie generada por la curva x* +y* = 1.

\/

y cuatro puntos minimos relativos,

e

asi, tenemos cuatro puntos maximos relativos,

(0,41,1), (£1,0,1)

Ejemplo 4.12

Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x> + (y —2)? si (x,y) son puntos de la hipérbola x*> —y? = 1.

Solucién: . El problema es minimizar la funcién objetivo f(x,y) = x*> + (y — 2)* sujeto a la restriccién
22
x =y —1=0.

La lagrangiana es L(x,y,A) = x4+ (y— 2)2 = 7L()C2 -y — 1)

@ Puntos criticos: Debemos resolver el sistema VL = 0, es decir,

L. = 2x—2Ax =0 2x(1—-2) = 0 (ED
L, =2(y-2)+2y = 0 — y—2)+Ay = 0 (E2)
L, =x*—y"—1 =0 X*—y'—1 = 0 (E3)

De (E1) vemos que tenemos dos casos, x=0y A = 1.

El caso x = 0 no es solucién pues no satisface (E3).
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El caso A = 1 lo sustituimos en (E2) y obtenemos y = 1 y este valor de y lo sustituimos en (E3) y obtenemos
x = ++/2. Este procedimiento nos garantiza que todas las ecuaciones se anularon y que son la solucién del sistema.

Los puntos criticos son (v2,1) y (—=v2,1).
Para determinar de manera empirica el minimo,
evaluamos estos puntos en f.

f(V2,1)=3
f(_\/ial) =3

En este caso, los dos puntos (v/2,1,3) y (—v/2,1,3)

son minimos locales.

Figura 4.13: Minimos locales

4.4 Cuando las condiciones de primer orden fallan.

En general, el método de multiplicadores de Lagrange es muy eficiente, sin embargo los puntos criticos de L no
necesariamente son solucién del problema de optimizacién que da origen a L.

B Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> +y sujeto a la
restriccion g=x—y =0.

(0,0) no es ni méximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0,7 ¥ =0
(e,e) € Dy (—&,—¢€) € D pero f(0,0) =0 > f(—¢&,—¢) = -2 y
£(0,0)=0< f(e,€) =2¢>.

Sin embargo (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,—1) # (0,0) y es la tnica solucién
(con A =0) del sistema VL(x,y,A) =0,

L, = 3x*-1=0
L = 3-4=0 s=at ey
L, = x—y=

Figura 4.14: (0,0,0) es punto critico de L
pero no es solucién del problema

B Cuando Vg se anula. El método de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg no se anule en los puntos criticos de
f sobre D para que el conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos criticos de f sobre D. Si Vg(x)
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se anula podrian pasar varias cosas de cuidado.

YA

P Consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva
(x—1)> —y?> =0 al origen, es decir, minimizar d = \/x2 +y? sujeta a
(x—1)3 —y? = 0. Este problema es equivalente al problema:

Minimizar d = x> + y? sujeta a (x — 1)3 —y>=0.
—0

® x=1y y=0 es una solucién del problema (como se ve grafi-
camente), pues este punto estd en la curva de restriccién y también
(x—1)> =y entonces (x—1)> >0 = x> 1. Por tanto de D,
d(x,y) =x*+y*>d(1,0) = 1.

Figura 4.15: La distancia de la curva al
origen se minimizasix=1y y=0

® (1,0) no es punto critico de L. La lagrangiana serfa L(x,y,A) = x> +y* — A[(x— 1) —y?] y debemos resolver
el sistema

2x—3A(x—1)2 = 0 (El)
2y+2y4 = 0 (E2)
(x—1)3—y> = 0 (E3)

Factorizando en (E2) obtenemos y =0 y A = —1. Sustituyendo y = 0 en (E3) nos da x = 1, pero este valor no
es solucion pues no satisface (E1). Sustituyendo A = —1 en (E1) nos da la cuadrética 3x> —4x+3 =0 que tiene
raices complejas, asi que el sistema no tiene soluciones en R y los puntos criticos de L no detectan el minimo
local (1,0,1)

» Problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccion
y3 _ X2 =0
° (0,0,0) es un maximo local para este proble-

ma pues como y> = x> entonces y > 0 por lo que

z(x,y) = —y <=0=2(0,0) V (x,y) € D.

o (0,0) no es punto critico de L(x,y,A) =
—y —A(»® —x?). El sistema VL = 0 no tiene solu-
cion. El método de multiplicadores de Lagrange no detecta
el 6ptimo.

Figura 4.16: Méximo local en (0,0,0)
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» Problema: Maximizar z = 2x> — 3x? sujeto a la restriccién (3 —x)> —y* =0

Este problema tiene solo un mdximo local cuando x =3 y y = 0 pero este mdximo no estd dentro de los cuatro
puntos criticos de L.

Z \ Cilindro
(B-x)?—y*=0

6 Vercon CFDPlayer

El sistema VL = 0 tiene cuatro soluciones, todas con A =0,
(0,431/3,0),
(1,42v2,0)

y no detecta el maximo local en (3,0).

Figura 4.17: 6 Méximo local se alcanza
n (3,0), pero este punto no es punto criti-
code L

2

» Problema: Minimo z = x> 4 y* sujeto a la restriccién x> —y> =0

El minimo local se alcanza en (0,0) y aunque Vg(0,0) = (0,0), ahora si (0,0) es solucién del problema de

optimizacién. En este caso Vf(0,0) = (0,0) por lo que trivialmente la ecuacién Vf—AVg =0 tiene infinitas
solucién (0,0,4) con A € R.

B Multiplicadores de Lagrange vs sustituir la restriccion. Consideremos el problema
Optimizar z=x*>—y*> sujeto a la restriccién x*>+y> =1

Con una sustitucion

Con multiplicadores de Lagrange
Si hacemos la sustitucién y* = 1 —x? en z = x> —y?,

L(x,y,A) =2 =y = A(x* +)*— 1)

z:2x2—1
(0,—1,—-1)
(0717 ) i
VL=0 = (3 =9 (o)) %:0 s (ay) = Eg,l)l)
(—1,0,1) ’

El método de sustitucién funciona si hacemos la otra sustitucién x> = 1 —y?... pero...
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Determinar extremos absolutos. Si el conjunto de puntos A, donde la restriccion g se anula, es cerrado y acotado y si f
es continua entonces si hay extremos absolutos en A,. Formalmente uno obtiene los valores de la funcion en los puntos
criticos y los compara con los valores de la funcion en la frontera de A, y asi obtiene los extremos absolutos.

Los puntos criticos los detectamos usando el método de multiplicadores de Lagrange, pero también a veces hay extremos
excepcionales en A, en los que el gradiente de f o el de g se indefinen o puntos donde el gradiente de g se anula como el
ejemplo anterior.

@ 4.4.1 Se quiere construir un cilindro circular recto con
fondo pero sin tapa (ver figura). Si se dispone de 487 cm?
de lata para construirlo; use multiplicadores de Lagrange
para determinar las dimensiones del cilindro de tal manera
que su volumen sea maximo.

@ 4.4.2 Considere la superficie S de ecuacién xy?z = 32.

a.) Si (x,y,z) € S entonces x #0, y # 0y z # 0, ;Porqué?
b.) Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (x,y,z) € § que estdn mds cerca del origen
0 = (0,0,0).

@ 4.4.3 Se desea construir un tanque para almacenar agua
caliente en un cilindro con un tope esférico (media esfera).

El tanque se debe disefiar de tal manera que puede T
almacenar 300m’ de liquido. Determinar la altura total ‘
y el didmetro del tanque de tal manera que la pérdida de A

calor en la superficie sea minima. (L.a pérdida de calor en la
superficie serd minima si su drea es minima). l

@ 4.4.4 La densidad de una superficie metilica esférica de ecuacién x> 4y +z> = 4 estd dada por p =2+ xz+y>.
Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor.

@ 4.4.5 Maximizar z = 1 —y sujeto a la condicién x® +y° = 1.
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@ 4.4.6 Obtener el maximo local de f(x,y) =9 —x> —y* sujetaax+y =3

@ 4.4.7 Sean k una constante positiva y C(r,h) = 2kr*> +2.5(2krh) conr,h > 0. Minimizar C(r,h) sujeta a la
restriccién kr?h = 1000.

@ 4.4.8 Calcule los puntos criticos de z = x?y? sujeta a la condicién x> 4y = 1.

@ 4.4.9 Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x>+ (y —2)? si (x,y) son puntos de la hipérbola
22
x*—y =1

@ 4.4.10 (*) Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> 4+y* sujeto a la restricciéon g = x —y = 0.
(0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve >0, (g,€) € D'y (—¢&,—€) € D pero
£(0,0)=0> f(—&,—&) = —2¢" y £(0,0) =0 < f(e,€) = 267,

Sin embargo, verifique que (0,0) es la Gnica solucién del sistema VL(x,y,A) =0
@ 4.4.11 (¥) Consideremos el problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién y> —x?> = 0. El punto (0,0,0)

es un maximo local para este problema pues como y*> = x> entonces y > 0 por lo que z(x,y) = —y <=0 = z(0,0)
¥ (x,y) € D. Verfique que (0,0) no es punto critico de L(x,y,A) = —y — A(y* —x?).

Maximos y minimos locales en varias variables.

Como en cdlculo en una variable, los extremos [ocales de una funcién de varias variables son puntos donde la
funcién alcanza un maximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién estd definida en
una regién D, los extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos y esto
podria suceder en cualquier parte de la regién en consideracién. Recordemos que un entorno abierto alrededor de
p € R" deradio § es el conjunto Ds(p) = {x € R" : ||[x—p|| < 8} (discos sin borde en R? y el interior de esferas en R?).

Definicion 4.4 (Extremos locales).
Sea f funcién de n variables, f:R" — R.

f tiene un mdaximo local en p = (pi,p2,...,pn) € R" si existe un entorno abierto Dg(p) tal que
f(x1,x2,...,x,) < f(p) para todo (xj,x2,...,x,) € Dg(p). El punto (pi,p2,...,pn,f(p)) se dice un maximo
local de f y el nimero f(p) es el maximo de f en el entorno Dg(p).

f tiene un minimo local en p = (pi,p2,...,pn) € R" si existe un entorno abierto Dg(p) tal que
f(x1,x2,....,x,) > f(p) para todo (x1,x2,....,x,) € Ds(p). El punto (p1,p2,....,pn,f(p)) se dice un minimo
local de f y el nimero f(p) es el minimo de f en el entorno Dg(p).
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Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f tiene un
méximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales
Sea f continua. Un punto p € R” es un punto critico de f si Df(p) =0 (o si Df no esta definida en este punto), es

of
decir, si =— =0, i =1,2,...,n. Un punto critico que no es ni maximo ni minimo local se llama punto de silla.

3x,-

Como en célculo en una variable, los extremos locales son puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea diferenciable,
la derivada de f se anula en los puntos criticos.

Sea U C R" un conjunto abiertoy f:U C R" — R diferenciable, si p € R” es un extremo local de f entonces
Df(p) =0, es decir, p es punto critico de f.

Clasificacion de puntos criticos

La férmula de Taylor de segundo orden en n variables dice que si f:U C R” — R, es de clase C? en x € U, entonces si
h=(hy,....,h,) € R", existe 0 < & < 1 tal que

flx+h)= +Zh x)+Ri(x,h) con Ri(x,h)= lzijz'hhja 8 (x+&h).
% f 2% f
ox19x;  Odx19x,
Si definimos D?f = : : : , entonces Zzhhla 8 (x+ER)=h-D*f(x+Eh)-hT.
9% f % f i=1j=
0x,0x; 0x,0x,

Asi, la férmula de Taylor de segundo orden se puede escribir como,

Fle+h) :f(x)+Df(x)-hT+%h-D2f(x+§h) W 0<E<1.

La matriz Hesssiana® de f en x es la matriz D*f(x).

Evaluando en un punto critico p, Df(p) =0 y la férmula de Taylor de segundo orden queda

f(p+h)—f(p)=h-D*f(x+Eh)-h", 0<& < 1.

3En honor a Ludwing Otto Hesse (1811 — 1874).
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2

d
El signo de la resta f(p+h) — f(p) es el signo de h-D*f(x+Eh)-hT. Si las derivadas Tror aj; son continuas en un
igAj

vecindario de p, entonces si el determinante de la matriz hessiana es positivo, f(p+h) — f(p) tiene el mismo signo que
h-D?f(x)-h" en un entorno de este punto, asi que en este caso, el signo de h-D?f(p)-h’ decide si en p la funcién f
alcanza un maximo o un minimo local.

Pero h-D?f(p)-h! depende de h. Para establecer si h-D?f(p)-h” es positiva o negativa para todos los valores de & en
un entorno, se usa la teoria de formas cuadraticas.

Matriz definida positiva y matriz definida negativa. Una forma cuadritica g : R” — R, g(h) =h-A,x,-h', es
definida positiva si g(h) > 0 paratodo h € R" y g(h) =0 solo si h = 0. Similarmente, g es definida negativa si g(h) <0
paratodo h € R" y g(h) =0 solosi h =0.

ar an

Del dlgebra lineal se sabe que si A = (a;j)nxn, D1 =ai1, D> :Det<
az) axn

),..., D,, =Det : : , entonces

@h-A,., -h" es definitiva positiva si D; >0 para i =1,2,...,n

@ h-A,.,-h! es definitiva negativa si sgn(D;) = (—1) parai=1,2,...,n

Test de clasificacién. En varias variables la clasificacién de un punto critico p se puede establecer si h-D?f(p)-h” es
definida positiva o definida negativa. Esto se hace calculando D;, D>, etc.

Sea f:U CR" — R declase C° y p € U un punto critico de f. Si h-D?f(p)-h” es definida positiva, entonces
p es un minimo relativo de f. Similarmente, si h-D?f(p)-h” es definida negativa, entonces p es un maximo
relativo de f.

En la demostracién de este teorema se establece que si h-D?f(p)-h” es definida positiva entonces en la férmula de
Taylor obtenemos f(p+h)— f(p) > 0 en un entorno de p, es decir f(p) es un valor minimo local. Similarmente, si
h-D?f(p)-h” es definida negativa entonces en la férmula de Taylor obtenemos f(p+h) — f(p) < 0 en un entorno de p,
es decir f(p) es un valor mdximo local.

Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables.

De acuerdo a lo que hemos establecido en la seccién anterior, en el caso de dos variables es sencillo determinar si
h-D?f(p)-h” es definida positiva o definida negativa. En este caso,

fu(P)  fo(P) h
h-D*f(p)-h" = (1 h)
fx(P)  fiy(P) )
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Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas mixtas son iguales y entonces D;(p) = fu(p) ¥y
D> = fu(p) - fiy(pP) — [fxy(p)]z. En este caso a veces se usa fy(p) en vezde D; y Dy(p) en vez de D;.

Sea f:R? — R de clase C* en un conjunto abierto U de R2. Sea Dy (x,y) = fu(x,y) - fiy(x,y) — [fxy(x,y)]z. Si
(x0,¥0) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(x0,y0) >0y fux(x0,y0) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xo,yo)-
b.) si Da(x0,y0) >0y fix(x0,y0) <0, entonces f alcanza un méximo local en (xg,yo).

c.) Si Dy(x0,y0) < 0, entonces (xo, Yo, f(x0,y0)) es u punto de silla.

Criterio de clasificacion para n > 3.

En problemas de extremos sin restricciones solo presentamos el criterio de clasificacién para dos variables. Ahora vamos a
presentar el caso general. Como antes, este criterio de clasificacién no siempre funciona y se debe recurrir a otras técnicas.

Tambien presentamos un criterio de clasificacion par el caso de problemas de optimizacidn con restricciones.

Formas cuadrdticas.

La forma cuadrdtica general, con n variables, es
F(x1,%0,.,%,) = ayxs+anxs+ -+ apx>
19A25 540 11 1 22 2 nn'pn

+ 2apxixo+2apx1x3+ -+ 2a1,x1 %,

+  2a23x2x3 +2a4%2X4 + - -+ + 202, XX,

+ 2a(n71)nx(n71)xn

En particular, para dos y tres variables tendriamos:

F(x,y) = ax* +2bxy+cy* 'y F(x,9,2) = ax* +by* + cz> +2a1xy +2a:xz + 2azyz

Forma matricial

@ Siponemos 2a;jx|X; = a;jX;Xj +aiXjx; con a;j =aj;, entonces F(x1,Xx2,...,x,) se puede reescribir asi
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_ 2

F(X1,%0,..0,Xn) = anXi+anpxixo—+ -+ aipxix,
+  ax1xox1 + a22x% + -+ axxax,
+ A1 XX1 + AXnX2 + - X

Entonces, la forma F(xj,xp,...,x,) se puede escribir matricialmente asi:

F(x1,X2,..0 %) = (X1,X2, ., %) A (x1,X2,..%,) T = XAXT

donde A = (a;j)nxn . Observe que A es simétrica.

Ejemplo 4.13

Sea F(x,y,z) = x* +4xy + 2xz — Ty* — 6yz + 572, entonces

1 2 1
F(X,yaZ) = (x? Y Z) 2 -7 -3 (xa Y Z)T
1 -3 5

Formas definidas positivas y definidas negativas. El estudio algebraico de las formas cuadréticas esta centrado, en
determinar si una forma tiene siempre el mismo signo, i.e., si la forma es positiva o negativa

Definicién 4.5

F(x1,x2,--,x,) se dice definida positiva si F(xj,xa,---,x,) > 0, Vx1,x2,...,x,, no todos iguales a cero.

F(x1,x2,-++,x,) se dice definida negativa si F(x1,x2,--+,%x,) <0, Vx1,x2,...,x,, no todos iguales a cero.

Teorema 4.7

F(x,y) = ax’ 4+ 2bxy +cy* > 0, Vx,y, no todos iguales a cero, si y sélo si

a>0 vy DET<Z €)>0

F(x,y) = ax’ 4+ 2bxy +cy* < 0, Vx,y, no todos iguales a cero, si y sélo si

a b
0 DET 0
a< y <b c>>


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.9 Criterio de clasificacion para n > 3. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatemartica/). 174

b \* ac—0b?
Este teorema se puede probar completando cuadrados: F(x,y) =a (x+ y) + ac y?, asi, F(x,y) >0, Vx,y no
a a
2

todos iguales a cero, siy s6losi a >0 y >0, osea, a>0y ac—b*>>0.

Generalizacion. Para establecer la generalizacion de este teorema a n variables, necesitamos las siguientes definiciones:

® Sea D, = |A| es decir:

aip  an Aln
D, =| a1 ax az,
dpl  ap2 Ann

@ Sea D; definido de la siguiente manera:

aip ap ai;
D;=| a2z axn azi
aip ap - 4

Los D; son los menores principales de D, .

Teorema 4.8
F(x1,x2, - ,X,) esdefinida positivasi Dy >0, Dy >0, ---, D, >0

F(x1,x2,++,X,) es definida negativa si D; > 0 para i par, y D; < 0 para i impar.

Ejemplo 4.14

Sea F(x,y,z) = 2x* —dxy +4xz+ 6y* —dyz +8z>. F es definida positiva, pues
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D3

Il
|
&

Formas cuadrdticas con restricciones lineales.

=8>0, D;=2>0

Supongamos que F(xj,xp,---,x,) estd restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal ox; + 0xp + -« - + 0t x, =
0. ‘Orlando’ los determinantes D; obtenemos los nuevos determinantes D; :

@ SeaD;, i > 2, definido de la siguiente manera:

o

(0]

(047

(04}

D, =DET o

Oy

F(x1,x2,--+,X,), restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal a;x; + opx; + - - - @ux, = 0, es definida

(041
ahn

as

anil

o
apy

ary

dnl

(0]
apn

az

an2

(0]
ap

azn

anp2

positiva siDy < 0, D3 <0,

F(x1,x2,---,X,), restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal a;x; + 0px; + - - o, x, = 0, es definida

(047
ay;

as;

(o
Aaln

an

Ann

D; se le llama determinante orlado.

-, D,<0

negativa si D; >0 parai>2, par;y D; <0 parai impar.
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Ejemplo 4.15

jercicios

E

La forma cuadrética f(x,y,z) = x> —y> —7z> +xy, sujeta a larelacién lineal x+y+2z=0, es definida negativa, pues

1 1 2

D; = ;2 =-2<0, D=|1 1 §|=1>0.
13 -1 0 Ll
20 0 -7 2

@ 4.9.1 Verifique que F(x,y) = 4xy —2x> —3y?, es definida negativa.
@ 4.9.2 Verifique que F(x,y,z) = x*>+y? 427> —yz, es definida positiva.

@ 4.9.3 Verifique que la forma F(x,y) = x*> +y? + 3xy, restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal
2x+y =0, es definida negativa.

@ 4.9.4 (Es F(x,y) =x*>+y*+3xy, definida negativa?

@ 4.9.5 Verifique que la forma F(x,y,z) = —x*> —y? —z> 4+ xy +yz +xz, restringida a que sus variables cumplan la
relacion lineal x+y-+z =0, es definida negativa.

Clasificacion de puntos criticos.

Recordemos la definicion de extremos locales.

Definicion 4.6
Un punto P se dice minimo local de f(xj,xz,...,x,) si existe un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple que

Un punto P se dice méaximo local de f(xj,xz,...,x,) si existe un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple que

f(P) = f(Q), VQ € Vp.

Un punto P se dice punto de ensilladura (o de silla) de f(x1,x2,...,x,) si existe un vecindario Vp alrededor de P en
que se cumple tanto f(P) < f(Q) como f(P) > f(R), para distintos puntos Q, R de Vp.

Criterio para maximos y minimos. El teorema de Taylor se puede generalizar a varias variables asi:
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Sea V un conjunto convexo abierto. Si f es continua y tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, sobre V,
entonces existe 7 € [0, 1] tal que, para cualesquiera dos puntos P, Q € V; Q0 =P+h

f(P+h)=f(P)+Vf(P) -h—i—%hH[tQ—i—(l —1)P|n"
donde h = (hy,hy,....h,)

fxlxl(R) fxle(R) fX1xn(R)

H es llamada matriz Hessiana,

HIR)|=DET | fox(R) fou(R) - fuox(R)

fxnxl(R) fxnxz(R) fxnxn(R)

Del teorema de Taylor y de la teoria previa de formas cuadraticas, podemos obtener las siguientes condiciones suficientes
para un maximo o un minimo local.

Sea D (P), D,(P), ...,D,(P), n determinantes definidos como sigue:

fxlxl (P) fxle(P) fxm(P)
Di(P)=DET | fox(P) fou(P) - fou(P)

inX1(P) fxixz(P) fxixi(P)

Entonces,
e f alcanza un un minimo en P si D;(P) > 0, D,(P) >0, ...,D,(P) >0

e f alcanza un un maximo en P si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes
impares son negativos, i. e., D;(P) > 0 si i es par D;(P) <0 si i es impar

¢ Sininguna de estas condiciones es satisfecha, entonces en P podria haber o no haber un extremo local.

Ejemplo 4.16

Encontrar los extremos de f(x,y,z) = X2+ 3y? + 472 — 2xy — 2yz+ 22

Solucién:


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.9 Criterio de clasificaciéon para n > 3. 178

= x-yt+tz =0
@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema ¢ f, = —x+3y—z = 0

f= x—y+4z = 0

asi, el unico punto critico es P = (0,0,0).

@ Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D; (P), D,(P) y D3(P)

fe(P) fiy(P)  fe(P) 2 -2 2

D3(P)=DET | fw(P) fiw(P) fiz(P) | =DET| -2 6 =2 |=48>0

Jx(P) foy(P)  fuu(P) 2 -2 8
2 -2
D,(P) = DET =8>0, D(P)=fx(P)=2>0
-2 6

por lo tanto en P = (0,0,0) f alcanza un minimo local.

Ejemplo 4.17

Calcule y clasifique los puntos criticos de f(x,y,z) = x> —y* — 2.
Solucion:

@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema

= 2x = 0
H= 2y-z = 0
fo= -y =0

asi, el unico punto critico es P = (0,0,0).

@ Test: Como tenemos una funcidn de tres variables, calculamos Dy (P), D2(P) y D3(P)
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fa(P) fiy(P)  fx(P) 2 0 0
D3(P)=DET | fu(P) fy(P) f(P) | =DET| 0 -2 —1 [=-2<0
fx(P) foy(P)  fz(P) 0 -1 0
2 0
Dy(P) = DET = —4<0, D|(P)=fx(P)=2>0
0 —2

Clasificacion de puntos criticos para problemas con restricciones.

Consideremos el problema

b3

“Optimizar la funcion objetivo: f(xi, xa, ...,Xx,) sujeta a la restriccion: g(xj,x2,...,x,) =c¢

La funcioén lagrangiana serd:

L(xla-'-axnakl) = f(xla"'axn) -2 (c—g(xl,...,xn))

Asi, los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema (condiciones de primer orden)

Lxl = fx1 - lg)cl == 0
sz - fxz - )’gxz - 0
Lx,, = fxn - lgx,, =0
Ly = glx1,x,....,x0,) =0

El criterio que se usard para clasificar los puntos criticos difiere del criterio que se usa en el problema de optimizacion sin
restricciones.

Consideremos el hessiano orlado
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0 gq(P)  &u(P) 8x,(P)
84 (P) Luyx(P) Lyx(P) Jax, (P)
DeP)=| g0(P) Luw(P) Luw(P) - Lo, (P)
85,(P) Ly (P) Ly, (P) Ly, (P)
y sus menores principales
0 gq(P)  gu(P) 8x(P)
8 (P) Lix (P) Ly, (P) Ly, (P)
B=| ot o) nll?) o o)
84(P) Ly (P)  Lyx,(P) Ly, (P)
Entonces, si P es un punto critico de f sujeto a la restricciéon g(xi,...,x,) = ¢, se tiene

e En P f alcanza un minimo local si D,(P) < 0, D3(P) <O, ...

,D,(P) <0

e En P f alcanza un miximo local si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes

impares son negativos, i. e.,
D;(P) >0sii>2, es par

D;(P) <0 sii es impar

En el anterior teorema, no aparece D . Este siempre es negativo.
Cuando aparece mds de una restriccion, se debe considerar un hessiano con més de una orla:

Si hay n variables y m restricciones (m < n) de la forma g‘(x1,...,x,) = ¢; entonces la lagrangiana serd

m

L= f(x1,Xn) + Y Ailei— & (x1, ., %n)]

i=1

y el hessiano orlado sera:
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00--0 g & - &
00---0 grgn . gn
g{ g% g’ln Lyx, Lyx, -+ Lyx,
152 . gm L L oo L
8n 8n 8n XnX1 XnX2 XnXn

Ejemplo 4.18

Hallar los extremos de z = x>+ y? sujeto a la restriccién x + 4y = 2.

Solucién: La funcién lagrangiana es x* +y? — A (2 —x —4y).

L =2x—21 =0
Puntos criticos: ¢ L, =2y —4A =0 :>A:%7 x:%, y:%_
Ly=2—-x—-4 = 0

Asi, el dnico punto critico es: P = (%, %)

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado
D,

asf que (%, ,2(%, %)) es un minimo local.

Ejemplo 4.19

Maximizar f(x,y) =2y —x sujetoa y=senx, 0 <x <27
Solucion: F(x,y,A) =2y —x— A(y —senx)

Puntos criticos:
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e
|

jercicios

E

Fr=—1+Acosx = 0

F,=2-A =0 = A =2, cosx:%osea,ng,x:%ﬂ.

Fp=—y+senx = 0

Asf los puntos criticos son: P = (%, g) y Pb= (5?”, —T\/g)

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado
D,

0 —cosx 1
D= | —cosx 0 0
1 0 0

asi que Dy (P;) =D, (P,) =0 vy, en este caso, el criterio no da informacién.
q Yy

En los siguentes ejercicios, la clasificacién de los puntos criticos puede hacerse usando el criterio del Hessiano
orlado o haciendo una curva (si se pudiera).
@ 4.9.6 Obtener el maximo de f(x,y) =9 —x> —y* sujetaax+y =3

@ 4.9.7 Minimizar C(r,h) = 2kr® +2.5(2krh) sujeta a la restriccién Kr?h = 1000, K, r, h > 0.

@ 4.9.8 Calcule maximos y minimos de z = 4x” 4 9y? sujeta a la condicién x> +y? = 1.

2

@ 4.9.9 Calcule méximos y minimos de z = 4xy sujeta a la condicién % + G=1

[S)

@ 4.9.10 Calcule maximos y minimos de z = x?y? sujeta a la condicién x> +y = 1.
@ 4.9.11 Calcule méximos y minimos de z = yx + y* sujeta a la condicién Inx —Iny =1, x >0, y > 0.

@ 4.9.12 Calcule maximos y minimos de w = zyx sujeta a la condicién x> 4+y?/9+z2/4 — 1 = 0.

(*) Extremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker.

Haremos aqui, una pequefio acercamiento a la programacion no lineal. Sea w una funcién posiblemente no lineal,
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@ Un problema de maximizacién en programacion no lineal, tiene la siguiente forma:

>

“Maximizar w = f(x,x2,...x,) sujeto a g;(x1,...,x,) <¢;, i=1,2,....,m con x; >0, j=1,2,...,n.°

@ Un problema de minimizacién en programacién no lineal, tiene la siguiente forma:
“Minimizar w = f(x1,x2,...X,) sujeto a gi(xi,...,x,) > ¢;, i=1,2,....,m con x; >0, j=1,2,...,n"

Solucion grdafica. Para obtener una solucién grafica de un problema de programacién no lineal (o lineal) sencillo,
usamos las mismas ideas que se discutieron en la seccién de multiplicadores de Lagrange. Las restricciones g; <0 y las
condiciones de no negatividad, determinan una region factible para encontrar una solucién. Nos movemos luego, sobre
esta region o hacia esta region, sobre las curvas de nivel de w, en la direccién en la que w crece o decrece, segtn sea el
problema (maximizacién o minimizacién).

Una vez encontrada una solucién, el problema de determinar si es un maximo (o minimo) global depende de que se
satisfagan ciertas condiciones.

Ejemplo 4.20

Minimizar w = (x —4)%+ (y —4)?, sujeto a las condiciones 2x+3y>6, y 3x+2y<12, x,y>0.

Solucion: Aqui las restricciones son lineales. La regién factible es la region sombreada en las figuras. La funcién
w es un paraboloide con vértice en (4,4,0) . La direccion de decrecimiento es hacia el vértice (entre mas me acerco
al centro, mds pequefio se hace w). El punto P, donde w alcanza el minimo local, se encontraria en el “punto mds
profundo” de la regidn factible en la direccién de decrecimiento.

A 7

>

3x+2y=12

Para calcular este punto, observamos que la recta de contacto es 3x+ 2y = 12. La curva de nivel de contacto
es (x—4)2+ (y—4)?> = k. Asique tenemos que calcular los puntos P, sobre esta curva de nivel, donde la recta
tangente es 3x+ 2y = 12, o mds precisamente, los puntos P = (a,b), sobre esta curva de nivel, donde la pendiente
de la recta tangente es —3/2

La pendiente de la recta tangente a la curva de nivel (x—4)>+4 (y—4)2=k, en P es
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F(P) a—4
F(P)  b-4

y(@,b)=~3/2=~

y, puesto que P estd también sobre la recta 3x+ 2y = 12, entonces tendriamos que 3a+ 2b = 12.

= -3/2 36
Resolvemos entonces el sistema: — q=2 =

13> _E'
3a+2b = 12

Condiciones de Kuhn-Tucker.

Consideremos el problema
“Maximizar w = f(x1,x2,...x,) sujeto a g;(x1,...,x,) <¢;, i=1,2,...,m con x; >0, j=1,2,....n"

Entonces, consideremos la funcién lagrangiana

Las y; son los multiplicadores de Lagrange.

@ Las condiciones de Kuhn-Tucker para un mdximo son
Lx_/' < 07 Xj > 07 ijx_,- = 07 .]: 1727""1

Lij()a yi >0, yiLyi:()? i=1,2,...,m

@ Las condiciones de Kuhn-Tucker para un minimo son
Lx_,207 -ij()? ijx_j:()? .]:1727n
Lngoa yi >0, yiLyi:()? i=1,2,...,m

Bajo ciertas hipétesis, las condiciones de Kuhn-Tucker, son condiciones necesarias y suficientes para determinar si en un
punto P, la funcién objetivo w alcanza un maximo o minimo global.
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Dado el problema no lineal

“Maximizar (o Minimizar) w = f(x,x2,...x,) sujeto a g;(x1,...,x,) <¢;, i=1,2,....,m con x; >0, j=1,2,...,n”
si se satisfacen las siguientes condiciones:

a.) las g; son lineales (diferenciables y convexas) en el octante no negativo,
b.) f esdiferenciable y concava en el octante no negativo,
c.) el punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker

entonces en P, la funcién objetivo w alcanza un méximo (o minimo) global.

Para verificar que un punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker, se desarrollan estas condiciones, i.e. , se calculan
las derivadas parciales L,; ylas Ly, , luego las Ly, se evaldanen Py se debe verificar que existen yi,yz,...,y, tal que se
satisface todo el conjunto de condiciones.

Ejemplo 4.21
Minimizar w = (x —4)%+ (y — 4)?, sujeto a las condiciones 2x+3y>6, —3x—2y>—12, x,y>0.

Solucién: Ya sabemos que w podria alcanzar un a minimo global en P = (%, %

las condiciones de Kuhn-Tucker, pues las condiciones a.) y b.) ya se cumplen.

). Ahora verificamos si satisface
Sea L= (x—4)2+ (y—4)>+y1(6—2x—3y) +y2(—12+ 3x+2y). Como es un problema de minimizacién, las
condiciones son

1. Ly =2(x—4) — 2y, +3y, > 0

2. Ly=2(y—4)—=3y1+2y,>0

3. L, =6—-2x—-3y<0

4. Ly, =—12+43x+2y <0

5. xLy =2x(x—4) —2xy; +3xy, =0

6. yLy =2y(y—4) —3yy1+2yy2 =0

7. yiLy, = 6y —2xy; —3yy; =0
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jercicios

E

8. yaLy, = —12y2+3xy2 +2yy, =0

Las condiciones de no negatividad, claramente se cumplen para el punto P. Ahora debemos evaluar estas ocho
condiciones en nuestro punto Py verificar que existen y;,y, tales que las condiciones se cumplen.

Al sustituir en las condiciones 5. y 6. obtenemos que L.(P) =0 y que L,(P) =0, de donde se obtiene

—2y1 43y, = 48/13 16
= ylzoa yZZEv
3y 42, = 32/13

que son no negativas como se pedia. Con estos valores de las y; y P, se cumplen todas las condiciones de
Kuhn-Tucker. Por tanto en P la funcién objetivo w alcanza un minimo global.

Resuelva los siguientes ejercicios usando el método grafico. Aplique, si se puede, las condiciones de Kuhn-Tucker.
@ 4.10.1 Maximizar w = x> +y?, sujeto a las condiciones 2x+3y > 6, —3x—2y> —12, x,y>0.

@ 4.10.2 Maximizar z = 3x+ 2y, sujeta a las restricciones —3x+2y <6 y —4x+9y <36, x,y >0

@ 4.10.3 Maximizar z =4x+ 3y, sujeta a las restricciones 2x+3y <18 y 4x+2y <10, x,y >0

@ 4.10.4 Minimizar z = (x—1)?+4 (y—2)?, sujeta a las restricciones —3x+2y <6 y —4x+9y <36, x,y >0
@ 4.10.5 Minimizar z = 3x>+ (y — 1)?, sujeta a las restricciones —3x—y <6y —4x+y <6, x,y>0

@ 4.10.6 Minimizar z = —x*, sujeta a las restricciones x <6 y x > —2
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Integral doble.
Cdlculo:de integrales dobles. Integral ite-
rada.

Area y Volumen
Cambio de variable en una integral doble.
Coordenadas Polares.

Coordenadas polares y elipses
Integral triple.
Cambio de variables en integral triple.
Coordenadas cilindricas.
(*) Coordenadas esféricas.
Describiendo Superficies en Coordena-

das Esféricas.
Cambio de variable con coordenadas
esféricas.

(*) Singularidades.

5 — Integral doble e integral friple.

Integral doble.

Sea R una regién acotada y cerrada del plano,
de drea A(R) y sea f:R?> — R una funcién
definida y acotada sobre R. Supongamos que
Mg ={Ri,R2,...R,} es un conjunto de n celdas que
conforman una malla que cubre R (ver figura). El
area de cada celda R; la denotamos con AA;.

Una suma de Riemann de f sobre R es una expre-

n
sién de la forma ) f(x;,y;)AA; donde (x;,y;) € R;.

Malla M
i=1 R

(XiyJ/i) X

Celda Ri

Si f es continua y positiva sobre R, entonces f(x;,y;)AA; aproxima el volumen de cada paralelepipedo P, de ba-
se R; y altura f(x;,y;); en este caso la suma de Riemann aproxima el volumen del s6lido entre la regién R y el gréfico de f.

Diametro de la malla. El didmetro de cada celda R; es la mdxima distancia entre todas las distancias entre cualesquiera
dos puntos en R; y se denota ||R;||. El didmetro de la malla Mg es ||Mg|| = Sup,{||Ri||}

Definicién 5.1 (Funcion integrable).

Si las sumas de Riemann de f sobre la malla M tienen un limite, independiente de la escogencia de los (x;,y;),
conforme ||Mg|| — 0, entonces decimos que f es integrable sobre R y que la integral es este limite. En este caso
escribimos,
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/ /R flx,y)dA = H Alll"llg 0,-:21 f(xi,y))AA; con n=Card(M)

En el caso de que R = [a,b] X [c,d], la malla Mg
se puede tomar como un conjunto de rectdngulos
Rij = [x,-,x,-H] X Lyj,yjﬂ] de area AA,']' = Axiij.
En este caso es natural reemplazar el elemento de
drea dA por dxdy y escribir el limite como,

b rd nom
/ / floy)dxdy= lim ¥ 3 f(xiyj)Axdy; X
a c ’

i=1 =1 Malla MR

6 \ercon CFDPIlayer Requiere FreeCDF Player
z z z
M ‘Y ) ‘Y . ‘Y
Figura 5.1: Aproximacién del volumen de un sélido con sumas de Riemann

Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones integrables en
una variable.

Teorema 5.1 (Propiedades de la funciones integrables).
a.) Si f escontinua sobre R, entonces f es integrable sobre R.

b.) Sea k€ R. Si f y g son integrables sobre R, entonces kf y f =+ g son integrables sobre R y

JLkrenda=k [[ reyaa vy ] ren+eenaa= [[ feydax [[ gen)an
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c.) Si fy g son integrables sobre regiones R y S que no se traslapan, entonces f es integrables sobre R U S y

//Rusf(x’y)dAz//Rf(W)dA + //Sf(x,y)dA

d.) Si f y g son integrables sobre Ry f(x,y) < g(x,y) paratodo (x,y) € R, entonces

//Rf(x,y)dA S//Rg(w)dA

e.) Si f esintegrable sobre Ry M < f(x,y) < m para todo (x,y) € R, entonces

MA(R) < / /R F(x,y)dA < mA(R)

Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de Riemann
y es suficiente para los célculos y las aplicaciones en este libro. Para otros propdsitos esta integral no es adecuada y se
requiere definir un tipo més general de integracion, por ejemplo la integral en el sentido Lebesgue.

Las funciones continuas (integrables en el sentido de Riemann) se puede calcular usando “integracién parcial”’, como se
describe en la siguiente seccion.

Cdiculo de integrales dobles. Integral iterada.

Idea del volumen como una suma de “rebanadas”. Consideremos un sélido Q cuya proyeccion sobre el plano
XY es un rectdngulo. Tomamos una particién del intervalo [a,b] en el eje X,a =ap < x] < x < ... < x, = b, luego
consideramos las rebanadas “planas” del s6lido que se obtienen intersecando el s6lido con cada plano Py : x = x;. Digamos
que cada rebanada tiene drea A(xy). Cada seccion del sélido, entre los planos P;—; y P, es aproximadamente un prisma y,

n
su volumen aproximado es A(x;)Ax. De esta manera: Volumende Q:Vp=~ Y A(xi)Ax
k=1

0}

Volumen

aproximado

A(xp)Axy Area
A(x)

Figura 5.2: Volumen de Q aproximado como una suma del volimenes de n rebanadas
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Ahora, tomando una particién de [a,b] en n subintervalos de igual tamafio tenemos
n b
Volumende Q:Vp = lim ) A(x;)Ax, = / A(x)dx
n—oo =1 a

Vi
Pero cada drea A(xy) se puede calcular en el plano x = x; como A(x;) = / f(xk,y)dy, entonces tendriamos
Yi—1

Volumen de Q:VQ:/abA(x)dx = /ab </qu(x,y)dy> dx

Integrales iteradas. La idea anterior se puede generalizar a s6lidos con una proyeccién més general. Consideramos un
solido Q entre las superficies (suaves) S;: z= f(x,y) y S2: z=g(x,y), como se muestra en la figura que sigue; conforme
nos desplazamos por los planos x = xi, el drea A(xx) y el volumen Vp se obtienen como

g2(x)

1(x)

Alx) = /ggZ(Xk) [f (xk,y) — g(xx,y)]dy 'y entonces Vp = /abA(x)dx = /ab (/g

1(x)

[f(x,y) —g(x,y)] dy> dx

Si1:z=f(x,)

N Y
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De manera andloga, si nos desplazamos sobre los planos y = yy, el drea A(x;) y el volumen Vj se obtienen como

(e - sl o

q

A(x)dy = /

ho (i)
A = [ w0 —glelds yentonces Vo= [ /

1 (%) P

El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R (por tanto Riemann integrable) la integral doble se puede
evaluar por “integracion parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método de “integrales iteradas”. Primero
debemos especificar dos maneras de describir una misma regién.

Y

@ Region entre las curvas y = g1(x) y y = g2(x).
R={(xy) €R? talque a<x<b y gi(x) <y<g(x)}
con g; y g funciones continuas en [a,b].

Y x=hy(¥)

q
@ Region entre las curvas x = hy(y) y x = ha(y).
R={(x,y)€R* talque p<y<q y hi(y) <x<h(y)}
con h; y hy funciones continuas en [p,q]. P

x=hi(y)

Sea R={(x,y) € R? talque a<x<b y gi(x) <y<gy(x)} con g1y g
funciones continuas en [a,b]. Si f es continua en R, entonces

J[ fenaa= [ b /g g(<)> fxy)dyds= [ ' [ /g g(()> Fx,y) dy} dx

Y x=hy (y)
Sea R={(x,y) € R? talque p<y<gq y m(y)<x<hy(y)} conhyy hy q
funciones continuas en [p,q]. Si f es continua en R, entonces
q rha(y) q [ rh(y)
Jfrepaa= [ [* repasar=[*| [ rsyyax| ay ,
R P Jm(y) P Lm(y)
x=hi(y)
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6 Vercon CFDPlayer

Sea R la regién de la figura. Vamos a calcular / / xydA usando el orden de

R
integracion “dydx” y el orden de integracién “dxdy.”

Observe que R se puede describir como

[\

X

R:0<x<2, ~<y<x

2
R:0<y<2, y<x< 2.

@ Integrando en el orden “dydx”

2 rx

//xydA = / /zxydy] dx
R 0 |Jx
o )
_ s

= /o x2 2]dx

27 X2 ¥ 2
= /0 -XE—Xg]dng

@ Integrando en le orden “dxdy”

20 (V2o
//xydA = /[/ xydx}dy
R 0 y
2,2 |V
=[5

dy
:/zﬁ_y_z P
0 1277 27|97 3
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En este ejemplo se muestra como el nimero de regiones de
integracién puede variar, de acuerdo a la eleccion del orden
de integracion.

x*+y*dA, donde R es la

region de la figura. Vamos a calcular esta integral doble,
usando el orden de integracion “dydx” y el orden de inte-
graciéon “dxdy.”

Considere la integral I = / /
R

6 \ercon CFDPlayer

YA

@ Orden “dydx”: en este caso R = R| |J R, | JR3. La manera de ver la region es como sigue,

vA

1 oo
fan = [|[ 20
R 0 0

3

1 x() 21 3
= /x4+—dx+/ —+x2dx+/ 9—9x+6x>—
0 3 1 3 2

@ Orden “dxdy”

1 3—y
/ / x4y dx} dy
0

L/

1207
210

1 [ 3 3-y
= / y?—l—xy2 dy
o vy
1 3_y3 y3
= /Oy( 3 ) +(3—y)y2—(yf7+y2\/§)dy

2T o1 37 3—x
dx+/ [/ x2+y2dy} dx+/ [/ xz—i-yzdy] dx
1 Jo 2 Jo

1 y x 2
= / Py + = dx-l—/ Py+

i dx+/ xzy-l-y— dx
0 2 3o

4x3d 1207
—dadx = ——
3 210

YA

xX=\/y /x=3—y
1
R
6 1 2 3\7
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Ejemplo 5.3

Considere la integral I = / f x,y)dydx+ / / f(x,y)dydx. Dibuje la regioén de integracion y reescriba la

integral en el orden “dxdy.”

Solucién: La regién de integracién en la primera integral es 0 <x < 1 y x <y < —x>. La regi6n de integracién en
la segunda integrales 1 <x <4 yx<y<x-—2.

En la figura aparece la region de integracion. Si y es la variable independiente,R = Ry |J Ry |J R3.

@ Orden “dxdy”

//Rf(x,y)dA = //fxydA-i—//fxydA—i—//fxy

= /2/y4f(xy)dxdy+/ /er2 (xy)dxdy—i—/ /wzfx)’)dﬂiy

Ejemplo 5.4

6 \ercon CFDPlayer

-1 prx+6 0 rx
Sea I:/ / dydx + / dydx.
-2 J4—4(x+2)2 —1Jx+1

a.) Dibuje la region de integracion.

b.) Plantear la integral o las integrales que corresponden
a I invirtiendo el orden de integracion.
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Solucién: La region es

4—4(x+2)?><y<x+6 si —-2<x<-1
x+1<y<x+6 si —-1<x<0

Para integrar en el orden “dxdy” hay que partir la
regién en tres subregiones Ry, Ry, R3.

.
/& —
R —2+Ty§x§ ~1 si 0<y<l
4—y .
R, : —2+T§x§0 si 1<y<4
Ry: y—6<x<0 si 4<y<6 (5
Luego,

5.3 Areay Volumen

@ De acuerdo con nuestra definicion de integral doble, el &rea Az de una regién R se puede calcular con la integral
doble (“area de la base x altura”)

AR://ldA
R

@ Sea f(x,y) >0 y continua en una regién cerrada R. Sea Vp el volumen del s6lido Q que tiene a R como base y
una altura de medida f(x,y) en cada (x,y) € R, entonces

Vo = //Rf(x,y)dA
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6 \ercon CFDPlayer

@ Siel s6lido Q estd limitado, sobre la regién cerrada R, por
dos superficies de ecuaciones z = f(x,y) y z = g(x,y) con
fy g continuas 'y f(x,y)—g(x,y) >0 sobre R, entonces

Pared

Vo= //R} [(xy) —g(x,y)dA

@ Muchas veces es conveniente considerar la regiéon R como la proyeccion del sélido sobre los planos XZ o YZ.

6 \ercon CFDPlayer
VA

Sea (O el solido limitado por las superficies
z=1-x% y x+y=1 enel primer octante. Calcule Vo
usando como regién R cada una de las proyecciones del

sélido sobre los planos XY, YZ, XZ.

Solucioén:

@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano xZ. La pro-
yeccion sobre el plano XZ se muestra en la figura.La regién
estdentre lacurvaC, : z=1—x?yel eje X.

Desde el punto de vista del plano XZ, el sélido esta
limitado por las superficies x =0 y y = 1 — x. Integrando
en el orden “dzdx” queda
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1 pl—?
Vo = // 1—x — O0dzdx
0 Jo

1
1—x2
= / z—zxly " dx
0

= /O(l—x)(l —x)dx = 7

@ Cdlculo de Vv, proyectando sobre el plano XxY. La 7
proyeccion sobre el plano xy se muestra en la figura 4\

La ecuacién de la curva C3 corresponde a y =1 —x

con x € [0,1]. Desde el punto de vista del plano XY, el
s6lido Q esta entre las superficies z=1—x> y z =0.

Integrando en el orden “dydx” queda

1 1—x
Vo = // 1—x* — 0dydx
0 JOo
5

1
= /o l—x—xz(l—x)dx =

@ Cdilculo de V,, proyectando sobre el plano YZ. En este caso, el s6lido no esta entre dos superificies. Desde el
punto de vista del plano YZ, tenemos un sélido Q; que estdentre x =0y z =1 —x? enlaregién R; y un sélido Q>
que estd entre x =0 y el plano x+y =1 en R,. Ademas, Q = Q; U O,, como se muestra en la figura, y entonces

Vo="Vo, + Vo,

Ver con CFDPlayer

La proyeccién sobre este plano se muestra en la figura. La curva de proyeccion Cj es la proyeccion sobre YZ de la
curva de interseccion entre la superficie z =1 —x? y el plano x+y = 1. C; tiene ecuacién en términos de x e y.
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z=1-—2 ) x+y=1 = z=1-(1-y)% ye0,1]

La curva C; divide la region de integracion en dos partes, la region R y la regién R;.

Desde el punto de vista del plano YZ, el s6lido estd limitado por las superficies
@ x=+/1—zyx=0 sobre R;.
@ x=1—yyx=0 sobre R;.

Integrando en el orden “dzdy” queda

1,1 1 2y—y?
Vo = // \/l—z—Odzdy—i-// 1—y — 0dzdy
0 J2y—y? 0 Jo

_ [
0

! 5
3 dy—l—/o (2y=3y+y)dy =

12

Nota: (1 —2y+yz)3/2 =v/O-1)°=|r-1)>=-(-1)3siye [0,1].

SEL o[ XXM (Volumen en coordenadas rectangulares).

Ver con CFDPlayer Requiere FreeCDF Player
Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del sélido Q limitado por las superficies
Si:y=x*+7z%, S»:y=1, S3:y=4, enel primer octante.

Solucién: Vamos calcular el volumen usando la proyeccién del s6lido Q en el plano XZ, usando el orden de
integracion “dzdx”. La proyeccion del sélido Q es R = R; + R, + R3, como se muestra en la figura de abajo. E!
cdlculo con las otras dos proyecciones lo puede ver en el CDF.

Observemos que en la region R; el s6lido estd entre las superficies y =1 y y = 4 mientras que en las otras dos
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regiones, el solido estd entre las superficies y = x> +z° y y = 4.

Vo = //RlsdA+//Rz(4—x2—z2)dA+//RS(4—x2—z2)dA

1 ,vV1—x2 1 ,vV4—x2 2 rV4—x2
= / / 3dzdx + / / (4 —x— zz) dzdx + / / (4 —x— zz) dzdx
o Jo 0o JVie 1 Jo

Ejemplo 5.7

6 Vercon CFDPlayer

Sea Q el sélido limitado por las superficies x> + 7% = 4,
x+y=5, z=2, y=2z=0.

Plantear la o las integrales dobles necesarias para
calcular Vp usando como region R cada una de las
proyecciones del sélido sobre los planos YZ, XZ, XY

Solucion:
@ Cdlculo de V,, proyectando sobre el plano XZ.
La proyeccién Ry, sobre el plano xz se muestra en la figura. La ecuacién de la curva C, corresponde a P4+2=4

con x € [0,2].

Sobre la regién Ry, el solido Q esta entre las superficies y = 0 (abajo) y y = 5 —x (arriba).
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x=v4-72

(@)

‘X/S

x+y=5

Usando el orden de integracion “dxdz” tenemos

2 5
Vo = // 5—x — 0dxdz
0 JV4a-72

2
Y R PN e P8

0o 2 2

2
= §—57t ~ 11.9587

29z 2 5zv4-22
2 0 3

= > —3—7—10arcsin(§>

Nota: Utilizando la sustitucién trigonométrica 3= sen 8, se obtiene (salvo constantes)

\/4 — 72
/\/4—12072 = %+2arcsin (%)

@ Cdiculo de Vv, proyectando sobre el plano YZ.

La proyeccion Ry, sobre el plano yz se muestra en la figura Para hallar la ecuacion de la curva C; observe que esta
curva esta arriba del eje y por lo que:

z=++/4-(5—-y)* si ye[3,5]
C: x2+z2:4ﬁx+y:5:> o)

y=5—-v4-7*2 si z€ 0,2
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(9]

Sobre la regién Ry, el sélido Q estd entre las superficies x = /4 —z2 (abajo) y x =5 —y (arriba).

Usando el orden de integracién “dydz” tenemos

2 5-vVA4-22 83
Vo = // 5—y — VA—2dydz = 3 57~ 11,9587
0 J0

@ Cdiculo de V,, proyectando sobre el plano XY.

La proyeccion sobre el plano se muestra en la figura. La ecuacién de la curva C3 corresponde a y =5 —x con
x € [0,5]. Esta curva divide la region de integracion en dos regiones R; y R,. El sélido Q esta limitado por las
superficies

@ z=1/4—x2 (abajo) y z =2 (arriba) sobre R,

@ z =0 (abajo) y z =2 (arriba) sobre R,

Usando el orden de integracién “dydx” tenemos
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2 p5—x 5 p5—x
Vo = / / 2 — \/4—x2dydx+/ / 2 — Odydx
0 Jo 2 Jo

= %—5717 ~ 11.9587

Ejemplo 5.8

Considere el sélido Q esta limitado por las superficies 4z = x> +y?, y=3,y=1,z=4, y x=0. Usando el CDF
asociado, podremos ver también las proyecciones en cada plano.

a.) Dibuje la region de integracién en los planos XY, XZ
yYZ.

b.) Plantee la o las integrales correspondientes al
volumen del sélido utilizando las proyecciones
anteriores

Solucion: Solo vamos a calcular con la proyeccién en el
plano YZ. La regién de integracién aparece en la figura.

3 rd
VQ:/1/2/4\/4z—y2—Odzdy
y

1 py 2 py/2—y
) @5.3.1 Eldreade laregion Ry, viene dada por / / dxdy + / / dxdy. Dibuje la regién R,, y calcule
0 Jo 1 Jo
.== laintegral en el orden dydx.

O

O

— 4 8-72/2 0 8-22/2
) @ 5.3.2 Considere la integral [ = / / xy dydz + / / xy dydz. Dibuje la region de integracién y
0 J4—z —4 J4+z

LLJ plantear la integral / usando el orden de integracién dzdy.
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@ 5.3.3 & Considere la regién R que se muestra a la
derecha (regi6n sombreada). Esta region estd limitada
porlascurvas y=0;y=2; y=2— (x+2)? y x+y=2.
Plantear la integral / / f(x,y)dA en el orden “dxdy” y en
el orden “dydx” !

@ 5.3.4 Considere la region R a la derecha. Esta region ]
estd limitada por las curvas y = 0; y =2; y =2 — (x +2) y y=(r—3)?

No

y = (x—3)?. Plantear la integral / / f(x,y)dA en el orden
R
“dxdy” y en el orden “dydx”

—
_‘
=Y

@ 535 6 Sea Q el sélido comprendido entre las
superficies S1: y=x%, S»: y+z=4,8:y-x=3y
S4: z=0; tal y como se muestra en la figura a la derecha.

a.) Dibuje la region de integracién en el plano XY y en
el plano XZ
b.) Calcule el volumen del sélido Q.

@ 5.3.6 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen del
sélido Q si este sélido estd limitado por x> +y> =4; z4+y=2; y=1;
x=0; y=0yz=0,enelloctante

|I‘”|“
-l N‘lIA I
i
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@ 5.3.7 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este sélido estd limitado por las superficies y = 2 — 2x?;
y=1-x% y+2z=2; x=0y z=0; enel I octante.

%
@ 5.3.9 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen — o»

sélido Q si este sélido estd limitado por la superficie y> 4+ z> = 4 y los planos ®/
2x—2y+z=2; x=0y z=0. v

@ 5.3.10 & Considere el sélido Q limitado por el cilindro
x> +y>=1/4,elcono 372 =x*>+y?, laesfera x> +y> +722 =1y
los planos x =0 y x = y; tal y como se muestra en la figura.

Plantear la integral (o las integrales) necesarias para calcular el
volumen del sélido Q
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Cambio de variable en una integral doble.

En una variable, si f tiene una derivada continua en [a, b] y x = x(u) estd definida en [u;, uz] con a=x(u;) y b =x(u2),

y si f(x(u)) es continua en [uj, uy], entonces

X

[ sy = [" ) B ()

u

La inversa u = u(x) existe solo si x(u) es strictamente creciente o decreciente, pero no es una condicién que se pida en la

férmula (x).

Hay una férmula andloga a () para integrales dobles;

dx
//nyf(x,y)dxdyz //wa(x(u,v),y(u,v))'géz:zi dudv con agu:z; — Det jz
du

Se asume que las funciones x = x(u,v), y = y(u,v) estdn definidas y tienen derivadas parciales continua en la regién de
integracion Ry, en el plano uv. En este caso si se asume que las funciones inversas u = u(x,y), v =v(x,y) estdn definidas
y son continuas en R,, y que hay un mapeo invertible entre el interior de Ry, y el interior de R,,. La funcién f(x,y) se

d(x,y)

asume continua en Ry, y asi f(x(u,v), y(u,v)) es continua en R,,. También se asume que el Jacobiano J(u,v) = Fwv)
u,v

es no nulo en el interior de R,,,.

La restriccion de que el cambio de variable sea invertible en el interior de R,, (y por tanto que J(u,v) no se anule en el
interior de R,, ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas polares en regiones que contienen el

origen.

VA Y

| z = x(u,v)
y=y(uwv) _
R’U.’U
- u = U,(l'7 y)

v=v(z,y)

<Y

=Y
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Sea R, una regién compacta y conexa en el plano contenida en un cojunto abierto A de R?. Sea r: A — R? con
r(u,v) = (x(u,v), y(u,v)), una funcién continua con derivadas parciales continuas tal que r es invertible en el

Jdx oOx
du dv
interior de R, y J(u,v) = Det es no nulo en el interior de R,,. Sea Ry, =7r(Ry) Y f: Ry — R una
dy dy
du dv

funcién continua. Entonces,

//nyf(X,Y)dxdyz //Rmyf(x(u,v),y(u,v))’J(u,v)dudv

Notas. Observe que el Jacobiano J(u,v) va en valor absoluto dentro de la integral. Ademads solo se requiere que
r(u,v) sea invertible en el interior de R, y por tanto |J(u,v)| no se anule en el interior de R,,,,.

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una region uno podria, si se puede, calcular la transformacién
inversa r~!(x,y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El *Teorema de la Funci6n Inversa’
solo dice, con las hipétesis respectivas, que si J(uo,vo) no se anula, entonces r(u,v) es invertible en un entorno
de (ug,vp), pero no nos da informacién de si hay una inversa ‘global’. Sin embargo en la literatura se encuentran
teoremas con condiciones especiales para ‘globalizar’ el resultado.

Idea geométrica. Consideremos el cambio de variable x = x(u,v), y = (u,v) que transforma R en S y que cumplen las
condicioes del teorema. Este cambio de variable define una funcién invertible r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j en el interior de
Sy S=r(R).

(uirvj)

VA

r(u,v) = z(u, )T+ y(u, v)7
.

Tomemos un rectdngulo R;; de una malla M de R. r transforma el lado u = u; enlacurva C; : r(u;,v), v € [vj,v;+Av]
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yellado v=vj enlacurva C;j: r(u,v;), v € [u;,u; +Au].

Si ademés r~!

S =r(R;j) y el interior en el interior.

es continua, r es un homeomorfismo y la frontera del rectingulo R;; es 'mapeada’ en la frontera de

VA

Vb AV oo

Au

T
wu; uA Au

8r(u,~, V)
dv

a la que se desplaza el punto r(u;,v) cuando v vade v; a v;+Av, entonces en la curva C;, (x;,y ;) se desplaza, en el

ar(u;,v)

v

Si r(u;,vj) = (xi,yj), un vector tangente en (x;,y;) en C; es . Como este vector representa la velocidad

v=v;

tiempo Av, una distancia aproximada Av. Usando el teorema del valor medio para derivadas lo diariamos asf,

V=Vy;

r(uj,v+Av) —r(u,v) ~Aur,

ar(u,v; _
Analogamente, un vector tangente en (x;,y;) en C; es (8’]) . Como este vector representa la velocidad a la que
v
U=u;
se desplaza el punto r(u,v;) cuando u va de u; a u; + Au, entonces en la curva Cy, (x;,y;) se desplaza, en el tiempo Av,
. . . or(u,v;
una distancia aproximada M Au.
au U=u;

Por tanto, el rectingulo R;; en R, se transforma en una porcion del plano XY que es casi el paralelogramo de lados

or(u; or(u,v;
r(au,,v) Av y (gvj) Au. El drea de este paralelogramo es, en términos de producto vectorial,
v v=y; u u=u;
or(u; d -
)| orwy)|
dv V=v; du u=1u;

En la figura que sigue se ilustra esta situacién con un punto genérico (u,v).
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VA
x = x(u,v)
’U—f—A’U— .................. y:y(uav)
r(u,v) = 2(u,v)T+ y(u,v) 7
Av T
Q’
O C.
Q Au 2
| | ~
u u+ Au E

ar ar
El 4rea del paralelogramo “curvilineo” es aproximadamente el area del paralelogramo de lados —Avy —Au El 4rea de

adv du
este dltimo paralelogramo es
P k
dx dy

dx dy du Ju
ar  dr = 5 0 A
a —| du Jdu — —
3 % 3. AuAv ay Iy |J(u,v)| k

dy dy 0 ou dv

du Jv

De esta manera, si J(u,v) = 1, el cambio de variable conserva las dreas. Sino, el drea de cada paralelogramo en XY es
aproximadamente el drea de cada rectangulo en UV, miiltiplicada por |J(u,v)|. Por eso decimos que |J(u,v)| opera como
un factor de compensacién por la ‘deformacién’ sufrida por la regién ante un cambio de variable. Si la integral existe,

deberiamos tener
m n m n
AS—//ldxdy ZZ ZZ (4, V) |u=u;, v= V]AuAv—/ |J(u,v)|dudv
i=1i= i=li=1

Y en general,

m m m m

Ag = //f x,y)dxdy =~ ZZf X;,yj)As,; ~ ZZf(r(ui,vj))].l(u,v)]u:u[,v:vjAuAv: /Rf(u,v)]J(u,v)\dudv

i=li= i=li=1
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Ejemplo 5.9

Calcular / / ev* dA usando el cambio de variable u = y—xy v=y+x. Laregion R,, estd limitada por las
Ry

rectas x+y=2,x=0y y=0.
Solucion: . Primero debemos dibujar las region de integracién Ry, para luego integrar.

Nueva regién de integracion. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplicamos el
cambio de variable a la frontera de la region R,, para calcular las curvas frontera de la regién R,,. Como v =y +x,

el segmento de recta x4y =2 corresponde a v=2. Si x =0 entonces u =v y si y =0 entonces u = —v.
YA
14
A 5 = 7
R U=Y—=x e
= r = 0
P [ v=y+z | oty =
U= —0 u=v I
U A X

y_

1 1
b obtenemos x = E(v—u) yy= E(v—i—u).

. . . . . u
El cambio de variable es invertible: Resolviendo {
v

-1/2 1/2
iano. — Det =-1/2.
Calculamos el Jacobiano. J(u,v) ¢ ( 1/2 1/2> /

Cdilculo de la integral.

// e dA = // v |[J(u,v)|dudy
Ry Ruv
1 2
= 5/0 /_ve?dudv
1

= e—-—.
e
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Ejemplo 5.10

v A
2 2y (xty)? 9%
Calcule //va (y"—x)e dA, donde Ry, es la region mostrada en la y=dta y=4—2
e . . U=y—x )
figura. Utilice el cambio de variable
vV=y+x
1 _
x = 5(v—u)
o Ju=y—x 2
Solucion: Si { y+ entonces
V=y+x
y = %(L‘_FV) y=—a 7 y=ux
X
‘il A v=4
Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable a la
frontera de Ry, , obtenemos la frontera de la region R,,. A y=—x+4 le
corresponde, sustituyendo x e y, v=4. A y= —x le corresponde v =0
y A y=x+4 le corresponde u = 4. La nueva regién es mds simple. = <
I
g Ruv 3
2 _ .2 2 tor 2 16
// (" —x%) e da :/ / uve" dvdu=4-¢° —4.
Ry 0 Jo
v=0 AU

Como se ve en los ejemplos anteriores, se usa el cambio de variable en la forma x = x(u,v), y = (u,v) tanto como
u=u(x,y), v=v(x,y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipdstesis, en particular la invertibilidad.

Coordenadas Polares.

Este cambio de variable es muy util cuando la regién de integracién tiene curvas frontera faciles de describir en coordenadas
polares. Una introduccién al tema de coordenadas polares la puede encontrar en el “Apéndice B: Coordenadas Polares” o la

versiéon CDF (en la liga del parrafo qu sigue).

& Coordenadas polares. Un punto P = (x,y) € R? se puede especificar en coordenadas polares (r,0) donde r es la
distancia del origen a P y 0 es el dngulo medido desde el eje X contrareloj. La conversién de coordenadas polares a

coordenadas cartesianas se hace con la transformacién
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x = rcos(6)
() 7
y = rsen(0)

r X
Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si r >0 y si 8 € [y, 6y + 27[. Podemos definir la
inversa desde R* x [0, 27t[ a R?> — {(0,0)} con r = \/x2+y? y 8 el tnico dngulo 6 € [0, 27 que satisface (x), es

decir 6 = arctan(y/x) si x >0y 6 = arctan(y/x) + 7 si x < 0 pues arctan(¢) estd definidaen | —x/2, w/2[ (si r =0,
el cambio de variable aplica todo el eje 6 en el origen (0,0).)

i
6 A o
e
6/
)
77
3, me) —> - >
4//
/6
3 r

Poniendo u = r y v = 0 tenemos el cambio de variable,

b

0 A Yy A
x = rcos(0)
w’\l
Vi
Q
= rsen(0O )
y ( ) Oy 4= mmmee oo — / /;Q QY
. ) ¢ < Vi
En este caso, T =rcosf
y = rsenf
<>
ox Ox
adr 090 Oy 4 --mmmmmm - ! ! .
J(r,@) = =r ! ' ,’/ )
ay ay ,’I 1 =a
dr 20 Ky
f i > r T T
a b 7

Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si » > 0 y si 6 € [0, O+ 27| (a veces es comodo tomar
angulos negativos).

Sien Ry R se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

//Rf(x’y) A = //R/f(rcos(e), rsen(0))rdrd6

=Y
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@ En el caso de coordenadas polares, la nueva regién R,g se puede describir en el mismo sistema XY.

@ Si una regién R se puede describir como una regién en coordenadas Y A AN
polares tal que ‘25//
P
0<@y(0)<r<e@(0) si 6p<6<6, donde 6, —6y<2m Q7
R
—r=¢1(6)
—> I = (P()(e) -
entonces \ X
01 roi(0)
// Flxy)dA = / F(rcos(8), rsen(6)) rdrd6
R 60 ()
@ Si una regién R se puede describir como una regién en coordenadas YA P
polares tal que Q7
Q
o7
0<r<g@(0) si 6<0<6 —>r=01(0)
entonces r=0 -
X

//Rf(x,y)dA = _/G:I/O(PI(Q)f(rcos(G), rsen(0))rdrd@

Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de la regién ( > 0) y ademads aqui el Jacobiano no se
anula, asi que no afecta que r = 0.

Nota. Las férmulas anteriores requieren conocer de manera correcta el intervalo de integracién. En algunas curvas en
coordenadas polares se requiere ser especialmente cuidadoso con este detalle, sobre todo las curvas que tienen lazos. Si
una regidn estd entre dos curvas, hay que tener el cuidado de que las dos curvas “barran” la regién en el mismo intervalo
para el dngulo 6.

Coordenadas polares y elipses

22
Para regiones elipticas se puede proceder de la siguiente manera: La regién R = {(x, y) € R?| % + > <1, sepuede
a

b2
convertir en un circulo centrado en el origen con el cambio de variable (“‘coordenadas polares generalizadas™)
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x=arcost y y=brsent; ellJacobianoes J=rab
La nueva regién es D = {(u,v) € R?|u?> +1? < 1}. La integral se puede hacer usando coordenadas polares u = rcos 0 y

vy =rsenb.

Y, por supuesto, una elipse (o un circulo) con traslacion se le puede aplicar una trasformacion previa. Por ejemplo, la

—h 2 AV
region R = {(x, y) € R?| (x 5 L i)
a

+ < 1} se le aplica el cambio de variable

b2
x—1 -2 . . 1
u= , p=2"% El jacobianoes |J| = —.
a b ab
La nueva regién es D = {(u,v) € R?|u?> +1? < 1}. La integral se puede hacer usando coordenadas polares u = rcos 0 y
v=rsen6.
6 Vercon CFDPIlayer Requiere FreeCDF Player

Calcule, usando corrdenadas polares, el drea de la region R tal y como se muestra en la figura.
Solucion: La ecuacién de la curva es
4y +2x=/x2+)2

Como 2 = x*> +y?, haciendo la conversién a coordenadas polares
obtenemos la ecuacién

X +y?+2x=/x2+12

2

r*+2rcos =r,

es decir, r =1 —2cos 0 )

Tangentes al polo: Resolvemos r =0=— 1 —2cos@ =0=— 60 = £7/3 en [0,27]. Asi, la regi6n estd entre los
rayos 0 = /3 y 6 = m. Entonces,

Ap = //Rl'rdrdﬂ r—1—2cosf

T 1-2cos6
_ / / 1- rdrd®
n/3.J0

= % (27:—3\/5)
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& \er con CFDPlayer

Requiere FreeCDF Player

Considere la region R que se muestra en la figura. Calcule, usando
corrdenadas polares,

I:// V2 +yrdA.
R

(e
v 2
Solucion: La region estd entre las curvas r=2y r :7r4 sen20. )5 i
Comor=0= r=sen20=0=60=0 y 925. Podemos 12
verificar con la figura que el dominio de la curva r = 4sen26 es
[0, m/2.]
L5 r = 2
Para obtener los limites de integracién, buscamos la intersecciéon
o T
entre las curvas: r =2 N r =4sen20, es decir, 0=10
. ; i 5 5 > 0=0
i X
T 5w
2=4sen20 — 0 = — 0=—.
2?7

Entonces,

I = //r.rdrde
R

Sn/12 r4sen26
= / r? drd®
/12 J2
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6 \Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Calcule I = [ xydA si R es la regidn limitada por las
curvas r =1—2cos 6 y r =2sen 0, tal y como se muestra
en la figura.

Solucion: Ambas curvas “barren” la region R en el
mismo intervalo!. La regién de integracion llega hasta la
interseccion de las curvas en 6 = 0.

@ Tangentes al polo:

1—2cos®@ =0 — 92%

2sen =0 = 6=0

@ Cilculo de 0 : r = 1-2cos(0

T = 2sen(6)

1—2cos® = 2sen(6),
elevamos al cuadrado,

—3—4cosO+8cos’0 = 0,

hacemos sustitucion y resolvemos,

4++/112

cos 0 6

Nos sirve 0; = arccos (4_}/6@) ~ 1.994

I://xydA
R

/3 r2sen(H)
=/ / [rcos(0) rsen(0)]-rdrd6
o Jo

6; [2sen(0)
+/ / ¥ cos(0) sen(0)drd
r/3J1 0)

—2cos(
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Ejemplo 5.14

Calcule, usando coordenadas polares, el drea de la region R tal y A
como se muestra en la figura. e e
Solucion: Hay varias regiones:R = R; + R, + R3 + Ry .
\\ex
Tangentes al polo: s
T =
@ 4(senf —cosf) =0=tanf=1=— 0 = 1
3n
@ 2+2senf=0—0=— -
2 [c}
Ar = AR] —|—AR2 +AR3 —|—AR4 “A
r =4(senf — cos0)
- / 1-dA+ [[ 1-da+ / 1-dA+/ 1+ dA r=2+26en0 0
Ry R R3 Ry
R3
m/4 242sen@ /2 2+42sen6
/ / 1-rdrd6 + / 1- rdrd@
0 /4 J4(senO—cos )
R,
(senO—cos 0) 2+2sen6
+/ / 1- rdrd6 + / 1-rdrd6 . x
7/2J2+2sen6 3n/2J0 °

Calcular el area de la region limitada por la curva de ecuacion
(x> +y?)? — x> +y? =0, x > 0 (regi6n celeste en la figura).

Solucién: Haciendo el cambio de variable x = rcos8 y y = rsen y sustituyendo en (x> +y?)? —x? +y*> =0,

obtenemos 5

(r2 cos(60)% + 12 sin(9)2> — 2 cos(0)* + rsen(6)* =0

Simplificando queda * = cos(28), que es la ecuacién de la lemniscata. Entonces podemos tomar r = /cos(26).
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T
Tangentes al Polo: r =0 = \/c0s(20) =0 =60 = iZ'

De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a los
limites integracién.

Luego, el drea de la region es

7/4  p4/cos(20) T/4
Ap = / / rdrd0=1/2 [ cos(20)d0 = 1/2.
0

—m/4 —7/4

Ejemplo 5.16

Calcular el area A, del circulo de radio a.
g A
2 Y ¢ »
Solucion: Para este calculo podemos usar un circulo 3 7 /% .
de radio a, centrado en el origen. La circunferencia gx
del circulo tiene ecuacién cartesiana x> 4 y*> = a®. Para
obtener la ecuacién en polares, sustituimos x = rcos6 e
y=rsenf y despejamos r: /7 -
—a
X
¥ 4+y?=a> = (rcosf)’+ (rsenf)? =a> —
r?=ad.
Asi, en coordenadas polares, la region de integracién va
desde r=0hasta r=ay 0< 60 <2r7.
21 ra 21 2 |4 21 2 2 |27
r a a
A = //1-dA:/ /rdrd@z/ ~ dG:/ Cap = Lo| =na
R 0o Jo 0o 2| o 2 2 o
SEIgJXAVA (Volumen)
Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del sélido Q limitado por las superficies z = szH’

¥ +y’=4yz=0conx>0yy>0.

Solucioén: El sélido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura.
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Pasando a coordenadas polares tenemos

Nota: Esta dltima integral se puede calcular observando que

Veamos,

y ”/2/ r*sen(
Vo = d do
¢ //sz—l—4 / 0 rzcos2
r?sen(
= —————dOdr = ———dud
// rzcos.2 +4 "= // 4+ 22 s

2 rlyp r/2 2y 1
_ F__ T2  gudr= | Larct 2‘ d
/0/0 3 T (ru2) udr /o 5 arc an(ru/ )0 r

SE X ALY (Volumen en coordenadas polares).

Si:y=x*+7% Sy:y=1, S3:y=4, enel primer octante.

r sen

o= [l (o) = [ [

rdrdG

1
) / x arctan(x) dx = > (=x+ (1+x?) arctanx), salvo constantes.

/2 2 2 /2
° / / f(r,0)drd6 = / / f(r,0)d6dr, pues estamos integrando sobre un rectangulo.
o Jo 0 Jo

(haciendo u = cos9).

2 1
= / —arctan(r/2)dr = =(mw —2).
02 2

Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del sélido Q limitado por las superficies
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6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Solucion: La proyeccion del sélido Q es R = R; + Ry,
como se muestra en la figura de la derecha. Usamos el
cambio de variable x =rcos 0, z = rsen 6. La proyeccion
del sélido Q en el plano XZ esta entre las curvas r =0y
r=1lyentre r=1yr=2.

@ (Ci: y=x2+z2Uy:1 = C;:1=x24+7

@ C:y=xX+2Uy=4 = C:4=x*+7

Vo = //Rl(4—1)dA—|—//RZ(4—x2—ZZ)dA

/2 rl w2 2
= / /(4—l)rdrd9+/ /(4—r2)rdrd6
0 0 0 1

S X MEA (Volumen).

1
5, ¥ +yP=1yz=0.

Calcule el volumen del sélido Q limitado por las superficies z = ————
1+x2+y
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Solucioén:

1
El sélido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura. El s6lido Q est4 limitado por z = T2 T2 y
X“+y

z=0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos

1 27
6 — / “1n(2)d6 = zn(2)
0 0o 2

1 2n 1 1 271:1 r2
——dA = ——rdrdf = —In(1
//Rl+x2+y2 /o /0 12 /0 7 I+

Ejemplo 5.20

Calcule// 1+2 ————>dA si R={(x,y) e R : X¥*+y*<1,x>0, y>0}.
X

Solucién: La region R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que esté en el primer octante. Aqui

b q
usamoselhechodeque// g(r)drd6 = / f(e)dﬂ-/ g(r)dr.
a p
xy ”/2/ 3 cos Osen O
Y A =
//R(szﬂz)zd / gy drde

/2 1 1
= /0 cos0sen0do - / T]"z)d —§1n4—§
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jos E

jercic

E

@ 5.5.1 & Considere la regién R que se muestra en la figura.

Calcule, usando coordenadas polares,

1://R(x2+y2)dA.

@ 5.5.2 Considere la region R de la figura. Calcular el
drea Ag de laregion R, usando coordenadas polares.

@ 5.5.3 Calcular el 4rea de la regién limitada por el lazo
de la curva r = 1/2+cos 6. Ayuda: Notar que el lazo
interno vade 6 =27m/3 a 6 =4n/3.

@ 5.5.4 Verifique, usando coordenadas polares, que el

drea de la regiéon R (region sombreada mostrada en la

11\/34-147% ~ 24.187.

figura) es
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YA r=4+4sen(30

@ 5.5.5 Calcule, usando coordenadas polares, el 4rea de la
regién R tal y como se muestra en la figura. R

@ 5.5.6 Calcular el drea de las regiones sombreadas.

r=2+2senf

r = 4sen30

Y

>

a) b)

A
r = 4sen26

X

3

r =2+ 2sen(30)

c) d)
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@ 5.5.7 Calcule, usando coordenadas polares, el volumen
del sélido Q limitado por el cono 72 = x> 4 y* y la esfera
P4y +22=1.

@5.5.8 & Calcule el volumen del s6lido Q limitado por
las superficies x> +z> =4, x>+ (z— 12 =1yx=4—y,
en el primer octante; como se muestra en la figura. Ayuda:
Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares.

@ 559 & Considere el sélido Q limitado por el cilindro
x*>+y?> =1/4, el cono 37> = x*> +y?, laesfera x> +y* + 722 =1
y los planos x =0 y x = y; tal y como se muestra en la figura.
Calcular el volumen del sélido O

22
@ 5.5.10 Calcular el drea A de la regién eliptica R = {(x,y) € R?| ;C—z + Z—Z < 1}.
2 o (=12 Y
@ 5.5.11 Calcular //(x—l) dA donde R= ¢ (x,y) € R |T+£ <1;.
R

@ 5.5.12 Usando el cambio de variable x = u> — v, y = 2uv, calcular I = / / xydA donde T es el rectangulo de
T
vértices (1,1), (2,1), (2,3) y (1,3).

@ 5.5.13 Calcule / / et/ ¥ gA usando el cambio de variable u = x + vy, v=x—y; donde T es el trapecio de
T
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vértices (1,0), (2,0), (0,—2) y (0,—1).

@ 5.5.14 Calcule // cos <y;x> dA donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda:
T yrXx
Usar cambio de variable u =y —x, v=y-+x.

@ 5.5.15 Calcule / / xydA donde T es la regidén limitada por y =x, y =3x, xy =1 y xy = 3; en el primer

T
cuadrante. Use el cambio de variable x=u/v y y = v.

Integral triple.

Consideremos un cubo Q como el de la figura a la derecha. 7
Su volumen es Vp = abc. Sila densidad p es constante en (A
todo el cubo, la masa viene dada por

Mo = pVo

Si la densidad no es constante 'y p = p(x,y,z), entonces
para obtener una aproximacion de la masa, dividimos Q en
N cubos Q; de volumen

AV; = Ax;Ay;Az;.

Asi, la densidad en el punto P;(x;,y;,z;) es

AM; = p(xi,yi,2i) AxiAy;Az;.

La masa total del cubo Q seria,

N N
M=~ Y AM; =Y p(xi,yi,2) AxiAyiAz;
i=1 ;

= i=1

Ahora, tomando el limite cuando N — oo (si existe), obtenemos

M=

M = lim ) p(x;,yi,zi)Ax;Ay;Az;
N—oo

1

1

Esto es muy parecido a la integral de Riemann que definimos al principio de este capitulo. En realidad podemos reemplazar
la malla Mg por My = {Q1,02,...0n} y definir la integral triple de Riemann de una funcién f(x,y,z) sobre una regién
tridimensional Q como

C(Mp)

///Qf(x,y,z)dvz lim Y f(x,yi,20)AV;

[[Mg||—e (=]
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Los teoremas para integral doble se extienden de manera natural a la integral triple.

(Integral Triple).

Sea Q un sdlido limitado por dos superficies suaves de ecuacion z = f(x,y) (arriba) y z = g(x,y) (abajo), con
f, g con derivadas parciales continuas. Sea Ry, su proyeccion, limitada por funciones con derivadas continuas. Si
h(x,y,z) es continua sobre Q, entonces

6 \ercon CFDPlayer

///Qh(x,y,z)dV://ny [/g(fj:)y)h(x,y,z)dz} dA

Pared

] fxy) : d z=g(x,y)
En particular, Vp = /// 1-dV = // / 1dzdA : HE
0 Ry Jg(x,y) : - »

Calcular, usando el orden “dxdzdy”, I = / / / 2xcos(y+z)dV con Q el sélido limitado por las superficies (ver
0
figura) y+z=m, y=x,x=2=0

Solucion: Por el orden de integracion que se pide, debemos proyectar sobre el plano YZ.
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Usaremos las integral /y4 senydy = — (24— 12y* +y*) cosy+4y (—6+y*) siny + K, que se calcula “por

partes”. El s6lido Q estd entre x =0y x = y°.

T -y |
// 2xcos(y+z)dV = // 2x cos(y+z)dx| dzdy
o 0 Jo 0

T T—y 5 yz

= / / X cos(y+z)|0 dzdy
0o Jo
T Ty,

= // y* cos(y+z)dzdy
0o Jo

T, o
= /Oy sen(y—i—z)‘o dy

T
= /—y4sen(y)dy:—48+12n'2—7t4
0

Considere el sélido @ limitado por z = 0,
y+2z=2, x=0y y=1—x tal y como se muestra
en la figura. Usando integral triple, Plantear la
integrales necesarias para calcular el volumen de Q
proyectando en cada uno de los planos XY, YZ'y
XZ

Solucion:
Proyectando sobre XV. La region de integracién R,, estd entre las curvas y =1 —x>yy=2-2x> yenesta
region el sélido estdentre z=0y z=1—y/2.
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2-2x? 1-y/2
VQ_// [/ ldz] i
1

Proyectando sobre YZ. La region de integracién es R,; = R +R,. La region R estd entre las rectas z=0y
z=1—y/2 yelsélidoestientre x=+/1—yy x=+/1—y/2.

La region R, estd entre las rectas z =0 y z=1—y/2 y en esta region el sélido estd entre x =0 y
1—y/2.

//1 y/zl/ lyy ldx] dzdy+//_y/2[/ ldx] dzdy

Proyectando sobre XZ. R, = R{ +R,. La curva C| que divide ambas regiones es la cruva de interseccion entre
y=2-2zy y=2—2x* Igualdando obtenemos C : z = x*. La curva C, se obtiene como la interseccién de
y=1—x*y y=2—2z Entonces C;: z=(1+x%)/2.
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s

S
1]

2-2x° 1 el 1 op2-22
/ 1dy| dzdx + / / [/ ldy] dzdx
1-x? 0 Jx? 1—x2

Calcular /// xcos(y+2z)dV con Q el sélido limitado por y+z=m, y=x,x=2=0
0]

Solucion: Para calcular esta integral triple vamos a necesitar la integral / xcosxdx =cosx + xsenx + K (se

calcula “por partes”.) El s6lido Q estd entre las superficies z=0y z=m —y.
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///QxcoS()’-i-Z)dV = /Oﬂ/xn [/On_yxcos(y—i—z)dz} dydx

Y Ty A 2
= /0 / xsen(y+z)|, * dydx = /0 / —x sen(y)dydx = 2—7
X X

Ejemplo 5.24

Considere el sélido Q limitado por z =4 —x?, y+z=6, y=x,
y=35, z=0y x=0, como se muestra en la figura. Usando
integral triple, plantear la integrales necesarias para calcular el
volumen de Q proyectando en cada uno de los planos XY, YZ 'y
XZ

Proyectando sobre el plano xY. La region de integracion es Ry, = Ry + R + R3. La curva C divide las regiones R
y Ry ylarecta x = /3 divide la regién R; y la regién R3. La curva C es la proyeccién de la curva de interseccién
entre las superficies z+y =6y z =4 —x?, es decir, C:y=2+x>. Laregién R estdentre y=xy y=2+x%, la
region Ry estientre y=2+x> y y=35 ylaregion R; estdentre y=xy y=35.

VQz//dV+/dV+ av
Ry Ry Rs
V3 p2+4x2 4—x2
= / / / 1dz| dydx
0 X 0
V3 5 6—y
+ / / [ / ldz} dydx
0 24+x2 [ JO
2 r5 4—x2
/ / / 1dz| dydx
V3 Jx 0
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Proyectando sobre el plano YZ. La curva C es la proyeccion de
la curva de interseccién entre las superficies y =x y z =4 —x?,
es decir, C:z=4—y>.

2 4T py
Vo = // [/ 1dx} dzdy
0 Jo 0
2 4 Va—z
+ // / ldx| dzdy
0 Ja—y2 | Jo
5 p6—y Vi—z
aln // / ldx| dzdy
2 Jo 0

Proyectando sobre el plano XZ.

1 rVA—Z T 5 4 A=z [ 62
Vo =/ / [/ ldy] dxdz + / / [/ ldy} dxdz
0 Jo X 1 JO X

_ 68 12V3
¢T3 s

jos E

@ 5.6.1 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este sélido esté limitado por x> +y* =4; z+y=2; y=I;
x=0; y=0yz=0,enelloctante

jercic

E

.‘.u."f@m
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2 z=2 y=2-—222

y=1—x

@ 5.6.2 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este sélido estd limitado por las superficies y = 1 — x%;
y=2-2x* y+2z=2; x=0, enel I octante.

@ 5.6.3 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
sélido Q si este sélido esta limitado por la superficie y> 4 z> = 4 y los planos
2x—2y+z=2; x=0y z=0.

@ 5.6.4 Calcular el volumen / / 1-dV de los sdlidos que siguen a continuacion,
o

z z=4
x=0
y=1 y=3
4z=x>+y?
»Y
6 6 X4
a) b)

5.7 Cambio de variables en integral triple.

La version del teorema de cambio de variable para integrales triples es la siguiente,

Teorema 5.4 (Cambio de variable).

Sea Q una regién acotada en R? cuya frontera consiste de un nimero finito de superficies suaves. Suponga-mos
que Q esta contenido en un conjunto abierto U y sea L(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) un cambio de
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variable de U en R? invertible en el interior de Q y con derivadas parciales continuas. Sea f una funcién continua

dx Jdx OJx
du dv Jdw
dy dy dy o
y acotada sobre L(Q) y sea J(u,v,w) =Det | == 2 = | no nulo en el interior de Q, entonces
du dv Jdw
dz Jdz Jz
du dv Jdw

///Qf(L(u,v,w))J(u,v,u)|dudvdw:///L(Q)f(x, v, z)dxdydz

m (Volumen de un Paralelepipedo).

Consideremos un paralelepipedo Q generado por los vectores A = (2,0,0), B=(0,2,2) y C =(0,2,0). Como se
sabe del dlgebra lineal, el volumen de Q es Vp = [Det(A BC)| = 8. Si L: R*> — R3 es una transformacién lineal,
entonces el paralelepipedo generado por L(A),L(B) y L(C), el cual denotamos con L(Q), tiene volumen

Vi(o) = [Det(L)|Vp = |Det(L)|-8.

Verifiquemos en este caso el teorema de cambio de variable aplicando al sélido Q de la figura, la transformacién
lineal L(u,v,w) = (u/2,v/2w/2).

Vg = [ [ [ rrdxavaz =1y Vo= [ "7 [Caudvan — 8

Ahora, como una verificacién, calculamos V) aplicando un cambio de variable. Sea x = u/2, y=v/2, z=w/2
sobre Q, obtenemos el nuevo sélido L(Q). En este caso,
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/2 0 0 |
Juvyw)=1 0 1/2 0 =g
0o 0 1/2

y entonces, por el teorema de cambio de variable,

2
Vi = //R,[/OI-IJ(u,v,wﬂdw] dudv
2 w2 2 1
= // [/1"‘dw]dudv:
0 Jw 0 8

-8

0| =—
Il
—_

Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas se usan para describir regiones que son simétricas respecto a alguno de los ejes. La posicion de
un punto P(x,y,z) en el espacio estd determinada por los nimeros r, 0,z donde (r,0) son las coordenadas polares del

punto (x,y).

Si integramos proyectando sobre el plano XY, el cambio de
variable es 20,
x = rcosH B
cos® —rsenf O
y = vrsenf, ademds |J(r,0,z)|=||sin® rcos®@ O] =r
[ %)
z = z

Como J(r,0,z) = r entonces el cambio de variable es invertible si r # 0. Entonces, si se cumplen las condiciones del
teorema de cambio de variable,

(Coordenadas Cilindricas).

f(rcos8,rsenf)
// h(x,y,z)dV:// {/ h(rcos@,rsen®,z)dz| rdrd®
0 R.g rcos 0,rsend)
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Ejemplo 5.26

Verifique que el volumen de un cilindro recto Q de radio a
y altura h, es V = wah.

Solucién: Q es el cilindro x> +y? = a? limitado por z =0 ?
y z = h. La proyeccidn sobre el plano XY es el circulo
x? + y2 =a°.

v ffav

2% ra h
- / /[/ rdz] drde
o Jo |Jo
2w ra
= / /rhdrdG
0o Jo

2w 52 2 |7
= / L hdo = —he = na*h
0 2 0
Ejemplo 5.27
6 \Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player
Sea Q el sélido limitado por y =1, y =x?+2z? y y = 4; como se muestra en la figura. Calcule / / / dav.
\/x2 +22+1
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Solucién: Proyectamos sobre el plano XZ. Usamos coorde-
nadas cilindricas: x =rcosf, z=rsenf y y=y. De esta
manera, las curvas 1 = x>+ 7> y 4 = x> +7? tienen ecua-
ciones r =1y r =2, respectivamente. La regién R; estd
entre r=0y r=1 ylaregion R, estaentre r=1y r=2.

/// ! dv—/m/l/4 r ddde+/m/2/4 " dydrd®
va2+z2+1 N 0 o J1 r+1 yar 0 1 Jer+1 yaray.

3 1
Para terminar el calculo, observe que (dividiendo) r-lli 1= 1- e y que r:— 1= P—r+l- e
Ejemplo 5.28
6 \er con CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

7 x2+y2:1/4

Considere el s6lido Q limitado por el cilindro x> +y> = 1/4, el
cono 3z = x> +y?, laesfera x* +y*+z> =1 y los planos x =0y

x=1Yy; tal y como se muestra en la figura. Calcular / = 2z-dV
0

Solucién: Proyectamos sobre XZ y usamos coordenadas cilindricas. Calculando la interseccién entre las superficies

1 3
T X4y = 7Y las rectas

y=xy x =0. Es decir, la regi6én de integracién est4 entre las curvas r = 1/2 y r =+/3/2 con 0 entre /4 y 1/2.

podemos establecer que la regién de integracion Ry, estd entre las curvas P4y =
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[ = // 2. dv
Q

/2 /32 V1-x2—y?2
/JM
3

2z dz] rdrd@
/4 J1/2

Ejemplo 5.29
3

4
Verifique que el volumen una esfera S de radio a tiene volumen V = gna .

Solucién: Podemos calcular el volumen de un octavo de esfera y multiplicar por 8 (ver figura). La esfera tiene
ecuacién x? +y? 4+ 72 = a*>. Como la proyeccién es un circulo, usamos coordenadas cilindricas: x = rcos 6,
y=rsen® y z=z. Laesfera estd entre las superficies =0y z=\/a? —x2 —y2 = Va2 — 2.
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/2 Var—r? /2 ra

vV = 8. ///dV 8/ / / E drd9:8-/ /m/aZ—errde
0 0

n/2 —1/ (a —r23 /2 g3 e

_ / —d(-)—S/ —de_—e

3

/2

4
=-a’rn
0 3

Ejemplo 5.30

Considere el s6lido Q limitado por las superficies
72 =x>+y* (cono), y el plano z = 1.

a.) Calcular /// 2zdV.
o

b.) Calcular el volumen de Q.

Solucién:
a.) En coordenadas rectangulares tendriamos

//QZZdV = //R [/\l/m 2zdz] dydx

= 2zdzdydx
/ / /\/x2+y 7

La regién de integracion se describe facil si usamos coordenadas cilindricas. La proyeccidon R sobre el plano
XY esun circulo de radio 1. En coordenadas polares esta region se describe como R: 0< 60 <27z, 0 <r<1.
Usando el cambio de variable x = rcos 8,y = rsen 8, entonces el s6lido estd entre las superficies z=ry
z=1.
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27 1 1
// 2:dV = / /[/ 22dz] rdrd®
0 o Jo |Jr
21 1 1
= [ [ 2| rarae
0 0
2 rl
= [ [ r=rarae = 2
o Jo 2

b.) Volumen de Q.

2 pL[ pl
///dV = / /[/ dz]rdrd@
(0] 0 0 r
2 rl |
_ / /z|,rdrde
o Jo

2 rl
= / / r—rtdrd@ = z
o Jo 3

Ejemplo 5.31

El sélido Q de la figura esta limitado por el cilindro x?> +y* = 4 y el plano y+z = 4. Calcular el volumen de Q.

Solucion: Usamos  coordenadas cilindricas: x = Z
rcos@, y =rsen@ y z = z. Observemos que Q estd 0 y+z=4
entre las superficies z=0y z=4—y =4 —rsen0.
La regién de integracién en el plano XY es el circulo
X2 —i—yz =4, es decirel circulo r=2 con 0 < 0 < 27.

2r 2 4—rsen O
// dV:/ /[/ rdz]drde
0 o Jo |Jo

2 2
— / / r (4—rsen6) drd@
0 0

Vo

_ 2”8_8sen9
0

d6 = 167. 2 tpsd
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Ejemplo 5.32

Calcule el volumen del sélido de la figura. Este sélido Q est4 limitado por la esfera x> +y> +z> = 4 y el cilindro
P+(y-1)>*=1, z>0.

22ty 22 =4

a2+ (y-17°=1

% Y

Solucién: El Sélido Q esta entre las superficies z =0y z = \/4 —x2 —y? La proyeccién del sélido es el circulo
x?+ (y—1)? < 1. Este circulo se describe en coordenadas polares como

0<r<2senb,

NI>~|

gegg otambién, 0 <r<2senf, 0<6<~m

El volumen de Q es,

/2  pr2sen6 Va—r2
JI[av = [ / / dz| rdrd®
0 n/2J0

/2  2sen
= / / zrlg*" drde
w/2J0

/2  2sen
= / / rva4—rtdrdo

w/2J0
/2 1 2sen 6
= / ——(4—r?)3? de
-n/2 3 0
1 (72
= —= (4—4sen’0)> /> —8d6
3 —7/2
L 8
= —= 8cos’0 —8d0 = —— (4/3—n).
3 )2 cos 3( /3—m)

3 sin(7) n sin(31)
4 12

Aqui se usé la integral / cos’rdr =
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Ejemplo 5.33

Calcule el volumen de sélido Q, mostrado en la figura, el cual estd limitado por la esfera x> +y? +z> = 3% y los
cilindros x*+z> =22, x> +72 =12
6 \Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Solucién: La proyeccién sobre XZ es una regién entre un par de segmentos de circulo. Usamos coordenadas

x = rcos@
cilindricas, el cambio de variable seria ¢ z = rsenf y como antes, J(r,0,y) =r.
y =5

La proyeccion Ry, estd entre las circunferencias r =1y r =2 y el dngulo 0 < 6 < m/2. El s6lido Q esta entre
y=0yy=v32-x2-22=v32-2.

/2 2| V92
Vo = / / / 1.dy| rdrde
0 1 0
/2 2
_ / /[y\(\)/m}rdrde
0 1

n/2 2
= / / V9 —r2drd®, hacemos u=9—r>, du=—2rdr,
0 1

=2 1 3/2
= [ 36-7)

* o — g(mﬁ—s\@).

1
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Ejemplo 5.34

Calcule, usando coordenadas cilindricas, el volumen del s6lido Q, limitado por la porcién de paraboloide
7=4—x*>—y?, la porcién de esfera x> 4 y? +z> = 16 y el plano x = y; en el primer octante (figura).

z=4

Solucion: La region e integracion, proyectando sobre XY, es R=R; U R;.

@ Ri:0<r<2 m/4<6<7/2,
@ R:2<r<4, m/4<06<m/2.

@ En la regién Ry, el sélido estd entre la porcién de esfera x> +y> +z> = 16 y la porcién de paraboloide
z=4—x*—y%.

@ En laregién R,, el sélido estd entre la porcién de esfera x> +y? +z2 = 16 y el plano z = 0.

/2 2 V1612 /2 4 pV16—12
Vo = // av :/ / / rdz| drd@ + // rdzdrd@
0 r/4 Jo | Ja—p2 n/4 J2 Jo

/2 2 /2 4
_ /r\/16—r2—r(4—r2)drd9+ /r\/16—r2drd9
/4 JO /4 J2
T2 412 T2 4
= ——(16—r)*2—22+—| d6 +/ ——(16—12)2| de
/71/4 3( ) 4o m/4 3( ) 2
/2 1 = 2 /2 1 d
= ——(16—r2)32 22 4 — d6+/ ——(16—r%)*?| de
/n/4 =) ", n/4 o= 2

/2 /2
= / 52—8\@d9+/ 8v3d0 = 9—2\@ 7r+2mf3:13l.
/4 3 /4 3 3
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Ejemplo 5.35

El sélido Q de la figura es un casquete, de altura 4, de una esfera de radio a.

Vamos a usar coordenadas cilindricas. Para calcular su volumen proyectamos sobre el plano XY. La proyeccion del
casquete es un circulo de radio v/2ha — h?. Este radio se obtiene calculando la interseccién de la curva 72 +y? = a°
ylarecta z=a—h.

El sélido Q estd limitado arriba por la superficie z = \/a> —x2 —y2 = v/a? — 12 y por abajo por la superficie

z = a — h. Entonces
2% p2ha—h2 N aE—r2
Vo —/ / / rdzdrd@

1
Como (usando “sustitucién”) / rva?—ridr= ~3 (a® —r2)? salvo constantes, se sigue que
2 V2ha—i?
Vo = / / —rz—r(a h)drd6

o 2ha h
— / \/ —r2

do
2w | 3 (2ha—h2)(a—h) 1 4
= /0 ~3 (a—r)" — > 3a de

= § h*(3a— h)
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jercicios

E

@ 5.8.1 Verifique, que el volumen del cono de base circular de
na’h
3

radio a y altura h es Vo =

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién
20, p)\2
a“(z—h)
h2
h
El cono estd entre z=0y z=h— —+/x>+y? pues z < h.
a

x4y = , tal y como se muestra en la figura.

@ 5.8.2 Calcule el volumen del sélido Q limitado por el cono
2?2 =x>+y* ylaesfera x> +y> +72 = 1.

@ 5.8.3 Calcule, usando coordenadas esféricas, el volumen del s6lido Q limitado por un casquete de la esfera
x? +y> 427> =4 yel cilindro x*> +y*> = 1, como se muestra en la figura.

2 VAT 16—y
@ 5.8.4 Sea Iz/// \/xz—i-yde:/ / / VX2 +y?dzdydx
o 0 Jo 0
a.) Dibuje el sélido Q. Observe que el sélido estd entre las superficies 72 + x> +y> =16, x> +y> =4, x € [0,2].

b.) Calcule /I usando coordenadas cilindricas.
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@ 5.8.5 Calcule el volumen del s6lido Q limitado por
Si:xX>4+722=4,8:y+x=2, S3:2=4,S5: y=0,
S6 :x=0.

(*) Coordenadas esféricas.

En el caso de coordenadas esféricas, la posicién de un punto P = (x,y,z) en el espacio estd determinada por los nimeros
p,0,¢ donde p es la distancia del punto al origen, 6 es la medida del 4ngulo de la proyeccién del punto en el plano XY
con el eje X (llamado “longitud”) y ¢ es la medida del angulo entre el vector Py eleje Z (llamado “latitud”). Est dltimo
angulo se mide desde el eje Z. Los dngulos 8 y ¢ se pueden tomar respecto a los otros ejes.

Describiendo Superficies en Coordenadas Esféricas.

En lo que sigue, @ lo tomaremos como aparece en la figura anterior. El cambo de variable de coordenadas rectangulares a
coordenadas esféricas es

x = psen@cosb
y = psen@senb conp>0, 0<0<2x, 0<p<m.
Z = pcosQ

. L x = psenpcosd = rcosH
Observe que hay una relacion entre coordenadas polares y esféricas: psen
y = psen@send = rsen6

A las coordenadas esféricas a veces se les llama “coordenada polares esféricas”.
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SENCERL] (Semi-cono 22 =x2+y? conz>0)

2

En la ecuacién del cono z> = x> 4+ y? hacemos la sustituciéon x = psen@ cos, y=psen@send, z=pcosQ y

obtenemos
pZcos? @ = p?sen’ @ cos’ O+ p?sen’ @ sen’ O = cos>(@) = sen’(Q)
.. T . . L.
Podemos tomar la solucién ¢ = 1 Asi, esta rama del cono se describe (en coordenadas esféricas) como

o=—,0<0<L2m, p>0.

&8

T T T
Una parametrizacion de esta superficie es r(p,0) = (p sen 1 cos @, psen 1 sen @, pcos Z) ,con 0<0 <2m, p >
0.

Ejemplo 5.37

Consideremos el sélido limitado por la esfera x> +y> +z> =1y
el plano y = x, en el primer octante.

La esfera de radio 1 se describe en coordenadas esféricas
por p =1 pues, haciendo la sustituciéon x = psen@ cos0,
y=psen@sen®, z=pcos® en x>+y> +z> =1 obtenemos
p=1.

Este solido se puede describir en coordenadas esféricas
con0<p<I1, n/4<0<m/2y 0<¢@<m/2.
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SENCERE] (Supefficie de la esfera x? +y? + 22 = a?).

Haciendo el cambio de variable y simplificando queda
p = a. Luego, la esfera x> +y*> 4+ z> = a” se describe (en
coordenadas esféricas) como

p=a, 0<60<27, O0<o<m

Una parametrizacion de esta superficie es r(¢,0) = (asen@acos 0, asen@sen, cos@), con 0< 0 <2xw, 0 <

o <m.

SE I (Superficie de la esfera (x—1)2+y* +22 =1).

Para hacer la descripcién de la esfera (x —1)? +y% +2z% = 1 en coordenadas polares, hacemos el cambio de variable
y, simplificando, queda p = 2sen ¢ cos 6. Luego, la esfera se describe (en coordenadas esféricas) como

p=2sen¢cosO, —

YRS

<6<7,0<p<n

Una parametrizacién de esta esfera es
r(p,9,0)=(2sen¢ cosB -sen@ cosO, 2sen@ cosH-sen@sen, 2sen@ cosO-cosP) con —g <0< g, 0<op<m
Z A A
(x—12+9y2+22=1

Y
v T

S

@g&g
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SEIER] (Superficie S: (2 +y*+722)% =24).

Para hacer la descripcién de la superficie (x* +y” 4+ z2)° = z* en coordenadas polares, hacemos el cambio de
variable y simplificando queda p = cos® ¢. Luego, la superficie se describe (en coordenadas esféricas) como
p=cos’0,0<0<2m,0< <.

p=cos?p,0<0<m/2,0< Q<12 p=cos’,0<0<2m, 0< <7,

TN
//lHlI‘li\h\\\\...

Wit

Cambio de variable con coordenadas esféricas.

En coordenadas esféricas ponemos u =r,v =0 y w = ¢. Como dijimos antes, vamos a tomar el cambio de variable,

x = psen@cosb
r: y = psengsenf enestecaso |J(p,@,0)| =p?seno.

7z = pcosQ
con p>0,0<6<2m, 0<¢ <mn. Elinterior de la regién de integracién requiere p >0y ¢ # kx, k € Z, para que el
jacobiano no se anule. Si se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

(Coordenadas Esféricas).

/// f(x,y,z)dV:///f(pcos(pcosB,pcos(psene,psen(p)pz\sen(p|dpd6d(p
o 0
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Ejemplo 5.41

Calcule, wusando coordenadas esféricas, la integral
/ / / zdV si Q es el sélido limitado por las superficies
Qo

y=2xy x*+y*+7> = 1; en el primer octante.

Solucion: Haciendo el cambio de variable, p =1, 7/4<0 <x/2 y 0 < ¢ < /2. Luego,

///Qde

/2 rm/2 rl
/ / / pcos(p)-p*sen(p)dpdpdo
/4 JO 0

1

/2 rm/2 P
= / / —cos )-sen(@)
71'

dodo
0

m/2 /2]
= / / —cos )-sen(@)ded6
7'C

/2
do

_ /”/2 1sen’ (@)
B /4 4 2

/2
- / Lo = &
/4 8 32
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Ejemplo 5.42

Calcular, usando coordenadas esféricas, el volumen de la
esfera Q: x> +y?+72=1.

Solucién: Vamos a calcular el volumen de un oc-
tavo de esfera. Aplicando el cambio de variable,
p=1 n/4<6<m/2y 0< ¢ <nr/2. Notemos que
[sen¢|=sen¢ en [0,7/2].

vo = 8 [[[ av
© 0
/2 pm/2 rl
= 8-/ / /pzysen<p|dpd6d<p
0 0 0
dedo
0

/2 rm/2 p3 1
= 8-/ / —sen@
o Jo 3

/2 rm/2
_ 8./ / NP iy — G| _EOEP
0o Jo 3 6

ﬂ/Z) 4z

0 3

Ejemplo 5.43

Calcular // x> +y*dxdydz donde Q es la esfera (x—1)2+y*+22=1.
Q
Solucién: Como ya vimos, esta esfera se puede describir, en coordenadas esféricas, como

T b1
p =2sen@ cosO, -3 <0< —

<<
=5, 0=0=m

Notemos ademads que |sen@| =sen@ en [0,7]. Luego
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Ejemplo 5.44

Calcular el volumen del sélido Q de ecuacién (x* +y? +22)° = z* (ver figura).

Solucion: Q se puede describir, en coordenadas esféricas, como

r:cosz(p,0§6<27r,0§(p§7r

Notemos ademads que |sen@| =sen@ en [0,7]. Luego,

T 21 pcos @
// dxdydz = / / / r’sen@drd0de
0 0o Jo Jo

T iz cos((p)6 sin(@)
= —  ~"7d0d
/0 /0 3 ¢

B /”27rcos(q))6 sin(¢@) 5 = 2z cos(@)’
0 3 3 7

T rm/2 p2sen@ cosO
/// (> +yHdv = / / / (p?sen’ @) p?sen@dp dOde
Qg 0 J—m/2J0
T m/2 39
= / / ——cos’ @ sin® pdOdo
0 J-n/2 5
Z2N3 0N Z 512 357 28z
= /ﬂ/zscos GdG-/O sin® @d@ = 75 T 15
Aqui usamos las integrales
5sin(@) 5sin(36) sin(50)
5
0do =
° /COS 8 48 80
° /singq)d(p _ 8409672 sin(2¢) + 168 s:i;r(l)(;lz(p)—32 sin(6 @) + 3 sin(8 (p)'

V3
_47r
21

0
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SE IR LY (Intercambio de ejes).

El sélidoQ estd limitado por las superficies y =z y
x% +y%+z% = 1; en el primer octante.

Vamos a calcular / / / zdV, usando coordenadas esféricas
0

de tres maneras distintas (variando el orden de integracién
dxdydz).

@ La manera “complicada”.

0 < ¢ < arctan(csc(f))

Como tenemos ¢ = @(6), integramos en el orden d@d6.

/2 parctan(csc(0)) 1
=k ke
0 0 0

@ ¢ = arctan(x)
@ cos(arctan(x)) =

tang = x @ sen(arctan(x)) =

() AN

1

¢ = arctan

@ cos?(arctan(csc 0

cos(—t) = cos(t).

El célculo de la integral es como sigue,

En este caso ¢ varia entre 0 y el plano y = z. Entonces,
psen@senf = pcos —> ¢ = arctan(csc(6)).
Luego, ¢ =7m/2 si 6 =0y 0< ¢ <arctan(csc(0)) si

0<0<m/2.

El cambio de variable seria

psen cos 0,
psen@send,

pcos Q.

7] = p*sen(9).

N

Debemos calcular (la integral impropia)

0s(¢) - p*sen(9)dp dpd6

Aunque parece una integral complicada, en realidad no lo es. Solo debemos usar algunas identidades.

1

2
X

VATHl
) =

[a—

_l’_

=

——— 0 D=R—{kn: ke Z
csc2+1’ < s € Z}

Esta ultima identidad se obtiene poniendo x =csc 6 si csc8 > 0 (no debemos usar ¢ !). Si csc <0 = —csc6 >0
y la identidad se obtiene usando las identidades arctan(—¢) = —arctan(t)

(pues tan(—t) = —tant) y
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/2 parctan(csc(0)) rl 77:/2
/ / /rcos((p)~pzsen(<p)dpd(pd6 / —cos )-sen(@)| dodb
o Jo 0 7r/21 0

S / fcos )-sen(@)dpd6

1

arctan(csc(ﬂ))

:/ —fcos dodo
. 0
I
8 o csc2O+1
/2 1 e
~ 8Jo sen2@+1
1
Hacemos el cambio 6 = arctan(z), d0 = —— d&.
1412

1 1 1
. dr = ——dt
/ t Z 1412 /1+2t2
( t2+1> !

_ arctan(v/2t) iC = arctan(v/2tan 0) ‘C
V2 V2
Luego,
1 tan(v2tan8) ) |*
0;:/2 (?mtan(csc(e))fol rcos(@)-r’sen(@)drdpd® = lim - sy 2 )
0—=7" 8 ﬁ 0
_ lmz_ =
8 V2 16v2

@ La manera facil: Simplificacién con un intercambio de ejes.  El cambio de variable seria

z t z = psen@cosH,
0<0<n/4 = psengsend, |J|=p*sen(o).
, R X = pcoso.
0
Y

o -

1

/ / [psen(@)cos(0)] -p*sen(Q)dp dpde
/ PY e
4

= / @)cos(0)| dodb
0
n/4 rm/2 /4 1 /2
= / fsen @)cos(0)dpdo :/ g—fsen(ZQ) cos® de
o \2 4 4,
”/47'ccos6 wsen|™* T 1
= = de = = , pues sen(w/4)=—.
/0 4 4 6 |, 16v2 F ==
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@ 5.9.1 Sea S la esfera de radio 1 centrada en el origen. Verifique que

n
2 [T v = tnte-y
O

N

3

er

smmm, @ 5.9.2 Calcule, usando coordenadas esféricas, el volumen
del sélido Q limitado por el cono z*> = x> +y? y la esfera
P+y+2 =1

@ 5.9.3 Verifique, usando coordenadas esféricas, que el volumen del cono de base circular de radio a y altura & es
Ve — na’h
<73

2 2
Z

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién x> +y* =

tal y como se muestra en la figura.

W2’

h
=i

¢ = arctan(a/h)

a

@ 5.9.4 Use coordenadas esféricas para evaluar la integral

2 2 2 2
\Vx*+y*+z¢dzdxd
/—2/0 /—\/4—x2—y2y Y Y

@ 5.9.5 (Volumen de un casquete de esfera). El sélido Q est4 limitado por la esfera x> +y? +z> = a® y el plano
z=nh con 0 < h < a (el caso h = a corresponde a media esfera). Usando coordenadas esféricas, verifique que el
Wr

—(3a—h).

volumende Q es Vp = 3
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—h T
Ayuda: Esta es una integral sencilla (aunque asusta). Como sen(y) = a-a (ver figura), entonces @ = 5=
a

a—nh . . . .
arcsen (—) . La integral simplifica totalmente, pues el recorrido de ¢ seria evaluado con cos @ y
a

a—nh a—nh a—nh
cos | m/2 — arcsen — = sen | arcsen p = o

5.10 (*) Singularidades.

El método preferido para analizar el comportamiento de las funciones en sus singularidades es el paso al limite. Si f(x,y)
es continua en una regién R excepto en un punto (a,b) entonces definimos R = R — Be donde B es un circulo de radio

€ > 0 alrededor de (a,b). Si lfII(l) / / f(x,y)dxdy existe, entonces
e—0J JR,

//Rf(x,y)dxdy = ;1'_I>I(1)/RE f(x,y)dxdy

Ejemplo 5.46

1l
Calcular / / ———dydx.
0J0 y/1—y? Y

Solucion: Tenemos una singularidad en y = 1. Entonces
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1 rl
/ / Ldydx
0Jo y/1—y?

Ejemplo 5.47
Solucién: Hay un problema en x =0,y = 0.

//1e\/l)Tdedy

lim dydx

1 pl—¢ x
s—>0/() /0 /1_y2

1

2 1—
lim [ xarcseny|, © dx
e—0.J0

1

lim | xarcsen(l —g)dx
=00

) 1

lim = arcsen(l —¢€)
£—0

0

NE

1
lim — 1—¢) =
811’1(1)23‘1'CS€I'1( )

1
Sea R el rectangulo |0, 1] x |0, 1]. Calcular //—dxd )
gulo [0,1] x [0,1] [y

L rl 1
lfm/ / ——dydx
e—0 € € ,/xy
lim4(1 —/€)* = 4.
e—0

Integrales impropias y primitivas. El Teorema de Darboux dice que si una funcién P es primitiva de otra funcidn,
entonces P debe cumplir el Teorema del Valor Intermedio: La imagen de un intervalo es también un intervalo. En particular,
las funciones que tienen una discontiniudad de salto en un intervalo, no pueden tener primitiva en este intervalo. Por ejemplo,

1 1 I
1. /—dx:—f—Ferro/ —dx #0, enrealidad/
x2 X 1 x2 _

2. Variaciones de este ejemplo son

r

1

1 .
— dx es divergente
1x

|
—d —d
(x—4)2 © /_1x *

3. En varias variables, si calculamos sin tener en cuenta las singularidades podemos obtener cosas como
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/ / —y dxdy = —7 mientras que/ / —y dxdy =T
(x2 + (x2 +

1
@ 5.10.1 Verifique que //
2 =

8
dxdy = 3 donde R es el rectangulo [0, 1] x [0, 1].

3) @ 5.10.2 Verifique que / Inxdxdy = 2—e donde R={(x,y) € R? : 0<x<e’, 0<y<1}.
R
—

o 1y
s @ 5.10.3 Sea a > 0. Calcular // 1+ &dA si D es el disco x> +y? < a.
LLI D a—x*—y?
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Superficies parametrizadas.
Supefficies regulares.

Area de una supefficie.

Flujo través de una superficie S
Integral de flujo. P e,
| Supefrficies orientables. ?“'- T
Teorema de la Divergencia.

Integral sobre una superfice.

6 — Integral de supeificie.

Supefrficies parametrizadas.

Un parametrizacién de una superficie S sobre ua regién D C R? es una funcién continua r : D C R> — R>, que es
inyectiva en el interior de D, r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) con x(u,v), y(u,v) y z(u,v) funciones continuas sobre D,
cuya imagen es S, es decir, r(D) = S. La superficie S = r(D) se puede describir como

St r(u,v) =x(u,v) i+ y(u,v) j4+2z(u,v) k, (u,v) € D.
Caso S: z= f(x,y)
Una superficie S: z= f(x,y) en un dominio D, se puede parametrizar como
r(x,y) =xi+yJ+f(xy) k (xy)€D.

Observe que D es la proyeccion de la superficie en el plano XY.

Ejemplo 6.1

Considere la superficie S: x> +y?> <1, z=0. Claramente
S es el circulo de radio 1 en el plano XY, centrado en el
origen.

Para describir a S podemos escribir S: z = 0 en el dominio D = {x> +y> < 1}. Pero mds conveniente es
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parametrizar S como

r(x,y) =x i+y j—i—O-l%, (x,y) € D.

Ejemplo 6.2

Sea S la porcién del paraboloide z = x> +y* entre z =0y
z=1. Entonces S se puede parametrizar como,

S:r(xy) =xi+y j+(F+y") k, (x,y) € D={(x,y) : ¥ +y* <1}.

También, z = x> +y* se podria ver como circunferencias
de radio /z, entonces

S: r(0,2) = zcost i++/zsint j+zk, 6 (0,21 y z€ [0,1].

Ejemplo 6.3

Sea S : x? +y2 =a?, 0<z<h. S eselcilindro de la figura. Esta
superficie se puede parametrizar como

r(0,z) =acos@ i+asen6 j+zk, con (6,z) € D=0,2x[x|0,h].

6.2 Superficies regulares.

Sea S: r(u,v) = x(u,v) 4 y(u,v) j+z(u,v) k con (u,v) € D. r es de clase C! si x(u,v), y(u,v) y z(u,v) son de

. ) . . . r dx dy 9dz
clase C! (funciones continuamente diferenciables). En este caso, consideremos los vectores —

du  \ou' ou’ du
or_(9x 2y 02
v ov’' v’ dv

or
. Los vectores —
Ju

son tangentes a S en P.

r
y_
P 9Vip
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Definicion 6.1

Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por r: D C R? — R3 de clase C!. Decimos que S es una
or

: . or A - : . :
superficie regular en (u,v) si — x — # 0. Si S se puede partir en un nimero finito de elementos regulares se

du Jdv

dice regular a trozos.

Caso z = f(x,y)

Observe que si S: z= f(x,y) entonces si r(x,y) =xi+y j+ f(x,y) kenDcon f, y fy continuas,

ar 8r_

a><a—y_(— o —fy, 1) # 0.

con lo cual la superficie S es regular en D.

Area de una superficie.

La idea de la definicion de drea de una superficie paramétrica consiste en aproximar el drea de S, denotada Ag, sumando
las 4reas de sus “planos tangentes” en una malla de puntos, es decir el drea de los paralelogramos generados por los
vectores escalados Aujr, y Av;r,. Luego tomados el limite cuando Av; -0y Au; — 0.

Aui

<Y

Consideremos el caso particular de un rectanguo. Sea D = [a,b] X [c,d] y sea S una superficie parametrizada por r(x,y)
en D, con r una funcién definida y acotada sobre R. Supongamos que Mp es una particién de D con n* rectangulos.
Sia=x<x1<..<x3,=byc=y) <y <..<y,=d (igualmente espaciados, es decir, si n — c entonces
Ax;, Ay;,— 0), cada rectdngulo R;; tiene un vértice en (xi,yi). Sea AA; ;j €l drea de la imagen de cada rectangulo R;;.
Cada imagen r(R;;) es aproximadamente un paralelogramo si Ax; y Ay; son pequefios, es decir, cada imagen r(R;;) se
puede aproximar muy bien con el plano tangente en ese punto.

En el punto r(x;,y;) de la superficie S, el plano tangente tiene ecuacién

Ti(s,t) :r(x;,y;) +tre(xi,y;) +sry(xi,y;), con t,s€ R.
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La porcidn de superficie de S que es imagen de a R;; se puede aproximar con un paralelogramo: una porcién de el plano
tangente,cuyos lados son Ax;r(x;,y;), Ay;ry(x;,y;). Como es sabido, este paralelogramo tiene drea

HAxirx(-xhyj) X Ay]ry(xlayJ)H

n
Sacando los escalares y sumando, tenemos, As ~ Z || 7c(xi,yj) X ry(xi,y;)||Ax; Ay; y entonces, dado que si n — oo
i,j=0
entonces Ax;,Ay; — 0, tenemos

n
As = lim Y. lre(pij) x ry(pij)l|Axi Ay;  con  pij = (xi,yi)
ij=0

6 \ercon CFDPlayer

Definicién 6.2 (Area de una supefficie).
Sea S una superficie regular definida sobre un conjunto abierto medible D. Digamos que

S r(u,v) = x(u,v) T+ y(u,v) §+z(u,v) k con (u,v) € D.

0 0
Entonces, si llamamos dS = Ha—; X 8_: dA, el area Ag de la superficie S es
or Or
Ag = 1-dS = — X =—|| dA
s=ffiras = [ |15 x5

Si§=S81U...US,, eslaunioén finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que forman
parte de sus fronteras entonces,

Ag =ASl +AS1 +A52 +... —I-Ask
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Caso S: z= f(x,y),

A ar 0
Si §: z= f(x,y), una parametrizacion es r(x,y) = xi+yj+ f(x,y)k y ‘ a—r X a—r
X y

AS://Sl-dS _ //D,/1+f3+fy2dA

= /1+f2 —|—fyz. Entonces,

Caso S: F(x,y,z) =0

Si S: F(x,y,z) =0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una regién D del plano XY y si F define a z

como funcién de x e y y si F, # 0 entonces z, = —F;/F. y z, = —F,/F, y la férmula anterior quedaria
\/F? +F +F 2
ts=Jfras =,
- B

Area de una supertficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=z(x,y) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dy,

F2+F2+F2
AS:// \/1+22+22dA o también As—// “E Yt gA con F;#0 en Dy
Dyy

b) Proyectando sobre XZ: Si S : y=y(x,z) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

F2+F2+F2
AS:// J14+2+12dA o también AS—// “x Ty TP gA con Fy#0 en Dy
Dy,

¢) Proyectando sobre YZ: Si S : x =x(y,z) 0 S : F(x,y,z) =0, con (y,2) € Dy,

FZ+F2+F?
AS:// \/1+x2+x2dA o también AS:// %dA con F,#0 en D,
Dy, . v Dy, X
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Ejemplo 6.4

6 Vercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

La superficie S : x*>+z> = 4 estd e el primer octante est4 limitada
por el plano x+y =5, tal y como se muestra en la figura de la
derecha. Plantee las integrales necesarias para calcular el drea de
la superficie S.

Solucién: Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S : x>+ z> = 4, podemos usar la férmula para el drea con
F(x,y,2)x* 4+ 2> — 4.

S
W+W+ﬂ
= T
2 2 D)
o (] e,
Dy 4z
2 5—x 16 ‘
= [ Vg aadvtx ampropia

B [0arcsen (g) —_4-51

a—2~
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SEIN XX (Usando coordenadas rectangulares).

Plantear las integrales que dan el 4rea de la superficie S =
S1+ 95, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Solucién: Podemos proyectar sobre el plano YZ. Tenemos

As = Ag, + Ag,

La superficie S; tiene ecuacién F(x,y,z) = 0 con
F(x,y,2) =x*+y* —4

La superficie S tiene ecuacidon x = 23— \@y. Entonces,

ﬂ+ﬁ+ﬁ
Ag = // ZdA+// S22+ 1dA
Dy D, : i

1 2-y 4 2+4 2+02 22—y
= / / %dzdﬁ/ / V30 Ldzdy
1/2.J0 4x 1 Jo

2—y 4 02 2—y
_ /// \/ +y+ dzdy +// 2dzdy ~ 2.18703
1/2
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SEI ) X-X. M (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el 4rea de la superficie S: y+x> + 7> = 4.

Solucién: La proyeccién sobre XZ esta limitada por el
circulo x> 4+ 7> = 4 y la ecuacién de la superficie es

S: y:4—x2—z2.

Figura 6.1: Superficie S

Primera manera:

As = // 1+)2+y2dA
D,.
= // 1 +4x2+4z2dA, cambio de variable: { X = rcos®
D,. .

= rsen®,

/2 2
= / / V1+4r2cos2 0 +4r2sen 0 rdrd0
o Jo

/2 2
— / / r1+4r2drdo
0 0

2

3

/2 (144r%)2 T

_ /O | 46 = 2 (17V17— 1) ~ 9.04423.
0

Segunda manera: Podemos usar la parametrizacion r(y,0) = /4 —ycos@i+yj++/4—ysen6 kconye [0,4] y
0 € [0,m/2].

dyd6 _/“/ VIT/A=ydyde = 2 (1TVTT-1).

ay 89
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Ejemplo 6.7

Calcular el drea de la superficie S: y+z =6 tal y como se ve en la figura (a).

269

Z A

Solucién: Como S : y(x,z) = 6 —z, usamos la parametrizacién r(x,z) = xi+ (6 —z)j+ zk sobre la regién D

definida por x € [0,v/2] y 2 <z<4—x?. Entonces y, =0y y, = —1. La proyeccién sobre D,. se ve en la figura
(b).

As = // J1+)2+)2dA
S o Yy Tz
V2 42
= / / V2 dzdx

0 2

= /ﬁ\@(Z—xZ)dx = 8
0 3

=N (] XX (Parametrizando con coordenadas esféricas y con coordenadas rectangulares).

A
Calcular el drea de la superficie de la esfera S: x*> +y? + 72 = a® ?

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametrizando con

coordenadas esféricas y parametrizando con coordenadas rectangulares
(més complicado).

b<

x#
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Primera manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

r(6,0) =asen@cosO i+ asen@sen® j+acospk, con (6,9)ec D=][0,2x[x[0,7]

d
oL _ (—asen 6 sen@, acos 6 sen@, 0)
% = or x 2N = @2 sen
o 20~ dz|| e
o % = (acosO cos@, acos@ senB, —asen Q)

2
dpdo — / / Psenpdpdd — 4aPT.

Segunda manera: Coordenadas rectangulares. Usamos la parametrizacion r(x,y) = xf+yj+ /a*> —x* — yzlAc.
Solo vamos a calcular el drea de la parte superior de la esfera. El drea total la obtenemos multiplicando por dos.

0, — %
o Vad—xt—y? 212
[ 2. .2 x“+y
— AS = 2 1+Zx+ZydA = 2 1+ﬁd14
y D D a—x-—y
°y = T
as—x-—y

Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen en la frontera
del circulo (si r = a). La integral se calcula desde O hasta r = € con 0 < € < a. Al final hacemos € — a.

2 .2
Ag = 2//,/1+%dA
D a—x-—y
2w e a
= 2/ /7rdrd9 si ;€ — a (integral impropia!
o Jo Vaz—r2 (integ propial)
2
= 2/ a*d6 = 4a°n
0

€

a
@ Para calcular > rdr hacemos u = a* — r?, du = —2rdr. Queda
0 a“—r
1 (@€ g

—az—a\/a2—82 —ad® si €—a.

Y N 21/2

\Fi+F}+F?
Nota: Observe que Ag también se pudo calcular con Ag = / / T dA. En este caso F(x,y,z) =

x% +y> 472 —a®> = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es uno a uno con la superficie,
solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a polares, la integral queda igual al célculo anterior.
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Sl XXM (Usando una parametrizacion de S).

Calcular el 4rea del cilindro x> +y? = a®> de altura h, es decir
0<z<h.

Solucién: Como ya vimos, la parametrizacion de esta superficie es

r(0,z) =acos@ i+asen® j+z k, (6,z) € D=[0,27[x[0,h].

Luego,

® rg=(—asenB,acosh,0)

o rZ:(O)()?l)
or or
50 % 3 = ||(acos 0,asenB,0)|| = a.
Entonces,
o dzdo ” dzd® = 2h
EL) Bz _/ /aZ i

6.4  Flujo través de una supefficie S
Campos escalares y campos vectoriales.

Definicion 6.3
Sea U C R" un conjunto abierto. Una aplicacién f: U — R se denomina campo escalar o funcién escalar. Una
funcién f: U — R”" se denomina campo vectorial.

Sl XAl (Representacion grdfica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector F(x,y) (se
traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto quede en el medio del
vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la representacion gréfica se hace anclando el
vector de esta segunda manera y escalando el tamafio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan
sobre los otros, para tener una mejor vizualizacion de la direccién de “flujo” del campo vectorial. Asi lo hace el
software (como Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(x,y) = (—y,x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados en el punto,
en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se hace la representacién
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gréafica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

~

T SRR R OR)
e e
e OO K
adadndaininy
Eaaheh S & § N N

E e O N N
L e 8
1 -1 ~~~NN\\
= ~NNNNN
RIR TR AN NN
NN LW
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o . v
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P |

- v
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\
\

Yoo r s s
et OO OOV
YA A AN
gt O O S
‘A
b AN,

a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 6.2: Campo F(x,y) = (—y,x)

Ejemplo 6.11

Representacién grafica del campo vectorial F(x,y) = (2x,2y) y del campo vectorial F;(x,y) = (—y,x) sobre
la circunferencia x> +y?> = 1. Observe que si z = x*> +y? entonces Fi(x,y) = Vz, por eso los vectores son
perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).

Figura 6.3: F| sobre x*> +y> = 1. Figura 6.4: F; sobre x> +y> = 1.

Ejemplo 6.12

En la figura a.) se presenta representacion grafica, campo vectorial F(x,y) = (seny, senx) y su paso sobre la
curva C de ecuacién (x—h)%+ (y —k)?> = 1. En al figura b.) se presenta representacion gréfica, campo vectorial
F(x,y,y) = 0.2(x,yz,xy) y su paso sobre la superficie S de ecuacién z =2 — (x —1)> — (y — 1)2.
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Figura 6.5: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie

Flujo a través de una supefrficie

Supongamos que tenemos una region plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de S (se supone
que el fluido puede atravesar la superficie sin ninguna resistencia). La cantidad de fluido es “densidad por el ‘volumen’
que ocupa”. Si el flujo se mueve con velocidad constante V', entonces durante un intervalo de tiempo At llenard un
paralelepipedo de base S y “extensién” (arista) ArV. El volumen de este paralelepipedo es “area de la base” AS por
“altura”, la altura & se calcula con la norma proyeccién de V' sobre el vector normal unitario a S, denotado N. Como se

sabe, h = ||(AtV -N) N|| = AtV - N, entonces

Volumen del paralelepipedo sobre S es V- -NASAt

4 /4

Figura 6.6: El fluido sobre S llena un paralelepipedo
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Si el fluido tiene densidad p, la masa del fluido es AM = pV - N ASAt. La densidad del fluido es F = pV y el flujo total
es la masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F - N AS kilogramos por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V (x,y,z) y densidad (masa por unidad de
volumen) p(x,y,z) en cada punto (x,y,z). El vector densidad de flujo

F(x,y,2) =V (x,,2)p(x,y,z)

tiene la misma direccién que la velocidad y nos dice cudnta masa de fluido circula por el punto (x,y,z) en la direccién de
V(x,y,z), por unidad de drea y de tiempo. Es decir, F representa la velocidad de un fluido.

Para sugerir una definicion razonable de cdmo medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada superficie S en
la unidad de tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u,v) en una regién rectangular D. Sea N el vector
unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial fundamental,

or or
_ _du_ Jdv

N = ﬂxﬁ (6.1)
Ju v

Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de S en la unidad de tiempo y en “la direccién” de N, se descompone el
rectangulo D en m subrectangulos D1,D;,...,D,,. Sean S1,5,,...,S,, las correspondientes porciones de superficie en S.
Llamamos ASy ala k—ésima porcion Si. Si la densidad p y la velocidad V son constantes en S; y Sy es suficientemente
plana, el fluido que atraviesa S; en la unidad de tiempo ocupa un paralelepipedo con base Sy y eje determinado por el
vector velocidad V.

_ A’Uk

Avge| Dk
Auye, Auy &
ou

Figura 6.7: El fluido sobre S; ocupa un paralelepipedo

ar or
Ju dv

Auy Avy, el fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo de volumen (base por

Como el area de S, es AS; = H

altura),

AS;pV -N =F -NAS; zF-NHar L or

Auyi A
EPRAE T | s
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N
N
N /
=
Figura 6.8: El fluido sobre S; en “direccién” de N Figura 6.9: El fluido sobre Sy contra la “direccién” de N

6.5 Integral de flujo.

m
La discusidn anterior sugiere que la suma ZF -N AS}, puede ser una aproximacién aceptable de la masa total de fluido
k=1
que atraviesa Sy en la unidad de tiempo.

Figura 6.10: EI flujo neto, por unidad de tiempo, es la suma de los flujos (volimenes de los paralelepipedos)

Si F es la densidad de flujo de una corriente de fluido y N es el vector unitario normal a S definido por

8r><8r
_ Ju” 9Jv_
N= ar dr

au’” v

)

entonces la masa total de fluido (fluido neto) que pasa por S por unidad de tiempo “en la direccién” de N es
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or OJr

firws~ w25

ou’” v

dA = //F r(u,v)) or ardA
(9v

Orientacion. Nuestra expresion para el flujo total lleva implicita la escongencia de uno de los dos vectores normales
unitarios. Escoger un vector unitario para la regién S es equivalente a “orientar” la regién (como veremos ma adelante).
Esta escogencia de N decide el signode F -N.

or or
Ju dv
ar o]
Ju dv

En lo que sigue, siempre vamos a escoger N =

2
=

/717 BV,

F-N>0 F-N<O0

Figura 6.11: S se orienta con N. / / F -N dS calcula el flujo neto en “la direccién” del N escogido
s

En las aplicaciones es frecuente convenir en cudl N se escoge, para poder interpretar el resultado de / / F-NdS como
s

“flujo neto” en la direccidon escogida. La integral / / F -NdS calcula el flujo neto: El flujo que pasa en la “direccién”

L INT3

de el vector N escogido, “suma” y el flujo que pasa en la “direccién contraria”, “resta®. La suma de todo esto es el flujo neto.

Caso z = f(x,y)

Como consecuencia tenernos que si S: z= f(x,y) con f de clase C! sobre D, se puede parametrizar S con
r(x,y) =xi+yj+ f(x,y)k y entonces

//SF’N‘ZS - /DXyF(x’y’Z)'(_fxa —fy,1)dA

Integral de Flujo—Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY: Si S : z=2z(x,y) 0 S : G(x,y,z) =0, con (x,y) € Dy,
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JF Nas= [ Plya(en): (s 1)da,

0, en “version implicita”,

7
%

//SF.NdS: //D“F(x,y,Z(x,y)) -(Gx, Gy, Gy) GidA

b) Proyectando sobre XZ: Si S : y=y(x,z) 0 S : G(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

//SF.NdS: //DHF(x,y(x,,Z),Z) (—yer 1, —y.)dA

0, en “version implicita”,

1
//F.NdS:// F(x,y(x,2),2) - (Gx, Gy, G;) = dA
S sz G)7

¢) Proyectando sobre YZ: Si S : x =x(y,z) 0 S : G(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

//SF.NdS: //DYZF(X(%Z)J’,Z)'(1,—xy,—xz)dA

0, en “version implicita”,

//SF.NdSz //DWF(x(y’Z)’y’Z) -(Gy, Gy, Gy) édi
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Ejemplo 6.13

Calcular //F-NdS si F(x,y,2) = (z+1)ky Sesla
S

superficie z=2+y con x> +y> = 1.

Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon z = 2 + y.
D, es el circulo de radio 1. Entonces,

//F-NdS = // (0,0,z41) - (—2zx, —2y,1)dA
S ny

- // (0,0,2+y+1)-(0,—1,1)dA
Dyy

2 1 27 6 0
= // y+3dA :/ /(3+rsen9)rdrd9 :/ 6tsen(6) o _ 3,
ny 0 0 0 4

Ejemplo 6.14

2
Sea F(x,y,z) = (0,y,0) y S el cilindro z=2— %, desde

y =0 hasta y =2, como se ve en la figura.

Calcular //F-NdS
N

Solucién: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
superficie S, asi que la integral de flujo deberia ser 0.

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyeccién sobre YZ es un rectdngulo. Sea S: G(x,y,z) =0
2

con G(x,y,z) =z—2+ % Entonces,
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Ejemplo 6.15

//SF-NdS

//SF-NdS

VG
// (4xz,y2>,2%) - —dA
ny GZ

fhx

2 3/2 1
| [ 050 (0.1) - dzay
0 Jo X

J

// (4xz,y2>,7%) - ()—C,XJ) dA
Dy 7z

// 42 +y*2? + 2 dA
Dy

// 42 +y*(4—x* —y*) +4—x* —y*dA
Dy

2 3/2

0

Calcular //F-NdS si F(x,y,2) = 4xzi +y22 5+ 2k y
s

S es la superficie 22 +y*> +x> =4 entre z =1y 7= 2.

Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) =0

con G(x,y,z) = x> +y> +7*> — 4. La proyeccién D,y es el
circulo x? +y? = 3. Entonces,

VG
dA
G

Odzdy = 0

1 (#®/2 V3
5/ / (8+6r2 —r* 4+ r*c0s20)rdrd6
0 0

21x
1
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Ejemplo 6.16

Gl / / F-NdS si
S

F(x,y,2) = (x,yz,xy)

y S el cilindro de ecuacién y = 4 —x? limitado por el plano
x+z =2, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Solucion: La superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = 0
con G(x,y,z) = y-+x>+4. La proyeccién de S sobre el plano
XZ es un tridngulo.

\%
//F-NdS = // (x,yz,xy)-?G dA donde S: G(x,y,z) =y+x*+4=0.
S Dy, y

= // (x,yz,xy)-(2x,1,0)dA
Dy,

2 r2—x
= / / 2x% +yz dzdx
0 Jo

2 p2—x 112
= / / 2% 4 (4 —x*)zdzdx =
0 J0

15

jos E

jercic

E

@ 6.5.1 Calcule I = //F-NdS donde F es el campo
s

vectorial dado por F(x,y,z) = yi —xj+ 8zk y S la parte
de la esfera de ecuacién x*> +y? +z> = 9 que se encuentra
dentro del cilindro x*> +y> =4, como se observa en la
figura.
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@ 6.5.2 Sea F(x,y,2) = xy*t+x%yj+yk. Sea S es la
superficie dada por S =S, US,US,. donde S,,Sp,S. son
las tres superficies frontera del sélido Q limitado por x* +
y>»=1,z=1y z=—1 como se ve en la figura. Calcule

/ / F -NdS donde N es el vector normal unitario exterior
S
a Q.

@ 6.5.3 Sea F(x,y,z) =xi+y)+zkyE es la superficie
de ecuacién z =1+ x? —|—y2, con 1<z<3, talycomo se

muestra en la figura. Calcular F-NdsS.
E

@ 6.5.4 Sea F(x,y,z) = (0, x+y, z). Calcule la integral

de superficie / / F -NdS, donde S es el trozo de cilindro de
s

ecuacién z = 1 — (x —2)3 que est4 limitado por los planos

y=0,y=3,z=1yz=2tal y como se muestra en la

figura.

@ 6.5.5 Sea S la superficie de ecuacién z = x> +y? que
se encuentra limitada por los planos z=1, z=3, y=xy
el plano x = 0, tal y como se muestra en la figura. Calcule

//F-NdS SiF(x,,2) = (x, y, 2)
S
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@ 6.5.6 SeaF(x,y,z) = (xy, x, z+1) y sea S laporcién de
superficie de ecuacién z = 4 — y? limitada por las superficies
z=3, x=4, z=0y x =y, tal y como se muestra en la

figura de la derecha. Calcular / / F-NdS.
s

Supefrficies orientables.

Sea S una superficie y r(u,v) una parametrizacion de S. Los vectores normales a S, en (u,v), puede escogerse entre los
dos vectores unitarios opuestos

or OJr

7X7
_ ., du dv_
N(u,v)—iHar P

ou 9y

Caso S: z= f(x,y)

Enel casode que S: z= f(x,y), si r(x,y) =xi+yj+ f(x,y) k y entonces
(_f)m_fy:l) (_fm_fyvl)

NI RS NI R

N.;,.(X,y) = y N_(X,y) - =

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la superficie. Este hecho se
usa para “orientar”’ una superficie. Orientar una superficie significa escoger un signo para N, una cara de la superficie es
caracterizado N y la otra cara por —N. Como N depende de la parametrizacion r, es estd la que al fin y al cabo orienta la
superficie.

En el caso de una esfera, cada vector N (x,y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector N_(x,y) apunta al
interior
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242+ 22=1 7|

Ny (x0,90)

Ni(21,91)

T2, Y2)

Ny(za,y2)

Definicion 6.4
Si en cada punto (x,y,z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario N(x,y,z) de tal manera que
como funcién, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que S es orientable.

Como deciamos, la definicién supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determinado por la funcién
continua N(x,y,z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.

Hay superficies de una sola cara, como la banda de Mdbius,
que no son orientables. En la figura que sigue tenemos una
banda de Mobius. Note que la escogencia de N no orienta la
banda, es decir, si escogemos uno de los N, la presencia de
estos vectores N “arriba” y “abajo” de la banda, muestran
que hay una sola cara.

En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N. No siempre
este es el vector que se elige para los cdlculos. Algunos teoremas requieren superficies orientadas con vectores normales
unitarios hacia el exterior.

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si N apunta hacia afuera,
estaes “la orientacion positiva” y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacion negativa”.

Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(x,y,z) = (P,Q,R) continuamente diferenciable, a
través de la frontera S = dQ de un sélido simple Q, en la direccién del vector normal unitario exterior a dQ. El flu-
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jo total se puede separar entre el flujo que entra al sélido y el flujo que sale, en cada cara del sélido el flujo podria ser distinto.

Divergencia significa “alejarse de”. Intuitivamente, la “divergencia” es la densidad de flujo o flujo neto por unidad de
volumen; es la cantidad de flujo que entra o sale en un punto y se calcula como el “cambio de flujo total”, es decir,
la suma de el cambio de F' en la direccién de X, el cambio de F en la direccién de Y y el cambio de F en la direccién de Z.

En un caso sencillo, se toma un cubo Q centrado en (a,b,c) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el flujo sobre S = JQ
requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.

S =0Q N
Q

—
=}
—

s

En la cara que contiene al punto (a+ Ax/2,b,c) (punto rojo en la figura anterior) la estimacién del flujo total Fr,, seria

Ftyy = F(a+Ax/2,b,c)-(1,0,0)AyAz = P(a+ Ax/2,b,c)AyAz

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a —Ax/2,b,c) la estimacién del flujo total Ft,_ seria

Ft,_ ~F(a+Ax/2,b,c)-(—1,0,0)AyAz = —P(a— Ax/2,b,c)AyAz

Luego el flujo total estimado en ambas caras seria,

oP
Ftoy +Fty_ =~ [Pla+Ax/2,b,c) — P(a—Ax/2,b,c)|AyAz = a—(a,b,c)AxAyAz si Ax~0
X

De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y =0y z =0 seria

JdR
aproximadamente —Q(a,b,c)AV y a—(a,b,c)AV, respectivamente.
Z

dy

Asi, el flujo total a través de S = dQ con vector normal exterior, seria aproximadamente

AV
(a,b,c)

o 20 on
dx dy Oz
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Asi, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequeiia caja de centro (a,b,c) es un escalamiento del volumen, el

JoP 0 OR
factor de escalamiento — + —Q + —, evaluado en el centro, se llama divergencia.

dx dy 0z

Definicién 6.5
La divergencia del campo vectorial F = (P,Q,R) es el campo escalar

oP o oR
:7+7Q+7

DivF dx dy 0z

Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si Q; es una caja de didmetro pequefio, entonces

DivF AV ~ / / DivF dV
0;

Pero como DivF AV es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de Q;, en la direccién del vector normal
exterior, entonces

// DideV%/ F-NdA
(o) d20;

La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.

Sea Q un sélido limitado por una superficie orientable S y sea N el vector normal unitario siempre exterior a Q. Si
F es un campo vectorial de clase C! sobre Q entonces

///QDideV - //SF-NdS

donde DivF =P+ Q,+R; si F = (P,Q,R).
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Ejemplo 6.17

Calcular //F-NdS si F(x,y,2) = (z+ 1) k, S es la
S

frontera del sélido Q limitado por el cilindro x> +y? = 1,
el plano z=24y y z=0, como se ve en la figura, y N es
el vector unitario siempre exterior a Q.

Solucién: En vez de calcular la integral sobre cada una de
las tres superficies que conforman la frontera de Q(ver
los ejemplos 6.5, ?? y 6.14), usamos el teorema de la
divergencia.

® F(x,y,z2) =(0,0,z+1) y DivF =0+0+1=1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilindricas, tenemos

//F-NdS // DivF dV
N Q

2+y
= / / / 1dzdA  (la cantidad de flujo coincide con el volumen de Q!)
DJo

2 r1  p2+rsen®
— / // I rdzdrd® = 2
o Jo Jo

La importancia de que N se exterior a Q. Se pide N se exterior a Q por convenio, para medir el flujo en esa direccién.
Si N no es siempre exterior a Q, el flujo neto, por supuesto, cambia.

Consideremos los ejemplos 6.5, 2? y 6.14. El célculo de la integral de flujo se hizo siempre con

Nl = (7fxv 7.]‘;1’ 1)

pero este vector no siempre es exterior a (. En el caso de la superficie S, (figura siguiente), este vector no es exterior y

/ F-NdS=m.
Sa
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*X

El resultado es

//F-NdS://F-(—N)dS—i- /F-NdS+//F-NdS:—7r+37r—|-O - // DivF dV =21
s Sy Sp S 0

Ejemplo 6.18

ol / / F-NdS si
S

1 A
F(x,y,z) = ycosx i+ Eyz senx j+z k

y § es la frontera del s6lido Q comprendido entre las superficies
z=1+y, x> +y*=1y z=0, y N es el vector normal unitario
siempre exterior a Q.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia. La
proyeccién del sélido sobre el plano XY es un circulo x*>+y? = 1.

@ DivF = —ysenx+ysenx+1=1.

//F-NdS // DivF dV
N 0
I+y
_ /// 1 rdzdA
D JO

2x 1 pl+rsen@ 2r 1
= / / / rdzdrd6 = / / (I+rsen®)rdrd® = w
o Jo Jo o Jo
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Ejemplo 6.19

Sea @ el sdlido limitado por las superficies

T
Sa + z=sen(xy), Sp : x=3 y S, :y=nx

Sea § la frontera del s6lido Q y N es el vector normal
unitario y exterior a Q.

3
Calcule // F-NdsSsiF = (% Z, yx).
N

Solucién: Podemos usar el teorema de la divergencia. La
proyeccioén del sélido sobre el plano XY es el tridngulo
0<x<m/2y0<y<ux

@ DivF = 2

//SF-NdS

Ejemplo 6.20

/ / DivF dV
0
% prx psen(xy)
/ / / x* dzdydx
o Jo Jo

/7/ x?sen(xy)dydx = /ix—xcos (x?) dx
o Jo 0

Calcular //F-NdS si F(x,y,z) =xi+yj+z k y S es la frontera
s

del s6lido Q comprendido entre las superficies z = 10 — x> —y? y
z=2+x>+y%, y N es el vector normal unitario siempre exterior a Q.
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Solucién: Podemos usar el teorema de la divergencia.

@ F(x,y,z) = (x,y,z2) y DivF =1+1+1=3.

@ La proyeccién del sélido sobre el plano xy es un circulo de radio 2 pues
z=10-X -y Nz=2+4x>+y* = 4=x"+)"

Usando coordenadas cilindricas obtenemos,

//F-NdS // DivF dV
N 0
lOfxzfy2
[ s
D J24x2+y?

2 2 p10—r2
= / / / 3rdzdrd6 = 487w
0 Jo J2+r2

Solido  Q

@ 6.7.1 Consideremos el campo de fuerzas F con
F(x,y,2) = (x+sen(y)) i+ (In(xz) —y) I+ (2z+arctan(xy)) k

Calcule la integral de superficie / / F -NdS donde S es la

s
frontera del sélido Q, el cual se muestra en la figura a la
derechay N es el vector normal unitario siempre exterior a

0.

@ 6.7.2 Use el teorema de la divergencia para calcular
/ / F -NdS donde S es la frontera del sélido Q, limitado
s

por la superficie z=x?>+y*+5 y el plano z = 10, tal
y como se muestra en la figura a la derecha, F(x,y,z) =
xi+yj+z k y N es el vector normal unitario exterior a

0.
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@ 6.7.3 Calcule //F-NdS si
N

F(x,y,z) =xy* 1 +x%y j+yk,

y S es la superficie dada por S = S, US, US, donde
S4,Sp,S. son las tres superficies frontera del sélido Q li-
mitado por x> +y>=1,z=1y z= —1 como se ve en
la figura, ademds N es el vector normal unitario siempre
exterior a Q.

@ 6.7.4 Sea E la frontera del s6lido Q limitado por la
esfera x> +y> 4+ 72 =2 y el cono 27> = y* +x?, tal y como
se muestra en la figura.

2
Si F(x,y,z) = xzi + xarctan(xz)j + %k, calcular

/ / F-NdS si N es el vector normal unitario siempre
E

exterior a Q.

@ 6.7.5 Sea Q el sélido que se muestra en la figura a la
derechay sea S la frontera de Q, es decir, S = dQ. Calcule

F -NdS donde
S

F(x,y, z) = (x* +senz, x*y+cosz,tan(x* +y%))

y N es el vector normal unitario siempre exterior a Q.

@ 6.7.6 Sea F(x,y,z) = 3yi —xzj +yzKk, S es la frontera
del sélido Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un
vector normal exterior a Q.

a.) Calcule / / F - N dS sin usar el Teorema de la Diver-
gencia. '

b.) Calcule / / F -NdS usando el teorema de la Diver-
S

gencia.
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4 2=16-4

@ 6.7.7 Sea F(x,y,z) = (22 +2)k, S es la frontera del Q / §=9Q
sdlido Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector
normal exterior a Q.

a.) Calcule / / F - N dS sin usar el Teorema de la Diver-
N

gencia. ! Ly
b.) Calcule / / F -N dS usando el teorema de la Diver- |
. 8 2y=6—x
gencia.

Integral sobre una superfice.

La anterior discusion sobre inetegrales de flujo, nos lleva a una propuesta razonable de lo que puede ser una integral sobre

una superficie. Si ponemos f(x,y,z) =F -N, tenemos la siguiente definicion,

Definicion 6.6

Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v), de clase C!
— d

en D = interior(D) U dD, donde (u,v) € D, de modo que r

r
>< —_
biyeccién entre D y S.

d
3 %3y > 0 para todo (u,v) € D, y r es una

Sea f(x,y,z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por

J[rwnaras = [[ ot 5

Si §=S;U...US,, eslaunidn finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que forman

parte de sus fronteras entonces,
m
//Sg(x,y,Z)dS = Z//S g(x,y,z)dS
i i

dA.

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.
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Caso S: z= f(x,y)

Si S: z= f(x,y) con f de clase C' sobre D, se puede parametrizar S con con r(x,y) = xi‘+yj+f(x,y)l‘€ y
entonces

//sg(x’y’z)ds - //Dg(w»f(x,y))\/mdfx.

Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=z(x,y) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dy,

//Sg(x,y,z)dSZ //l)xyg(x,y,Z(x7>>)) md&

0, en “version implicita”,

F2+F?+F?
//gxy, )dS = // g(x,y,2(x,y)) F2 dA

b) Proyectando sobre XZ: Si S : y=y(x,z) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

// g(x,y,7)dS = // g(x,y(x,2),2) \/1+y2+y2dA

0, en “version implicita”,

F2+F?+F?
// g(x,y,2)dS = // g(x,y(x,z2), F2 dA

¢) Proyectando sobre YZ: Si S : x =x(y,z) 0 S : F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

//gxy, )dS = // 2)y/14+x3 +x2dA

0, en “version implicita”,
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F2+F2+F?
//gxy, )ds = // 8(x(»,2),%,2) —F ———dA

Ejemplo 6.21

Calcular la integral de superficie / / dS con § la porcién

\/1+4x

de la superficie z = 4 — x? limitada por el plano x + 2y = 4, como se
muestra en la figura

Solucién: En coordenadas rectangulares,

1+ 4+ = V1442
7+ x2 4 —x* 4 x2
——dS = //— 1 +4x2dA
//s V1 +4x2 D V1+4x2

2 2-x/2
= / / 4dydx = 12.
0 JO

S ]ellX-W¥) (Integrando sobre YZ).

Calcular la integral de superficie / 2xyzdS con S la parte del plano y = x limitado por z = x*> 4 y?, como se
s

muestra en la figura.

Figura 6.12: Superficie S
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Solucién: La superficie S solo se puede proyectar en los planos XZ o en YZ. La curva C de la proyeccién
en el plano YZ se obtiene como la interseccién del plano y el paraboloide: C: y=x N z=x>*+y> = C: z=2y".

Como proyectamos en YZ, entonces S: x=yy 4/1 —I—xg +x2 = v/2. Luego,

//nyzdS = //2xyz\/1+x§+x§dA
s D
1 2y?
= // 2y*2V/2dzdy
0 Jo

= 4V2/7

Ejemplo 6.23
z

4
Calcular la integral de superficie / / z+2x+ 3 ydS con S la parte del plano g 2l %; + 1= 1 situada en el primer
s

octante.

. 4 . . .
Solucion: Como S: z=4—2x— 3V entonces /1422 +z§ = /61/3. Las variables de integracién son x e y asf
que debemos sustituir z en el integrando,

//Sz—|—2x—|—4/3yd5 = //D(z+2x+4/3y) 1+ +75dA

2 r3-3x/2 4 4 /61
= // 4—2x—2y+2x+ 5y | ——dydx
0 Jo 3 3 3

2 3-3x/2 1
= / / 4 ‘/fdydx = 4V/61.
0 Jo



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

6.8 Integral sobre una superfice. (htfps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 295

Ejemplo 6.24

Seaa>0yseal= // o dS con S el cilindro x> +y? = @? limitado por los planos z =0y z=h > 0.
a

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares, S: x = y/a? —y2.
b.) Calcular I usando la parametrizacion Sy : r(6,z) = acos@ i+asen® j+zk, (6,2) € D=[-m/2,1/2] x
[0,A].

Solucioén:

a
a.) Proyectando sobre YZ, S: x = \/a? —y2. Eneste caso, (/1 +x2+x2 = ——
vz a2 — 2

1
da’
//saz—i—z2 //Daz—i—z2 Var—y? s
/a a d/ ! d (la primera integral es impropia)
_— ——dz rimera integral es impropia),
> T—yz y ) 212 P g prop

a—e ] Z h b4 AN h
- —arctan (—) =S (a—+a—)—arctan - .
—ate a al |, 2 2/ a a

b.) En este caso, esta es la manera facil. Usando la parametrizacién uno-uno

. . y
= Ilim aarcsen | =
e—0t a

r(6,z) =acos@ i+asend j+zk, (0,z) € D=[-m/2,m/2] x[0,h].

® rg=(—asenB,acosh,0)

o rZ:(())O?l)
or _or
‘ 36 % 7| = ||(acosB,asen6,0)|| = a.
1 1 ar Rl L :
s — dzdo — — % d4zd6 = marctan ( - ) .
//Saz—{—z2 //Da2—i—z 079 ¢ /Pl/2/0 @+ ’ i an(a)
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Note que usando esta parametrizacién no tenemos problemas de singularidades.

el X WL] (Usando coordenadas esféricas).

i

Considere la integral de superficie I = / InzdS con S el
S1

casquete de esfera x> +y? +z° =1, % <z< 1

Y X

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares

b.) Calcular / usando la parametrizacion (coordenadas esféricas)
S1:r(6,9)=(sen@cosB, senpsenb, cos@), con (6,¢)¢c [0,2n][x[0,7/3].

c¢.) Calcular I usando la parametrizacion

S;:7(z,0) =V 1—z2costi++/1—z2sent j+zk con =<z<1 'y 6¢€[0,2n]

N =

Solucién:

a.) En coordenadas rectangulares S: z=+/1—x%—y2, con z € [1/2,1]. Entonces la proyeccién sobre el plano
XY estd entre las circunferencias x> 4+y> = 3/4 y x> +y* = 1. Las variables de integracién son x e y asi que
debemos sustituir z en el integrando,

InzdS = //m \/1+22+22dA
//S b4 L (2) zz+25

2., .2
= // log<\/1—x2—y2) 1+¢dA, (pasamos a polares),
D

1 —x2—y2

2x 1 r
= log(v/1—17r2 drdf usamos la sustitucién u? = 1 — r?),
/0 /,/3/4 el )\/l—rz { )

= nw(In2—1) (laintegral es impropia, se calcula con u — 0).
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b.) Vamos a usar una parametrizacion del casquete de la esfera basada en coordenadas esféricas. Observe que los
pardmetros son 6 y ¢. Eneste caso, p =1.

;

X = sen@cosH
y = sen@sen6 = r(0,9) = (sen@ cosB, sen@senb, cos), (6,¢) € [0,2n][x[0,7/3].
Z = cos@

El valor ¢ = /3 se obtiene de resolver z=1-cos¢ = % Luego,
@ rg=(—sin6sin@,cosO sin@,0)
@ ry=(cosB cos@,cos@sinh,—sin@)

Las variables de integracién son ¢ y 0, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver la integral
se hace la sustitucién u = cos @,

o _or
a0 Jdo

H =sen¢ >0 en [0,7/3],

2r /3 2w pcosT/3
//lnz ds = / / In(cos @)sen dpd6 = —/ / In(u)dud6 = m (In2 — 1)
s o Jo o Ji

c.) Como S: x> +y>=1-27%, con % <z < 1; podemos parametrizar el casquete como

N 1
r(z,0) = 1—z2costi+ /1 —z*>sent j+zk con Egzgl y 0¢€0,2x].

ar or
Jdz d0o

= H(—\/l —z%cost, —V'1 —z%sent, —z)H =1

En este caso las variables de integracion son z y 8 asi que no hay nada que sustituir en la integral,
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jos ﬁ

jercic

E

2x 1
//lnzdS - / In(z)-1dzd6 = = 7 (In2 — 1)
S 0

1/2

@ 6.8.1 Determine el drea de la superficie S de ecua-
cién z = x> +y? que se encuentra limitada por los
planos z=4, z=1, y=x yelplano y=0, tal y
como se muestra en la figura z=2% 4y

X

@ 6.8.2 Sea S la superficie del cono z> = x> +y> com-

prendida entre z =0 y z = 1. Usando integral de superficie,
calcular el area de la superficie S.

@ 6.8.3 Calcule //x2 —2y+2dS donde S es la superfi-
s

cie de la figura.

“d
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@ 6.8.4 Sea F(x,y,z) = (xy, x, z+1) y sea S la porcién de su-
perficie de ecuacién z = 4 — y? limitada por las superficies z = 3,
x=4, z=0y x =y, tal y como se muestra en la figura de la

derecha. Calcular / / 2xy+z+1dS
s

@ 6.8.5 La superficie S es el trozo del cilindro z— x> =0
que estd limitado por los planos y =0, y=xy z=4, en
el primer octante. La Superficie S se muestra en la figura
que sigue. Calcule el area de S.

@ 6.8.6 Determine el area de la superficie S de ecuacién
z=x”+y* que se encuentra limitada por los planos z=1, z =3,
y=2x yel plano x =0, tal y como se muestra en la figura.
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@ 6.8.7 Calcule la integral de superficie / / (*+y? +2z)dS
S

donde S es la superficie de ecuacién z = 9 — x> — y?, limitada
por el plano z = 0 tal y como se muestra en la figura a la
derecha.

@ 6.8.8 Sea Q el s6lido que se muestra en la figura a
la derecha y sea S la frontera de Q, es decir, S = dQ.

Calcule /F -NdS donde F(x,y, z) = (x* +senz, x’y +
s

cos z, tan (x> +y?))

@ 6.8.9 Calcule el area de la superficie S tal y como se
muestra en la figura a la derecha. S
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@ 6.8.10 Calcule el area de la superficie S tal y como se
muestra en la figura a la derecha.
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Curvas y parametrizaciones.
Longitud de una curva.
Integral de linea para campos escalares.
(x)Longitud de arco en coordenadas pola-
res.
Integral de linea de campos vectoriales.
Trabajo.
Campos conservativos. Independencia
de la trayectoria.

Teorema de Green (en el plano).
"A‘n;’a como una integral de linea.
Teorema de Stokes (Teorema de Green en

el espacio). p—

> - = B
11‘
- o >

“ ‘ i |ntrqlxde linea.

—

7.1 Curvas y parametrizaciones.

Definicién 7.1
Consideremos la funcién vectorial continua r : [a,b] — R” con r(t) = (x;(¢),x2(t),...,x,(¢)). La representacion
gréifica de r se dice que es la curva C determinada por r y que une los puntos A =r(a) y B=r(b).

@ Si r(a) =r(b), la curva se dice cerrada.

@ Si r es inyectiva en [a,b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en |a, b, la curva se dice cerrada
simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan.

@ A r le llamamos una parametrizacion de C.

/7“\/n>@

Curva Curva simple Curva cerrada Curva cerrada simple

Figura 7.1: Curvas
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Ejemplo 7.1

Consideremos la curva C: y>+ (z—1)? = 1 iniciando en A = (0,0,0)
y finalizando en B = (0,0,2), tal y como se muestra en la figura.

N

Una parametrizacion de esta curva es
C: r(t) = (0,cost, 1 +sent) con t€ [—n/2,m/2]

r(t)

Observemos que

r(—m/2) = (0, cos(—x/2), I +sen(—x/2)) = (0,0,0) A Y
r(n/2) = (0, cos(m/2), 1+sen(m/2)) = (0,0,2) X

Figura 7.2: Curva C: r(t) = (0,cost, 1 +senr)

La ecuacién polar de esta curva: r =2sent con t € [0, 7/2].

Ejemplo 7.2

z ﬂ\
Sean A = (2,0,1) y B = (0,2,2). Consideremos la curva B
C: r(t)=A+r-(B—A) con t € [0,1]. Este es un segmento de
recta que inicia en A y terina en B tal y como se muestra en la figura.
Una parametrizacion de esta curva es g
A —
C:r(t)=(12-2t,2t,t+1) con 7€ [0,1] \
a X

Figura 7.3: Curva C: r(t) =A+1-(B—A)

Observemos que
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r(0) = (2-2:0,2:0,0+1) = A

r(l) = (2-2-1,2-1,1+1) = B

La derivada de r se define de la manera usual

r(t+h)—r(t)

(1) = tim "I (40, 4(0), . 3,(0)

Ejemplo 7.3

Consideremos la curva C parametrizada por

r(t) = (1+cost)i+ (1 +sent) 7+ (1+ Lsent)k con 7 € [0,3].
r'(t) = —senti+costj+ (1 sent + S cost) k
En la figura se representa la traslacion de este vector velocidad r/(z).

r'(t)
Z 4\

r(t)

X

Figura 7.4: Curva r(t) = (1 +cost)i+ (1+sent)j+ (145 sent)k



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap7-CSCDFParametrizacionEjemplo73.cdf

7.1 Curvasy parametrizaciones. 306

Ejemplo 7.4

Consideremos la curva C parametrizada por (1) =i+ (4 —1)j+ (4 — (r—1)2)k con 7 € [0,3].

@ A=r(0) = (0,4—0,4—(0—-1)?) = (0,4,3) yB=r(3) = (3,4—-3,4—(3—1)?) = (3,1,0).

@ r(t)=i—15+—2(t—1)k. En particular, 7(1) = (1,—1,0). En la figura se representa la traslacién de este
vector velocidad al punto P =r(1).

X/ B=r(3)

Figura 7.5: Curvas

Curvas regulares. Sea r(r) una parametrizacion de una curva C en el plano o en el espacio. El pardmetro ¢ podria ser
tiempo, dngulo, longitud de arco, coordenada x, etc. Decimos que la curva C es regular o 'suave’ en |a,b] si r'(t) es
continua en [a,b] y r'(¢t) #0 para todo ¢ € [a,b] (es decir las componentes de r no se anulan simultdneamente). También
decimos que una curva C es regular a trozos en [a,b] si es regular en cada subintervalo de alguna particion finita de [a,b].

Figura 7.6: Curva regular a trozos

@ En R? escribimos r(¢) = (x(t),y(t)) o también r(t) = x(t) T+ y(t) 3, con t € [a,b]
@ En R? escribimos r(1) = (x(¢),y(t),z(r)) o también r(¢) = x(¢) i + y(t) § + z(¢) k, con ¢ € [a,b]

@ Una funcién vectorial es de clase C' si las derivadas de sus componentes son continuas.
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3] J WA (Curvas Orientadas).

Consideremos las curvas C; y C;

Y
of B
Cl 02
2L
bl
(t,t?)
Ay A ,
1 1 2 -1
X

Figura 7.7: Curvas C; y (.

Ambas curvas tienen ecuacién, en coordenadas rectangulares, y = x*> con x € [—1,2]. Pero C; iniciaen A = (—1,1)

y termina en B = (2,4); mientras que C, inicia en B y termina en A.
Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientacion.

@ Una parametrizacién de C; es (tomando a x =¢ como pardmetro),

~
—
-~
~—
Il
A
=
R
=~
S~—
=
—
=~
~—
N~—
Il
X
-~
=~
[\S]
S~—
o
—
5
o
=.
(€N
=
~
X
-~
N~—
I
~
~>
+
~
)
S
(@)
o
=
-~
m
|
—
]

r(-1) = (x(=1),y(-1)) = (-1, (-1)?) = Ay r(2) = (2,2°)=B.
@ Como C, es C; con la otra orientacion, entonces podemos parametrizar C, con ri(t) = r(a+b—t), de esta
manera ri(t) = r(—1+2—1)=r(l—1)

ri(t)=(x(1—1),y(1—=1)) = (1—t, (1—1)?) otambién ri(t)=(1—1) T+ (1—1)>7 con r€ [-1,2].

Observe que ri(—1) = By ri(2) =A.
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(Cambio de orientacion).

si r(t) es una parametrizacion con t € [a,b], entonces una parametrizacion que invierte la orientacion es

ri(t) = r(a+b—t) con t € [a,b]

(Curvas r=g(0)).

Sila curva C tiene ecuacion r = g(6) entonces una parametrizacion es r(t) = (g(z) cost, g(t)sent).

(Parametrizar una elipse contra-reloj).

—h)? — k)2
Una elipse de ecuacién (x " ) A b = )

=1 se puede parametrizar con
r(t) = (h+acost)t + (k+bsent)j con t€ [0,27].
En particular la circunferencia (x—h)? + (y —k)?> = a? se puede parametrizar con

r(t) = (h+acost)i + (k+asent)j con t € [0,2x].

Ejemplo 7.6

6 \ercon CFDPlayer

Sea C la curva de ecuacion
(x—1)*+(y—2)*=16; z=3.

Se trata de una circunferencia en el plano z = 3, es decir,
un caso particular de elipse. Una parametrizacién es

r(1) = (1+4cost)i+ (2+4senr)j+ 3k, t € [0,27]

Observe que r(0) = (5,2,3) =r(2n). (+4cos {, 2045800}
6 el

Figura 7.8: Curva C.
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Ejemplo 7.7

& \er con CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Considere la curva C = C; +Cy +C3+ C4 + Cs + Cg. La curva iniciaen A = (2,0,0) y fnalizaen B= (2,4,1). La
curva C; es el trozo de circunferencia x> +z> = 4 y las otras curvas son segmentos de recta, tal y como se ve en la
figura. Parametrizar C.

Solucién:
@ () esun cuarto de circunferencia de radio 2, en el plano XZ. La podemos parametrizar con

Cy: ri(t) = (2cost, 0, 2sent), t € [0, /2]

@ (; es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetro a y = ¢, ademds x(1) =0 y
z(t) = 2. Una parametrizacion es

Cy: na(t)=(0,1¢,2), te€ [0,2],

@ C; es un segmento de recta paralelo el eje X. Podemos tomar como parametro a x = ¢, ademads y(t) =2y
z(t) = 2. Una parametrizacion es

C3 : r3(t) =S (l‘, 2, 2), IS [0,2],

@ (4 es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z =t, ademds y(1) =2y
x(t)=2. Sit € [0,2], la orientacién queda invertida, lo cual denotamos con —Cy en la parametrizacion que
sigue,

—Cy : r4(t) = (2, 2, l‘), te [0,2]

@ Cs es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetro a y = ¢, ademds x(1) =2 y
z(t) = 0. Una parametrizacion es

Cs: rs(t)=(2,1,0), t€ [2,4]
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@ Cs es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como parametro a z =¢, ademds y(r) =4 y
x(t) = 2. Una parametrizacion es

Co: 7’6(2‘) = (2, 4, t), re [0,1]

Segmentos de recta. Sean A, B € R3. El segmento de recta que va de A hasta B se puede parametrizar con

r(t)=A+t(B—A) con t € [0,1].
El punto inicial es r(0) = A+ 0-(B—A) = A; el punto final es r(1) = A+ 1-(B—A) = B y el punto medio es

r1)2) = A+%-(B—A) _AtE

2
Ejemplo 7.8

El segmento C; que va de A = (1,2,0) hasta B=(2,1,2) se
puede parametrizar con
r(t) = A+t(B—A)
= (1+t,2—1¢,2t) con t€ [0,1].

Ejemplo 7.9

Considere la curva C = C; + C, 4 C5 tal y como se muestra
en la figura. Parametrizar C.

Solucioén:
@ () es un segmento de recta sobre el eje Y por tanto
x(t) =0y z(t) = 0. Una parametrizacion es

ri(t)=(0,1,0) con 7€ [0,3].

@ (), es un cuarto de circunferencia de radio 3, en el
plano YZ. Lo podemos parametrizar con

ra(t) = (0, 3cost, 3sent) con 7€ [0,7/2].
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@ C; es un segmento de recta que va de (2,1,2) hasta (0,0,3). Podemos parametrizar con

r3(t) = (2,1,2)+1[(0,0,3) — (2,1,2)]

= (2—-2t,1—1,2+2t) con t€[0,1]

Ejemplo 7.10

6 \ercon CFDPlayer Requiere FreeCDF Player

Considere la curva C de interseccion entre las superficies S1: z =4 —x? y el plano S, : x+y =3 en el primer
octante. Determine una parametrizacion para C.

X B
Solucién: Si tomamos a x = ¢, entonces la curva S; : z =4 —x? se parametriza con ro(t) = (1,0,4—1>) y la
paramerizacién de C se obtiene usando el hecho de que y = 3 —x, pues la curva estd en el plano S,. Una

paramerizacion es

C:r(t)=(t,3—1,4—1%), t€0,2]
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Ejemplo 7.11

Considere la curva C de interseccién entre el plano
2x —2y+z =2 y el cilindro y*> +z?> = 4. Determine una
parametrizacion para C.

Solucién: Los puntos de C son puntos (x(t),y(r),z()) en  2z—2y+z=2
donde y(t) y z(t) estdn en la circunferencia y> + 7> = 4, '
es decir, podemos poner y(z) = 2cost y z(f) = 2sent.

(0,2cost, 2sent)

> (1-+2cost — sent, 2 cost, 2sent)

Como x(¢) estd en el plano 2x — 2y + z = 2, despe-
jando: x(r) =1—z(r)/2+y(t), ahora podemos escribir

C: r(t)=(1+2cost —sent, 2cost, 2sent) con t € [0,7/2]

Observe que r(0) =(3,2,0) y r(n/2) = (0, 0, 2).

Ejemplo 7.12

Considere la curva C de interseccion entre el cilindro
x2+y? =1 yel plano z =2 — x. Parametrizar C.

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C.
Veamos dos maneras.

@ Primera manera: Los puntos de C son puntos
(x(2), ¥(t), z(t)) con x(¢) y y(¢) sobre la circunfe-
rencia x> +y> = 1, por lo tanto podemos poner
x(t) =cost y y(t) =sent. Como z(z) estd en el
plano z = 2 — x, entonces z(t) = 2 — x(z). Una
parametrizacion podria ser

C: r(t) = (cost, sent, 2—cost) con t € [0,7/2]

Observe que r(0) = (1,0,1) y que r(m/2) =
(0,1,2).

@ Segunda manera: Ver los puntos de C con x(¢) y z(z) sobre larecta z=2—x y y(t) en el el cilindro
x> 4y* = 1. Una parametrizacion se podria obtener tomando a x =t como paramétro:

—C:r(t) = (t, V1—1>,2—t) con 1€ [0,1]
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l La parametrizacién invierte la orientacion, eso lo indicamos con ”—C”’.

@ 7.1.1 Determine una parametrizacién para cada una de las siguientes curvas.

(72
he. 2)

plano y=2x

(1,2,0)

Y

b.)

g

(x—1)?+y*=1

/

(@}

|



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

7.2 Longitud de una curva. 314

Longitud de una curva.

Consideremos una curva C regular y simple, parametrizada por r en [a,b]. Para calcular la longitud de C, la idea es partir
el intervalo [a,b] en n partes [a,t;]U[t;,1]U...U[t,_1,b] y considerar una linea poligonal inscrita en C, como se muestra
en la figura.

6 \Vercon CFDPlayer

(O]

Figura 7.9: Longitud de arco como una integral de Riemann.

La longitud de la curva (“rectificable”) se define como el limite al cual tiende la suma de las longitudes de los segmentos
de la linea poligonal cuando ||P|| = Mdx(t,_; —1;) — 0 si n — oo, es decir

n
= Jim Y re) (s
Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner ||r(t;) —r(t;—1)|| = ||/ (&)t —t;i—1)|| con & €6, ti-1] y
concluir

n b
lim Y I (&) el = [ 0)llas
i=1 a

Definicién 7.2 (Longitud de una curva).
Sea C regular, simple y parametrizada por r(z), t € [a,b]. Si ds = ||r'()||dt, entonces la longitud (de arco) de C es

b
s:/1~ds :/ 1P (2)]|dt
C a

Ademads, la longitud de arco no depende de la parametrizaciéon de C (ni, por tanto, de la orientacion).
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Sea C parametrizada por r(¢) con ¢ € [a,b].
Caso C: r(t) =x(t)i+y(r)]

Sir(t) =x(t)i+y(t)j con € [a,b] entonces

s= [as = [(Irwllar= [ @@+ owpa

Caso C: y= f(x)

Si y = f(x) entonces tomando x = ¢ tenemos

s= [l = [ 1+ (@R

Caso C: r(1) =x(1)i+y(t)j+z(0)k

Si r(t) = x(t)i4y(t) j+z(t)k con r € [a,b] entonces

s= [as = [l = [ JeOp+ 0P+ @0pa

Ejemplo 7.13

Calcular la longitud de la circunferencia de un circulo de radio a.
Solucion: La circunferencia C se puede parametrizar con

C: r(t)=acos(t)i+asen(t)j con € [0,2x.

b 27 27
s:/ds = / ||r’(t)\|dt:/ \/(asent)2+(acost)2dt:/ adt =2ar
c a 0 0

Ejemplo 7.14

Calcular la longitud de la la hélice x(r) = 2cos(z), y(t) = 2sen(t), z(t) =t/4 con t € [0,27].

Solucién:
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jercicios

E

r(t) = 2cos(t) i + 2sen(t) § + t/4 k con t € [0,27].
\....Z,;../ —— ~—
x(¢

¥
r'(t) = —2sen(t) T + 2cos(t) ) + 1/4 k
(1) (1) '(t)
X (t y(t %

1) z(t

_ —

b 2 1
/ds = / ||F(¢)||dt = / \/4sen2(t)+4cosz(t)+dt
C a 0 16

7 [65 65
/0 Vie? = ™\ 16

@ 7.2.1 Calcular la longitud de la curva C: y = vx3, x € [0,44]

2
@ 7.2.2 Calcular la longitud de la curva C: x = §(y— 132, ye[1, 4].
@ 7.2.3 Calcular la longitud de lacurva C: y?> = (2x—1)3, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva tiene dos ramas).
@ 7.2.4 Calcular la longitud de la curva C: y =log(secx), x € [0, m/4]
¥l
@ 7.2.5 Calcular la longitud de lacurva C: y = 3 + o x € [1, 2]
X

@ 7.2.6 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas,

a.) b.)
Z
7T



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

7.3

7.3 Integral de linea para campos escalares. (hitps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 317

Integral de linea para campos escalares.

Masa de un alambre. Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varia continuamente y tiene valor p(x)
gramos por centimetro en el punto x sobre C.

Para estimar la masa total sobre C, hacemos una particién de C : {r(to),r(1),...,r(tx+1)} donde r es una parametrizacién
de C.

Si As; = ||r(tiy1) —r(t;)]| centimetros, la masa del segemento que va de r(t;+1) a r(t;) es aproximadamente p(r(z;))As;
gramos y la masa total m del alambre seria

m=

on

p(r(t:))As;

i=1

Esta es una suma de Riemman y por tanto podemos tomar el limite (si existe): m = / p(x)ds
C

Generalizando la férmula, si As; = ||r(t;11) —r(t;)|| = ||r'(&)||At, entonces

k
JLrds=Jim ¥ el @lia

flrs)

[
t

—
RIY; —

5 lrE)lIAL

Curva C ‘estirada’
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Definicion 7.3
Sea f:U C R" — R continua y C una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada por r(t) con
€ [a,b], entonces la integral de linea de f sobre C es

/fdf—/f DIIF @)1l dt

Ejemplo 7.15

Sea C el arco de pardbola x = y? con y € [0, \/E] Calcular / 2x —2y* 4+ 8yds
C

Solucién: Usemos y = ¢ como pardmetro,

Entonces ds = ||F'(t)||dt = V[X' )2+ [y (1)]2dt = /(2t)2+12dt

V2
/2x—2y2+8yds - / (22 = 28 4 81)y/(20)2 + 124t
C 0

V2
= / 8t\/ 42+ 1dt
0

) V2
= 5(4z2+1)3/2 = 52/3

0

Ejemplo 7.16

Calcular / (x> +y*)°ds con C la circunferencia x> 4 y*> = 4.
c
Solucién: Una parametrizacion de la circunferencia es
C: r(t)=2cost i + 2sent j, con t¢€ [0,27].

Como ds = ||F'(t)||dt = ||4sen®t +4cos’t||dt = 2dt entonces



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

7.3 Integral de linea para campos escalares. (hitps://tecdigital. tec.ac.cr/revistamatematica)). 319

2
/(x2+y2)5ds:/ $2dt = 2-4 -2m.
C 0

Ejemplo 7.17

2

Calcular % ds con C la espira (una vuelta) de la hélice x(t) = 2cos(t), y(t) = 2sen(t), z(t) = 2t.
cXxX=TYy
Solucién: Como ||r/(z)|| = ||4sen’t +4cos’t +4|| = +/8, entonces

2 27 442 16V/2
/ < / — 8dt = —\/_n3.
C o 4 3

PR 2 ds =

»
o

O

O

L

)

- —

L]

@ 7.3.1 Calcular / xy*ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién x> +y? = 16
C

@ 7.3.2 Calcular /xds donde C es el arco de pardbola C: y=x* con x € [—1,1].
c

+z

@ 7.3.3 Calcular / )2cy ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0).

CexX—Yy

@ 7.3.4 Calcule la integral de linea
x+y+z
a5 8
cx +y- +z

donde C es el segmento de recta que va desde A = (1,1,1)
hasta el punto B = (2,2,2), tal y como se muestra en la
figura a la derecha
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@ 7.3.5 Calcule la integral de linea

x% 42y
cV33-8z

donde C es la curva que se muestra en la figura a la derecha

ds

z A4
(0,2,4) C\‘(sz"*)
@ 7.3.6 Calcule la integral de linea * C
3
x+y+z—2ds >
/c & (0,2,2)
donde C = C| + C; + C3 + C4 es la curva que se muestra en C
la figura a la derecha x
_ Y
. : ¥24+z2=4 2
(x)Longitud de arco en coordenadas polares.
Abhora el pardmetro serd 6. Si C esta dada por r =r(6) con 6; < 6 < 6,, entonces
x(6) = r(6)cos(0) x' = r(0)cos(6)—r(0)sen(0)
=
y(0) = r(0)sen(0) y = 7(0)sen(6)+r(0)cos(0)

Luego, desarrollando y simplificando: ||(x,y)|| = v/(x')2 4+ (/)2 = /(' (8))> +r2(0). Asi,
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Longitud de arco en coordenadas polares

/Cfds: :zf(r(G)cos(G),r(G)sen(G)) [7/(8)]2+2(8)d6

Ejemplo 7.18

\ JO=7/4
r = 2v/cos 20
Calcular / x\/x2—y%*ds con C la curva de ecuacién >
c :
(@ +y*)? =4(x*—y?), x> 0.
Y =—m/4

Figura 7.10: Curva C

P . . v/ T
Solucién: Cambiando a polares la curva queda con ecuacién r =24/cos(26) donde 2 <0< o Ademads

2
() + ()2 = () +77(8) = (—@%) +(21/e0s20)) = =0

/4 4
/x x2—y?ds = / rcos0v/r2cos2® —r2sen?6 | —
c —n/4 cos(20)
/4
= 8 c0s20 cos0dO (sustituyendo r y simplificando).
—7/4
/4
= 8 cos O —2sen’ O cos0dO (sustituyendo cos26 = cos? 6 — sen’ 0)
—7/4
30 |%/4
162
= sen6—2Sen 0 :67\[
—7/4 3.

Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.
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Trabajo. Si se aplica una fuerza (empuje) constante F (en la direccion del movimiento) para mover un objeto a una
distancia d en linea recta, entonces el trabajo que hace la fuerza es W = Fuerza - distancia. Si hay un dngulo 6 entre la
direccién en la que se aplica la fuerza constante y la direccién del movimiento, entonces solo la camponente de la fuerza en
la direccidn del desplazamiento hace algin trabajo.

Supongamos que el vector Ar es la direccién del desplazamiento. Si 6 es la medida del dngulo formado por F y Ar
entonces el escalar ||[F||cos@ es la componente de la fuerza en la direccién del movimiento! (0 si 8 = /2 y ||F|| si
6 = 0). Luego el trabajo realizado es

W = ||F||||Ar||cos @ =F - Ar

Figura 7.11: Trabajo.

L L L L
1 2 3 4

Gf
|

Y

|

o

Figura 7.12: F (x,y) = (seny, senx) sobre una curva C  Figura 7.13: F(x,y,z) = —0.5(xsen y,0, — sen z) sobre una cur-
va C

Para calcular el trabajo que hace una fuerza para mover una particula sobre una curva C : r(t), usamos como vector de
desplazamiento el vector tangente dr. El escalar F - dr puede ser positivo o negativo, dependiendo de la orientacién de la
curva. Para calcular el trabajo sobre una curva C, se consideran pedazos muy pequefios de la curva, tan pequefios que

IF se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccién ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccién ortogonal es la parte
de F responsable del trabajo que se efectda.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap7-CSCDFLineayCampo.cdf

7.5 Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo. 323

son, aproximadamente, segmentos de recta y la fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamaiio ||dr||. El trabajo
hecho por F para mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F - dr. Sumando todos los trabajos (pasando a
la integral) obtenemos

W:/F-dr
c

Definicién 7.4 (Trabajo).
Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C estd orientada, es regular y simple. Entonces

W= /F dr = hm ZF ri)-Ar;,
o=

si el limite existe cuando es tomado sobre todas las particiones ordenadas r(), (1), ...r(tx+1) de C con ||M|| =
méx,{HAr,H} y Ar; = r(ti+l) _r(ti)7 i= 17 ’k

Figura 7.14: Calculando el trabajo W

& »
o

CurvaC(estlrada) | |

a
6

En la definicién anterior, C puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C es la unién de curvas regulares y
simples C1, Cy, ...,Cp,, escribimos C = C; 4+ C ... +Cp, y definimos

/F-dr: F .-dr + F-dr+-~-+/F-dr
C C G,

G

/
t ! ! !
@ El vector unitario tangente es 7 = H:'EI;H y dr = (dxi(t), dxy(t),...,dx,(t)) = (x,(t)dt, x,(t)dt,...,x,(t)dt). Si

C esta parametrizada por r(s) (usando la longitud de arco s como pardmetro) con 0 < s < ¢, entonces como

dr=r'(t)dr = i)

ol ||F'(¢)||dt = T ds, tenemos
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/CF-dr:/(f(F-T)ds

La funcién escalar F - T puede tener discontinuidades de primera espacie ligadas a algtin punto esquina de C.

@ Si C estd parametrizada por r(¢) con ¢ € [a,b], entonces

b
|F-dr= [ F@w). ) I @l = | F @) o

F(x,y) = P(x,y)i+0(x,y)]

Sea F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y) 3, como dx =x'(t)dt y dy =y'(t)dt, podemos escribir

b b
/F-dr: / F(r(t))-r'(t)dt = / Pdx+Qdy
C a a
Es decir,
b
/F-dr _ /de+Qdy
C a

= [ (P00, 06y (), @)

F(x,y,z) = P(x,y,2) T+ 0(x,5,2) j + R(x,y,2) k

Si F(x,y,z) = P(x,y,2) i+ Q(x,,2) + R(x,y,2) k, como dx =x'(t)dt, dy=y/(t)dt y dz=7'(t)dt, podemos
escribir

/CF~dr _ /abF(r(t))-r’(t)dt — /dex—l—Qdy—i—Rdz

a

Es decir,

b
F.dr = /de+Qdy+Rdz
C a

= [ PG0.20,206), 060,020, R, 50,6)- (1), 1), 2 (0)
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@ Cuando una curva C es parametrizada por r(¢) con ¢ € [a,b], entonces inducimos una orientacién en C. Distintas
parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones.

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x € [0,3]. Dos parametrizaciones que inducen
orientaciones opuestas son r(t) = (¢,sent) y ro(t) = (3 —1t,sen(3 —¢)) ambas con 7 € [0,3].

T

C C

Figura 7.15: Orientacion inducida por dos parametrizaciones.
Si ri(¢) parametriza C en una direccién con vector tangente 7 y r»(f) parametriza C en sentido contrario, con

vector tangente —7', entonces denotamos la segunda curva como —C y admitimos como vélido que

Convenio

/ F-dr:—/F-dr
-C c

@ Mis adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocién de orientacion: la curva cerrada C
estd orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C, la region siempre estd a nuestra
izquierda.

@ Note que el trabajo W puede ser un nimero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza actiia en contra del desplazamiento
de la particula.

@ Enlaseccién 7.9, la integral / F - dr se interpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes a la curva.

c
Si C es cerrada, esta integral indica como F tiende a circular alrededor de la curva. Esta interpretacién es la que
usamos para el teorema de Green.

Ejemplo 7.19

Consideremos una fuerza constante F(x,y) = 17+ 03.

Calcule / F - dr si C el segmento de recta que se muestra
C

YYvvyvyvvjvovy

C

en la figura.

> ) . Y |
Solucién: Usamos a x =¢ como pardmetro. La parametri- (t 1 ) X
zacion r(t) =ti+ 13, t € [0,2], parametriza a “—C” pues i ! 2 -

r(0)=(0,1)=By r(2)=(2,1) =A.
Figura 7.16: Curva C
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A

Es costumbre escribir, —C : r(r) =i+ 13, t € [0,2]. Luego, /(1) = 1§+ 0)
Como F(x,y) =17+0j entonces P(x,y) =1y Q(x,y) =0.

/CF-dr = —/_CF-dr
= */C(P(X(t),y(t)), O(x(1),y(1))) - (' (1), ¥' (1)) dt

2
_ _/ (1,0)-(1, 0)dt
0

2
= —/1dz:—2
0

Ejemplo 7.20

Sea F(x,y) = xf+ (x+y)j. Calcule /F -dr si C es la curva de ecuacién es y = x
c

2

, x € [—1,2] tal y como se

muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x =t como pardmetro. La parame-
trizacién r(t) =i+, t € [—1,2], parametriza a “—C”
pues r(—1)=(—1,1) =By r(2) = (2,4) = A.

Es costumbre escribir,
—C: r(t)=t11+1%3, te [-1,2].
Luego r/(r) = 11421}

2
Como F(x,y) = xi+ (x+y)j entonces P(x,y)=x y (t,t2)

O(x,y) =x+y.

) Y e N N NN

\
B

Figura 7.17: Curva C
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/F-dr = —/ F-dr
c -C

= */C(P(X(f),y(t)), Q(x(1),y(1)) - (' (1), ¥'(r)) dt

= —/2 (t, t+1%)-(1, 20)dt

-1

2
= 7/ t+22+28dr = —15
1

Ejemplo 7.21

2 2

Calcular / yzdx+x2dy donde C es la elipse % + % =1.
c

Solucién: Podemos usar la parametrizacion

—C: r(6)=2cos0 i+3sen6 j con 6 € [0,27].

Como F(X,y) = (y27x2) entonces P = y2 y Q — XZ.

Entonces,

Figura 7.18: Curva C.

/yzdx+x2dy = /F-dr
C c

27
= —/ (9sen® 0, 4cos?0) - (—2sen B, 3cosH)do
0

2
= —/ —18sen’ 0+ 12cos*0d0 = 0 ( Usar: cos’ 8 = (1—sen’8)cosH.)
0

Sea F(x,y) = (y*, x?). Calcule /F -dr donde C es la curva de la figura 7.19.
c
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Solucién: Parametrizamos C,

C; : ri(t)=(,0) con re [0,1]

C, : n(@)=(1,t) con re [0,1]

~C3 : r3(t)=(t,t*) con t€[0,1]

Figura 7.19: Curva C =C; UG, UCs.

/yzdx—i-xzdy = / yzdx—i-xzdy—l—/ yzdx—l—xzdy—/ y2dx +x2dy
C C C —C3

= /(Ot)(lOdt+/ )-(0,1)dt /0(4 %) (1,2t)dt

/0dt+/ ldt — /t+2t3]dt 130

Ejemplo 7.23

Sea F(x,y,z) = 2xIn(yz) i+ (—5e> ( +2z> zw
2

y sea C la curva de la figura. Calcular / F -dr.

Solucioén:

—Cy: ri(t)=(0,z,1) con r€ [1,3],

Cy: ry(t)=(0,1,¢) con te€ [1,2].

Figura 7.20: Curva C = C; UG;,.
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F.dr — /CIF-err [ Fear = —/13F(r1(t))-r’l(t)dt+/12F(r2(t))-r’2(t)dt
B3] 2
_ 7/ F(O,t,l)-r’l(t)dt+/F(O,l,t)~r’2(t)dt
1 1

3 2
— —/ (0,—5,2)-(0,1,0)dt+/ (0,—5,21) - (0,0, 1)dt
1 1

13

3 2
- _/ [O+(—5)-1+O]dt+/ [04+0+(2t) - 1]dt
1 1

Ejemplo 7.24

Sea F(x,y,z) = (x+y) 1+ (y—z) )+ (x+z) k y sea C la curva de la figura 7.21. Calcular /F -dr.
c
Solucion: Primero parametrizamos C.

C; se puede parametrizar usando la férmula para el segmento de recta que va desde A; = (1,2,0) hasta A, =
(0,4,2), es decir,

Ci: ri(t)=A1+t(Ay—A)) = (1—1) i+ (2+21) j+2t k, con 1€ [0,1].

C, se puede parametrizar tomando z =t.

Figura 7.21: Curva C

Ci:r(t) = (1—t)i+Q2+2)j+2k,te0,1], +/

—Cy :r(t) = (0,2,1),1€10,2], r(0)=(0,0,0) y r(2)=A4,.
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/F-dr = F-dr— | F-dr
C G

C
1 2
_ /0 F(r(e))- ¥, (1) dt — /0 F(ra(t)) - ra(c) dt

1
= /(3+t,2,1+t)-(—1,2,2)dr—/(tz,tz—t,t).(O,Zt,l)dt
0 0

1 2 ) 23
= /t+3dt—/ (=202 +28dt = —=—
0 0 6

Ejemplo 7.25

Sea F(x,y,z) = (z+cosx)i+ (2z+xcosx) j+ xk.
ZA
Calcular /F-dr si C=C1+GC+Cs, tal y como se 3
c
muestra en la figura de la derecha.
lucion: |
Solucion (2’1,2) TA
Una parametrizacién para C es C 1
[ —Ciin()=(2,1,),1€[0,2] B, %3
G ra(t) = (1,1,0 0,2 X 2 ?\g
C: _2-r2()_(ta’)?t€[7] T C2
—C3:13(t) = (0,£,0), r € [0,1] Figura 7.22
\
Asi
2 2 1
/F-dr _ —/ (t+cos(2),2t+2005(2),2)-r’1(t)dt—/ (cost, tcost, t)'r’z(t)dt—/ (1,0,0) - F(1)dr
c 0 0 0
2 2 1
= —/ (r+cos(2), 2t +2cos(2), 2)-(0,07t)dt—/ (cost, tcost, t)-(l,0,0)dt—/ (¢,0,0)-(0,1,0)dt
0 0 0
2 2
= —/ 2tdt—/ costdt —0
0 0
= —tz}é — sent|§ = —4 —sen(2)
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jos ﬁ

9 @ 7.5.1 Calcular /F-dr, F(x,y) =xi—yj, C; : (x—
c

9 3)2+y* =1 donde C = C; UGC,.

()

- —

LL]

@ 7.5.2 Calcule /xdy —ydxdonde C =C UG,
C

@ 7.5.3 Calcule la integral /F -drdonde C=CiUCU
c
C3, y ademas F(x, y) = (2y+m) i+ (5x+earctany)j

@ 7.5.4 Calcule /xzzdx—yx2 dy 4+ 3xzdz donde C =
c
C1 UG, UG5 (figura de la derecha).

w ¥

o(3-1)

YA

(x—12+y2=1

G
Cy

(y—-12+22=1

<Y
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@ 7.5.5 Evalde la integral de linea / xds donde C =
C
C1 UG, UG5 es la curva del ejercicio anterior.

@ 7.5.6 Calcule I = /xdx+zdy—i— dz. La curva C =
C

C1 UG, es la curva que aparece en la figura; Cy es un trozo
de la circunferencia x> +y*> = 1 y C, es el segmento que
vade (0,1,0) a B=(2,2,3).

@ 7.5.7 Considere el campo de fuerzas
F(x,y,2) = 4xe* T+ ycos(z) §+2x%€ k.

Sea C la curva de la figura a la derecha. Calcule / F -dr.
c

Campos conservativos. Independencia de la trayectoria.

Una condicién para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que une a A con B es que exista ¢ tal que
F =V con ¢ € C'. En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier camino que una A con B o
también, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea.
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Definicion 7.5
Un conjunto D C R" se dice conexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva regular a trozos
contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”.

Un conjunto D C R” abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C en D, encierra
una regién que estd también en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no tienen “agujeros”.

Un conjunto D C R" se dice convexo si para todo par de puntos A,B € D, el segmento de recta que une A con B
estd contenido en D, es decir, {A+t(B—A): t € [0,1]} C D.

S m == i

D es simplemente conexo, pero no convexo D es conexo pero no simplemente conexo D es convexo

Definicién 7.6
Sea F un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si ¢ es una funcién diferenciable sobre U tal que
F =V, decimos que ¢ es una funcion potencial de F. También decimos que F es conservativo.

Si U es conexoy F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. También se puede mostrar
que si F = (P,Q) ysi P, # Qx, entonces F no es conservativo (no tiene funcion potencial). La condicién P, = Q, es solo
necesaria para que F sea conservativo. La condicion es necesaria y suficiente si U es simplemente conexo.

Sea F =P i+ Q j esde clase C' en un conjunto simplemente conexo D del plano. Decimos que F es conservativo
sii

IP P

dy  ox

Sea F=Pi+Q3+R k es de clase C' enun conjunto simplemente conexo D del espacio. Decimos que F es
conservativo sii

P 90 9P IR 90 OR

dy dx’ 9z oJx' 9z dy
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Sea @ : D C R” — R una funcién de clase C' donde D es conexo y abierto. Sea C una curva regular a trozos en
D parametrizada por r y sean A =r(a) y B=r(b); se tiene

.vo-dr=o(5)—p(a)

Sea D simplemente conexo. Sea C una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada por r. Suponemos
que C iniciaen A y terminaen B. Sea F un campo definido en D.

@ F es conservativo <= existe ¢ de clase C! tal que F = V¢, sobre D.
@ Si F es conservativo, existe ¢ de clase C! tal que / F.-dr=¢(B)—¢(A)
c

@ Si F es conservativo, / F.dr= | F-dr donde C’ es cualquier curva, contenida en D, regular a trozos y que
c c
vade A a B.

@ F es conservativo <— / F - dr = 0 para cualquier curva cerrada simple C contenida en D.
c

Observe que si / F - dr = 0 para alguna curva cerrada simple C, esto no significa que F sea conservativo. El la parte 3.
C

del ejemplo 7.5 tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es conservativo.

Ejemplo 7.26

2 2
Sea F(x,y,z) = (2xIn(yz) — Sye*) T+ (x — Sex> j+ <x +2z) k y sea C una curva simple que une A = (2,2, 1)
Yy %

con B=(3,1,e). Calcule /F-dr.
c
Solucién: F es de clase C! enlaregion D = {(x,y,z): x>0, y >0, z>0}. Esta region es simplemente conexa.

El campo es conservativo en esta region pues,

JdP JdQ IP dR JQ JdR
—=-5"+2%x/y=—, —=2u/z=—, —=0=—

dy e +2x/y dx dz */2 dx dz dy

Luego, podemos calcular la integral de linea usando un camino C’ en D que una A con B o también podemos
calcular una funcién potencial ¢ y usar el teorema fundamental para integrales de linea.

En este caso vamos a calcular la integral usando una funcion potencial ¢ . Como V¢ = F entonces ¢, =P, ¢, = 0,
y ¢:=R.
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o = 2xIn(yz) —5ye* = o@(x,y,2)= /2xln(yz) — 5ye*dx = x*In(yz) — Sye* + K1 (y, 2).

2 2

oy, = T 5 =  ¢(x,y,2) :/X——Sexdy = ¥’Iny—5Sye* + Ka(x,z).
y y
x X 2 2

¢, = Z"‘zz — (p(xvyaz) :/?+2Zd2 = x"Inz+z +K3(x’y)'

Observemos que x*Iny+x*Inz = x*In(yz). Recolectando primitivas podemos adivinar que

@(x,y,2) = x*In(yz) — Sye* + K

lo cual podemos aceptar después de verificar que @, =P, ¢, = Q, y ¢, = R. Finalmente,

/F-dr: @(B) — @(A) =8+ 11¢> —5¢° —4log(2) ~ —13.9207.
C

Ejemplo 7.27

Considere el campo de fuerzas F(x,y,z) = 4xe* i+ cos(y) j+ 2x2€ k.

(2,0,4) Z

Sea C la curva de la figura. Calcule / F -dr.
c

Solucién: F es de clase C! sobre D = R® que es simplemente
conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la curva C pues F
es conservativo. En efecto

P

P Y 8P_4 OR 20
dy

_ %

a0 _JR a0 R
~ ox’ az_xe_(?x’ y8z_

0 ~

0

Figura 7.23: Curva C.

En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcién potencial y también
usando un camino C'.
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Primer Manera: Con un camino C’ que inicia en (2,0,4) y termina en
(0,0,0). El camino que hemos escogido se ve en la figura.

—C; : ri(t)=(,0,4) con 7€ [0,2]

—Cy : r(t)=1(0,0,¢) con t€ [0,4]

F.-dr = /F-dr+ F -dr
c @

(@)

2 4
_ —/FﬁﬁAyﬂUMri/Fmﬁ¢yé®m
0 0

2 4
= —/ (4e4t,1,2e4t2)-(1,0,0)dz‘—/ (0,1,0)-(0,0,1)dt
0 0

L /2 bt — gt Figura 7.24: Curva C' = C; UG,.
0

Segunda Manera: Con una funcién potencial.

( o = 4dx&¢ = o@(x,y,2)= /4xeZ dx = 2x*¢ + K1 (9,2),
B = cos) = o= [cosy dy=senytKalrd), = 9(xnD) =206 +seny +C
o, = 2% = @(x,yz) = /2xzeZ dz = 2x*¢* + K3(x,).

Finalmente, /F -dr=¢(0,0,0) — ¢(2,0,4) = —8¢*.
c

Comentario: La condicién “simplemente conexo” para que F sea conservativo.

-y

1y 2y —|—y2> definido en R? —{(0,0)}. Se verifica que P, = Q; pero

SwF@w:<

/F-dr =27 si C eslacircunferencia x>+ y> =1,
o

lo cual indica que F no tiene funcién potencial.
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—y ¥

Lo mismo pasa si consideramos F'(x,y,z) = | 55—, 5—,
p (x,y2) <x2+y2 21y

O> para R? — {(0,0,0)}
El problema en principio es que se requiere que F esté definido en una regién simplemente conexa, pero la explicacion
detallada de este fenomeno con el campo F es una cuestion topoldgica que tiene que ver con homotopias. Un articulo

sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V. Pati, “How Topology Governs Analysis” http://www.isibang.ac.
in/~statmath/stinc/database/notes/puncturedplane.pdf

@ 7.6.1 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (2xy+2°)i +x%j +3xz° k .
a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F .

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (1,1, 1) hasta
(1,1,2).

@ 7.6.2 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (yz —y* +2x2)i + (xz—2xy)j + (xy +x*) k.
a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F .

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (0, 1,0) hasta

(—1,-1,0).
1 4
@ 7.6.3 Sea F(x,y,z) = (2x+5)i+(3y*)j+-kyC la
% Z
trayectoria que va de A = (0,1,1) hasta B = (1,0,1) de ’?

acuerdo a la figura de la derecha.

B=(1,0,1) - S UL
a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo. — 1
1.2 2 o
x+y ' =1z=1

|
b.) Calcule la integral de linea / F - dr utilizando una ‘\ ,
c ! ‘

., . ) 1
funcion potencial. ‘ \\S

c.) Calcule la integral de linea / F - dr, sin usar una
c

funcién potencial.
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@ 7.6.4 Sea F definido por

F(x,y,2) = (yz+ycos(xy)) i+ (xz+xcos(xy)) +xy k

y C la trayectoria que va de A hasta B de acuerdo a la
figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo.

b.) Calcule la integral de linea / F . dr utilizando una
C

funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea / F - dr sin usar una
c

funcién potencial.

@ 7.6.5 Sea F definido por

F(x,y,2) =xi — yj+zk

y C =C;+C,+C3+Cy la curva que se muestra en la
figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo.

b.) Calcule la integral de linea / F - dr utilizando una
c

funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea / F - dr sin usar una
c

funcién potencial.

@ 7.6.6 Sea F un campo de fuerzas tal que

1 1
F(x,y,2)= <ycos(xy)+x+ T xcos(xy), Z—i—l) )

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservati-
VO.

b.) Calcule la integral de linea / F.dr
C

Zy,
— 4\. (O ’2’4)
Cy
\ C3
2
(0,2,2)
Y
G
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@ 7.6.7 Sea F un campo de fuerzas tal que

F(x,y, 2) = —(2x+3x°2)i — 2y+3y°z")j— (2 z+4°2 )k

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservati-
vo.

b.) Calcule la integral de linea / F-dr
C

@ 7.6.8 Considere el campo vectorial F(x,y,z) = (yz> — senxsen(7 —y), xz> — cos(m — y) cosx, 2xyz) y sea C la
curva que une los puntos (7,0,0) con (0,7,0), como se ve en la figura

a.) Verifique que F es conservativo.

b.) Calcule / F - dr usando una funcién potencial.
C

s

x2 +y2’ x2 +y2
/F .dr=2m si C eslacircunferencia x*+y> =1.
c

@7.6.9 Sea F(x,y) = < > definido en R? —{(0,0)}. Verifique que P, = Q, pero que sin embargo,

Teorema de Green (en el plano).

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el plano”, aplica para regiones planas limitadas por curvas cerradas y
simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en términos de “circulacién”, se puede ver en la seccién 7.9.

Sean Py Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S; del plano XY. Sea C una curva
simple cerrada regular a trozos y sea D la regién encerrada por C (es decir, C = dD). Si D estd contenida en S, se
tiene la identidad
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jfpdeery://&Q—‘;PdA
fo p dx dy

donde C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj.

@ Intuitivamente, C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C laregién D estd
siempre a la izquierda. Notar que C = dD indica que C es la frontera de D.

Ejemplo 7.28

Calcular / y2dx+x*dy si C es la curva de la figura.
c

Solucién:

En este caso, P(x,y)=y*> y Q(x,y)=x>. Como se

cumplen las condiciones del teorema de Green entonces,

/yzdx—i—xzdy = //aQ—anA
c p dx dy

Figura 7.25: Curva C =C; UG UCs.
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Ejemplo 7.29

Calcular / (x+y)dx + (3x+arctany)dy si C es la curva
c
de la figura.

Solucién: En  este  ejemplo, P(x,y)=x+y vy
QO(x,y) = 3x+arctan(y). Como se cumplen las con-
diciones del teorema de Green, entonces

00 JP
/C(x‘i‘)’)dx-l-(?)x—i-arctany)dy = //Dg_a_ydA

1 3-3x
2
= // 3—1dydx
—1Jx2-1
26

1
= / 5—3x—2x2dx = —
q 3

y=a>—1

Ejemplo 7.30

Calcular / (x4 arcsenx)dx 4 (2x+1In(y* —3))dy si C es

la curva de la figura.

Solucion: En este ejemplo, P(x,y) =x+arcsenx Yy
Q(x,y) = 2x+In(y* — 3). Como se cumplen las condicio-
nes del teorema de Green podemos poner
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/c(x+arcse“x)dx+(2x+1n(y2—3))dy = //(QQ—aP dA

= / / 2dydx
1-x2/4
= / 6——dx- 16.

342

@ 7.7.1 Sea F

un campo vectorial dado por

Flx,y) = (x+y) i - (x2+y2) j- La curva C es la

frontera del trapecio limitado por las curvas y =0, x =1,
x =3y y =x como se muestra en la figura.

a.) Calcular la integral / F - dr usando el teorema de
C

Green.

b.) Calcular la integral / F - dr sin utilizar el teorema
C

de Green.

@ 7.7.2 Considere el campo vectorial

F(x,y) :xi+(x+y2)j.

Calcular / F -dr donde C =C; +C;, tal y como se

C
muestra en la figura a la derecha.

YA

<Y
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@ 7.7.3 Considere el campo vectorial F(x,y,z) = yi +x?3.
Calcule la integral de linea [ F - dr donde C es la curva

C
que se muestra en la figura a la derecha

@ 7.7.4 Calcule la integral / F-drdondeC=C,UC,U
C
Cs, y yF(x, y) = (x> +v2+cosx)i + (yx* —ye*™)j

@ 7.7.5 Calcule /(4y + arctan(x/5) dx + (x> + In(y +
c

1))dy donde C es el camino representado en la figura a
la derecha.

Area como una integral de linea.

Si P(x,y) =0y Q(x,y) = x entonces O, — P, = 1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las condiciones)
obtenemos otra manera para calcular el drea de Ap siendo la frontera de la regién D una curva orientada contra-reloj.

foclx+xdy = //ldA:AD
C D
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Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad.

Teorema 7.5
Si D es una regién plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada contra-reloj, entonces

el area de D viene dada por

AD:%xdy
C

x2 2

Ejemplo 7.31
Y1,

Calcular el drea de la regién encerrada por la elipse — + i
a

Solucion: Parametrizamos la elipse con r(t) = acost £+ bsent j con t € [0,27|. Esta parametrizacion orienta la
elipse contra-reloj. En este caso, x = acost mientras que y = bsent y dy = bcostdt,

2
AD:/xdy :/ acost-bcostdt = mab.
C 0

Ejemplo 7.32 (Area de un poligono simple).

Verifique que el drea de un poligono simple de n vértices {(xp,y0), .-, (Xn—1,Yn—1)} €8s

= (X1 %) Vi1 — Vi)
A= k;) 5

Asumimos que (xq,y0) = (X, Vn)-

NI
&

Solucion: El drea del poligono es, por el teorema de Green en el plano,
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Ap:j{xdy://ldA
o D

Aqui C=C;+C+...+C,_1 y cada segmento C; estd parametrizado por

ri(t) = (k1 —x) 1+, kg1 =)t +yx) con t € [0,1],

entonces,

n—1

n—1
Xk+1+X -
Ap:]{xdy — 27{ et — i) (K1 —x0) £ +xi] dt = (Xk+1 k)2(y1<+1 Vi)
@ e kE:O

Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P, Q,R) entonces el rotacional de F es

RotF = = (Ry—0Q;, P.—R:, 0, —P)).

W My~
Q v
R

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

Jd o Jd
V:(ay’ay’ay)

Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

R _(3f df Af
Vi = (ay’ P ay>f = (ay’ Iy’ ay>
(9 9 D 9P 90 OR

Jd d d
VxF = <aya aiyv ay>><(P7Q1R) - (Ry_Qz»Pz_Rxan_Py)

Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que es arrastrado
por este fluido.
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:[F LrL

) ) . . . .. F z
La “circulacién” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo largo Y E
de una curva. La circulacién de un fluido sobre una circunferencia C en un F:

T
plano z = ¢ se mide con la componente tangencial de F, es decir, se mide con N.=(0,0,1) \
7"/ (t) z » Yy
F-Tdonde T =" NG L
IZal ;%

El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,

circulaciéon = /F~Tds = /F-dr
c c

Si la circunferencia es C: r(t) = (a+rcost)i+ (a+rsent)j+ck con r € [0,27] y si F(x,y,z) = (—ky,0,0), entonces
RotF = (0,0,k) y

circulacién = / F.-dr = knr> = RotF Nz Aiirculo
c

Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un cuadrado, Y

i ) k(b+s) ©
orientada contrareloj, en el plano z = c¢. Supongamos que cada uno de sus lados b+s A
miden L y que estos lados son paralelos a los ejes. Como antes F = (—ky,0,0). . X
En este caso, F-T =0 en loa lados paralelos al eje Y, En el lado de arriba
(y = b+ L) la velocidad tangencial es k(b+ L) y el lado de abajo (y = b) la b
velocidad tangencial es —kb; por lo tanto, —kb F

circulacion = k(b-+L)L —kbL =kL* = RotF -N, A yadrado

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulacién de F a através de la frontera de rectdngulos en los
otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusién de que si S; es una superficie orientada,
entonces

circulacion de F atravésde dS; = Flujode RotF atravésde S

F-Tds = / RotF -NdS = / / circulaciéon microscépica de F” dA
(951 Sl D

Orientacién positiva de € = 95, respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere que la curva
esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientacion de la curva debe ser tal que gire contra-reloj respecto al
vector normal unitario N.
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Figura 7.26: Orientacién positiva de C respecto a N.

Teorema 7.6 (Teorema de Stokes).

Sea S una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = dS;, cerrada y regular a trozos.
Si F = (P,Q,R) es de clase C! sobre S; y si N (el vector normal unitario) es elegido de tal manera que C tiene

orientacion positiva, entonces

/F-dr:/ RotF -NdS
C S1

El teorema de Stokes se puede extender a dos o mds curvas cerradas.

Ejemplo 7.33

Sea S la superficie de ecuacién z = 2 definida sobre el circulo D =
{x? +y? < 4}, tal y como se muestra en la figura. La curva C es la

. .z N =(0,0,1
frontera de §;. Una parametrizacién para C es @00

r(t) =2cost i + 2sent j+_ 2 k, t€ [0,27] ' =95,
x(1) ¥() 2(1)

Si F(x,y,2) = 3y i—xz j+y2°k,

a.) calcular / F - dr usando la definicion de integral de linea,
c

b.) utilice el Teorema de Stokes para calcular / F.-dr.
c

Solucién:
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a.) Por definicion de integral de linea.
/F~dr _ /F(r(r))-r’(t)dt
c c
2
= / (3-2sent, —(2cost)(2), (2sent)(2)?) - (—2sent,2cost,0) dt
0

2
= / —12sen’t — 8cos’tdt = —207
0

b.) La superficie es S: z =2 y la proyeccién es el circulo x> +y? = 4.

(_ZX7 —Zy, 1)

El vector N se debe tomar de acuerdo a la regla de la mano derecha: N = TE——
T KXy T Ky

=(0,0,1).

Luego, RotF = (x+z2, 0, —3 — 7). Entonces,

/F-dr = //RotF-NdS = // (x+2%,0,—-3—2)-(0,0,1)dA = // —3—-zdA
c s Ry Ry
= // —5dA, pues S;:z=2
RX}’

2n 2
= / / —5rdrd6 = 20w
0 0

Ejemplo 7.34

Utilice el teorema de Stokes para calcular / F - dr donde
c

F(x,y,z) = 3yi—xzj+yz’k y C es la curva de interseccion
entre el paraboloide 2z = x> +y* y el plano z =2, tal y
como se muestra en la figura.

Soluciéon: La curva es borde de dos superficies, el
plano z =2 y también del paraboloide 2z = x*> +y2. ;Cudl
superficie escoger, el paraboloide o el plano?.

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger
cualquiera de las dos. La mds simple es el plano z = 2.
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Si §: z—2=0 entonces N = £(0,0,1). ;Cuél signo se escoge?.

Las integrales / F.dry / RotF - NdS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regla de la mano
C Si

derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientacién de C, el que se debe escoger
es N=(0,0,1).

/F-dr = / RotF -NdS
C S1
= // (22 4x, 0, —z—3)-(0,0,1)dA,
Ry

2r 2 2n 2 -
= / /(—z—3)rdrd9 :/ /(—2—3)rdrd9 = —-100]," = —20x.
0 0 0 0

Ejemplo 7.35

Sea F(x,y,z) = (x+y, 2x—z, y+2z) y Si la porcién del
plano 3x+2y+z = 6 en el primer octante. Sea C la

frontera de la superficie Sj. Calcular / F -dr.
C

Solucion: La ecuacién de la superficie S§; es
z=6—3x—2y. La curva estd orientada a favor de reloj
respecto al vector normal Ny = (—zy,—2zy,1) = (3,2,1),
como se ve en la figura, por lo tanto debemos usar el vector
Ni = (zv,2y,—1) = (=3,-2,—1). Recordemos que no
necesitamos hacerlo unitario por la cancelacion de normas
en la integral de superficie.

@ RotF = (2,0,1).

/F-dr _ / RotF -N dS
C S

_ // (2,0,1)- (=3, -2, — 1) dydx

D

2 3-3/2x
= —/ / Tdydx = —21.
0 Jo
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Ejemplo 7.36

Calcular / F -dr si F(x,y,z) = (yz,x,72). C es la frontera de la superficie S; : y = x> + 1 limitada porlos planos
c

z=35—yy z=0, como se ve en la figura.

Solucion: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S; sobre XZ y proyectando S| sobre YZ.

Proyectando s, sobre el plano XZ. Como S; : y = 14 x2, un vector normal es N1 (x,,z) = £(—y,1,—y;). El
normal adecuado es N (x,y,z) = (yx,—1,y;) = (2x,—1,0). En la figura aparece el vector N(1,2,2) = (2,—1,0).
RotF = (0,y,1 —z).

/F-dr _ / RotF -N dS
C S1

2 Va—x2
= / / (O,y,l—z)-(Zx,—l,O)dzdx
0 JO

2 VA2
= / / —ydzdx
0 Jo

2 pVa—x2
_ // 2~ ldzdx = —48/5.
0 JO

Proyectando S, sobre el plano YZ. Como S; : x =+/1 —y, un vector normal es N(x,y,z) = £(1, —xy, —x;).

—1
l,————,0]. RotF = (0,y,1 —2).
,2\/y_—1,) otF = (0,y,1-2)

El normal adecuado es N (x,y,z) = (
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/F-dr _ / RotF -N dS
C S1

5 p5—y —1
= 0,3,1-2)-(1 ,0 ) dzd
/1/0 (0., Z)<,2m/>zy

5 p5-y y
/1 /0 2y/y—1 o /

Ejemplo 7.37

Sea Sy :y=4—x>—z* enel primer octante y C = dS;. Calcular

/CF-dr si F(x,y,2) = (17,2,)

Solucién: La ecuacién de la superficie S; es y = 4 — x> — 22
Vamos a proyectar sobre el plano XZ. El vector normal adecuado
para que se cumpla la identidad del teorema de Stokes es
Ni(x,y,2) = (=yx,1,—y;) = (2x,1,2z). Para ver esto, tome
un punto de la superficie S, digamos (1,2,1). En este caso
Ni(1,2,1) = (2,1,2). Al trasladarlo a la superficie, vemos que es
el vector adecuado.

Figura 7.27: Curva C.

® RotF = (0,0, —x).

/F-dr _ / RotF -N dS
C S

- // (0,0, —x) - (2x,1,2z) dzdx

D

2 VA2
= / / —2xzdzdx = —4.
0 JO
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Ejemplo 7.38

P
icios H

Ejerc

leﬁ Sy : z = sen(xy)

Sea Q el solido limitado por las superficies

S : z=sen(xy), S : ng y S3 : y=x. Calcule

/F -dr si F = (z, x, x) y C es la frontera de la
c

superficie S.

Solucién: Como S : z = sen(xy), entonces Ni(x,y,z) = (—ycos(xy), —xcos(xy), 1). Tomamos un punto de la
superficie, digamos (1,1,sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslacién del vector N(1,1,sen(1)); se nota
que la curva C no estd orientada positivamente, asi que debemos tomar N = (ycos(xy), xcos(xy), —1).

Ahora, RotF = (0,0, 1); proyectamos sobre el plano XY, la regién de integracion es el tridngulo 0 <x < /2 y
0<y<x

/F-dr :/ RotF -NdS
C M

/2 px
= / / (0,0,1)'(yCOS()Cy),XCOS(Xy), _])dydx
0 0

/2 rx 2
= / / — ldydx = T
0 Jo 8

@ 7.9.1 Calcule /F -dr donde C es el camino que se

C
representa en la figura a la derecha y ademads F es el
campo de fuerzas: F(x, y, z) = x*i +4xy°j +x° k .
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@ 7.9.2 Considere el campo de fuerzas

F(x,y, z) = z%ycos(xy)i +z2x(1+cos(xy))j +2sen(xy) k.

Calcule / F - drsi C es el camino que se indica en la figura

C
a la derecha.

@ 7.9.3 Sea F(x,y,7) = —* i‘—l—zj—i—xlAc. Considere-
mos la superficie de la figura, S = S;JS2 y la curva
C =C| +C, +C5+C4 el borde de la superficie S.

a.) Calcular / F - dr usando la definicién de integral de
c

linea.

b.) Calcular / F - dr usando el Teorema de Stokes
c

@ 7.9.4 Usando el Teorema de Stokes calcule la integral
F -dr donde F(x, y, z) =xyi +yzj +xzk y Cesel

camino indicado en la figura a la derecha.
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@7.9.5 Sea F(x,y,z) = —y i+2)+ (x+z) k. Use el teo-

rema de Stokes para calcular / F - dr donde C es la curva
c
de la figura que sigue.

@7.9.6 SeaF(x,y,z) = 2yzi—4x j— 37 k,yseaClacur-
va que se obtiene al intersecar la superficie z = 4 —x? con el
plano y 4z = 6, tal y como se muestra en la figura. Calcular

/F-dr.
c

@ 7.9.7 Plantee las integrales necesarias para calcular

/F-dr si. F(x, y, z) = 3yi —xzj +yz2k y Ces el ca-
C

mino indicado en la figura a la derecha.
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@ 7.9.8 Sea F(x,y,z) = (x* —y, yz —x, x+2y). Calcule
la integral de linea / F - dr , donde C es la curva que se

c
muestra en la figura de la derecha.

@ 7.9.9 Sea F(x,y,z) = (x+2z, 2y, y—z). Calcule la
integral de linea /F -dr ,donde C=C,+C,+Cj tal y

c
como se muestra en la figura de la derecha.

@ 7.9.10 Calcule la integral / F - dr donde

(o}
F = (zx, zy, x) y ademds C = C; + C, + C3 + C4 es
la curva que se muestra en la figura.

plano y=2x (1,2,0)

C=C+C+C+Cy
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\

8.1 Apéndice A: Mds sobre cénicas

En esta secciéon vamos a ver que la manera practica de identificar la cénica de ecuacién (1.2), con todos sus elementos.
También vamos ver teoria de invariantes. Usando esta teoria podemos identificar la cénica, sin atender a sus elementos,
directamente aplicando el siguiente teorema,

Teorema 8.1

Consideremos la ecuacién general Ax> 4+ Bxy+Cy? + Dx+ Ey+F = 0. Entonces,
a) si B2 —4AC =0y 4ACF + BDE — AE?> — CD? — FB? # 0, tenemos una parébola,

b) si B> —4AC <0y (A+C)(4ACF +BDE — AE*> — CD? — FB?) < 0, tenemos una elipse,
¢) si B> —4AC > 0 y 4ACF +BDE — AE> — CD? — FB? # 0, tenemos una hipérbola.

Si definitivamente se sabe que la ecuacién general corresponde a una conica propia, entonces
a) si B> —4AC =0, tenemos una pardbola,

b) si B2 —4AC < 0, tenemos una elipse,

¢) si B2—4AC > 0, tenemos una hipérbola.
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Preliminares: Traslacion y rotacion de ejes.

Traslacion del origen. Sea P con coordenadas (x,y) en el siste-
ma estdndar XY. Nos interesa las coordenadas de P en un nuevo
sistema X'Y’ con ejes paralelos a los ejes X e Y. Si el nuevo sis-
tema tiene su origen en el punto (%,k) (en coor-denadas estindar),
el punto P tendrd coordenadas

P= (X/,y/) = (X—h,y—k)

en el nuevos sistema. Asi, la transformacion de coordenadas, para Figura 8.1
pasar del sistema XY al sistema X'Y’, es
x=x+h
(8.1)
y=y+k
Si aplicamos este cambio de variable a la ecuacién general

Ax* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0,

obtenemos

Ax"? 4 BX'y +CY? 4 (D +2Ah + Bk)x' + (A + Bh+2Ck)y 4+ Dh + Ah* + Ek + Bhk +Ck* + F = 0.

Cénicas centrales. Para eliminar la traslacion en el eje X’ y la traslacion en el eje Y’, debemos tomar 4 y kde tal
manera que

{D+2Ah+3k = 0, 52)

A+4+Bh+2Ck = 0.

Esta sistema tiene solucién si B> —4AC # 0. En este caso,

2CD — BE

B2 —4AC’
(8.3)
2AE — BD

k= 22
B2 —4AC

Asi, si B> —4AC # 0, la ecuacién general queda reducida a

CD?> — BDE +AE* + B°F —4ACF
B? —4AC B

AxX? +BY'y +Cy* + 0. (8.4)
Las cénicas propias para las cuales B> —4AC # 0, se llaman “cénicas centrales”. Como la ecuacién reducida (8.4)
permanece sin cambios al sustituir x e y por —x y —y, esta conica es simétrica respecto al punto (h,k) definido por las
ecuaciones (8.3). Es decir, (h,k) es el centro de esta conica.
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Ejemplo 8.1

Consideremos la cénica 3x*> — 2xy + 5y> — 10x — 10y — 4 = 0. Verifique que es una cénica central y calcule su
centro (h,k). Aplicar el cambio de variable (8.1) para reducir la cénica.

Solucién: Como B? —4AC # 0, se trata de una cénica central. El centro es, segtin (8.3), (h,k) = (15/7,10/7).
Aplicando el cambio de variable x =x'+h y y = x' +k, obtenemos

3x2 —2x'y +5y? —153/7 = 0.

YA v 4

AN
‘\_.tiz./x h

Rotacion alrededor del origen. Sea P con coordenadas (x,y)

en el sistema estdndar XY. Nos interesa las coordenadas de P en Y
un nuevo sistema X'Y’ que corresponden a una rotacion, respecto A _.8P(z,y)
al origen en el sistema XY. Si el 4ngulo de rotacién es 0 (contra- Y’ 1 0
reloj), el punto P = (x,y) tendrd coordenadas RN
PN ,
(x',y") = (xcos O +ysenO, —xsenB +ycosH) Qn ----- \'N X
en el nuevo sistema. I l_l -
En la figura (8.2) se ve que OM = ONcos@ — NPsen6 (;por- O M R X

<9 r_ I i
qué?) y como x' = ON y y' = NP, concluimos entonces que Figura 8.2

x=1x'cos 0 —y'sen 6. De manera andloga, y = x’sen6 +y’ cos 6.
La transformacién de coordenadas, para pasar del sistema XY al sistema rotado (en un dngulo 6 contra-reloj) X'Y’, es,
x=1x'cos@ —y'sen O

(8.5)
y=x'sen0 +y cos 0

En forma matricial,

x\  [cos® —sen6) (X

y) \sen®  cos@ y
Al sustituir x = x'cos@ —y'sen0 e y = x’sen6 +y'cos 0 en la ecuacién general Ax>+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0,
obtenemos la ecuacién
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A'X?+BXy +C'y?+ DX +E'y +F =0,
donde
A’ = Acos? 0+ Bsen6cos 6 + Csen” 6
B' = Bcos? 0 —2Asen@cos O +2Csen O cos — Bsen? O
C' =Ccos’0 —Bsen6cos 6 +Asen’ 0
D' =Dcos6 + Esenf
E'=Ecos6 —Dsen6

F'=F

Eliminar el término “xy”. Aqui es de interés el caso en que tomemos 6 de tal manera que el coeficiente de “xy” se anule.
En este caso, nos quedaria una nueva ecuacion,

A/xlz +C/y/2 —I—D/x'—f—E/y'—i—F —-0.
Esto nos dice que si la ecuacién Ax> 4+ Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0 corresponde a una cénica propia, este cambio de

variable deja la cénica en forma estédndar (sin rotacion) en el sistema X'Y’.

Sien la ecuacion general, B # 0, podemos usar una rotacién para eliminar el término “xy”. Al sustituir x = x’ cos 6 —y’sen 6
e y=xsen0+y cos O en la ecuacién general Ax*>+ Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0, obtenemos la ecuacién

x'? (Acos® 6 + Bsen 6 cos 6 + Csen? 6)
+ x'y' (Bcos® 6 —2Asen 6 cos @ +2Csen @ cos @ — Bsen” 0)
+ y?(Ccos*6 —Bsenfcos6 +Asen’ )
+ Y(Ecos®—Dsenf)+x'(DcosO+Esenf)+F =0
Necesitamos calcular 6 de tal manera que su coeficiente Bcos? 6 —2A sen 6 cos @ +2Csen 6 cos @ — Bsen? 0 se anule,

Bcos? 0 —2Asenfcos @ +2CsenOcos@ —Bsen’§ =0 = (C —A)sen(26) + Bcos(20) = 0.

arctan(B/(A—C)) c

B
@ Si A#C, tan(20) = i c Aqui tomamos la solucién 6 = |—m/4,/4].
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@ Si A =C, entonces Bcos(20) = 0. Para eliminar la rotacién podemos tomar 6 = 7 /4.
@ Si 0 = o es el dngulo que anula el coeficiente del término “xy”, la ecuacién general queda como
A/x/2 +C/y/2 —I—D/x/ —I—E’yl—i—F/ -0
Mas adelante haremos referencia al caso particular 8 = /2, en este caso, el efecto de la transformacién es, basicamente,

intercambiar x con y, es decir, el resultado de aplicar el cambio de variable es

Cx*—Bxy+Ay*+Ex—Dy+F =0.

Ejemplo 8.2

Consideremos la cénica 3x> — 2xy +5y* — 10x — 10y —4 = 0. Su centro es, segtin (8.3), (h,k) = (15/7,10/7). Como
A =3#C =5, el angulo de rotacién que anula el coeficiente del término xy al hacer el cambio de variable (8.5) es
0= w = 1 /8. Al aplicar el cambio de variable se obtiene la cénica (con coeficientes aproximados)

2.585x"2 +5.414y? — 13.065x' —5.411y —4 = 0.

Y’

(W', k)

N

El centro de la cénica en el sistema X'Y’ es (W' k') ~ (2.526,0.499). Como conocemos el dngulo de rotacién,

entonces ()= (<229 39) (1) ~ (344355) como ya sabiamos.

AT N\

Estudio de la ecuacion general.

En el estudio de la ecuacion general, empezamos con el caso mds sencillo. Necesitamos este caso para reducir los casos
mds complejos, via traslacién o rotacion, a este caso y luego, usando invariantes, obtener la clasificacion del teorema (8.1).

Reduccién al caso mds simple. Vamos a establecer la reduccion de la ecuacién general en los casos en que B> —4AC
se anula o no se anula.

Si B> —4AC # 0, la ecuacién general se reduce a

A®+Cy+F =0.
En efecto, si h = (2CD —BE) /(B> —4AC) y k = (2AE — BD) /(B> — 4AC), al aplicar la traslacién x = x' +h, y =y +k,
a la ecuacién general Ax*> 4+ Bxy+Cy>+Dx+ Ey+F =0, obtenemos
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CD?* — BDE + AE* + B*F —4ACF
AX? + BX'y +Cy? =0 8.6
X Bry Oyt B2 _4AC : (8.6)

Abhora, a esta ecuacion reducida le aplicamos la rotacion x” = x'cos8 —y'sen 6 e y’ = x’sen0 +y'cos 6 con 6 escogido
de tal manera que se elimine el término , obtenemos

173 I /99

X% (Acos? 6 + Bsen 6 cos 6 + Csen” 0) +y"* (Ccos? 6 — Bsen 6 cos 6 + Asen’ 0)

N CD? — BDE + AE? + B*F — 4ACF
—4AC

0, en forma abreviada, A’x"> +C'y? +F' = 0.

=0.

Si B> —4AC = 0, la ecuacién general se reduce a

A/x//2 +E/y/+F/ — O o C/y//2 +D/x/+F/ — 0
En efecto, como B = £2+/AC, la ecuacién general se reduce a

AxX*£2VACxy+Cy? +Dx+Ey+F =0.
Como antes, tomamos 6 de tal manera que se elimine el término “xy”. La ecuacién general se reduce a
AXP+DX+EY+F=0 o Cy?’+DxX+EYy+F=0.
Hay dos casos pues A’ =0 o C’ = 0. Para ver esto, observemos que

A’ = Acos? 0 +2v/ACsen O cos 0 +Csen® 0 = (VAcos 8 +V/Csen 6)?

C' = Ccos® 0 +2v/ACsen O cos @ +Asen” § = (VCcos 0 + VAsen 6)>
Uno de estos coeficientes se anula si v/Csen® = —v/Acos@ o vVAsen6 = +/Ccosb. Si A=Cy B=+2/AC, obtenemos el resultado. Si A #C y

2tan 0
B = £2+/AC, entonces como tan(20) = an

B
= _"_ tenemos,
—tan26 A-C

—2(A—C)++/4(A-C)2 +4B2

Btan’6 +2(A—C)tan@ —B=0 — tan6 =

2B
A _ VA

= tanf=+——= (racionalizando con VA A),
VAC f

= Csen® = —VAcos® o VAsen6 =+/Ccos6.

Completando cuadrados, estas ecuaciones se reducen a
A/x//2+E/y/+F/:0 0 C/y,,2+D/xl+F,:0.

Asi, el estudio de la ecuacién general se reduce al estudio de los casos A'x? +C'y?+F' =0y C'y?+D'x +F =0
(pues aplicando una rotacién de /2, se intercambia x con y). En lo que sigue, se hace el estudio detallado.
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8.1 Apéndice A: Mds sobre coénicas
Estudio de los casos mds simples. El primer caso que analizamos corresponde a la ecuacién
8.7

A +CY*+F = 0.

Si ninguno de los coeficientes es cero, tenemos
(8.8)

De aqui podemos deducir que'
a) Si AC >0y AF <0, tenemos una elipse.

b) Si AC >0 y AF > 0, no hay lugar geométrico.

¢) SiAC<0y F <0o F >0, tenemos una hipérbola.

En el caso de que algunos coeficientes en Ax> +Cy? +F = 0 sean cero, tenemos

d) Si AC >0y F =0, tenemos un punto.

e) Si AC <0y F =0, tenemos dos rectas que se intersecan.
f) SiAC=0y (A+C)F >0, no hay lugar geométrico.

g) SiAC=0y (A+C)F <0, tenemos lineas paralelas.

h) Si AC=0y F =0, tenemos una linea.
(8.9

Ecuaciones sin el término “xy”. En la ecuacién

AX>+Cy’ +Dx+Ey+F = 0.

Si A ni C son cero, completando cuadrados tenemos
2 2 2 2
D E D” E
A - C ) ==+ = - 8.10
(HzA) * <y+2c> 1A ac (8-10)

D
Si hacemos el cambio de variable x' = x + A y=y+ ek la ecuacidn (8.9) se convierte en
4ACF — CD* — AE?
AxX? 4 Cy? =0.
xX“4+Cy~+ IAC

Esta ecuacién es del mismo tipo que la ecuacién (8.8), asi que podemos concluir que

Observe que AC > 0 y AF < 0 significa que A y F tienen signo contrario y que A y C tienen el mismo signo.
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4ACF — CD?* — AE?

a) siAC>0y ac < 0, tenemos una elipse,
4ACF —CD?* — AE?
b) si AC<O0y 1AC 2 0, tenemos una hipérbola.

Usando la ecuacién (8.10) podemos establecer centro, vértices, etc., en términos de los coeficientes A,C,D,E y F.
Casos A=06 C=0.

Ecuacién Ax?> +Dx+Ey+F =0. Si A#0 y E # 0, completando cuadrados en la ecuacién, se obtiene la ecuacién

canodnica de la pardbola
VDY _ E( F D
*Toa) T AT E " aEA

Ecuacién Cy? +Dx+Ey+F =0. Si C# 0y D # 0, completando cuadrados en la ecuacién, se obtiene la ecuacién

canodnica de la pardbola
LEY_ D( F E
Yac) T e\ acp

Ecuaciones con el término “xy”. Si la ecuacién Ax?> +Bxy +Cy?> +Dx+Ey+ F = 0 corresponde a una cénica propia,
la presencia del término “Bxy” indica que la cénica no esta en posicidn estdndar sino que presenta una rotacién de dngulo
6, respecto al origen. El “discriminante” B> —4AC, si se trata de una cénica no degenerada, indica la naturaleza de la
cOnica.

Ejemplo 8.3

Consideremos la cénica (propia) 3x> +5y*> — 10x — 10y — 4 = 0. Para tener una primera idea de cémo afecta la
aparicion del término “Bxy”, vamos a agregar a esta ecuacion este término de tal manera que B> —4AC sea negativo,
positivo y nulo. Para esto, en la figura (8.3) se muestra la grifica de las cénicas 3x% 4+ 5y* — 10x — 10y —4 = 0,
3x2—2xy+5y* — 10x— 10y —4 =0, 3x>—/60xy+5y* —10x— 10y —4 =0 y 3x>—20xy+5y*> —10x— 10y—4 =0,
en ese orden.

R et E

(a) B2 —4AC <0 (b) B2 — 4AC < 0 (¢) B2 —4AC=0 (d) B> —4AC >0

Figura 8.3: En el caso de cénicas propias, el signo de B> —4AC nos indica que que tipo de cénica se trata.

Para estudiar la ecuacién general hacemos un cambio de variable para convertir esta ecuacion en una del tipo (8.10). La
idea del cambio de variable es introducir un nuevo sistema X'Y’ en el que la cénica quede en posicion estandar, i.e.,
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respecto a este sistema la cénica no presenta rotacion.

Si 8 = o es el dngulo que anula el coeficiente del término “xy”, la ecuacién general queda como

A/xxz +C/y/2 —f—D'x’—i—E’y/ —|—FI -0
donde

A’ = Acos? ot + Bsenacos o + Csen® o
C' = Ccos? ot — Bseno.cos o +Asen? a
D' =Dcoso.+Esena
E'=Ecoso.—Dseno
F'=F.

Como esta ecuacién es del tipo (8.10),

4A/C'F' — C/D/Z _A/E/Z

a) siAC' >0y 20 < 0, tenemos una elipse,

4A/C'F' — C/D/Z _A/E/Z
4A'C’

b) si A'C' <0y 2 0, tenemos una hipérbola,
¢) siC'=0, A #0y E'#0, tenemos una pardbola,
d) siA’=0, C'#0y D' #0, tenemos una parabola.
Centro, focos y vértices de la conica. Una vez que hemos eliminado el término “xy” de la ecuacion general, podemos

obtener la ecuacién canénica, completando cuadrados. Si en el sistema X'Y’, el centro (o el vértice) de la cénica es
(W' k'), entonces, en el sistema XY, (h,k) se puede obtener como

h\ [ coso —seno W

k) \ sina cosa K)
Y en general, si (x',y") es un foco o un vértice de la cénica en el sistema X'Y’, entonces el respectivo foco o vértice en el
sistema XY seria

cosot —send X
sina cosa y

Si B> —4AC # 0, el centro (de la elipse o hipérbola) en el sistema XY también se puede calcular (como vimos antes) con
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la féormula,

h= (2CD —BE)/(B*—4AC), k = (2AE — BD) /(B> — 4AC).
Si B2 —4AC =0, se dice que el centro de la cénica estd “en el infinito”.

Si ya tenemos la ecuacidn sin rotacion, el resto de la informacién la calculamos de la manera usual y luego aplicamos una
rotacién para ubicarla en el sistema XY.

Ejemplo 8.4

Identifique la cénica 3x>—2xy+ 5y? — 10x — 10y — 4 = 0, determine su ecuacién canénica en el sistema XY’ y
trazar su gréfica.

Solucién: Primero calculamos el dngulo de rotacién

tan(2a):A c

=1 = a=nmn/8.
La nueva ecuacion es

A/X,2+C,yl2+D,X/+E/y/+F,:0.

v
donde Y )
/ 2 2 :\o’ g X’
A" =Acos”“a+Bsenacos o+ Csen” o ~ 2.585 e
C' =Ccos’> o« — Bsenacosa +Asen’ o ~ 5.414 Kv X

D' =Dcoso.+Esena ~ —13.065
E'=Ecosaa—Dsena ~ —5.411

F' =F=—4.
La cénica en el sistema X'Y’ tiene ecuacion (con coeficientes aproximados)

2.585x"2 +5.414y% — 13.065x' —5.411y —4 =0.

Se trata de una elipse con ecuacion candnica

(¢ ~2527)° | (Y —0499) _
8.456 4037

Para hacer la representacién gréfica, podemos dibujar los ejes X', Y’ en el sistema estdndar (rotando los ejes /8
contra-reloj) y dibujar respecto a estos ejes usando la ecuacién candnica.
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Ejemplo 8.5

Identifique la c6nica x> —20+/3xy +21y? — 6 = 0, determine su ecuacién canénica en el sistema XY’ y trazar su
gréfica.

Solucioén: Primero calculamos el dngulo de rotacién

B
tan(ZOt):ﬁ:\/g — Ot:7r/6

La nueva ecuacion es

—9x2+31y?+0-4+0-y —6=0.

La cénica en el sistema X'Y’ tiene ecuacién —9x> +31y”> —6 = 0. Se trata de una hipérbola con ecuacién canénica
x/2 N y/2
2/3  6/31
(rotando los ejes /6 contra-reloj) y dibujar respecto a estos ejes, usando la ecuacién candnica.

= 1. Para hacer la representacion grafica, podemos dibujar los ejes X', Y’ en el sistema estandar

Ejemplo 8.6

Identifique y haga la representacién grafica de la cénica 5x> — 4xy + 8y* +4v/5x — 161/5y 44 = 0. Determine su
centro (h,k) en el sistema XY.

Solucién: Aplicando el cambio d variable nos queda,

=1.

@=1p, (/=27

4x? +9y? —8x' =36y +4=0 o 5 1

El 4dngulo de rotacién es 8 =~ (0.463. El centro de la elipse, en el
sistema XY’ es (W',k') = (1,2), por tanto, en el sistema XY es

cos® —senb W
< sinf cos@ ) (k’) =(0.v5).

Invariantes y clasificacion de cénicas.

No es necesario eliminar el término “xy” para clasificar una cénica. Esto se puede determinar con el valor de ciertas
combinaciones de coeficientes.

Cuando aplicamos a la ecuacién general Ax> 4+ Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0, el cambio de variable (8.5) obtenemos la
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ecuacién A’ x> +C'y?+D'xX' +E'y + F' =0, donde

A’ = Acos? 0 + Bsen 6 cos 0 + Csen? 6
C' =Ccos?0 —BsenBcos O+ Asen? 0

D' =DcosB +Esenb (8.11)
E'=Ecos8 —Dsenf
F'=F

Cuando aplicamos el cambio de variable (8.1), del origen al nuevo origen O’ = (h,k), la ecuacién general queda
A'X?4C'y?*+D'x¥ +E'Y +F =0, donde

A'=A,B =B,C' =C,

D' =2Ah+Bk+D,

E' = Bh+2Ck+E,

F' = Ah? + Bhk +Ck* + Dh+ Ek + F.

(8.12)

Se observa entonces que si aplicamos una rotacion, el coeficiente F no varia y si aplicamos una traslacion, no varian los
coeficientes A,B y C. También hay combinaciones de coeficientes que no cambian cuando se aplican combinaciones de
estas dos transformaciones de coordenadas. Estas combinaciones se llamamos invariantes (respecto a traslacion y rotacion).
Las combinaciones de coeficientes que nos interesan son las que deciden la naturaleza de la cénica, por ejemplo B> —4AC.

El invariante mas simple es la combinacion ® = A + C. En efecto, en el caso de una traslacién es obvio,
segiin (8.12), que A+ C = A"+ C’. En el caso de una rotacién, podemos usar (8.21) para establecer que
A'+C'=(A+C)cos’0+ (A+C)sen’0 =A+C.

Un segundo invariante es ® = B> —4AC. El valor de ® no cambia si aplicamos una traslacién pues no cambian A,B y C.
Si aplicamos una rotacién,
A'—C'=(A—C)cos26 + Bsen26,

y entonces
(A/_C/)2+B/2: (A_C)2+Bz,
Ahora, agregamos 2AC — 2AC en el miembro izquierdo y 2A’C' —2A’C’ en el miembro derecho para obtener
(A'4+C')* —4A'C' +B* = (A+C)* —4AC + B,
finalmente, como ® es invariante,
B? —4A'C' = B* — 4AC.

Un tercer invariantes es A = 4ACF + BDE — AE?> — CD?> — FB?. La prueba es similar.

Ahora vamos aplicar estos invariantes para identificar cénicas a partir de la ecuacién general. Como hemos visto, la
ecuacién general Ax> +Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0, se puede reducir a alguna de las formas

A +Cy*+F =0, con A’,C’ no nulos. (8.13)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.1 Apéndice A: Mds sobre cdonicas 369

C'y*+D"x=0, con C"#0 y D" #0. (8.14)

Es suficiente considerar estos casos porque al aplicar una rotacién de /2 se intercambia x con y y se obtienen las otras
combinaciones.

@ Silaecuacién general se reduce a la forma (8.14), entonces ® =0y A= —C"D"?> #0. Como® y A son invariantes,

aplicados en la ecuacién general, nos dice que si
®=B>—4AC=0 y A=4ACF +BDE —AE> —CD* —FB> #0,
entonces tenemos una pardbola.

!/

Si la ecuacion general se reduce a la forma (8.13), entonces ® = —4A'C' y A =4A'C'F' = —®F’.

@ Si ® > 0, la ecuacién general solo se puede reducir a la forma (8.13) y en este caso ® = —4A'C’ > 0 nos
dice que A’ y C’ tienen signos opuestos y que F’ es cero solo cuando A = 0. De acuerdo a nuestra caracte-
rizacién de cénicas en el caso mds simple, la ecuacién general representa una hipérbola si ® = B> —4AC >0y A#0.

@ Si ® <0, la ecuacién general solo se puede reducir a la forma (8.13) y en este caso ® = —4A'C’ < 0 nos dice que
A’ y C' tienen signos iguales y que F’ es cero solo cuando A = 0. De acuerdo a nuestra caracterizacién de cénicas
en el caso mds simple, la ecuacién general representa una elipse si ® = B> —4AC <0, A# 0 y F' tiene signo
opuestoa A’ y C'. En resumen, si @ < 0, la ecuacion general corresponde a una elipse si @A < 0.

Toda este analisis se resumen en teorema (8.1).

Excentricidad: Ofra manera de definir las cénicas.

La pardbola, la elipse y la hipérbola se pueden definir en términos de las distancias a un punto fijo y una recta dada. En un
plano, consideremos una recta fija £ y un punto fijo F, no contenido en la recta; se llama “cénica” al lugar geométrico
d(Q,0)

denotada con e. Larecta ¢ se llama directriz y el punto F se llama foco. La constante e =

es siempre igual a una constante positiva,

d(Q,F)

de un punto Q que se mueve en el plano de tal manera que la razén

se llama excentricidad

d(Q,0)

de la conica.
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Figura 8.4

Para hacer el andlisis sencillo, se puede ubicar la directriz en
el eje Y y se puede tomar el foco en F = (s5,0), con s > 0.
Si QO = (x,y) estd en el lugar geométrico, entonces si QA es el
segmento perpendicular al eje Y, de debe cumplir

OF

—_ = e,

QA \

que analiticamente corresponde a % 50)
= 87
— 2142
(xs|)—|—y —e. Figura 8.5
X

Simplificando se obtiene (1 — e?)x? — 2sx +y? + s> = 0. Esta ecuacion es la ecuacién de una cénica, pero su naturaleza
depende del valor de e.

@ Si e = 1, obtenemos la pardbola y* = 2s(x —s/2).

@ Si e # 1, podemos dividir por 1 — > y completar el cuadrado:

(%)
x_
1—€2> Y

+ =1. 8.15
s2e? s2e? (8.15)
(1—e2)? 1—e2

2
< s
Y
1—2> 2
e Y 1

Por tanto, si e > 1 entonces 1 —e? < 0; y tenemos la hipérbola

s%e? s%e?
(1—e?)? ez —1
S 2 S2€2 2 S2€2 . 2 2 2
con centro (h,k) = T—o2 0), a* = m, y b” = R Como en la hipérbola ¢~ = a” + b, tenemos en

. C
particular, e = —.
a

. ., . 7 C
@ Si e < 1, entonces 1 —e? > 0 y la ecuacién corresponde a una elipse. De manera andloga, se puede mostrar que e = —.
a


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.1 Apéndice A: Mds sobre cdonicas 371

En resumen, dada una recta ¢ y un punto fijo F que no esta
en /¢, el lugar geométrico de los puntos Q del plano tales que
el cociente de las distancias de Q a F' y a £ es una constante, e, es

a) una elipse si 0 < e < 1 (una circunferencia si e = 0),
b) una pardbolasie=1y
¢) una hipérbola si e > 1.

En general, si a es la longitud del semieje mayor en la elipse o la
longitud del semieje transversal en la hipérbola, en ambos casos,
la excentricidad es e = c/a; ¢ se calcula como ¢ = a®? —b* en Figura 8.6
la elipse y como ¢? = a®> +b? en la hipérbola. En la pardbola la

excentricidad es siempre e = 1.

Ejemplo 8.7

En este ejemplo consideramos cénicas con distinta excentricidad.

-2)? —1)?
La elipse (x 1 ) + b 5 ) =1 (en celeste) tiene excentricidad

¢ : : 2, —1)?
e = — ~ 0.44 mientras que la elipse (x —2)~+ = 1 (en
a
. . . c .
violeta) tiene excentricidad e = — ~ 0.89. Como se observa, si la
a
excentricidad es ~ 1, la elipse se parece a una circunferencia.

—2)2
La hipérbola (x 2 S _ (y—1)2 =1 (en celeste) tiene excentri-

=9 2 -1 2
cidad e = S ~ 1.118. La hipérbola &—2- _ 0= _
a 4 30

. . . . c
violeta) tiene excentricidad e = — =~ 2.91. Se observa como una

a
excentricidad grande hace que la hipérbola tenga ramas “estre-
chas”.

Ecuacion polar de una cénica.

El matemético y astrénomo J. Kepler (1571-1630), sobre la base de una gran cantidad de datos obtenidos por Tycho Brahe
(1546-1601) acerca del movimiento planetario (en particular de Marte), descubrié que la trayectoria de los planetas del
sistema solar es eliptica, con el sol en uno de sus focos. En un principio Kepler pensaba que las orbitas debian ser circulares,
una idea dificil de desechar dado que la excentricidad de la 6rbita de Marte es 0.093315 (casi una circunferencia!).
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El Afelio es el punto mas alejado de la 6rbita de un planeta alrededor del Sol. El

Planeta perihelio, es el punto mds cercano al Sol. Si a es la longitud del semieje mayor de la
0 orbita eliptica y e la excentricidad, entonces en el afelio, la distancia del planeta al

Sol soles r =a(l +e) y en el perihelio la distancia del planeta al sol es a(1 —¢). Para
Afelio Perinelio  obtener estas distancias es conveniente expresar la ecuacion de una elipse en términos
del semieje mayor a y la excentricidad.

Para simplificar, supongamos que tenemos una cénica C con excentricidad e, un foco F en el origen y una directriz
vertical ¢ a una distancia d a la derecha de F.

Y4 / Y4

Flrcosf| s F

Figura 8.7
Como vimos en la seccidn anterior, se debe cumplir
OF
———
QA
’

0
|d —rcos 6|
@ Si O(x,y) estd a la izquierda de la directriz ¢, entonces s = d — rcos 6, despejando r obtenemos

Si ponemos s = QA y r = QF , entonces s = |d —rcos 0] y

ed
y =
1+ecos@

@ Si Q(x,y) estd a la derecha de la directriz ¢, entonces s = rcos 6 —d, despejando r obtenemos

ed
r=——-———
ecosf —1
En este caso, como » >0, e >0y d >0, se cumple ecos > 1 por lo que e > 1. Esto dice que solo las hipérbolas

tienen puntos a la derecha de la directriz /.

En resumen,

Sea C una cénica con excentricidad e, un foco F en el origen y una directriz vertical ¢ a una distancia d a la
derechade F. Si 0 <e <1, lacédnica C es una elipse o una pardbola; todo punto de C estd a la izquierda de ¢ y
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satisface la ecuacién polar

ed

_ 1
d 1+ecos@ &l

Si e > 1, la curva es una hipérbola con una rama a cada lado de ¢. Los puntos de la rama de la izquierda satisfacen
la ecuacidn (8.16) y los de la rama de la derecha satisfacen

ed

o A 8.17
d ecosO —1 ( )

Ejemplo 8.8

. . . 8 5¢

Considere la conica con ecuacién polar r = ———.
1+cos 6 )

Como e = 1, se trata de una pardbola. El foco estd, por supuesto, en el origen.

. . , . ., s . -« . —»
La directriz estd a la derecha del foco y tiene ecuacion x = 8. El vértice es 5
V = (4,0).

5F

e

En Wolfram Mathematica se puede hacer la representacion grafica usando PolarPlot. El cédigo del ejemplo anterior
es,

PolarPlot[ 8/(1+Cos[t]),{t,0,2Pi},
PlotRange->{{-10,10},{-10,10}},
AxesStyle->Arrowheads[{-0.05,0.05}]
1;

ed
p l+ecosf’
distancia al sol en el Perihelio hacemos 8 = 0, es decir, r = eT. Para calcular calcular la distancia al sol en el Afelio

d d
hacemos 0 = 7, es decir, r = le—. Como la suma de ambas distancias es 2a, entonces 2a = 12_ + 1e
—e e —e
ed ed ed
_— . A ” g = 1— = — 1 .
T+o)i—0) shr=1, a(l—e) y r T a(l+e)

Afelio y Perihelio. La ecuacion de una elipse (0 < e < 1) con foco en el origen es r = Para calcular la

:}a:
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Reconocimiento de cénicas con métodos matriciales.
La ecuacién general Ax”> +2Bxy+Cy*>+Dx+Ey+F =0 se puede escribir en términos matriciales como
A B\ [(x X
D E F=0 8.18
g y)<B C><y>+( )<y)+ ’ ©19

X A B
, XTAX+KX+F=0 X = A= K=(D E).
0, como +KX + con (y)’ (B C) y ( )

Si P= (p wep 12) es una matriz que diagonaliza ortogonalmente a A, tal que Det(P) = 1, entonces el cambio de

P21 P22
/
variable (;) =P (i,) provoca una rotacion. Sustituyendo X = PX’ en la ecuacion (8.18),

(PXTA(PX")+K(PX'")+F =0 < XT(PTAP)X' + K(PX')+F =0.

Como P diagonaliza a A, entonces
A O
PTAP) =

donde A; y A, son vectores propios de A. Entonces, X'T (PTAP)X' + K(PX') + F = 0 es equivalente a
A0 (X P pi2
x ’( ><)+DE< +F =0,
W ) 0 X))\ ( ) P2 P2

M2+ Ay?+ DX +E'yY +F =0.

Como se ve, se elimind el término “xy” y la cénica se puede reconocer facilmente.

(8.19)

(8.20)

Calculo de la matriz P. Primero hay que calcular una base ortonormal para cada espacio propio asociado a cada valor

propio A;. En nuestro caso, cada espacio propio tiene una base ortonormal con un solo vector unitario.

Ahora debemos colocar estos vectores base como columnas de la matriz P de tal manera que |P| = 1.

Si P= (v1 vz) con |P| =1, los vectores unitarios v y v, generan los nuevos ejes X'Y’. El dngulo de rotacién es

0= éel,vl con e = (0,1).
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Ejemplo 8.9

Solucién: La forma matricial de la cénica es

XTAX+KX+F =0

() g H0)

La ecuacion caracteristica de A es

A=5 2

2/V5 —1/V/5

nos queda,

Ecuacion paramétrica de una cénica.

Identifique y haga la representacién grafica de la cénica 5x% — 4xy +8y? +4v/5x — 16V/5y +4 = 0.

AL - Al :Det( , 1_8) = (A—9)(A —4).

La base ortonormalizada para el espacio propio asociado a A; =4 es v = <

La base ortonormalizada para el espacio propio asociadoa A, =9 es v, = <

. /_22
42192 8¢ — 36y +4=0 o & b2y _

sistema XY’ es (W,k') = (1,2), por tanto, en el sistema XY es

La matriz P = ( V5 2)V5 > tiene determinante igual a 1. Ahora, haciendo el cambio de variable X = PX’

El 4ngulo de rotacién es 8 = arccos((1,0)-vy)/||(1,0)|||v1]|| = arccos(2/+/5) ~ 0.463. El centro de la elipse, en el
Ji.e., (hk)=(0,5).

Una parametrizacion de una curva C es una funcion r(¢) = (x(¢),y(z)), t € [a,b], con x(t) y y(t) funciones conti-nuas en
[a,b]. Las parametrizaciones es lo que mas usado en graficos por computadora y modelado geométrico ya que los puntos
de la curva se calculan facilmente. En contraste, la evaluacion de los puntos de una curva definida implicitamente (como es

el caso de las conicas) es mucho mas dificil.

En esta seccion vamos a establecer una parametrizacion para la cénica propia de ecuaciéon general
Ax*> 4+ Bxy+Cy* + Dx+Ey+ F = 0. Hay varias maneras de hacer esto. Aqui vamos a usar la teoria que he-
mos desarrollado previamente, usando algunas parametrizaciones conocidas para los casos simples. No vamos a ver cdmo
se obtiene una parametrizacién. Para esto puede ver ([?]). En principio, podemos usar el teorema (8.1) para identificar la

conica, luego la llevamos a la forma estandar. En esta forma es facil definir la parametrizacién.

Pardbola. La pardbola (y —k)? = 4p(x —h) se puede parametrizar como
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x(t) = h+ pt?,
teR.
y(t) = k+2pt,

Para parametrizar Ax> +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F =0, recordemos que esta ecuacion corresponde a una pardbola si
B? —4AC =0 y 4ACF + BDE — AE* — CD? — FB? # 0. Aplicamos una rotacién de dngulo 8 = arctan(B/(A —C)) si
A # C, en otro caso, 8 = /4. La ecuacion se reduce a

A/x/2+cly/2+Dlxl+E,yl+F/ _ 0’
donde

A’ =Acos?> 0+ BsenBcos0+Csen 0,
C' =Ccos’>0 —BsenOcos 0 +Asen’ 0,

D' =DcosB+Esenb, (8.21)
E'=Ecos® —Dsen0,
F'=F.

En este caso A’ =0 o C’ = 0. En resumen, la ecuacién se reduce a
A’x’2+D’x’+E’yl+F =0 o C’y’2+D’x'+E’y’—i—F =0.

Una vez que tenemos la ecuacion asi, ya podemos completar cuadrados y aplicar la parametrizacion. Para obtener una
representacion gréfica simétrica se puede usar 7 € [—s,s], s > 0.

Estudio del caso C'y” +D'x' +E'y +F = 0. La ecuacion canénica en el sistema XY’ es

D/
(Y +E'/2C")? = & (X' +F/D —E"™/4C'D").
Por lo tanto, h = (E”> —4C'F)/4C'D’, k= —E'/2C' y p = —D/4C'. La parametrizacién en el sistema XY’ es
X'(t) = h+pr?,

te [—s,s], s>0.
Y (t) =k+2pt,

y la parametrizacidn en el sistema XY es

G = (om ca® ) () v

donde 6 es el dngulo de rotacidn.
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Ejemplo 8.10

Parametrizar la cénica 3x> — v/36xy +3y? — 10x — 10y —4 = 0.

Solucién: Como B> —4AC =0 y 4ACF +BDE — AE> — CD? —
FB?> = —1200 # 0, se trata de una pardbola. Como A = C el
angulo es 6 = /4. Al aplicar la rotacién nos queda la ecuacién

6y* — 10v2x —4 = 0. /
>

Entonces 1 = —/2/5,k=0y p =5/(61/2). Por lo tanto, la parametrizacién en el sistema XY es

x(t) = g5 (—12 =50t 4 25¢2),
t € [—s,s], s>0.
¥(t) = &5 (=124 50t +25¢2),

El estudio del caso A'x?+D'x’ +E'y + F = 0 queda como ejercicio.

=P =k

La elipse. Si la ecuacion canénica de la elipse es 5 =
a

= 1, una parametrizacidn es
x(t) =h+acost,

t e [0,2x].
y(t) = k+bsent,

En particular, la circunferencia (x —h)? + (y — k) = r? se parametriza como

x(t) = h+rcost,
t € [0,2x].
y(t) = k+rsent,

Si Ax*> +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0 es la ecuacién de una elipse, al aplicar una rotacién que elimine el término “xy”,
obtenemos

A/xlz —|—C/yI2 —|—D’xl —{—E’y’ +F=0
Completando cuadrados nos queda

WP P
Fiar T FjC T
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donde h = —D'/2A', k= —E'/2C', F' = —F +D'*/J4A’ +E? /AC'. Esta informacién es suficiente para parametrizar la

: "t . o t
elipse con (x/( )> en el sistema X'Y’. La parametrizacién <x( )
() y(1)

()= (g ooa® ) () re 02m,

donde 6 es el dngulo de rotacion.

) en el sistema XY se obtiene con

Ejemplo 8.11

Parametrizar la cénica 2x% — 2v/3xy +4y> 4+ 5x+ 6y — 1 = 0.

Solucién: Como B> —4AC=—-20<0y (A+C)(4ACF +BDE —
AE? —CD? — FB?) = 6(—192—60+/3) < 0, se trata de una elipse.

El dngulo de rotacién es 6 = /6. Al aplicar la rotacién nos queda >
la ecuacién )
5V/3 5 °
x2+<3+\2f> + 5% + <—2+3f3>y—1=0.

Entonces h = —3.66506, k = —0.269615, a = 3.84658 y b = 1.72024. Por tanto,

X' (1) = —3.66506 + 3.84658 cost
¥ (t) = —0.269615 + 1.72024 sent.

La parametrizacion en el sistema XY es

)\ [ % -1\ (K@) _ [—3.03923+3.33123coss —0.860121 sent € [0.27]
o)) \ 1 B () \ ~2.06603 +1.92329cost +1.48977sent )’ T

El centro de la elipse, en XY, es (—3.03923,—2.06603).

. . . L . (x—h)?  (y—k)? o
La Hipérbola. Si la ecuacién canénica de la hipérbola es S TR 1, una parametrizacion es
a

x(t) = h+acosht,
t€ [—s,s], s>0.
y(t) = k+ bsenht,

Esta parametrizacién solo es para la rama derecha de la hipérbola. La rama de la izquierda la obtenemos por reflexién
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sobre el eje x = h, es decir,
x(t) =2h— (h+acosht),
te [—s,s], s>0.
y(t) = k+ bsenht,

Si Ax’> +Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0 corresponde a una hipérbola (i.e. si B> —4AC < 0y B> —4AC > 0 y 4ACF +
BDE — AE* — CD? — FB? #0), eliminamos el término “xy” y obtenemos la forma reducida A’x*> +C'y?> + D'x+ E'y+F =
0. Completando cuadrados obtenemos h, k, a y b pero respecto al sistema X'Y’. Si (x'(),y'(¢)) es la parametrizacién
en el sistema X'Y’) la representacion gréfica de la conica en el sistema XY la podemos hacer con la parametrizacion

()=o) ()

donde 0 es el dngulo de rotacién. El estudio completo queda como ejercicio.

Apéndice B: Coordendas Polares
6 Coordenadas polares.

Las coordenadas de un punto en el plano también se pueden establecer fijando un punto O, llamado polo u origen y
construyendo un eje con punto inicial O. Este eje lo llamamos Eje Polar. Este nuevo sistema de coordendas se llama
“sistema de coordenadas polares”.

A cada punto P en el plano se le pueden asignar las coordenadas (r,0) (llamadas coordenadas polares del punto) de la
manera que se indica en la figura que sigue,

P(r,0)

K 16 » Eje polar
Polo
Figura 8.8: Coordenadas polares de P.

@ r esladistanciade O a P. Mds adelante la tomaremos como una “distancia dirigida”, es decir, el signo “—” invierte

la direccion.

@ 0 es el dngulo desde el Eje Polar hasta el segmento OP

Ejemplo 8.12

a.) El punto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OP es 6 = g
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b.) El punto Q (3, —%) estd a 3 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OQ es 6 = —g.

117 = 117
c.) El punto R <3, 6> estd a 3 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OR es 8 = —.

2 gz 2 Z
T /<J1 P j(z’g) T Q?z 3 o5 /<§2 3
\J \ ¢9:_% k ¢9:uTﬂ
; gl R NS

Figura 8.9: Puntos P, O y R.

SEIgTJX:AKY (- como “distancia dirigida”)

a.) El punto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OP es 6 = g

b1
b.) El punto Q (—2, g) estd a 2 unidades del polo pero en direcciéon opuesta a P. El dngulo desde el Eje Polar

hasta OP es 6 = g

NIEN
N
f)
L
&

[\
wlg

Figura 8.10: r como “distancia dirigida”

v/ T T
c.) El punto P (2, g) tambien se puede representar como P (2, 3 + 271?) y como P (—2, 3 oy 71:)

No unicidad. A diferencia de las coordenadas rectdngulares de un punto, en coordenadas polares la representacion no es
tnica: P(r,0) también se puede representar como P(r,0 +2km) con k € Z.
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Ademds como r la tomamos como una distancia dirigida, entonces P(r,0) también se puede representar como
P(—r,0 £ (2k+ 1)) con k € Z.

Adicionalmente, el polo se puede representar con O(0,0) con 6 € R.

@ 8.2.1 Represente, en un sistema de coordenadas polares, los siguientes puntos,
a) (2,m)
b.) (=2,7)
c.) (3,m/4)
d) (3,97/4)

e) (=3,57/4)

Conversion de coordenadas

Para empezar podemos establecer una relacion inicial entre la coordenada (r,6) de un punto P y sus respectivas
coordenadas cartesianas. La relacién se puede ver usando una figura,

22 4 y? = 72
g% P(r,0)
B
P(x,
| . (z,y)
rseneg ‘
A0
: 3t
<

7COSH

Figura 8.11: Conversion de coordenadas

Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares. Deducimos que si tenemos las coordenadas
polares (r,0) de un punto P, entonces las coordenadas cartesianas de P son (x,y) con

x = rcosfO
y = vrsenf
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Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares. Si tenemos las coordenadas (x,y) de un punto
P, podemos determinar un juego de coordenadas polares con r >0y 6 € [0,2x].

La funcién “arctan” usualmente la tomamos como la inversa de la funcién tangente, por tanto la funcién arctan”
devuelve dngulos en el intervalo | — /2, w/2]. Es costumbre hacer algunos ajustes a la funcién arcotangente de tal
manera que, dado u punto punto (x,y), podamos obtener un juego de coordenadas (r,0) con el &ngulo correcto.
Dado en punto (x,y), un juego de coordenadas polares para este punto es (r,0) con

r = / .X2 +y2

arctan(y/x) si. x>0 (IyIV cuadrante)

arctan(y/x) + © si  x <0 (II'y I cuadrante)
T
0 — 5 siox=0y y>0

T
5 st x=0 y y<O0

L 0 si x=0 y y=0 (convenio)

Sl XAV (Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares)

a.) Consideremos el punto P(+/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos la férmula
que establecimos mads arriba.

x = +/3cosm/3 =
(n8)=(V3,n/3) —

y = \@senﬂ:/?a:

b.) Consideremos el punto P(—+/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos la
férmula que establecimos mds arriba.

x = —+v3cosm/3 = —

(r,0) = (—V3, n/3) —

V3
2
E 2

- (X,y): <_\fa _3>

= -3 3 = —
y sen7/ >
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Sl XA (Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares)

3
O

E

jercicios

a.) Consideremos el punto P(—1,1). Para hacer la conversion a coordenadas polares, usamos la férmula que
establecimos mds arriba. Observemos que P(—1,1) estd en II cuadrante.

ro= V2 X
) =(-1,1) = . —  (n0)= <ﬂ ”)
6 = arctan(L) +7 = v 1

b.) Consideremos el punto P(0,2). Para hacer la conversioén a coordenadas polares, usamos la férmula que
establecimos mds arriba. Observemos que P(0,2) estd en el eje Y.

o= V4 =2
(5y)=(0,2) = = (10)=(273)

T
2

@ 8.2.2 Haga la conversion a coordenadas cartesianas de los siguientes puntos,

a) (1,m) c) (2,m/3)

b) (—1,7) d) (=2,7/3)

@ 8.2.3 Haga una conversion a coordenadas polares de los siguientes puntos,

a) (0,—5)

d) (v3,-V3)
b) (—5,0)

e) (V2,V3)
c) (—=v3,—V3)

Curvas en coordenadas polares

Para hacer la conversién de la ecuacién de una curva en coordenadas rectagulares a una ecuacién en coordenadas polares,

usamos las relaciones
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= 2T, {i = rcos6

= vrsen0

A veces es posible despejar r = g(0), con excepcion de algunos valores de r, y este despeje atin asi es adecuado para
nuestros calculos.

Los dos primeros ejemplos que siguen son las curvas mds simples: r =constante y 8 = constante.

S ol X: ALY (Circunferencias y rayos)

a.) Las circunferencia x2 + y2 = a? tiene ecuacién polar » = a (funcién constante).

En efecto, sustituyendo obtenemos

b3
r=2
x2+y2=a2 /
U
r = a
3n

Figura 8.12: Circunferencia r =2

b.) La recta de ecuacién y = mx (una recta que pasa por el origen) tiene ecuacioén 6 = arctan(m)

En efecto, sustituyendo obtenemos
Yy x Y = \/3 T
2 s
y = mx =3
rsen@ = mrcosO

tan@ = m

0 = arctan(m)

Por ejemplo, la recta y = v/3x tiene ecuacién en polares
6 = arctan\/3 = g Figura 8.13: Recta 6 = g
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Sl X:AVA (Ecuacion polares de una curva)

Obtener una ecuacién en coordenadas polares de la curva (x> +y?)* = 22x.

Solucién: Sustituyendo,

()C2 _'_y2)3 — 25)6 1
(r)? = 2%rcos6 ok !

1

P = 2%rcosO 2

r = 2v/cosO

Figura 8.14: Curva (x> +y?)* = 25x.

5
|

@ 8.2.4 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x> +y?)? = x°.

@ 8.2.5 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva y = x

@ 8.2.6 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x+1)%+y> = 1

jercicios

@ 8.2.7 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva x> +y? = 24/x2 +y2 4+ x

E

Graficar en coordenadas polares.

En general, en este curso, nos interesan curvas de ecuacién r = g(0). La manera de hacer la representacién grafica de
curvas sencillas es (por ahora) representar algunos puntos de la curva y usar propiedades de simetria para completar el
gréfico.

Ejemplo 8.18

Realizar el grafico de la funcién r = 4sen 6

Solucién: Hacemos una tabla de valores para esta funcién tomando valores de 6 en [0, 27].
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>
~

0 O
T
= 2
6
@ 2\/§
3
T
— 4
2
2
iad 2\/§
3
5w
— 2
6
T 0
3
i ) 77[
3675 Figura 8.15: Gréficade r =4sen®
— -4
2

Nota: Observe que, para esta funcion, en realidad solo se necesita una tabla de valores en [0, 7]

Nota: Observe que esta curva, en coordendas rectangulares, tiene ecuacién x> + (y — 2)? = 4. Una parametrizacién
es r(t) = (2cos(t) +2, 2sin(¢))y en para esta ecuacion, ¢ € [0,27]...

Simetria

En el ejemplo 8.18 podemos notar que la grafica presenta simetria respecto al eje Y. Haber notado esto nos hubiera
permitido conocer propiedades de simetria de la grafica.Hay una manera de verificar si una curva presenta simetria respecto
alalinea 6 = m/2, respecto al Eje Polar y respecto al Polo. Estas pruebas de simetria solo dan “condiciones suficientes”,
es decir, si la prueba de simetria falla, podria ser todavia que la curva presente simetria. Esto es asi porque como las
coordenadas en polares no son Unicas, las curvas pueden tener ecuaciones alternativas. En algunas de estas ecuaciones las
pruebas de simetria funcionan, en otras no.

Pruebas de simetria. En este curso solo consideramos tres pruebas de simetria.
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E I I
2 2 2
(_r’ _9)
(r,m—0) (r, 0) (r, 0) (r, 0)
. n-6 T+6
S /‘ /
n - \ 0 0 n 0 0 n \ 0 0
\\\\} _9 }/,/
e o’
(r, —9) (r, m+ 9)
(—r,m—0) (=r, 0)
n 3n n
2 2 2

(a) Simetria respecto a larecta 6 = /2 (b) Simetria respecto al Eje Polar (¢) Simetria respecto al Polo

(Pruebas de simetria: Suficientes pero no necesarias)

Prueba de simetria Aplicar a r = f(0) y simplificar

Simetria respecto a la recta 6 = /2 r=f(r—60) o —r=f(-6)
Simetria respecto al Eje Polar r=f(-6) o —r=f(n—0)
Simetria respecto al Polo r=f(r+6) o —r=f(6)
Para aplicar las pruebas de simetria es util recordar que
([ cos(—0) = cos(H)
sen(—0) = —sen(0)
cos(t—0) = —cos(0)
sen(mr—0) = sen(H)
cos(m+60) = —cos(0)
sen(t+60) = —sen(0)

Ejemplo 8.19

Aplicar las pruebas de simetria la curva de ecuaciéon r =3+ 2cos 0.

Solucién:
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a.) Simetria respecto a larecta 6 = /2 : La prueba no dice nada.
r=342cos 6. Primera sustitucion: r=3+2cos(wr—6)=3—2cos0, falla!
r=3+2cos60. Segunda sustitucion: —r=3+2cos(—0) = r=—3—2cos0, falla!
b.) Simetria respecto al Eje Polar: S hay simetria.
r=3+42cos6. Primera sustitucién: r=3+2cos(—6)=3+2cos6 ¢
c.) Simetria respecto al Polo: La prueba no dice nada.
r=3+2cos6. Primera sustitucién: r=3+2cos(w+60)=3—2cos0, falla!

r=3+2cosB. Segunda sustitucion: —r=3+2cos@ — r=—-3—2cos0, falla!

SYES

r=3+2cos0

y A 0
Jj2345

w|‘§’

Figura 8.16: La curva r = 3+ 2cos 0 presenta simetria respecto al Polo

Prueba rdpida de simetria
., . Zae z Tc
a.) Las curvas de ecuacién r = f(sen0) son simétricas respecto a la linea 6 = 5

b.) Las curvas de ecuacién r = f(cos ) son simétricas respecto respecto al Eje Polar
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@ 8.2.8 Verifque que lacurva r =1—2cos 8 es simétrica respecto al Polo

@ 8.2.9 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién r = 2cos36.

2

@ 8.2.10 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién 72 = acos36 con a constante no nula.

2

@ 8.2.11 Aplicar las pruebas de simetrfa a la curva de ecuacién > = a®>cos26 con a constante no nula.

@ 8.2.12 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién r = 3cos26 con a constante no nula.

Maximos, ceros y tangentes al polo.

Una ayuda adicional para realizar el grafico de una curva con ecuacién en coordenadas polares, es conocer los dngulos para
los que |r| es maximo y para los cuales r = 0 y adicionalmete conocer las tangentes al polo.

Maximo valor de |r|. Para curvas sencillas podemos obtner el valor mdximo de |r| por inspeccion, usando el hecho de
que —1 <senB <1y —1 <cosf <1.

. . . . ., dr
Adionalmente podriamos aplicar cdlculo: Los puntos criticos los obtenemos resolviendo la ecuacién 0= 0.
Ceros. Resolvemos la ecuacion trigonométrica f(6) =0

Tangentes al Polo. Sea C una curva de ecuacién r = f(6) con f una funcién derivable. Si la grafica de C pasa por el
Polo cuando 6 = a entonces f(a) =0.

Una tangente 6 = o alacurva r = f(60) es una “tangente al polo” si f(a) = 0.

x = f(B)cosH . .

C = f(6 t 1 dientes de las t t dad

omo r = f(6), { v = f(6)send y entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por
dy

dy 4o  f'(6)sen6+ f(0)cosO
dx @ ~ f'(68)cos6 — f(0)senH

do

Asi, larecta O = o es una tangente a la curva si existe la derivada

(cuidado: La pendiente de la tangente no es f'(6))

dy ~ fl(a)sena+ f(o)cos
dx|g_, [f'(a)cosa— f(o)sena
d
El caso mds sencillo es cuando f(o) =0 y f'(e) # 0, en este caso: d—y =tan.
x

6=«
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Tangentes y Tangentes al Polo

@ Lalinea 0 = « es una fangente al polo en la gréfica de la curva ,C si f(o) =0y f'(at) #0

d
@ Lalinea 6 = «a es una fangente al polo vertical, en la gréfica de la curva C, si f(a) =0y d—y —> oo Si
X
0—«a
. . . . dy
@ Lalinea 6 = «a es una fangente al polo horizontal, en la grifica de la curva C, si f(a) =0y T =0.
Xlo=a

@ También puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que dy/dx se tenga que calcular
como una forma indeterminada en el caso de que f(a) =0y f'(o) =0.

Ejemplo 8.20

Realizar el grafico de la curva de ecuacién r =1 —2cos 0.

Solucion: Para realizar la grafica vamos a aplicar las pruebas de simetria, vamos a calcular los valores maximos, los
ceros y las tangentes al polo. Finalmente haremos una tabla de valores.

a.) Simetria: La curva es simétrica respecto al Eje Polar.

b.) El valor méximo de |r| : Por inspeccién: Como 2 > —2cos6 > —2, entonces el valor maximo es |r| =3
cuando 0 =7

1
c.) Cerosen [0,27]: 1 —2cos0 =0 — COSQZE — 0=nmn/3 y 6=>5n/3.

d.) Tangentes al Polo en [0,27] : La funcién se anula en @ = /3, 57/3. Como r(6) = 2sen® y como
r(m/3)#£0y r'(57/3) # 0, entonces las rectas 6 = /3 y 6 = 571/3 son dos tangentes al Polo.

e.) Tabla de valores y grdfico
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6| 0 /6 n/3 | m/2 | 2n/3 | @
r|—1]=-073| 0 1 2 3

Figura 8.17: Curva de ecuacién
r=1—2cosH.

Nota sobre tangentes al Polo. Si f’ no esté definida en el cero 6 = a entonces no se pueden definir tangentes al Polo
para este valor del angulo. Como ya indicamos, puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que
dy/dx se tenga que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(a) =0y f'(a) = 0. Por ejemplo, la

—sen(26
curva de ecuacién r = 1/cos(26) tiene ceros en 6 = +7/4 pero su derivada ' (6) = sen((ze)) estd definida solo si
cos
cos(260) > 0. Atn asi, la derivada existe como limite unilateral:
A(x2+y2) /32 42 =0
Figura 8.18: Las rectas 8 = /4 son tangentes al Polo.
Las rectas @ = £+ /4 son “tangentes en el limite”, pues como
x=r(6)cosO
y=r(0)senb
Entonces,
dy Msen@—kx/cos 20)cos 0
dy g9 1'(0)sen6+r(0)cosd cos(20) (26) ) Tt
azazr’(e)cose—r(e)senez —sen(26) o b QHZ
— ———=~c0s0 —y/cos(260)sen O

de cos(20)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

S
O

E

jercicios

8.2 Apéndice B: Coordendas Polares

392

@ 8.2.13 Realizar el grafico de las curvas cuya ecuacién se indica en la lista que sigue. Usar simetria, ceros, valores

a) r=2

b.) 6 =37m/4

c.) r=3cos0
d) r=3sen0
e.) r=2+43cos0
f) r=2-—3cos0
g.) r=4cos20

h.) r=4sen20

maxomo de |r|, tangentes al Polo y una tabla de valores.

Curvas especiales

Hay muchas curvas importantes que tienen una ecuacion simple en coordenadas polares. A continuaciéon hacemos un

resumen de algunas de estas curvas.

SIEY

a
-<1
b<

Caracol

SIE

Cardioide

STE

STE

|

a
l<—-<2
<b<

Caracol

3
TN

SR

Caracol

Figura 8.19: Caracoles r =a=+bcos0,r=a+bsen6,a >0, b >0.
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r r r
2 2 2
n=4
Y
” ° N

X n=2
3n 3n
2 2

r = acosnf r = acos nf r = asinnf r = asinnf
Figura 8.20: Rosas de n pétalos si n es impar y de 2n pétalos si n es par

T 4 r I
2 2 2 2

@:»0 nilkw r ﬁ 0 n@@—»o

a a

3 3 3 3n

2 2 2 2
r=acos 6 r=asin 0 r2 = a%sin 26 r2 = a?cos 26
Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata

Figura 8.21: Circulos y Lemniscatas
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En general, cualquier combinacién de ecuaciones y desigualdades pueden definir una regién, de manera implicita. Esta

seccion se introduce casos sencillos.

@ Desigualdades del tipo y > f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a,D].

La representacion grafica de la curva y = f(x) consiste de la representacién de los pares (x,y) con y = f(x).
Los puntos (x,y) con y > f(x) conforman una regién por encima de la representacién grifica de f (incluyendo
esta representacion) y, de manera andloga, los puntos (x,y) con y < f(x) conforman una regién por debajo de la
representacion grafica de f (incluyendo esta representacion.)

A A y=f(x)

y=fx)

y> f(xo)e

@ Desigualdades del tipo y > f(x) o y < f(x) en un intervalo [a,b]. Este caso es similar al anterior, como la

desigualdad es estricta, no incluye la curva y = f(x).

A A y=f(x)
y=f(x) P
1
” - ”-.:_~\\ III
>f(xo)? ,‘ [ \\\ /,
Y>> fx) ) | y
i v < fx0)s \
: /o i N LY
- ] ‘ -
"_3 S 1 - 5
a X0 y b Yy < f(x>
\ :
M 4 o I >
-~ a x() b

@ Desigualdades del tipo x > g(y) 0 x < g(y) en un intervalo [a,b].

La representacion grafica de la curva x = g(x) consiste de la representacion de los pares (x,y) con x = g(x). Los
puntos (x,y) con y > g(x) conforman una region a la derecha de la representacion gréfica de g (incluyendo esta
representacion) y, de manera anéloga, los puntos (x,y) con x < g(y) conforman la regién a la izquierda de la
representacion grafica de g (incluyendo esta representacion.)

Cuando la desigualdad es estricta, la regién no incluye la curva.
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Yo

@ Pardbolas.

(v — k)< dp(x—h)

@ Elipses.

@ Hipérbolas.

(x—h)?

a2

(y = k)

a2

<1

(=P (=K

a2

a2

>1

-
-
-
-
=

(x—h)? > 4p(y — h)

(x —h)* <aply—h)

L _ A
x—h) +(yazk) <1

I

(=h2 _ (x=h)?
= e !
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Ahora vamos a ver un ejemplo de cémo s epuede representar el dominio de un funcién de dos variables.

Sl X: A0 (Dominio de una funcion).

Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién f(x,y) = /3y —6x+3+In(1 —x)+1
Solucion: Necesitamos que 3y —6x+3 >0 y que 1 —x > 0, es decir,

Dy = {(x,y)E]R2 talque y>2x—1 y x<1}

Representacion grdfica: El dominio de f es la interseccion de la regién y > 2x — 1 (regién arriba de la recta
y=2x—1, incluida) y de la regién x < 1 (region a la izquierda de la recta x = 1, sin incluirla).

x=1y y>2x—14

Dy

y=>2x—1
x <1

Figura 8.22: Dy = {()c,y)ER2 talque y>2x—1 y x<lI}

Sl X:¥#] (Dominio de una funcion).
1

Determi lice 1 tacio ifica del dominio de la funci6 =
etermine y realice la representacion gréfica del dominio de la funcién f(x,y) ¥ —2y—4x—3 + W=

Solucién: Necesitamos x —y > 0 y que y> — 2y —4x — 3 # 0. Completando cuadrados obtenemos quela ecuacién
y? —2y—4x—3 =0 corresponde a la pardbola (y —1)? = 4(x+1).

Dy = {(x,y)€R2 talque y<x vy (y—1)27é4(x+1)}
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8.3 Apéndice C:Representacion grafica de regiones definidas por
desigualdades (htfps://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).
Representacion grafica: El dominio de f es la region y < x (regién abajo de la recta y = x, sin incluirla)

excluyendo la parabola (y—1)2 = 4(x+1).

4
4
/ y=x
y; =
/ A -
/ P
/ 4
:' ’,
1 LBV
] B ,’ y
| P
\ .
\ P
\ P
\‘ ,/
\ e —
\\ /,
\\,/
’,
- D
w !
<
’
’,
’,
g b
L Y<xy(y—12%A4(x+1)
’
|

Figura8.23: Dy = {(x,y) € R? talque y<x y (y—1)?#4(x+1)}

G0 o[ X:#X] (Dominio de una funcién).
2
Determine y realice la representacién gréfica del dominio de la funcién f(x,y) = In(x —y?) +1/1 —y> — 5

2

Solucién: Necesitamos que x —y> >0 y que 1 —y?> — — >0, es decir,
b }

Dy = {(x,y)eRz talque x>y* y Y+ 7 S

2

Representaciéon grdfica: El dominio de f es la interseccion de la regién x > y* (region a la derecha de la pardbola
2
, sin incluirla) y de la regién y* + il <1 (el interior de la elipse y*> + S incluyendo la elipse).

x=y?
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A

2
Figura 8.24: Dy = {(x,y) € R? talque x>y y y2+% < 1}
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9 — Soluciones de los ejercicios

\

Soluciones del Capitulo 1

1.3.1 @ Se trata de una pardbola con foco en (2,3) y directriz con ecuacién x = 4. Por lo tanto, la pardbola tiene
vértice en (3,3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacién es (y —3)% = —4(x—3).

1.324M® |

a) 2 —dx+l=y=2x—-1)P =y+1 = (x—1)72= SO+ 1)

8 3
b. 2= —— =
) y=—gltg)

c) (+1)P2=4(x+2)
d) (x+1)?=2(y-2)
e) ¥=(-2)

1.334® El vértice es (h,k) = (1,3). Por la posicién del foco se deduce que el eje es paralelo al eje X y la
pardbola abre hacia la derecha. Entonces la ecuacién canénica es (y —3)? =4p(x—1). Como p = [|(2,3) — (1,3)|| =1,

la ecuacién canénica es (y —3)> =4(x—1).

1.344® La ecuacién canénica es de la forma (y —k)? = 4p(x — h). Como contiene los tres puntos, entonces
(0—K2 = 4p(0—h)
) 1 2 1
2—k)* = 4p(-1—h) = h=—,p=—=y k==
2 24 3 3
(-2-02 = 4p(-2-h)
Por tanto, la pardbol ! 2—4 2 !
or tanto, la pardbola es 3) = 3\ X

1.3.54M® Como (h,k) = (—1,1) y p=1, entonces (x+1)> =4(y—1).
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1.3.6 V@ La ecuacién es (y—k)> = 4p(x—h) y abre a la izquierda. El vértice es (h,k) = (5,4) y p = —2.
Entonces la ecuacién canénica es (y —4)% = —8(x —5).

137 ® (x—2)?=2(y-3).

1.3.8 @ El vértice es (h,k) = (2,0). Como b > 2, la pardbola solo podria abrir hacia arriba o hacia la derecha.
@ Si abre hacia arriba, la ecuacién canénica es (x —2)?> = 4py. En este caso, como 8 +p = 10 = p =2 y entonces
b = 10. En este caso tenemos la pard]bola (x —2)? = 8y.

@ Si abre hacia la derecha, la ecuacién canénica es y* = 4p(x — 2). En este caso, como la directriz tiene ecuacién
X =2 — p, tenemos

{ b—(2-p) = 10

=8; b=4 =2; b=10.
64 — 4p(b—2) = p=28; b op b 0

Las tres pardbolas son (x —2)> =8y; y* =32(x—2) y y>* =8(x—2).

1.39M@ Si el foco esta en la directriz tendriamos una recta (una cénica degenerada).

(x+1)>  (v—5/4)?*

141 @ 14 + 0 =1.
142 @ ) .
—1 2
ay QD DT
4 3
42 22
b) (xﬂlL6) +(yJ;) 1
(x+2)%  (y+4)*
c.) 1 + ] 6 =1
d) x2+(y_22) —1

143 @ La ecuacidn candnica la obtenemos completando cuadrados.
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y=3P, (=27

=1.
1

@ Ecuacidén candnica:
@ Centro: (h,k) =(2,3)

-] a2:4,b2:1yc:\ﬁ

@ Focos: (2,34++/3)

@ No hay interseccién con ejes.

144 @ Los datos los podemos representar en la figura de la derecha.

Como el centro es (h,k) = (0,0), entonces la ecuacion es

x2 y2

P!

Esto es asi pues el vértice (0,5) nos indica que el eje mayor estd
(en este caso) sobre el eje Y. -2t

Ahora, como (0,5) es un vértice y el centro estd en (0,0), se sigue que a =5y

Por otra parte, como (—1,3) estd en la elipse
(12, %

|
b? +25

. 25 . . ‘- .
de aqui, despejando, obtenemos b* = 16 Finalmente, la ecuacién candnica de la elipse es

2 2
y
mt+io=1
25
5705

145M® La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
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Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante, el
otro vértice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser paralelo al
eje Y pues su semieje menor seria de 8 unidades y el mayor de
1 unidad!). Luego, (h,k) = (4,2), a=4y b =2. La ecuacién

canonica es
(=42, (-2

=1
16 4

14.6 @ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
Segun los datos, (h,k) = (0,0) y (4,0) es el vértice de la derecha,

entonces a =4y (3,1) satisface la ecuacion de la elipse:
32 12

16
6 + 7 =1 = b= - La ecuacion candnica es
2 2
L+L =1
16 16

@ Centro: (h,k) = (0,0),

/96
° )

96

@ focos: 7 —,0),
@ vértices: ( ,0)y (—4
—1)?
147M@®  (x—224 0 5 S

@ Centro: (h,k) = (2,1),
@ c= \/ga

@ focos: (2,1++/8)

@ vértices: (2,1+3).

148 @ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
La ecuacién canénica de la pardbola es y*> = —4(x — 8). De esta

ecuacién se obtiene el otro foco y un vértice derecho de la elipse.
La ecuacién candénica es

(x—3.5)?

2
4.52 +y§:1'
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@ Centro: (h,k) = (3.5,0),
@ c=3.5,

@ focos: (0,0) y (7,0),

@ vértices: (—1,0) y (8,0).

2 2
149¢M@ La ecuacion canodnica es g—4 + %5 =1.
@ Centro: (h,k) = (0,0),
@ c=3,

@ focos: (£3,0),
@ vértices: (£8,0).

2 2
1410 6@ La ecuacién canénica es (x _92) + b T 63> = 1. Por lo tanto es una elipse.
@ Centro: (h,k) = (2,-3),
@ c=/7,
@ focos: (2,—-34+/7),
@ vértices: (2,—3+4).
1411 @ Si consideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es un circulo con

centroen (r,r) y (x,y) = (3,4) es un punto en la circunferencia.

Por lo tanto,

ro= 7-2V6~2.1
ro= 7+2V6~11.8

Como r < 4 entonces r =7 —2/6.

l4120®
a.) C es una pardbola de ecuacién canénica

R

(x—2) = —8(y+1).

b.) Centro de la elipse (2,—1)
c.) d(Fl,Fz): 4 = 2c=4 — c=2
d) dFA,V1)=3 = a—c=3 = a=5
e.) b*=21
f.) Ecuacién candnica de la elipse:
(x—2)?

+(y+1)2 B

=1

21
g.) Vértices (2,4), (2,-6).
h.) Focos (2,1), (2,-3).

25
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1413 @

Figura 9.1: Parabola P y elipse E

Segtin la figura ??, la parabola P tiene ecuacién (x —4)% = 4p(y+3). Ademds como (0,0) es un punto de la pardbola P,

al sustituir obtenemos que p = 3 Entonces el foco de la pardbola es F = (4,—5/3).

Abhora, la ecuacién candnica de la elipse E, con centro en F, es

(=42 0532

n m?

Como la elipse E contiene a los puntos (0,0) y (9, —%), sustituimos estos puntos en la ecuacion de la elipse E,

( (0—4)2+(0+5/3)2

= 1
" m 625
— n?=25 y mP=—-
81
(9-4)2 (-5/3+5/3)2
n? + m? =1

(=4  O+5/3? _,
25 &

La ecuacién canénica de la elipse E es

1414 6@ De la informacién que nos dan deducimos:
@ El foco de la pardbola (x —2)> = —4(y—6) es V; = (2, 6-1) = (2,5) pues p = —1.
@ El centro de la hipérbola (x —2)% —(y—1)>=1es Vo = (2,1).
@ Los vértices nos indican que la elipse tiene centro en (h,k) = (2,3) y su ecuacién canénica es

(x=2)?*  (-3)?
o T b
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@ Como la elipse contiene el punto (1,2),

(1-2? (2-3)° 2_4
=1 = b*"=-.
b? + 22 3
YA
6 A
5
(-2 p-37_
La ecuacién candnica de la elipse es 4 + 22 -
3
l 4
- >
2
X
1415 @
151 4® La ecuacién candnica es
2 2
2y
64 36
Como ¢ = 10, los focos son (£10,0) y los vértices son (£8,0). La ecuacién de las asintotas es 3x—4y =0y 3x+4y=0.
2 -1 2
1.52M® La ecuacién candnica es yg _l - S _ 1.
4 2 -1 2
1.534M@ El centroes (—4,1). a =6y b =4. La ecuacién canénica es (x;_6 b T ) =1
—1)? 2)?
1.54 @ La ecuacion candnica es =) O+2) = 1. Vértices en (—3,2), (5,—2) y focos en

16 9
3
(—4,-2),(6,—2). Las asintotas son y = iz(x —1)-2.

1.55@ La ecuacidén canonica es

(=32 -2 _,
9 4 '

Como ¢ = /13, los focos son (3++/13,2) y los vértices son (3+3,2).

1.56 @ Como /34 > 6, la asintota y = v/3x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que la ecuacién
2 2
16 36
de la hipérbola es * Y 1. Como (4,6) estd en la hipérbola y como b* = 3a®, entonces — — ~—
, a* b2 a’>  3a?
Asi, la ecuacién candnica es

=1 = a=4.

NS}

X 2

4 1

<

=1.

[\
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22
157 \® La ecuacion candnica es 6 7= 1.
1.5.8¢® La parébola tiene ecuacion canénica (y—1)? = —8(x+2), por tanto el centro de la hipérbola es (—2,1).

Como un foco esta en (3,1) y un vértice esta en (1,1), el eje
transversal es paralelo al eje X, a=3, c=5y b=4. Laecuacién
canodnica es

@+2? =17

9 16

Sus focos son (3,1), (—7,1) y sus vértices (1,1), (—5,1). Las
asintotas son y = j:%(x—i— 2)+ 1. La hipérbola interseca al eje X
en x~ —5.093 y x~ 1.0933.

159 0®

a) Como k>0y k—16 >0, se trata de una elipse.

b) Como k>0y k—16 <0, se trata de una hipérbola.

c.) Como k<0yk—16<0, laecuacién no tiene solucidn, es decir, no es la ecuacién de una curva.

1.510 6@ Se trata de una hipérbola.

La ecuacién canénicaes (x— 1) —
@ Centro (1,—1),
@ a’=1yb>=09,
@ =149 = c=VI0,
@ Focos (1++/10, —1).

@ Asintotas: y = iT(x— 1)—1.

1.5.11 @

Soluciones del Capitulo 2

221 \® Dr={(x,y)€R?> tq (x—4)?+y*>1 y x#0 y y+#0.} Este dominio corresponde al exterior de
la elipse (incluye el borde) y se debe excluir los ejes X y Y (lineas punteadas).
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2224® Como log(1) = 0 debemos excluir los puntos para los cuales x —y = 1.

Di={(x,y)€R?> tq (y+1)*>x+1y y#x—1y y<x}

b)  (z-2)2+(—-2)2=4x=0.
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d) z4+2y=4,x=0

e.)
f.)

g)
2320M4@ Es un punto, P = (1,—2,0)

2334M\®
a.) Plano 2z+4+y=2.
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b.) Plano x =2.
Z

g

c.) Plano x—y—z=0. Podemos usar las rectas y=x y z =x.

d.)  Plano x+y—z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x =2; y=2; z=—1.

e.) Plano 2x+2y+2z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x=1; y=1; z=1.
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Xt Y

23404@ Plano 4x —4y+2z =4 en el primer octante. En este caso el plano lo dibujamos desde el segmento que
vade x =1 hasta z =2.

2410@®
) B y= (242
b) 24y =x/4

—aY
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d.)

2420®@ Se trata del paraboloide 4 — z = x* + (y — 2)2. El vértice es (0,2,4).

a.) Si x=0 entonces 4 —z = (y—2)2. Por tanto la trazaes (y —2)> = —(z—4), x=0.
b.) Si z=23 obtenemos la traza 1 = x>+ (y—2)?, z=3.
c.) Si z=0 obtenemos la traza 4 = x> + (y —2)%, z=0.
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251 0@

2520M® Sélido QO

|
|

253 M@ Sélido Q5.
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254 M@ Sélido ;.

255M@® Sélido Qy.
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;e 2 =2y +2=2

/ ~
/ S<
’ N
/ Sl
/ SS
3 1
/I \\\
’ ‘\\
.
,

2.5.6 @ Sélido Qs.
z

257 @ Sélido Q.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

419

(https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

T+2Y+2=2

\
-~
\
\

Sélido Q.

258M®

o~
I
N
+
>
]
+
53

Sélido Qg.

259M@

2z + 3y =18

r+y==06
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2510 @ Sélido Qo.

2511 @ Sélido Q1.

oy —dxr +2z=0

25.1240@® Sélido Q.


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

421

(https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Sélido Q12.

2513 ®

y=6—=x

Sélido Q13.

2514 @
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2515M@ Sélido Q1a.

2.5.16 h @ Sélido Q15 .
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2517 @ Sélido Q.

2518 @ Sélido Q7.
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261 8@ Proyecciones de Q.

Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccion sobre XZ

zl)

2

26204@ Proyecciones de Q.
Proyeccion sobre XY Proyeccidn sobre YZ Proyeccidén sobre XZ

2630N® Proyecciones de Q.
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Proyeccion sobre XY

La curva C; se proyecta en la curva C en el plano
XY. La curva C; es la interseccion de las superfi-
cies y? +7z> =4 y 2x —2y+z = 2; para calcular su
ecuacién eliminamos z,

v+ =1
= y>+(2—-2x+2y)? =4,
2x—2y+z = 2 (una elipse con rotaciéi

La curva C; se proyecta en la curva C en el plano
XZ. Lacurva C es la interseccion de las superficies
V+z2=1 y2x—2y+z7=2,

V42 = 1
= (-1 +§+x)2+zz =1.
2x—2y+z = 2 (una elipse con rotacid

Soluciones del Capitulo 3

3314 Usando la regla para la derivada del cociente,


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

426

J 2 2 dra
o 9y Pl =) -5 (x> —y*] - xy
dy (22 —y?)?
o (@) +2yxy
(2 —y2)2
of a—[xy]-(xz—y2)—a— [xz_yz] Xy
ox (x2—y2)2
- (¥ =y*) = 2x-xy
(x2 —y2)2
10
2,1)=—.
fy( I ) 9
32¢M® Se debe usar la regla de la cadena para funciones de una variable,
d d .
8§ 51n4(xy+x2+2y)'a—y [ln(xy—i-xz—i-?)]
_ 4 2 oyy. (¥ y
= S5In*(W +x%+2) T (¥ Inx+2"1In2)
) o
3?: SIn* (2 +x2+27)- > [In(x +x* +27)]
— 4 2 s -1
= 5In"(@+x°+2) T (y- 2" +2x)
3.33 ‘52©
0 Z 2
87)2(2 :461 -2
o PZ_up o
dy?
82z 32Z 2 2

2

3344M@ Sea u= x—, entonces z = f(u)
y

dz . 2x
a—f(”) y
az —x2
s
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y
2z VT2 +y?
o —=—- "~
ox 2z
Lo
)z TR +y?
@ —=—" ">
ox 2z
@ Ahora sustituimos,
R S
dz 9z x2 +y? x2 +y?
Zxa +Zy87y = X 27 + 2y 2z
Xy Xy
Ty —
Xy 21y +x2—|—y2
e—xz/kt
33.6 0@ Pongamos C(x,t) = ———
g (x,7) v

Q — =
ot t
¢ 1 —2x —x/kt
ox i kt
0’C  —xX*/kt 1 [ 4x
@ — =¢ —
dx? Vit
2
@ Luego, multiplicando 92 por

33 .7 ¢@®

o Ut LA ()

kt5/2 2t3/2

P2\ _ e a2
K2 k) k252 k32

se obtiene la identidad.

z es una funcién de dos variables pero f es una funcién de un solo argumento y como tal, se deriva de la manera ordinaria.

Aqui es conveniente hacer el cambio de variable u = x>y +y de tal manera que z = f(u) - \/x+ 2.

%
dy

dx

3.3.8M®
@ u, =e’cosx
@ u, =e’senx
@ u, = —e’senx

= | Vx+y> + f(u
= flu D Vaty? + flu)

= ] Vx+y> + f(u
= m+f

fy[ a5

2

x+y
4 [y

1
2y
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— ¢
@ u,, = e’senx

’u 9? , ,
° a—xz—i-a—y?: —e’senx+esenx =0 4/
339M@
@ u; = —acos(x—at)+
x+at
2 a’
Q@ Uy =—a Sen(x—at)—m
@ u = —at
Uy = cos(x a)+x+at
o Mxx:—sen(x—at)—m
° ut,:—azsen(x—at)—aiz:az- —sen(x—at)—# =a® U
(x+at)? (x+ar)?

3310 @ Sea A =x—at y B=x-+at, entonces u(x,t) = f(A)+ f(B).
® u =—af'(A)+ag'(B)

Uy = azf//(A) +a2g//(B>

ux = f'(A)+¢'(B)

Uxx = f,/(A) +g”(B)

uy = a*f"(A) +a’g" (B) = a* uy. /

33.11 @ Satisface % + % =1.
dx dy

$+87y: e’C—l-ey—i_ex—lz—ey N
: 9%z 9’z %z
Satisface 8x2'8yz_<8x8y> =0.
(e +e)—e-ef
(¥ +e¥)?
& (e +e)—e e
oy
d*z 9 e ] —eef
dxdy  dx [ex+e}’] (e*+e)?
d*z 9%z %2\’ (e e~ e (ef o) —ev e —er-et \?
8x2'8y2_<8x8y> B (¥ +ev)? . (e*+e)? a ((ex+ey)2>

_ fe @ ( —V e )2:0\/

(e*+e¥)? (ef+e¥)? (e +e)?

Q@ 7=

® 7y =

3240
Sea u = ysen(x), entonces w = f(u).
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@ w, = f'(u) ycos(x)

@ wy = f'(u) -sen(x)

® cos(x)wy + ysen(x)wy = cos2(x) -y /() +sen?(x) - y- £/ () =

33.34M@
98 _ prsen(3x—2y) + 3xcos(3x—2y), 28 = —22cos(3x—2
9y xsen(3x —2y) 4+ 3x“ cos(3x — 2y), oy x-cos(3x—2y) y

identidad se verifica de manera directa.

334¢N® Derivamos a ambos lados respecto a Ry,
O _ ot 1
OR, |R|  OR, |Ri Ry Ry
. OR
om0 kR
R? R R, R
33.158@®
o P _ F
oV VvV
v _mR
dT P
oT V
Y 55 = R
o 0P Vor _ PRV _
8V 0T oP V P mR '
oK ’°K 1,
33.17 @
W N
ax —f(l/l) 2x g(y)
azw _2 /! 2 2 /
o5 =280) (") 22 + f'(w)]
O ()25 80) +£0) £ w)]
8y8x y-8) T8\
0
a—”y” = f'(u)-2y- () +&'(v) - f(u)
3.3.18845@ ,
W . -y
o Tr=rw )
aZW /! —x 1 1 / " 1 -y 1 /
e R U DR OB S U]
33.190M® Sea u = x> — 4y?,

dw 3x ¢/
° P —e> f'(u) - 8y

(cos?x+sen’x) y f'(u)

d%g

dyox

= —4xcos(3x —2y) —

=y f'(u)

6x?sen(3x —2y). La
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2w

° 953y =8y [—3e3"f’(u) — & f"(u) - 2x]|

3320 0@ gu =n(n—1)r""2cos(n) vy aaeue = —n*r"cos(n®). Sustituyendo y simplificando se verifica la
rr
ecuacion.
351M®
d 0z dv 0z dy
dt — 9dx dt  dy dt
= (y*+1)-cost + 2xy-sec’t
dw 2
KX o ar =2t +2tsen2t + 2t~ cos 2t
353¢M@
de _ dc ou 3 o
dx  Ju dx dv Jx
u uy —y/x?
— 42 + Sy+ .
N 2\/u+v2} g [ u+v2] 1+<X>2
x
de o 0z o
dy  du dy Jv dy
B { e . ]-x—i—[ uv ] 1/x
- 2V u+v? Viu+v? 1+<X>2
x
3s540@
) S=at |2
* ox SV 9x
Jz af
0 5= ¢0)- ) +e0) | 7
c.)
az_ / 2 af af 2
5 — 803 f(x,y)+g(y)[ax 24553

0z

KRR QT

d d
S = 0) 201l 80) | 5 0+ 5L 2]

dy
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dz df af
@ — =——.y+——
ox ou T oy
@ Aplicamos regla del producto,

9%z o fof 1,2 [of
oxdy  ay|ou | T 9y |ov
. df 9’ f 9% f

= l‘aﬁy[auz'x]*[auav‘x]

356 0@

0z 0%f dx 9*f dy 9%f 9dx 9*f dy
du ox* du dydx du  dxdy du IJy* Jdu
*f d*f

% f °f

dz ’°f ox I’f 8y+ 0%f Ox azf_ay

9~ 9x2 v 9yox v | oxdy ou ' 9y ou
B 82f &Zf 82f 82f
35.73@ o oy
Z

@ Aplicamos la regla del producto,

= - Pl

0 D 22
ox2 ox |7 ou tox Y ov
af %f  9f %f  9f
= 2= 42 | 2x=5 +y=—— B—+y=>
ou " [ 9w P avou| T | T uar TV o2
@ Simplificando se obtiene el resultado.
358 M™N® Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea

z= f(u,v) — g(w). Entonces,
2y = fu- —seny — g(w)-6xy.

xy = —seny(fuu - 2x+ fuy - 2x) —g"(w) - 3)’2 -6xy 46y -g'(w)

3590M® Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea
z=x>f*(u,v). Entonces,
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2o =2xf*(u,v) + 2413 w,v) - (fu-y+ f,-0))

Zy :x2(4f3(M,V)‘ (fux+f\)2y))

d d
3510 @ Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos a—i y a—i La idea es despejar a
partir de estos dos cdlculos.
dz af of
22— Doy 2L
ax o T ; o )
9af _ 92 5. %2
ot y+2x2 | dx dy
dz af af
Rl A
y o Tat
d 1 d d
De manera andloga, a—{ = y12a [ai —y- O.’)Z)]
, ) 0z dz , ) ..
3511 @ Sea u = xy. Con un célculo directo obtenemos E b f(u)y 3, =% f"(u) Sustituyendo en la ecuacién
X y
diferencial se obtiene el resultado.
3s2¢0N@
3s134¢M@

Al aplicar el cambio de variable, z es una funcién de u y v, es decir, z = z(u,v). Por tanto

N P N SR RN S T
ox w3 T Vo, y dv Y 8y_x8u y dv

dz 0
Sustituyendo a—z, a—z, x=+/uv'yy=/u/ven (x), nos queda
x' dy
%% _ ysenu
ou

361®
Sea F(x,y,z) = x*y? +sen(xyz) +z*> — 4. Si las derivadas parciales z, y z, existen en todo el dominio en el que F; # 0,
entonces

0z Fo  2xy* 4 yzcos(xyz)

QQ — = —— =
ox F, xycos(xyz) +2z
o dz  F,  2x*y-+xzcos(xyz)
dy F, xycos(xyz)+2z

@ La identidad se obtiene sustituyendo y simplificando.

362M@® En este caso, F = g (xy) x* +y2> .
Z
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Y
Lo ta2
o %:7&:75’ Z+g X
dx gz Xy
oz 2 Bus~+8v-2y
@ — = 2 = —
a'x gZ _g xl
L)
¢ 2.2
X 7=y
Sur gy 2 Su—+8-2y gu( > 2(2 —y?)
°y —= —x- = = - >y
Rl R o 2 e
u Z2 u Z2 u Z2
3.6.3 @ Sea F =z— f(u) con u=z/xy.
-z
— , - —_—
2 R_ T o yw
dx F; l—f’(u)-i X xy—f/(”)
xy
() 2
oo MW i )
ay F; l—f’(u)-i y xy—f/(u)
Xy
JESCE SN S () W
dx " dy x xy—f'(u) y xy—f'(u)
3.64® La primera derivada se hace derivando implicitamente; las segundas derivadas son derivadas ordinarias.
o 02 _ _2ln(yz)
ox xX—z
— az
d Ix dz
a—;ln(yz)—i—z- Xl (x—z) — <1—ai> -zIn(yz)
?z_ 0 [ ()] _ |
ox2  Jx xX—z - (x—2)?
i y zIn(yz)
zIn(yz)  x—z ( zln(ﬂ))
— ‘In(yz) +z- —z)— | 1+ -zl
X—z (yZ) Z vz ()C Z) P z n(yz)
- (x—2z)?
Jdz _ xz
dy  ylx—2)
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dz
aZZ_ 8 |: Xz :| x-aiy.y(x—z) — <x—z—y.ay>.xz

2 dy| y(x—z)

2z dz
P 9 x <Z+X‘ax>‘y(x—1) - (y—y-ax>-xz
dxdy dx | y(x—2)

3.65N®

36.6N®

3.67N®

3.6.8N®

369M®

3610 @

3.6.11 @
36120@®
3613@

321 ¢N®

a) Vf=(-2x,-2y)

u (=2,1) 2

Dyf(Q) :Vf(Q)~W =(=2,-2)- ==
b.)

D.f(P) = (=2a,—2b)-(=2,1)/V5=V2 = 4a—2b=+/10
D,f(P) = (—2a,-2b)-(1,1)/V2=+5 = —2a—2b =10
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Entonces, a=0y b= —/5/2. P=(0,—/5/2,3/2).

c.) La superficie S tiene ecuacién z =4 —x?> —y?. Si G =z—4+x>+)? entonces un vector normal al plano es
N =VG(R) = (2,-2,1). Luego la ecuacion cartesiana es 2x —2y+z = 6.

d)  D,f(R) es maximasi ii = Vf(R) = (—2,2). Eneste caso, Dy f(R) = ||[Vf(R)|| = V3.

312245@
2x+yz  —axz )
( xy+322 7 xy+322
21) 2
Daf(0) = Va(Q)- it = (+1.0)- 2 -
b.)

Dyz(P) = (~2/b.0)- (<2.1)/v/5 = V2 — b=4/V/10

c)  Lasuperficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = x> +xyz+2z> — 1, entonces VG = (2x +yz,xz,xy +3z%). Un vector
normal al plano es N = VG(R) = (1,1,2). Luego la ecuacién cartesiana es x+y—+ 2z = 2.
d)  Dyz(R) es minimasi i = —Vz(R) = (1/2,1/2). En este caso, Dy, z(R) = —||Vz(R)|| = —/1/2.

3IR23te
a)  z=2z(x,y) estd definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) =z’ +xz+y—1.

F. F z 1
VZ: T e YT = - 2 T 2 N
F; F, 3z +x 3z22+x

Dgz(P) — vz(P).(l’\;)
= (0,—1)-0’\;) = 2/V/5~0.894427.

b.)  El maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P es ||Vz(P)|| =1 cuando vV = Vz(P) = (0,—1).

c.) Como la superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = 22 +xz+y—1, la ecuacién cartesiana del plano tangente en el
punto P es VG(P) - (x,y,z) = VG(P) - P.

@ VG(x,y,z) = (z,1,3z> +x)
@ N=VG(1,1,00=(0,1,1)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es y+z=1.

3 240M@
a)  z=1z(x,y) estd definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) = xyz> — 8z.

F, F yZ? xz?
Vz= 7= = =\ y T 5
F, F, 2zxy — 8 2zxy — 8



https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

436

o (_S’ﬁ)
Da(P) = Va(P)- =
~ (8.-3%). (_\5/’2;7@ _ 40\_/237\&%5.52068

b.)

c.)  Como la superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = xyz> — 8z, la ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P
es VG(P) - (x,y,z) = VG(P)-P.

@ VG(x,y,2) = (y2* , x> , 2xyz - 8)

@ N=VG(1,1,8) = (64,64 ,8)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es 64x+ 64y + 8z = 192.

325MN@® La recta normal L pasa por P y va en la direccién de un vector normal a la superficie S e P. Podemos
tomar N = VG(P) = (1,1,2/+/2), asf una ecuacién vectorial de larectaes L: (x,y,z) = P+1(1,1,2/v/2), t € R.

3126 @

a.)
b.)

326 @

Soluciones del Capitulo 4

421 4@ Los puntos criticos son (0,0) y P = (%, %) En (0,0) el criterio no decide, en (%, %,f(P)) es punto
de silla.

4220® Puntos criticos.

0

of = 4P -4y = 0 = y=x,

ox

af 3 B 8 B X 0
87)) = 4y —4x = 0 = x(x*—-1)=0 = v = 41

Puntos criticos: (0,0), (1,1), (—1,—1).

Clasificacion. Dy(x,y) = fu- fyy — (fxy)2 =12x%-12)% —16.
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P fu(P) | fiy(P) | (f(P))? | D2(P) | Clasificacién
(0,0) 0 0 16 —16 | (0,0,1) es punto de silla.
(1,1) 12 12 16 128 | (1,1,—1) es minimo local.
(—1,-1) 12 12 16 128 | (—1,—1,—1) es minimo local

423 ¢® Puntos criticos.

fi=32+3>-6x = 0 (El) 3(x2+y2—2x) = 0
fy =6xy—06y = 0 (E2) oy(x—1) = 0= y=0o0 x=1.
@ Si y =0, sustituyendo en (E1) queda @ Si x = 1, sustituyendo en (E1) queda
3(x2—2x):O:>x:0,x:2. 3(y2_1):0:>y:17y:_1.

Finalmente, tenemos cuatro puntos criticos: (0,0), (2,0), (1,1) y (1,-1).

Clasificacién.
D2 (x,y) = fur- fry — (fiy)* = (6x—6) - (6x — 6) — 36y”.
@ En (0,0) f alcanza un maximo relativo, pues D>(0,0) =36 >0y f(0,0) =—-6 <O0.
@ En (2,0) f alcanza un minimo relativo pues D>(2,0) =36 >0y f.(2,0) =6 > 0.
@ En (1,1) f no alcanza un extremo pues D;(1,1) = —36 < 0 (punto de silla).
@ En (1,—1) f no alcanza un extremo pues Dy(1,—1) = —36 < 0 (punto de silla).
424 M@ Como P = (1,2) es punto critico, las derivadas parciales de z se anulan en P, es decir
dz a
o (v-5) =0 _a
9x|(1 ) x2/1(1,2) 2-37 =0
— — a=2y b=4
dz b b
ox (12) VaVATIN))

= (2)(2) - (2)(2)
>

@ Dy(1,2) =3 y zx(1,2) =4 > 0. Luego, en el punto P = (2,1) z alcanza un minimo relativo.

425M®
@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema,
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Iy = &x—y = 0 =8 =y
— l6y=y —y=0
Zy= —x+2y = 0 =2y=x

asi, el Gnico punto critico es (0,0).

@ Test: Do (x,y) = 8-2-—(—1)? = 15 (es constante) y puesto que z,, = 8 > 0, entonces = (0, 0, 0) es un minimo relativo.

42.6 @ La gréifica de f es,

. . = eV -2 V()Y = 0
@ Puntos criticos: El sistema es { xei 22 xeixzi 2(x2 yz)
= —2ye T =2yt —yT) = 0
eV u(1-2+yY) = 0
Simplificando queda 22 2 2
—e " 2y(14+x"—y7) = 0

_42_\2 .
como e ¥ 7 > 0 entonces nos queda el sistema

2x(1-x*+y?) = 0
“2y(1+x*=»*) = 0

Tenemos 4 casos:
@casol.) 2x=0 y 2y=0. Entoncesx=0y y=0.

9cAs02.) 2x=0y (1+x>—y*)=0.Entoncesx=0 yy==+1
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QcAs03.) —2y=0y (1—-x*>4y*)=0. Entoncesy =0 yx = =+1

QcAs04.) (1-x*+y>)=0 1 +x> —y?) = 0. Este caso es inconsistente pues quedaria
y pues q

PoP=1 y 2y =-1
@ Test: Calculamos D, y evaluamos cada uno de los cinco puntos.

T =20 (2x* —x2(2y? +5) + >+ 1)

Gy =20V (222 — 1) =29 +52— 1)

Zry = dxye ™Y (2 —y?)

Luego tenemos:

@ Para P = (0,0,0), Dy(P) = —4. P es un punto de silla.

QPara (0,1,—1/e), D2(P) =2.165>0 z, = 1.47 < 0. Se trata de un minimo relativo.
QPara (0,—1,—1/e), D2(P) =2.165>0 z,, = 1.47 <0. Se trata de un minimo relativo.

OPara (1,0,1/e), D2(P) =2.165>0 z,, = —1.47 <0. Se trata de un médximo relativo.

QPara (—1,0,—1/e), D2(P)=2.165>0 z, =—1.47 <0. Se trata de un méximo relativo.

427 @ La distancia del punto al paraboloide es d(x,y) = v/(x—2)2+ (y — 2)2 + (x> +y2)2.

Puntos criticos: Debemos resolver el sistema

x—2+2u(x*+y?) =
Y2420 +y) =

Como x =0, y =0 no es solucion del sistema, podemos asumir que x # 0 y y # 0. Luego, despejando
2—x 22—y
2.2
= = — =4 = V.
xX“+y o 2 xX=y

Ahora, sustiyendo x = y en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos x —2 +4x> = 0. La calculadora nos da las soluciones
x=0.68939835...,y = 0.68939835....

Clasificacién.  Dy(x,y) = [(1 + 4x* + 2(x* + y*)] - [I + 4% + 2(x*> + y*)] — 16x*y>.  Evaluamos
D,(0.68939835...,0.68939835...) = 19.4466... > 0 'y  fx(0.68939835...,0.68939835...) > 0, es de-
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cir, el punto en el paraboloide dénde se alcanza la distancia minima al punto (2,2,2) es
(0.68939835...,0.68939835...,7(0.68939835...,0.68939835...)).

428 @ Los puntos criticos son (0,0), (1,1) y (—1,—1)

429M@ Suponga que las dimensiones de la caja son x cm de ancho, y cms de largo y z cms de alto, entonces su
volumen es :

10
10 =xyz —= 7= —
Xy

Por otro lado, el costo total esta dado por ¢(x,y,z) = 20xz+ 20yz +40xy

De donde obtenemos que

200 200
c(x,y) = 5 T S +40xy

Calculando las derivadas parciales, formamos el siguiente sistema

de 200
%€ 2 4y-=2 = 0 El
B Y- 3 (ED)
P 200
2 2 4m-= = 0 (B
dy y?

Multiplicando por (E1) por x a ambos lados y (E2) por y ambos lados, obtenemos x = y. Sustituyendo en (E1) obtenemos

x:y:%

160000
D (x,y) = —5—5— — 1600 y al evaluar en el punto P = (v/5,V/5), tenemos que ((v/5,v/5,120v/5) es un minimo local.
X7y

Respuesta: Las dimensiones de la caja con costo minimo son x = v/5, y=+/5y z=10/v/25.

4210 @
4211 0@
42.1204@ El 4rea de la superficie es S(x,y,h) = 2xh+ 2yh+ 2xy = 64. Despejando h obtenemos que le volumen

32—
+xy . Resolviendo VV = (0,0) obtenemos x =y = /32/3.
Xy

es V=xy

4213 @ Puntos criticos: (0,0) y (1,—1/2¢). El punto (0,0,0) es punto de sillay en (1,—1/2¢) la funcién
alcanza un minimo local.

441 @ Problema: “Maximizar V (r,h) = wr*h sujeto a 487 = 2rh+ nr?.”
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@ L(r,h,A) =mr*h—A(2rh+r> —48).
nrh

L, =2rnrh—A(2h+2r) = 0 (1) A = L, bues h>01y r>0.
@< L,=nr’—A2r =0 2 = 1 = 7”:75
Ly=2rh+r = 48 (3) rh+r? = 48
nrh &

Ahora, A =4 —

h—}—rZEr = r(h—r)=0 = r=h (r>0).

Luego, sustituimos r = & en la ecuacién (3) :
2rh+1? =48 = 2h’ +h* =48 = h=+4.

.. Las dimensiones son h =4y r =4.

442 ®

a)  Como xy’*z =32 entonces x, y ni z puede ser nulos (sino el producto seria 0).
b.)  Problema:

“Minimizar d(Q,0) sujeto a la restriccién xy*z = 32.”

“Minimizar d = \/x2 +y2 +z2 sujeto a la restriccién xy’z = 32.”
sea L(x,y,7,A) = \/x2 +y2 + 22 — A (xy?2—32) = \/x2 +y2 + 22 — Axy’z—322).

@ Puntos criticos.

X

= Y2 = 0 (ED)

L. = 0 VX222
L = 0 \/%—uxyz — 0 (E2)

N X +y +z
L.=0 —_t An? = 0 (E3)

VX2 +yr 472

L, = 0

x?z—32 = 0 (E4)

Como x, y y z son no nulos, podemos despejar A en las ecuaciones (E1), (E2) y (E3),

2x6% = y*

_ X _ Yy _ 2

V2o /22422 20972+ 42 xR /2 2472
de donde obtenemos 2x> =y*> y y? =27%, es decir x = +z y y? = 2z%. Sustituyendo en la ecuacién (E4) nos queda
7-27% -z = 27* =32, es decir z = 2.

A


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematicay/). 442

Finalmente, como y* > 0 y como xy>z = 32 entonces x y z deben tener el mismo signo, es decir, x =7y y = +/2z.
Tenemos solo cuatro posibles soluciones,

WA

01=(2,-2v2,2); A=1/8,
0r=(2, —2v2,2); A=1/8,
03 =(-2,2V2, -2); A=1/8,
Q4=(-2,2V2, -2); A=1/8.

Como d(Q1,0) = d(Q2,0) = d(Q3,0) = d(Q4,0), los
cuatro puntos son los puntos de S mas cercanos al origen.

2
443 @ Problema: “Minimizar A = 37r* +27rh sujeto a la restriccién V = mtr?h + gﬂr3 =400”

La altura total es 1+ r ~ 8.49m y el didmetro es d ~ 8.49m

444 @ Problema: “Maximizar p = 2+ xz+y? sujeto a la restriccién x> +y*> +z> -4 =0".

Sea L(x,y,z,A) =2 +xz+y* — A(x2 +y? + 2> —4). Factorizando en la ecuacién L, = 0 obtenemos los casos y =0y
A =1, y con las ecuaciones Ly =0 y L, =0 obtenemos los casos z=0y A = £1/2. Resolviedo para estos casos se
obtienen los cuatro puntos criticos: (0,42,0), (£v/2,0,£v2),(£v2,0,52).

Evaluando p en los seis puntos encontramos que p es maximo en los puntos (0,£2,0) y minimo en los puntos
445M@ (0,—1,2).

4.4.6 O ® x=3/2, y=3/2, A =-3.

447 ®

448 @ A=0,x=-1,y=0,

A 1 1 1
= X=—= Y= "
2 ﬂy 2
A 1 1 1
:7’x: s = —,
2 VARG
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449 ®
4410 V@
4411 @
49.1 @
492 @
493 @
494 @
495 @
49.6 @
4.9.7 @
498 @
499 @
4910 V@
49.11 Y@

49.12 @

4101 @
4102 @
4103 @
4104 @
4105 @

4.10.6 @

SISl

1

l\ﬁ’

7

(£v2,1) y 2 = 1. Observe que x = 0 no satisface la restriccién.

x==+1/3, y=43, 7==44/3, Wya =2V3/3
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Soluciones del Capitulo 5

)

1 222
53.1 @ AR:/O/ dydx=1/6

y:Q—x2

53240@

5334M@®

1. I = // )+ dxdy
2+ﬁ

—24+V2 0 2 2 2—x
2.1 = / / f(x,y)-dydx+/ / f(xyy)‘dyder/ / f(x,y)-dydx
-2 2—(x42)2 -2+v2J0 0 Jo

5340® Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada pardbola.

//fxydA //2+F (x,y)dxdy

—242 x—3)?
//fxy )dA = / / flx,y dydx—i—/ / (x,y dydx+/ / f(x,y)dydx
(x+2)2 2+v2 3-v2

535M® Proyeccién sobre XZ
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Volumen de Q proyectando sobre XY

Vo = //Rl(4—y)dA+//R2(4—y)dA
= /x0/3+x4 ydydx+// (4 —y)dydx

con xo=0.5- (1 —+/13) ~ —1.30

5364® El célculo es facil proyectando sobre XY o YZ.

Proyeccion sobre YZ.

Vo= /01 /Oz_y [\/4—}/2—0} dzdy
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Proyeccion sobre XY.

1 /42
VQ:/O/O [2—y—0]dxdy

53/ @

Proyectando sobre XY.

1 2222
VQ:/ / [1—y/2—0]dydx
0 J1

—x2

53.8¢M®

539¢M®

Proyectamos sobre YZ.

0 242y 2 pa/4—y?
VQ:/]/O [1—2z/24y—0]dzdy —i—/o /0 [1—2z/24y—0]dzdy

5310 0@ Proyectamos sobre XY.
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“

V8 /3/4-22 V3/4—2
_ /(x2 /(x2
V—/O i va! (x2 +y2 /3dydx+/ / V1 (x2+y2)/3dydx

55140® Solucion: La regi6n estd entre las curvas r =2y r = 4sen26. Esto nos da tres subregiones: desde el
origen hasta la curva r = 4sen260 y desde el origen hasta la curva r = 2.

Como r=0=— r=sen20=0—=0=0y 6= g Podemos verificar con la figura que el dominio de la curva
r=4sen20 es [0, m/2.]

Para obtener los limites de integracién de las tres subregiones, buscamos la intersecciéon entre las curvas:
r=2MN r=4sen20, es decir,

T St
2= 4sen26:>9—ﬁ y 6="— -

g=2" r =4sen2|
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I = //r2~rdrd9
R

w/12 r4sen26
= / / r drd6
0 0
st/12 (2
+ / rdrd®
n/12 JO
n/2  rdsen26 16
+ / / Pdrdd = —~ —7/3
sx/12.J0 3

5524M® Solucion: Debemos hacer el cambio de variable x = rcos(0) y y = rsen(0).

& YA =& &
ij@ . o >
_1 4' __ 1
y= ﬁ "= V2sen 6
S I
V2
Observe que
1 1
@ Larecta y= —— se transformaen rsen = — — r=———.
V2 V2 v2sen(0)

@ La circunferencia x*> +y? = 1 se transforma en r = 1.

@ Larecta y =x se transforma en 6 = /4. En efecto, y=x = cos0 =sen(0) —> 6 = /4. Esto, por supuesto,
también lo podemos establecer de manera geométrica.

ol
Ap = //1-dA:/4/1 rdrd
R i e

2sen

3t ol

3z 3n
ir 1 1 1 T1 1
= de = 40 = —— Zcsc?(0)do =
2| . 0 /j( 2 4sen2(9)d9 /{; 2 4CSC()

V2sen(0)

Il
a\a\

553 4@

554404@ Los limites de integracién son 6 = —7/6 y 8 = 71 /6. Ahora calcule la integral que da el drea.
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555M@® Solucién: La ecuacién d ela curvaes » = 4 +4sen36.

T n
Tangentes al polo: 4 +4sen30 =0— 0 = a3 +2k§.

T T
Observando la figura tenemos que los limites de integracién adecuados son 8 = —% y 0= 5

r =4+ 4sen(36

/2 r4+4sen6
AR://l-rdrdez/ / 1 rdrd@ — 81
R —7/6.J0

556 @ Solucién:

a.)

Ya r=2+2senf

0, = arcsin(3/5) = 0.6435

Ry r=4cosf

a.) Tangentes al polo:

24+2senf =0 — 6= —g

4cosO =0 —> 9:%
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b.) Interseccion

2+2senf =4cos® =—> —12-+8senh+20sen’0 =0 = O = arcsen(3/5) ~0.6435

. arcsen(§) 2+2sen(0) z 4cos(0) 28 7 3
c.) Area: Ag = / ’ / rdrd6 + ’ / rdrd = —— + 7 arcsen <)
0 3)Jo 5 2 5

— arc sen( 3

A
2

7 1
d) r=0 — 2+2s5en(36) =06, = g y 6 = Tﬂ'

1l

& 2sin(36)+2

/ / 1rdrd® = 21
Z Jo
6

Nota: El intervalo [—77/6,—7/6] no es correcto, agrega un trozo adicional de curva y el resultado daria, en
valor absoluto, 3. Use Wolfram Alpha (Internet) para graficar + 2 Sin[3t]PolarPlot[2, t, -7 Pi/6, -Pi/6]

2r pw/4 1 T
557 M@ VQZ/O/O /Op2sen<pdpd(pd6:§(2—\ﬁ)

Solucion: La manera fécil es proyectar sobre XZ y usar
coordenadas polares,

VQ = // 4—xdA
Ry

558 M@
/2 2
= [T @-rcose)-rdras
0 2senf
= 2n-2
3
559M@® Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares. Calculando la interseccion entre las superficies po-

. . s, 7z 3
demos establecer que la region de integracion R,, estd entre las curvas 4y =—, ¥4yt = 1 ylasrectas y=xy x=0.

47

n/2 V32 1—x2—42
Vo = \/l—xz—yz—\/# rdrd®
n/a4 J1)2 3

5510 8@ Aplicamos el cambio de variable

x=arcost y y=brsent; ellJacobianoes J=rab
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La nueva regién es D = {(u,v) € R?|u?+1v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.

5511 @ Transformamos la regiéon R es un circulo con el cambio de variable,

1
, V= % El Jacobiano es J = 5

La nueva regién es D = {(u,v) € R?|u?+1v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.

55124M@
5513 M@ I=3/4(e—e").
55140@
5515 @

5614M® El célculo es fécil proyectando sobre XY o YZ.

Proyeccion sobre YZ.

o[ [ [ /Oﬂdx] dzdy

Proyeccién sobre XY.

vo- [ /OW [ e
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562M®

5634M@®

Proyectamos sobre YZ.

0 r2+2y 1—z/2+4y 2 a/4—y? 1—z/2+y
Vo :/ / [/ dx] dzdy + / / [/ dx} dzdy
—-1J0 0 0 JO 0

564€M@® a) 395

b)

2n ra ph—hr/a 2
5814M@® V. :/ / / rdzdrd = "
o Jo Jo 3
2 p1/V2 pV1-12
5820@ V= / / / rdzdrde =% (2-2)
0 0 r

2wl VAR 8
583M4@ V= / / / rdzdrd6 =2n <3 - \/§>
0 0 Jr

82
584M® T—Z\/gn.

585M® La proyeccion sobre XY es la region limitada por la recta x4y = 2 en el primer cuadrante.

2 2-x 4
o [ 7] deavas
e o Jo @zyx

591 8@

2n rm/4 1 T
592 M@ VQ:/O/O /Opzsenq)dpd(pde:g(z—fz)

5934@ Como z = pcos ¢ = h, entonces el sélido se puede describir en coordenadas polares como

0<p< h

0<0<2 0<op< t. h).
SPS e 0505 'y 0< ¢ <arctan(a/h)

Esta integral es sencilla (aunque no parece). Recuerde que cos ¢ = con esto la integral simplifica my bien.

h
Var+h?
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21 parctan(a/h) rh/cos@ 2
Vc:/ / / p2sengdpdpdd — F
o Jo 0 3

594¢M@

595 @® Como z=a— h entonces pcos@ =a—h. Asi Q se describe en coordenadas esféricas como

—h —h
a <p<a, 0<6<2m 'y 0§(p§7r/2—arcsen(a

).

cos @

21 pm/2—arcsen(<) ra
Jllpav = / / /hpzsencpdpd(pde
0 0 —~

a
cos @

/ZE/n/Zarcsen(“ah) p3 sen @
Do o 3

2 7r/2—arcsen(%h)]
= /0/0 g[a3sen(p—(a—h)3sec3(psen(p]d(pd9

a

dode
a—h

cos @

ﬂ/27arcsen(%) 2

co
2

+ K (sustitucion).

= /27[1 —a*cos @ — ( —h)3; do es /sec3 sen@de = >
= |3 a ¢—(a 2c0 0, pu psen@ap =

2 1 [3ah® - —h —h
— / _per = d6 pues cos| m/2—arcsen a .
o 3 2 a a

= % (Gar* =)

510.1 @
5102 @

5103 @ 2a*w

Soluciones del Capitulo 6

6.5.1M® Vamos a proyectar sobre el plano XY. La proyeccién es el circulo x> 4+ y> < 2.

(—x/z, =y/z, 1)
[[(=x/z, =y/z, 1)]]

@ Como z = /9 —x% — y2 entonces podemos poner N = . Luego,
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//SF-NdS

(—x/z,—y/z, 1)
//S(ya_-x78Z)’ H(_X/Z, _y/Z7 1)||H(_X/Z7 —y/z, l)HdA
= //D8sz
2 2
- / / 8v/9— 12 rdrd®
0o Jo

167(5%/2 —93/2)
-3

652 M@ //F-NdS:n
S

653 @

654 @

//sF’NdS - /13 /03(()7”% 1—(x—2)%)- (-3(x—2)%,0,1)dydx

_ /13/03(1—(x—2)3)dydx

303
= / / (—x> 4 6x% — 12x 4 9)dydx
1 Jo

3
=6

3 4
— 3/ (—x* 4+ 6x* — 12x+9)dx = 3 <—x+2x3—6x2+9X)
1 0

4

655MN® Proyectamos sobre XY

As = //st

/2 V3
= / V1+4r2rdrd6
/4 J1
L2 213/2 V3 x
= 15l 04 ‘1 40 = < (13V13-5V5)

6.5.6 @ Proyectamos sobre XY.
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2 4
//F-NdS = //(xy,x,z+l)-(0,2y, 1)dxdy
S 1 Jy

2 4

= //2xy+z—i—1dxa’y
1 Jy
2 4

:/ 2xy+4—y* +1dxdy 2/4
1 Jy

6.7.1 @ Se puede aplicar el teorema de divergencia. DivF =1—-1+42=2.

2 p4—xr r3—x
// F-NdS = / / / 2dydzdx
S 0 JO 0

- /O ’ /0 4_X2(6— 2x)dzdx
_ /02(6 —2x)(4—x?)dx

2
= / (2x% — 6x% — 8x 4 24)dx
0

2
= 8-16—16+48 = 24

x4
— ( Y, Py b 24x)
0

2

672 @

6734M@® @ divF =y? + 72

@ La proyeccién es el circulo x> +y> < 1
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//F-NdS // divFdV
N 0

2t o1 opl
= / / / rrdrd
o Jo J-1

=7
6.74 @
6.75M®
6.7.6 M@
6.7.7 V@
6.8.1 @ Vamos a proyectar sobre el plano xy. Como se ve en la figura, la proyeccién esté entre los circulos

¥ +y*=1yx*+y>=2 con 0 < 6 < /4. Entonces

As = // 1422 +22dA
D
N // I +4x? +4y> dydx
D
/4 2
_ / / VA2 £ 1rdrd6, (sustitucion: u=4r>+ 1)
0 1

(—5ﬁ+17ﬁ) 7
48

682 M@ el circulo x> +y? = 1.

5 > X2 y2
dS = \[Z g+ 1dA =\ [ st G ] dA

27 1
AS://dS _ / / V2rdrde = V2.
S 0o Jo

683M®
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6.84 M@ Proyectamos sobre XY.

2 4
Jfs2xy+z+1)dS / / 2xy+z+1dxdy
L Jy

2 4
= / / 2xy+4 —y> + 1 dxdy
L Jy

685 M@

2 rx
A://dS _ //\/4x2+1dydx
S 0 JO

2
= /x\/4x2+1dx
0
17
17 du u
_ /] Vi = il = 5,7577
6.8.6 M@ Proyectamos sobre XY
As = //dS
S
/2 V3
= / V1+4r2rdrdf
/4 J1
1 (72 V3 T
- - 1423/2‘ 40 = = (1313 —
127r/4(—|-r) 1 48( V13 -5V/5)
6.8.7 @
6.8.8 @
689 M@
6.8.10 @

Soluciones del Capitulo 7

711 @
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1. Parametrizacion de la curva e.)

@ —Cy: ri(t)=(,2t,0) conre [0,1].
Observe que r1(0) = (0,0,0) y r1(1) =(1,2,0).
@ Cy: r(t)=1(0,0,¢) con r € [0,1].
Observe que 2(0) = (0,0,0) y r»(1) = (0,0,1).
@ —C3: r3(t) = (cost,2cost,sent) con € [0,7/2].
Observe que r3(0) = (1,2,0) y r3(m/2) = (0,0,1).
2. Parametrizacion de la curva f£.)

@ Ci: ri(t)=(2cost,0,2sent) con t € [0,7/2].
Observe que r1(0) = (2,0,0) y ri(7/2) = (0,0,2).
@ Cy: r(t) = (2cost, 4—2cost, 2sent) con t € [0,7/2].
)=
2].

Observe que rz(O) (2 2,0) y rn(xn/2) =(0,4,2).

@ C3: n(t)= t,0) con t € [0,

(1,4
Observe que r3(0) = (0 4,0) y r3(2) =(2,2,0).

@ —Cy: r4(t) = (cost,4—cost,1+sent) cont e [—mw/2,7m/2|.
Observe que r4(—n/2) = (0,4,0) y ra(w/2) = (0,4,2).

44
721 N® s:/ V149/4tdt = 296
0

4
722 M@ s:2/ Vidi = 14/3
1

4

723 4MN® s = 2/ V1492t —1)dr = 1022/27
1/2

724 N® Recuerde que / secxdx = In|secx + tanx|.

/4
s:/ sectdt = In(vV2+1)
0

725 @
72.6 O®

731 404@® La circunferencia se parametriza como r(t) = (4cost, 4sent) con t € [0,7].

V1
/xyzds = 64/ cost sen’tdt = 0
C 0

1
732404@ /xds = / tV1+4e2dt = 0
C -1

733404® C: r(t)=(t,t,0) con t € [0,1].
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/ xy+zds
c2x—y

734 @

1
- / V2dt
0

¥ (t)=(1,1,1) y entonces

2
[ois S = [0 Ve rar
CxX*+y +z 1

73.5@®

736 N®
751 @
75204®
753 0®
754 @
7155 N®

756 @

242412

= /—dt \@ln|t\‘j = V32

/ Y 4 _/ 8 — 12 d1
3-8z

Parametrizamos las curvas,

Ci: r1(t) =costi+sent j4+0k con 1 € [0,7/2].

Cz : rz(t)

—A+1t(B—A)=2i+(t+1)j+3tk, t<0,1].

/xdx+zdy+dz - /xdx+zdy+dz+/xdx+zdy+dz
C C G

757 @
7.6.1 @
7.62 @

7.6.3 @

/2 1
= / —costsentdt+/4t+3t—|—3dt
0 0

= ——+—=6.
2+2

Una funcién potencial es ¢ (x,y,z) = xyz — y*x +x°2
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(a) Como rotF=(0,0,0), entonces F es conservativo sobre cualquier regién simplemente conexa donde z # 0.

o — /2x+5 dx = x2+50+Ki(v.2)
b) Vo=F — ¢ = /3y2 dy = Y +K(x2) — ¢(x,9,2) =x>+5x+y* +Inz
1
o = / —dz
Z
Luego,/F'dr =¢B)—¢(A) =6-1=25
C
(c) Como F es conservativo en regiones simplemente conexas, donde z no se anula, podemos tomar el camino

Infz| + K3(x, y)

C' = C) + C; para integrar.

—C; : r(t)=(0,¢,1) con t€[0,1]. £ (t)=(0,1,0) z

1 Cy
C, : r(t)=(1,0,1) con r€[0,1.  r()=(1,0,0) G
B=(1,0,1)

A=(0,1,1)

Entonces,

1 1
F.dr — —/ (5,32, 1)-(0, 1, 0)dr + / (45,0, 1)-(1,0,0)dt = —146 = 5
c’ 0 JO

764 @
1. R
7 7 k
d d d a A
yz+ycos(xy) xz+xcos(xy) xy

A

+(z4 cos(xy) +xycos(xy) — (z+ cos(xy) +xycos(xy)))k
= (0,0,0)

2. Sea G(x,y,z) una funcién potencial, asi
@ Gy(x,y,2) =yz+ycos(xy) = G(x,y,z) = xyz+sen(xy) +Ci(y,2)

0
Oafy(xyz+sen(xy)+c1(y,z)):xz+xcos(xy) = C,(»2)=0 = Ci(y,2) =C(z)

sz(xyz—i—sen(xy)—i—Cz(z)):xy = Q'(7)=0 = G)=K

Asi, G(x,y,z) = xyz+sen(xy) + K, por lo que

/CF~dr: G(0,0,0) — G(2,1,2) = K — (4+sen(2) + K) = —4 —sen(2).
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3. Se seguira la siguiente ruta
—Cy:ri(t) =(2,1,1), t €[0,2]
-G rg(t) = (l, 1,0), te [0,2]

—C;:13(t) = (0,2,0), t € [0, 1]

Asi

2 2 1
/F-dr _ —/ (t+cos(2),2t+2005(2),2)~(0,0,t)dt—/ (cost,zcost,t).(1,070)61;—/ (1,0,0) - (0,1,0)dt
C 0 0 0

2 2
= —/ 2tdt—/ costdt —0
0 0

= —tz‘g - sent]% = —4—sen(2)

7.65 M@ /F-dr —0
C

7.6.6 @
7.6.7 @ Calcule usando el camino que va de (2,5,0) a (—2,5,0)

768 M@
@ F = (P,Q,R) es conservativo pues P, = 7> +senxcos(T —y) = Qy, Ry =2xz=Q, y R, =2yz=P..

@ una funcién potencial es ¢ (x,y,z) = xyz> 4 cos(x)sen(m —y) + K. Por lo tanto

/F-dr:¢(0,7r,0)—¢(7r,0,0) —0
C

7.6.9 @

771 @
_ o4

Y3 64
b) /F-dr+/F-dr+/ Fodr+ [ Fodr—4—36428/3+4/3— 2
G G C3 Cy 3

1720@®
Como se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Green en el plano, excepto la orientacion de la curva, entonces

2 3
/F-dr = —// 1 — 0dxdy = —8.
(o) —2.J3y2/4
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773 @ Por el teorema de Green:

1 px?41 90 JP
/nCF-dr - // (ax—ay>dydx
_ // (2x— 1) dydx

= /0 (2x—1) (x* +1)dx = c

774 M4®
717504@®
791 @
792 @

793 ®

1. /F-dr:/F-dr+/ Fdrv | F.ar+ [ F-dr
c C, C C; C,

1
a) —Cy: ri(t)=(t,0te0,1] = F-dr:—/ —12dt =
C 0
b) Cy: rn(t)=(0,0,t)t€ [0,1] = F dr—/ 0dt =
c) Gi:r(t)=(0,5,1-1)t € [0,1] = F dr—/ 1—tdt=
1
d) Cy:ry(t)=(¢,1,0)t € [0,1] = F-dr:/ —1%dt =
C 0

/F-dr:1/3+1/2—1
C

2. // RotF -NdS — / RotF-NdS + || RotF-Nds.
S S S

RotF = (—1,—1,2y)

Para §; un vector normal es N; = (1,—1,0) (acorde con la orientacién de C).
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/ RotF -N,dS =/ 0dS = 0
S[ Sl

Para S, un vector normal es N, = (0,—1,—1) (acorde con la orientacién de C).

1l
/ RotF -N,dS = / / 1—2ydydx = —1/2+1/3.
S> 0 Jx

Finalmente, //RotF-NdS =0+-1/241/3.
S

794 @

795 N® Aplique el teorema de Stokes con las superficies de la figura que sigue.

(2,0,4) Z

7.9.6 O @
79.7 @
798 @
i 3 k
Rot(F)=| & & 4 |=@2-»-10)

¥ —y yz—x x+2y

Un vector normal paray = 2x es N; = (2,—1,0), pero la curva gira a favor de reloj respecto a Ny, por lo que ha que ajustar
el signo.

Asi
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Fdr — —//Rot(F)-NdA
C N
_ —//(2—y,—1,0).(2,—1,0)dA
R
= ——[Y(—2y—3)dA
R
LI
_ —/ /(—2(2rcos@)—3)rdrd9
0 0
50008 2\ |
= _/ <—4cosG—3> do
0 3 2 r=0
1/.4
= —/0 <3cos€—2>d9
= - jsene—ﬁ P — L
B 3 2 ), 3 4
799 @

Se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Stokes (Teo de Green en el espacio). Podemos tomar como la
superficie S, la porcién del plano z = 2 — x limitada por el cilindro x> 4+ y? = 1. Entonces un vector normal que nos sirve
es N=(1,0,1).

@ 9.0.1 Sea Q el solido limitado por y + z =
6,4x—4y—7=0,7=4—-x*,72=0y x=0, tal y
como se muestra en la figura.

a.) Calcular /F-dr si F(x,y,z) = (x,x,z) y C es la

C
frontera de la superficie S; en la figura.

b.) Calcular //a F-NdS donde F(x,y,z) = (x,y,2),
o

dQ es la frontera del sélido Q y N es el vector D
vector normal unitario exterior.
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Como F(x,y,z) = (x+z, 2y, y—z), entonces RotF = (1,1,0).

/F-dr = //RotF-NdS
c S

/2 rl
_ / / (1,1,0)-(1,0,1) rdrd® — m/4
0 0

7.9.10 @
C es una curva cerrada simple, suave a trozos. Podemos usar el Teorema de Stokes (T. Green en el espacio). Tenemos dos
opciones, proyectar sobre el plano XY o sobre el plano YZ.

Proyectando sobre el plano XY. En este caso, S: z=4 —x? y N =(—z, —2y,1) = (2x,0,1).

/F~dr = //ROtF-NdS
c S

= [ (v x=1,00-2x.0.1)
Ry
2 24l 62

= —/ / —2xydydx = — == 20.6667
0 Jo 3

1
Proyectando sobre el plano YZ. En este caso, S: x=+v4—zy N = (1, —x,,—x;) = (1,0, 2) .

4—z
/F'dr = //ROtF‘NdS
(o) S
//( 1,0) <10 ! )dA (%)
= - -y, x—1, : Iy o —
Ry Y 24—z

45—z 62
= —/ / —ydydz = — ~20.6667
0 Jo 3

Nota. La integral (*) no es impropia pues al hacer el producto punto, el integrando es una funcién acotada. Las
discontinuidades en un integrando acotado no afectan la integral sin constituyen un conjunto de medida cero.
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