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MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

5 7 =2 1 92 4
1. Paralas matricesC=| -2 -3 0 |, B= ( 9 _1 _9 ) dadas, calcule el resultado de

I;—C '+ 3B'B.
Solucion:

Se procede primero a calcular la matriz C~1, para ello:

5 7 —2|10 0 1 1 —2]1 2 0
ClI)=( -2 =3 olo 10 | &0 —2 =3 0]/0 1 0
3 4 1|00 1 3 4 1|0 0 1
1 1 =211 20 11 -2/ 1 20
A g 1 —4] 2 5 0 1 01 4/-2 =5 0
ShEB g 1 7123 —6 1 01 7|-3 —6 1
10 —6| 3 7 0
10 —6] 3 70 lF
Rl g 1 42 5 0 ER 01 4)-2 =50
R g 0 3]-1 -1 1 X
00 1|—= —= =
3 3 3
100] 1 5 2
2 11 4
6F3+F1 010|-2 = _=
PR, 3 3 3
1 11
00 1/l-—= —= =
3 3 3
1 5 2
2 11 4
Es decir, C71 = 3 T3 3
1 11
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Asi, tenemos que:

1 5 2 0 —5 —9
1 00 _2 _E _é 2 14 4
o ,—C'=|010]- 303 3 1=|3 3 3
1 01
4]
3 3 3
3 6 1 9 4 3+12 6—-6 12—-12 15 0 0
e 3B'B = 6 —3 (2 1 _2): 6—-6 12+3 24+6 = 0 15 30
12 -6 12—12 2446 48+ 12 0 30 60
Por lo tanto,
0 -5 —2 15 =5 =2
2 14 4 5 0 0 2 59 94
L-C'+3B'B=|3 3 3 |+ 0153 |=| 3 3 3 |
0 30 60
1 1 2 1 91 182
3 3 3 3 3 3

2. Sean H y G matrices de n x n tal que H es invertible y se cumple que HG = O,,. Pruebe
entonces que G = O,,.

Solucion:
Hipétesis: HG = O,,, donde H es una matriz invertible de n x n.
HQM: G =0, donde G es una matriz de n X n.

Partiendo de la hipotesis:

HG=0, = H'- (HG)=H'-0,, (H esinvertible)
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Por lo tanto, si H y G son matrices de n x n tal que H es invertible y se cumple que HG = O,,,

entonces G = O,,. [ |
-1 2 0 -3 0
3. Considere las matrices C' = 1 -1 2 |,B= 1 0 —1 |.Calcule B'-(C + 2I5)"".
1 2 -1 — 1 2
Solucion:

Primero se calcula la matriz C' + 213 para luego calcular su inversa, para ello:

1 2 0 100
C+2I, = 1 -1 2 ]+2-lo0o10
1 2 —1 00 1
1 2 0 20 0
— 1 -1 21+l o0o20
1 2 —1 00 2
120
= [ 11 2
121
Entonces
120100 1 20| 100
(C+2LI)=( 11 2|0 1 0 ~htf 0 -1 2/-1 10
12 1/0 01 —hh 0 0 1|—-1 0 1
12 0l 1 00 10 4|-1 20
Lo =2 1 =10 ] EE o1 =2 1 -10
00 1/-1 01 00 1|=1 01
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100/ 3 2 —4
SR 1 0] -1 -1 2
St 001/-1 0 1
3 2 —4
Es decir, (C+2I;) ' = -1 -1 2
-1 0 1
Por lo tanto,
2 1 -2 3 2 —4
B-(C+2I)" = (-3 0 1 |- -1 -1 2
0 -1 2 -1 0 1

6-1+2 4-1+0 —-8+2-2
-9+0-1 -6+0+0 124+0+1
0+1-2 0+1+0 0—-2+2

7 3 =8
= -10 -6 13
-1 1 0

4. Determine el conjunto de soluciéon del sistema:

r+3y—2z = -3
3r+5y—2z—w = -2
r—y+2z—w = 4

Solucion:

Una representacion matricial del sistema estd dada por:

1 3 -2 0 v _3

3 —2 -1 Yl=1 -2

1 -1 2 -1 o 4
w
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Resolviendo este sistema de ecuaciones:

1 3 -2 0]|-3 1 3 -2 0|3

3 05 —2 —1|—2 | PP [ o 4 4 1|7

1 -1 2 —1| 4 —htEs 0 -4 4 —1|7

1 3 -2 0|3 1o 1 2|2
1] 4

N IR P e —7
4| 4 AP+ Fs Ol_l_?

0 —4 4 —1| 7 o0 o olo

91:—|—z—§w—9 = l'_—Z—i-—U)‘f‘g
4 4 a 4 4
+1 7 N _ 1 7
y—z 4w— 1 y==z w 1

3 9 1 7
Por lo tanto, el conjunto solucion es S :{ ( —z+ Zw + 1 z— Zw - z,w) /z,w € ]R}. [ |

5. Sean A una matriz de tamano r X p, B matriz de ¢ x r, C' matriz de r x ¢. Pruebe, entrada por
entrada, que (2B* — C)'A = 2BA — C'A.

Solucion:
HQM: (2B'—C)'A=2BA— C'A.

Note que las matrices de cada miembro de la igualdad son de tamano de q X p, es decir, son de igual
tamano.

Basta demostrar que entrada por entrada son iguales, es decir:

< (2B" — C)tA> = (2BA-C'A),, Vie{1,2,..,q} Vj € {1,2,...p}.

ij
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Veamos, Vi € {1,2,...q}, Vj € {1,2,...p} se tiene que:

r

< (2B" — C)tA> = Z < (2B" — C)t>ik(A>kj (Multiplic. de matrices)

K k=1

T

= Z (2B" — C)i{A)y;  (Matriz transpuesta de una matriz)

k=1

r

= Z(@Bt)m’ — (C’>,ﬂ) (A); (Sustraccion de matrices)

k=1

T

- Z <2Bt>kz’<A>kj -

k=1

k=1

()il Ak

(Distributividad en R)

(Multiplic. por un escalar en una matriz)

(Matriz transpuesta de una matriz)

(Multiplic. por un escalar en una matriz)

_ t . . .
= (2BA),; —(C"A);; (Multiplic. de matrices)

= (2BA-— C’tA)ij (Sustraccion de matrices)

Asi, <(2Bt . C’)tA> = (2BA-C'A),, Vi€ {l,2,...q},¥j € {1,2,..p}

ij

Por lo tanto, (2B' — C)'A = 2BA — C'A.
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6. Se dice que una matriz de n x n es ortogonal si cumple que A~ = A?,
(a) Pruebe que si By C son ortogonales, entonces BC' es ortogonal.
Solucion:

Hipodtesis:

1. B es ortogonal (B~ = BY).

2. C es ortogonal (C~' = C).

HQM: BC es ortogonal, es decir, hay que probar que (BC)_1 = (BO)".

Usando propiedades de matrices, tenemos que:

(BC)™" = ¢c'.B!
= C'-B' (Hipdtesis 1y 2)

= (BC)

Por lo tanto, st B y C' es ortogonal, entonces BC' es ortogonal.

(b) Pruebe que si B es ortogonal, entonces det(B) = —1 o det(B) = 1.
Solucion:

Hipétesis: B es ortogonal (B~' = BY).

HQM: |B|= —1o0 |B|=1. (Recuerde que la notacion |B| es igual a det(B))

Partiendo de la hipotesis:

B'=B" = |B7'=|B
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= [B7'[=|B|
1

= — =|B|
| B|

= |B’=1

= |Bf-1=0
= (IBl+1)(IB|-1)=0
= |B|+1=0 V |B|]—-1=0

=~ |B|=-1 Vv |B|=1

Por lo tanto, si B es ortogonal, entonces det(B) = —1 o det(B) = 1.

a+b a a
7. Demuestre la igualdad | a a+b a |=0b*3a+Db).
a a a+b

Solucion:
Procedemos a calcular el determinante de la siguiente manera:

a+b a a
a a+b a = (a+0b)-
a a a+b

a a

a a+b ‘+a

a a+b
a a

a+b a _
a a+b

= (a+b)(a®+2ab+b*—a*) —a(a®+ab—a®) +a(a® — a® — ab)
= (a+b)(2ab+b*) —a-ab+a-—ab
= 2a*b+ ab® + 2ab* + b* — a*b — a®b

= ab®+ 2ab® + v*
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8. Utilizando el método de Gauss-Jordan, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

—8a+3b+c = —25
S5a —2b = 16
a—c = 1
—ba+2b+c = —-16

Solucion:

Una representacion matricial del sistema estd dada por:

-8 3 1 —925
5 -2 0 | 6
1 0 -1 - 1

-5 2 1 ¢ ~16

-8 3 1]-25 1 0 -1 1
5 =2 0] 16 Fiof 5 =2 0| 16
1 0 -1 1 -8 3 1|-25
-5 2 1|-16 -5 2 1|-16
1 0 -1 1 10 -1 1
—5F+F:
sheps [0 =20 5] 11 Fit Py 01 —2| —6
spra | 0 3 —7|—17 0 3 —7|-17
0 2 —4|-11 0 2 —4|-11
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1 0 -1 1
—3Fy+F; 01 —2|—-6
—2;1?4 0 0 -1 1
00 0 1

Dado que en la ultima matriz escalonada hay una inconsistencia, entonces se detiene el proceso de
reduccion matricial.

Ast, el sistema equivalente es igual a:

= c+1
= 2c—6

SO o o
|
|
—_

El sistema de ecuaciones no tiene solucion, pues 0 = 1 es falso.

Por lo tanto, el conjunto solucidn del sistema de ecuaciones es vacio, es decir, S = (). [ |

9. Si se sabe que (a,b, c,d) es la solucién del sistema:

20 — 2z = 1

3y —2w = 0
r—y+w = =2
oy+4z+w = 0

Utilice la regla de Cramer para encontrar el valor de la constante b.

Solucion:

Una representacion matricial del sistema estd dada por:

2 0 -1 0 T 1
0 3 0 -2 y | [ o
1 -1 0 1 P
0 5 4 1 w 0



Kendall ROATTIGUEZ BUSTOS. .. c.viiiiieiieiee e et 13

2 0 -1 0
. 0 3 0 =2 .
Consideremos A = 1 ~1 o 1 |Y calcularemos el determinante A.
0 5 4 1
2 0 -1 0
0O 3 0 =2
Al = 1 -1 0 1
0 5 4 1
Tenemos que:
2 0 -1 0
2 0 -1 0 0 3 0 —2
0 3 0 =2 —3F+F
1 -1 0 — o4 Lo
0 5 4 1 N 2
0 5 4 1
2 0 -1 0 20 -1 0
03 0 =2 03 0 =2
e 2 3 3
13 5
00 4 — 00 0 =
3 3

|A|=2-3-3-2=5  (Matriz Triangular Superior)

Ahora se calcula el determinante para la constante b .

2 1 -1 0
Por lo que consideremos B = (1) 9 8 _1 y calcularemos el determinante de B.
0O 0 4 1
1
Recuerde que la matriz B surge de colocar la columna _g en la sequnda columna de la matriz

o
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2 0 -1 0
. 0o 3 0 -2

de coeficientes 1 -1 o 1 |- pues el elemento b se encuentra en la sequnda columna del
0 5 4 1

sistema de ecuaciones.

Ahora, procedemos a calcular su determinante:

2 1 -1 0
0 0 0 -2
Bl=11 o o 1
0 0 4 1
2 1 -1 0 2 1 -1 0
0 0 0 2| mem [ O 0 4 1
1 -2 0 1 1 2 0 1
0 0 4 1 0 0 0 -2
2 1 -1 0 2 1 -1 0
0 0 4 1 o -2 L
pEliiel P by 2 2
0o -2 L
5 5 0 0 4 1
0 0 0 -2 0 0 0 -2

Bl = (2--2-4--2) =40 (Matriz Triangular Superior)
Observe que el efecto de los dos intercambios de filas aplicados no afecta en el resultado anterior.

Por lo tanto, por Regla de Cramer:
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10. Si A es una matriz de tamafnio n x n y |A| # 0, entonces:

(a) Demuestre que |Adj(A)| = |A" "

Solucion:

Sabemos por teorema que A - Adj(A) = |A| - I,,, entonces:

1 1
AT = L Adj(A) & A7 :'— : Adj(A)‘
[4] |A]
1 1\"
& = - |Adj(A)]
|A] <\A!>
1
< |Adj(A 1’4
e
& JAdj(A)| = ( )
& JAd(A)] = (14"
& |Adj(A)| = A"
Por lo tanto, si A es una matriz de tamanio n x n y |A| # 0, entonces |Adj(A)| = |A]""".

n—1
(b) Si ) € R, demuestre que |Adj(AA)| = (A"\AD
Solucion:

Procedemos de forma similar a la prueba de la parte (a). Tenemos que:

At = i-Adj(A) s (M)

- Adj(AA
A (AA)

~ M

s )=

A -Ad]()\A)‘

1 1 "
= - |Adi(MA
VY (mA,) AGAA)

|Adj(AA)| =
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1 1-n
AM[A]

((ap™t"

& |Adj(AA)|

& |Adj(ANA)|

o |Aga) = (xa) "

n—1
Por lo tanto, si A es una matriz de tamano den x n y |A| # 0, entonces |Adj(AA)| = ()\”\A|>
VA eR. |

11. Si Ay B son matrices de 4x4, tales que det(A) = —5y det(B™!) = 1, calcule det(2B - Adj(A")).

Solucion:
Por hipdtesis, se tiene que |A| = =5 y |B™'| = 3.

1
'=— =B

= |B| =
| B

Ahora, sabemos que |B~ 1

Wl =

= 1
B
Por otro lado

Tenemos que |Adj(A")] :‘(Adj(A))t = |Adj(A)|. Ademds |Adj(A)| = |A|""" (Ejercicio 10.),
entonces |Adj(AY)| = |[A|"*" = (=5)® = —125.

3
Asi, 12B-Adj(A")|=2"-|B|-|Adj (A")|=16- 1 125 =—1500.

LPor lo tanto, el valor numérico del det(2B - Adj(A!)) = —1500. [

1Se utiliza el siguiente resultado: Si A es una matriz de tamario n x n_entonces Adj (A) = [Adj(A)]".
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12. Considere el sistema de ecuaciones con variables z, y, donde m, n € R:

mr—3y = 1
2mr+my = n

Determine los valores de m y n para que el sistema:
(a) Tenga solucién unica.

(b) No tenga solucién.

(c) Tenga infinita cantidad de soluciones.
Solucion:

Una representacion matricial del sistema esta dada por:
m —3 r\ (1
2m  m y )] \n

Asi, se tiene que =m? + 6m, por lo que:

e

o Sim?+46m#0, es decirm #0 ym # —6 entonces el sistema tiene solucién inica.

o Sim?4+6m =0, es decir sim =00 m = —6, el sistema es inconsistente o posee infinita cantidad
de soluciones. Procedamos analizando los siguientes casos:

Caso m = 0.

Se sustituye m = 0 en el sistema de ecuaciones:

=3y = 1
0 = n

Sin =0 el sistema posee infinita cantidad de soluciones. Sin # 0 el sistema es inconsistente.
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Caso m = —6.
Se sustituye m = —6 en el sistema de ecuaciones:
—6z—3y = 1 -—2m 120 +6y = —2 Fm+R 122 +6y = =2
{—12x—6y —n {—12x—6y - n { 0 = n—2

Ast, sim =2 el sistema posee infinita cantidad de soluciones y sin # 2 el sistema es inconsistente.

Por lo tanto, en resumen:

a) Sim#0ym#—6 conn €R entonces el sistema de ecuaciones tiene solucion tunica.

b) Sim=0yn#00m=—6yn+#2 entonces el sistema de ecuaciones no tiene solucion.
c) Sim=0yn=00m=—6yn =2 entonces el sistema de ecuaciones tiene infinita cantidad
de soluciones. |

13. Si A es una matriz de n x n tal que A* = O,, pruebe que (I, — A)™' = I, + A + A2.
Solucion:

Hipétesis: A = O,,.

HQM: (I, —A) ' =1,+ A+ A%

Sabemos que al multiplicar la matriz I, — A por la matriz (I, — A)f1 se obtiene la matriz identidad.

& (L—A) (L, —A)= (I, + A+ 4% - (I,— A)

s IL,=IL%4+A-1,+A% 1,—1,-A— A%>— A3
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s I,=I,+A+A2—A— A% A3
e I,=1,— A3

& I, =1,—0, (Por hipdtesis)

Como se llegé a una igualdad verdadera, entonces (I, — A) ™" = I, + A+ A% también es verdadera.

Por lo tanto, si A es una matriz de n x n tal que A3 = O,, entonces se cumple que
(I, — A ' =1,4+ A+ A2 |

14. Considere el sistema de ecuaciones en las variables z, y, donde a, b € R:

dax —4y = 2b
—x+3ay = 3b+1

Determine los valores de las constantes a y b para que el sistema:

(a) No tenga solucion.

(b) Tenga solucién tunica.

(c) Tenga infinita cantidad de soluciones.

(d) Determine el conjunto solucién en el caso de que la solucion es unica.
Solucion:

Una representacion matricial del sistema esta dada por:

(5 a) (D) -ty
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3a —4
-1 3a

Asi, se tiene ‘ = 9a® — 4, por lo que:

: : 2 : : : :
o Si9a® —4+#0, es decir a # ig entonces el sistema tiene solucion es tunica.

o Si9a® —4 = 0, es decir, si a = £~ el sistema es inconsistente o posee infinito nimero de

solucitones. Procedamos analizando los siguientes casos:
2
Caso a = 3

: 2 . .
Se sustituye a = 3 en el sistema de ecuaciones.

20 —4y = 2b 2F 20 —4y = 2D Fi+Fy 20 —4y = 2b
—x+2y = 3b+1 —2rx+4y = 6b+2 0 = 8+2
Ahora, el sistema depende la igualdad 0 = 8b + 2.
, 1 ‘ : , . : . 1 .
Por lo que, si b = 1 el sistema posee infinito numero de soluciones y si b # —1 el sistema es
1nconsistente.
2
C =——.
aso a 5
: 2 : .
Se sustituye a = —3 en el sistema de ecuaciones.
—2x—4y = 2b —2F —2r —4y = 2b Fi+Fy —2r -4y = 2b
{ —z—2y = 3b+1 - { dr4dy = —6b—2 0 = —4b—2
Al igual que en el caso anterior, el sistema depende de la igualdad 0 = —4b — 2.

. 1 : o , ‘ . 1 ‘ . :
Ast, sib= —3 el sistema posee infinito niumero de soluciones y si b # —3 el sistema es inconsistente.
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Por lo tanto, en resumen:

1 2
a) Sia= 3 Y b # —z00=-3Y b # —3 entonces el sistema de ecuaciones no tiene solucion.
, 2 2 ‘ : . o
b) Sia# 3 yaF —3 con b € R entonces el sistema de ecuaciones tiene solucion unica.
, 2 1 2 , , . . : .
c) Sia= 3 yb= 1 oa= —3 yb= —3 entonces el sistema de ecuaciones tiene infinita cantidad

de soluciones.

d) Procedamos ahora a calcular el conjunto solucion en el caso de que el conjunto solucion sea tinica.

Sabemos que el conjunto solucién es de la forma x = A7'b. Donde A = (E(ll ;j) Y
2a
b= ( 3b+1 )
Primero calculamos la matriz A=Y, para ello:
3a =41 0 Fl_(—ﬂ';z -1 3a|0 1
—1 3a|0 1 3a. —4]1 0
—-F 1 —3a|0 -1 —3aF+F> 1 —3a]0 -1
4(3a —41 o) — (o 9a2 —4 | 1 Sa)
4
1 —3al 0 -1 "
LR 902 —4 9a2 -4
9(1;4:> 3&E>F2
0 1 21 fa 01 L 3a
3a 4
9a? —4  9a? —4 2
Donde se tiene que A™' = . Ademds, observe que a # ig entonces la
1 3a

902 —4 9a2 -4

expresion esta bien definido.

9q2 — 4
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3a 4
9a2 —4 9a% —4 2
Entonces, tenemos que v = A~'b = ( 3+ 1 )
1 3a
9a2 —4 9a% —4
3a(2b) N 4(3b+1) 6ab + 12b + 4
9a% — 4 9a% — 4 9a% — 4
2b 3a(3b+ 1) 9ab + 3a + 2b
9@2—4+ 9a? — 4 9a? — 4
6ab+ 120+ 4  9ab + 3a + 2b 2
Por lo tanto,S:{< 9—;2_4+ , 9:2_1_ )/a%:lzg, bGR}.

15. Sean A, B y C matrices de tamano n X n. Pruebe que:
(a) Si A es involutiva, entonces 1 (A + I,,) es idempotente.
Solucion:
Hipétesis: A es involutiva, es decir, A% = I,,.
2
HQM: % (A+1I,) es idempotente, o sea, hay que probar que (% (A+ In)) = %(A +1,,).
Partiendo del lado izquierdo de la igualdad, tenemos que:
1 ’ 2 2
§M+h) = —(A+24-1,+ 1%
(A*+24+1,)

(I, +2A+1,) (Hipdtesis)

@M+%D

e S e = T e S I S SN

= ﬂA+h)
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Por lo tanto, si A es involutiva, entonces % (A+1,) es idempotente.

(b) Si B es idempotente, entonces |[B| =1 o |B|=0.
Solucion:

Hipétesis: B es idempotente, es decir, B> = B.
HQM: |B|=1 o |B|=0.

Partiremos de la hipotesis, tenemos que:

B=B o ’BZ — |B|

< |B|-|B|=|B|
< |B[-|B]-[B|=0
< |B[(IBl-1)=0

& |Bl=0 v |Bl=1

Por lo tanto, si B es idempotente, entonces |B| =1 o |B|=0.

(c) SiC esinvolutiva y £ (C'+ I,,) es invertible, entonces |3 (C' + I,,)| = 1.

Solucion:
Hipétesis: C es involutiva, es decir, C* = I,,. Ademds % (C'+ I,) es invertible.

HQM: =1.

1 (C+1,)

Como C' es involutiva entonces se cumple que 1 (C' + 1) es idempotente. (Por parte (a))
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T(C+I) =1V 3(C+1,)=0

(Por parte (b)). Pero como 5 (C' + 1) es invertible, se descarta que su determinante sea igual a cero.

Ademds, si %(C’ + 1,,) es idempotente entonces se cumple que

Por lo que se concluye que el determinante de % (C+ 1) es igual 1.

=1 |

Por lo tanto, si C' es involutiva y % (C + 1I,,) es invertible, entonces %(C + 1)

16. Si Ay B son matrices de 4 x 4, tales que det(A) = —4 y det(B~') = 2, calcule det(3B-Adj(24)).
Solucion:
Por hipdtesis, tenemos que |A| = —4 y |B™'| = 2.

1
Sabemos que |B7'| = — = | B|

= |B| =
| B|

1 1
eyl T =5
B~ FE?

n—1
Ademds, se tiene que |Adj(2A)| = (2”|A]> — (2% —4)® = —262144. (Por ejercicio 10.)

4 4934
As@]3B-Adﬂ2A)M:34-Uﬂ-]AdﬂQAﬂ::81-5-—2&N44::—§—%iﬁg§.

84934656

Por lo tanto, el valor numérico del det(3B - Adj(2A)) = E

17. Sean X € M, 1, B una matriz simétrica de tamano n x n y considere la matriz

2

XX!
XtX

A=B-—

Pruebe, entrada por entrada, que A* = A.
Solucion:
Hipétesis: B es una matriz simétrica, es decir, B = B.

HQM: A'= A.
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2
Note que Xix es una constante, pues Xt es de tamano 1 x n y X es de tamarnio n x 1; por lo tanto

X'X es de tamano 1 x 1. (Considerado como un nimero en este curso)

Ademds, las matrices At y A son de igual tamarnio n X n, ya que ambas matrices son una resta de
dos matrices de n X n.

Basta demostrar entrada por entrada son iguales, es decir:

(AN, = (A),, Vi,je{1,2,..,n}.

ij

Veamos que Vi,j € {1,2,...n} se tiene que:

o = (o= ),

2 . , .
= <B - XtXXX > (Matriz transpuesta de una matriz)

2
= (B)j; — <XtX XXt> (Sustracion de matrices)
= (B 2 XX! Multipli l '
= (B)ji — XtX< )i (Multiplic. por escalar en una matriz)
= (B g XX, (Hipdtesis
= i T XY i ipdtesis
2 . o .
= (B);; — K (X) (X (Multiplic. de matrices)
2 . ,
= (B);; — X Z (XD (X) e  (Matriz transpuesta de una matriz)
k=1
= (B 2§ X) (X! C widad en R
= (B);, — < (X)ir(X%y;  (Conmutatividad en R)
-1
9 . D ‘
= (B)y; — %% (XX (Multiplic. de matrices)

2
= (B);; — <XtXXXt> (Multiplic. por escalar en una matriz)

ij

2 . g .
= <B XtXXX > (Sustraccion de matrices)

]

= (A),

ij
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Asi, (A, =(A),; Vi,je{l,2,.,n}.

ij

Por lo tanto, si A= B — X X' con B una matriz simétrica, entonces At = A. [ |

XtX

18. Calcule el determinante de orden n:

1 2 3 n
1 z+1 3 n
1 2 z+1 n
1 2 3 - rx+1

Solucion:

Se aplican operaciones elementales buscando transformarlo en una matriz triangular superior para
calcular su determinante; multiplicando los elementos de su diagonal.

1 2 3 n 1 2 3 n
1 z+1 3 n 0 z—1 0 0
1 2 z+1 -+ n griard 1 2 z+1 --- n
1 2 3 e +1 1 2 3 e x4 1
1 2 3 n . 1 2 3 n
0 z—1 0 0 TR -1 0 0
A 0 0 -2 0 BRI 0 0 x-2 0
—F+Fn_2
: : : . : ~F1+Fp_1 : : : . :
1 2 3 oo x+1 1 2 3 e x4 1
1 2 3 n
0 x—1 0 0
—htfn 0 0 x—2 0
0 0 0 - z—(n—-1)

Por lo tanto, su determinante es igual a (x — 1)(z —2) - ... - (x — (n — 1)). [
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19. Se sabe que si A es una matriz de n X n que posee inversa, se cumple:

Adj(A)
" det(A)

=1,

Donde I, es la matriz identidad de n x n. Demuestre que si B es una matriz de n X n que posee
inversa, entonces:

(Adj (B"))" = det(B) - B~
Solucion:

Adj(A)
" det(A)

Hipétesis: A = I,, donde ademds se tiene que A es una matriz de n X n.

HQM: (Adj (B"))' = det(B) - B~', con B una matriz de n x n.

En esta prueba, partiremos de la conclusion (lo que se quiere probar) y lo trabajaremos hasta llegar
a una afirmacion verdadera.

2

(Adj (B"))" = det(B) - B & (Adj(B)")" = det(B) - B~

3
& Adj(B) = det(B) - B~

& B-Adj(B) = B (det(B)- B)

& B-Adj(B) =det(B)- (B-B™")

& B-Adj(B) = det(B) - I,
Adj(B)

< B- Jet(B) =1, (Hipdtesis)

Como la dltima igualdad es verdadera entonces (Adj (BY))' = det(B) - B~ es verdadera.

2Si A es una matriz de n x n entonces Adj (A") = [Adj(A)]'.
3Si A es una matriz de n x n entonces (A")" = A.
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Adj(A)
det(A)
entonces (Adj (B"))" = det(B) - B~ |

Por lo tanto, si A y B son matrices invertibles de tamano nxn, donde se cumple que A- =1,,

20. Suponga que A es una matriz de n X n que satisface la condiciéon A? = A. Pruebe que que
Vk € N, con k > 1, se cumple que:

A+ L)' =1+ (2"-1)A
Solucion:
Se demuestra por induccion sobre k.
e Parak=1<(A+1L) =L +2'-NVAs A+, =1,+A .

o Asumimos validez para algin k > 1, es decir (A + In)k =1, + (2’“ — 1) A es nuestra hipdtesis
inductiva (HI).

e (Con base en lo anterior hay que probar la wvalidez para k + 1, es decir, hay que probar
(A+ L))" =1, + (28 - 1) A.

e Prueba:

A+ L) = (A+ L) (A+1)
HI k
= L.+(2"-1)A)(A+1,)
= L, A+L>+(2"—1) A%+ (2"-1)A- I,
= A+In+(2k—1)A+(2k—1)A (Hz’pétesz’s: A2:A)
= A+L+2(2"-1)A
= I,+2(2*-1)A+ A

= L+ (2" -2)A+A
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Por lo tanto, se cumple que (A + I,)" = I, + (28 —1)A, VkeN conk > 1.



Kendall Rodriguez Bustos
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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Y ESPACIOS VECTORIALES

1. Considere el grupo abeliano (Zg, +).

(a) Determine el elemento neutro, los inversos de cada elemento del grupo, los elementos involutivos
y los elementos idempotentes.

Solucion:

Tenemos la siguiente tabla de la operacion (Zs,+):

+0]1]2]3]4]56]|7
0 0/1]2]3]4|5[5 7
i|1]2/3]4[5/6]7]0
2 2/3]4|5/6|7]0]1
303]4/5/6/7]0]1)2
i 4)5]6(7|0[1]2)3
505/6[7[0/1[2]3]4
6 6|7/0/1/2]3]4)5
Tl7loli]2]3]4]5]6

Por lo tanto, podemos determinar que:
o Bl elemento neutro es (.)

o Los inversos de cada elemento son:

o Los elementos involutivos son: () y 4.
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o Solamente el(.) es un elemento idempotente.

(b) Calcule todos los subgrupos de (Zsg, +).

Solucion:

Por teorema de Lagrange los posibles subgrupos de (Zs,+) son de orden 1,2,4,8.
Por lo tanto, tenemos que:

Subgrupo de orden 1 = {(.)}

Subgrupo de orden 2 = {(.],41}

Subgrupo de orden 4 = {(.), é,zl,é}

Subgrupo de orden 8 = Zg = {(.),

2. En R x R* se define la operacion ® como (a,b) & (¢,d) = (a + ¢ + 2,3bd). Si se sabe que
(R x R, ®) es un grupo abeliano:

(a) Determine la férmula explicita de (a,b)”".
Solucion:
Primero se hallard el elemento neutro, procedamos de la siquiente manera:
Sea (m,n) el neutro de (a,b) con (a,b) € R x R* :
(a,b) @ (m,n) = (a,b)
= (a+m+2,3bn) = (a,b)

= a+m+2=a N 3bn=>
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Ahora, sea (c,d) el elemento inverso de (a,b) con (a,b) € R x R*:

(a,b) ® (¢, d) = <—2, %)

1
= (a+c+2,36d):(—2,§>
1
= atc+2=-2 A 3bd:§

1
= c=—4—a A d:% (note que b # 0)
= (c,d) 4 !
C = —4 —q, —
Y ’9b

1
Por lo tanto, tenemos que (a,b)™! = (—4 —a, %>
(b) Calcule el valor exacto de (2,—1)° ® (5, %1)2.
Solucion:

Por medio de la operacion @ definida por (a,b) @ (¢,d) = (a + ¢ + 2,3bd) y la formula (a,b)”" =
1
(—4 —a, %) podemos hallar lo solicitado:

2,-1)7?® <5, 3)2 = [2-1)"e <5,}1)2
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1\? ~1
Por lo tanto, el valor ezacto de (2,—1)7° ® (57 —) = <O’ m> -

3. Sea (G,*) un grupo con elemento neutro e. Demuestre que si 2 = e, Vo € G, entonces G es
abeliano.

Solucion:
Hipétesis: 2’=e=av-v=ec=x=a""

Como (G, *) es grupo, entonces solo hay que probar que Ya,b € G se cumple que a xb =10 x a.

HQM: axb=bxa (Conmutatividad).

axb = (axb)™" (Hipdtesis)

= b 'xa ' (Reciproco de la operacion interna

de dos elementos en un grupo)

= bxa (Hipdtesis)

Por lo tanto, Vo € G si 22 = e, entonces G es un grupo abeliano. [ |
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4. Sea p(r) = 23 + x? — 5 un vector de Ps. Exprese a p(x) como combinacién lineal de los vectores
2 — a2+ 3, 32 — 222 + 3, —2% + 1.

Solucion:

Sean Cy, Cy, C35 € R tales que:

Cy(x® =2 +3)+Cy(32° =227+ 3) + Cs (—a? + 1) =23 + 22 =5
= (Cl+303)l‘3+<—01—202—03>I2+(301+302+03) :ZL’3+JI2—5

Necesariamente se forma el siguiente sistema de ecuaciones:

Ci+3C, = 1
—C1—-2C,—C3 = 1
3C1+3C,+C5 = =5
—13 6 —4
Donde obtenemos que C = = Cy = = y Cy = =

—13 6 —4
Por lo tanto, se puede expresar p(x) = = ( S+ 3) + = (3:103 — 2% + 3) + = (—xQ + 1). [ |

5. Si se sabe que A = {u,v,w, z} es una base del espacio vectorial V. Determine si el conjunto
B={v—-3u+z 2w—v+2z, 2v+u—w, —z—2v+w} esono, base de V.

Solucion:

Como A es una base de V' dichos vectores son *l.i., es decir:
aiu+ v +asw+ oz =0=a; =ay=a3 =ay =0.

Ademds, como en B hay cuatros vectores, B es una base de V' si se cumple que es [.i.

4La abreviacion L.i. significa linealmente independiente. En algunos textos es muy comin el uso de dicha abrevia-
cion, pero en este material no se abusard de su uso.
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Entonces, sean Cy, Cy, C3, Cy € R tales que:

Ci(v=3u+2)+Co2w—v+2)+C352v +u—w) + Cy(—2 —2v+w) =0

(Cl—CQ+203—204)U+<—3C1+Cg)’u+(Cl+CQ—C4)Z+(2CQ—03+C4>U}:0

Como u, v, w, z son l.i., entonces se cumple que:

Ch—Cy+2C5 20, =
=3C, + (05 =

Cl + 02 — C4 =

20, - Cs5+Cy =

o O O O

Despejando en la sequnda ecuacion Cs = 3C, y sustituyendo en las otras ecuaciones:

7C, —Cy =20y = 0
Ci+Cy,—Cy =
—301 -+ 202 -+ 04 - 0

e}

Donde obtenemos que C1, =0, Cy, =0, C3=0, Cy =0.

Por lo tanto, B es un conjunto linealmente independiente. Por lo tanto B = {v—3u+z, 2w —v +
z, 204+ u—w, —z—2v+w} es una base de V. [ |

6. En el grupo abeliano (Z7",-):

(a) Calcule, si es posible, un subgrupo de orden cuatro y otro de orden seis.
Solucion:

Por teorema de Lagrange, los posibles subgrupos de (Zi17",-) son de orden 1,2,4,8,16.

Ademads, tenemos que los inversos de cada elemento son:



Observe que no se calcularon los elementos inversos por medio de la tabla de la operacion (Zi7",-),
pues estd claro que no es muy eficiente para la solucion de este ejercicio.

Por lo tanto, concluimos que un subgrupo de orden 4 = { i,zl, 13, 16} y un subgrupo de orden 6, no

es posible.

(b) Calcule el resultado de <1.3> o [Zl - <é> _3] 72.

Solucion:

I

e

e

N

Oe

| \_/
.
b

I
ISy }
N
—_
ot

I
e

Il
~ e
1
/N /
e
e
N——
L
1
N

|
e
N
[NX ]
N———
N

Il
=~ e
e
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7. Determine si el conjunto {(—1,2,1),(1,0,2), (3, —4,0),(2,—2,1)} genera o no al espacio vectorial
R3.

Solucion:

Sean C, Cy, Cs, Cy € R y sea (a,b,c) un elemento arbitrario de R? tales que:

C’1 : <_17 2a 1) + O? : (17072) + C(3 : (37 _470) + CY4 : (27 _27 1) = (CL?bv C)

= (-Cl + CQ + 303 + 204) + (201 — 403 — 204) + (Cl + 202 + C4> = (CL, b, C)
= (—01 + Cg + 303 + 204, 201 — 403 — 204, Cl + 202 + 04) = (a, b, C)

Ast, necesariamente se debe cumplir que:

—01+02+303+204 = a

201 - 403 - 204 =
Cl —+ 202 -+ C4 =
Resolviendo este sistema de ecuaciones:
-1 1 3 21 a 1 -1 -3 —-2| —a
4 -2 it 2 0 —4 —2| b
1 2 0 1 1 2 0 1 c

1 -1 -3 —2| —a . .
2hER L g 9 9 2024 +b 2% o 1 1 112
At g 3 3 3|a+e 2

0 3 3 3| a+c
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b
1 0 -2 -1 —
2
F2_+1;1 0 1 ] ] 2a+ b
—3F>+F3 2
3b
00 0 0| —2a— 5 +c

El sistema de ecuaciones tiene soluciones si y solo si —2a — > +c=0.

Por lo tanto, el conjunto {(—1,2,1),(1,0,2),(3,—4,0),(2,—2,1)} no genera al espacio R3, pues
existe una condicion para que el sistema de ecuaciones tenga solucion infinita y solo genera a los

vectores que la satisfacen, es decir no genera a todos los vectores de R3.

8. SeaW:{(i 2)€M2><2(R>:a+d:0 N b+C:0}

(a) Pruebe que W es subespacio de Mays (R).

Solucion:

a b

Hipdétesis:  Tenemos queW—{( . d) € Moyos ((R):a+d=0 A b—l—c—O}.

HQM: W es subespacio de Maoys (R) o bien W < Mays (R).

El conjunto W se puede reescribir como W = {( _Z _2 ) € Myys (R) /a,b e R}.

FEs claro que W C Mayo (R). Ademds W # 0, pues < 8 8 ) eWw.

Luego, con base en lo anterior, para que W sea subespacio de Mayo (R), debe cumplirse que:

© VA BeW A+BeW.

® VYaeW aAdcW.

Procedemos a probar las dos condiciones dadas:



v = (5 ) (5 )
N (%ﬁij—ﬁf$>

a’ o
_ ( oy ) cw

Donde d’ =a+eylb =b+ f.

2. SeanaGRyAunamatrizde2><2talqueA:(_Cg _2)

a b
a-A = a-(_b —a)

Donde o' = aa y b" = ab.
Por lo tanto, como se cumplen con ambas condiciones entonces W < Mays (R).

(b) Halle A, B € W tales que Gen{A, B} = W.

Solucion:

a

—-b —a

cmon=( 3 1)=(3 0)+(5 )= (3 2)en( 20).

SeaH:(

) un elemento arbitrario de W.
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1 0 0 1
Seobservaque(}’en{(o _1),(_1 0)}—W.

Consideremos A = ( (1) _(1) ) y B = ( _(1) (1) ), note que A, B € W y es claro que todo elemen

de W es combinacion lineal de A y B. Asi, W = Gen{A, B}.

9. En el conjunto R x R* se define la operacién ® como:

(a,b) ® (¢,d) = (a+c—1,2bd)
Si se sabe que (R x R*) es un grupo abeliano.
(a) Determine la férmula explicita de (a,b)”".
Solucion:

Primero se hallard el elemento neutro, por lo que:

Sea (m,n) el elemento neutro de (a,b) con (a,b) € R x R*:
(a,b) ® (m,n) = (a,b)
= (a+m—1,2bn) = (a,b)
= at+m—1=a A 2m=0>

= m=1 AN n= (note que b # 0)

!
2
= (m,n) = <1, é)

Ahora, sea (c,d) el elemento inverso de (a,b) con (a,b) € R x R* :

(a,0) @ (c, d) = (1%)

to
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1
= (a+c—1,2bd):(1,§>
1
= a+c—1=1 A 2bd:§

1
= c=2—a A d:@ (note que b #0)
= (ed)=(2-a~
“4) = T

1
Por lo tanto, se tiene que (a,b)™! = <2 —a, @)
(b) Calcule el valor exacto de (3, —1)7> ® (1,2)°.
Solucion:

Con ayuda de la operacion ® definida por (a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢ — 1,2bd) y la formula
1
(a,b)' = <2 —a, @) podemos calcular lo solicitado.

(3,-1)7%®(1,2° = [@3 —1)*1}2@;((1,2) ®(1,2) @ (1,2))
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(c) Si H={(1,t) / t € R*}, pruebe que (H,®) es un subgrupo de (R x R*, ®).
Solucion:
HlIpétesis: H = {(1,t) / t € R*}.
HQM: (H,®) es subgrupo de (R x R* ®), es lo mismo decir (H,®) < (R x R*, ®).
Es claro que H # () y ademds H C R x R*,
Con la base en lo anterior, basta demostrar que ¥(a,b), (c,d) € H se cumple que:
©® (a,b) ® (c,d) € H.
® (a,b)"' e H.
Ahora, procedamos a probar ambas condiciones dadas:

1. Sean (a,b),(c,d)e H /| a=1,c=1 AN b#0,d#0:

(a,0) @ (¢,d) = (1,b)®(1,d)
= (1+1-1,2bd)

= (1,2bd) € H, pues 2bd # 0

2. Sea(a,b)e H / a=1 N b#0:

(a,0)" = (L,b)"

= (2-1 1
N "4

1 1
= (1,— H —
< ’4b> € H, pues m #0

Por lo tanto, se cumple que (H,®) < (R x R*, ®). [ |
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10. Sea (G, *) un grupo con elemento neutro e, con H y K subgrupos de G. Pruebe que H N K es
un subgrupo de G.

Solucion:
Hipétesis: G es un grupo con elemento neutro e y ademds H y K subgrupos de G.
HQM: HNK es un subgrupo de G.

FEs claro que HN K C G. Ademds HNK # 0, ya que H< G =e€ HyK <G = e € K. Asi,
eec HNK.

Con base en lo anterior para probar que H N K es un subgrupo de G, basta probar que Ya,b € HN K
se debe cumplir que:

®© a+be HNK.
® alte HNK.
Probando ambas condiciones dadas, para verficar st HN K < G:
1. Comoa,be HNK =ac HNK Nbe HNK
=ac€HNaceK N beHANVEK
= (ae HANbeH) N (ae KANbEK)
=axbe H Naxbe K, pues H y K son subgrupos.

=axbe HNK

2. Commace HNK =a€ceH N a€e K

=a'teH N a'leK,pues Hy K son subgrupos.
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=a'eHNK

Por lo tanto, se puede afirmar que H N K es un subgrupo de G. [

11. Sea B una matriz invertible en Ms.3 (R). Suponga que {4, Ay, ..., Ag} es un conjunto
linealmente independiente en Msy3 (R). Pruebe que {A;B, A3B, ..., AgB} es también un conjunto
linealmente independiente.

Solucion:

Hipétesis:  El conjunto {A1, As, ..., Ag} es linealmente indepediente y B es una matriz invertible
de M3><3 (R)

HQM: {A,B,AyB, ..., AgB} es un conjunto linealmente independiente.
Sean C,Cy,...,Cy € R tales que:
Ci-A1B+Cy-A3B+ ...+ Cy - AgB = Os
= (C1-AB+Cy-AyB+ ..+ Cy-AgB)-B ' =03-B' (Pues B es invertible)
= C1-Ai(B-B )4+ Cy-Ay(B-B ) +..4Cy-Ay (B-B™") =03
= C1 A - Izi+Cy-Ay- I3+ ...+ Cy-Ag- I3 =03
= C1 - Ag+Cy-Ay+ ...+ Cy- Ag = Os

= C1=0, C;=0, ..., Co=0 (Pues {A1, Ay, ..., Ag} esli.)

Por lo tanto, el conjunto {A1B, A3B, ..., AgB} es linealmente independiente. [ |
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12. Considere el subespacio de P, dado por H = {p(x) € P, / p'(1) =0 A p(1) = 0}. Determine
una base de H y calcule su dimension.

Solucion:

Sabemos que p(x) = ax + bx® + cx® + dw + e € Py y como p'(v) = dax3 + 3bx + 2cx + d, entonces
se tiene que p(1) =a+b+c+d+e=0yp (1) =4a+3b+2c+d=0.

Luego, se buscan valores reales a, b, c,d,e que cumplan:

a+b+c+d+e = 0
4a+3b+2c+d = 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

111110 —ARA P 1 1 1 1 1
4 3 21010 0 -1 -2 -3 -4

0
0
- (1 1 1 1 1]0 ~Fetfi 10 -1 -2 =3|0

012 3 4|0 01 2 3 4]0

Donde se obtiene que a = ¢+ 2d + 3e y b = —2c — 3d — 4e.
Asi, H se puede reescribir como H :{(c+2d+3e)x4+(—20—3d—4e)az3—|—cx2—l—dx+e / c,d,e € R}
= c(at —22% + 2%) + d (22" — 323 + ) + e (32* — 42® + 1)

— Gen{x4+2x3+x3, 20t — 323 + , 3x4—4x3+1} =H
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Ahora, falta verificar que este conjunto es linealmente independiente:
Sean C, Cs, C3 € R tal que:
Cr(x* +223 +23) + Cy (22 =323 +2) + C (2 — 423 +1) =0
= (C} 4+ 2Cy + C3) 2" + (=2C; — 3Cy — 4C3) 23 + Cia? + Cox + C3 =0

Note que los polinomios de la igualdad anterior no son de igual grado, el primero de ellos es de
grado 4 y el polinomio nulo es de grado —1. Como dicha igualdad debe cumplirse Vx € R, entonces
para x = 0 se obtiene que C3 = 0.

Por otra parte, Yo € R, como (Cy + 2Cy + C3) 2t + (—=2C, — 3Cy — 4C3) 23+ C1a? + Cox +C3 = 0 es
valido, entonces debe cumplirse la igualdad entre sus respectivas derivadas con respecto a x, es decir:

4 (Cl + 202 + Cg) LL’3 + 3 (—201 — 302 — 403) $2 + 20113 + CQ =0
Evaluando x = 0, se obtiene que Cy = 0.

Andlogamente, Yz € R, como 4 (Cy + 2Cy + C3) 23 + 3(—=2C; — 3Cy — 4C3) 2% + 2C1x + Cy = 0 es
valido, entonces debe cumplirse la igualdad entre sus respectivas derivadas con respecto a x, es decir:

12 (Cl + 202 + Cg) x2 +6 (—201 — 302 — 403) x -+ 201 =0
FEvaluando x = 0, se obtiene que Cy = 0.

Se concluye que los escalares Cy, Cy y Cs son iguales a cero, es decir el conjunto es linealmente
independiente.

Por lo tanto, {x4 + 223 + 23, 220 — 323 + o, 2t — 423 + 1} es una base de H ydim(H)=3. W
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13. Demuestre que el conjunto de las matrices simétricas es un subespacio de (M, +, -).
Solucion:

Hipétesis: El conjunto de las matrices simétricas, es decir, si A es una matriz simétrica se cumple
que A = A,

HQM: El conjunto de las matrices simétricas es un subespacio de (M,,+, ).

Sea S el conjunto de las matrices simétricas, la cual no es vacio, pues ( 8 8 ) pertenece a ese

conjunto. Ademds se cumple que S C (M, +,-).

Con la base en lo anterior, basta probar que VA, B € S yVa € S:
®© A+BeS
®© aAdeS

1. Sean las matrices simétricas A y B € S tal que:

A+B = A"+ B' pues A=A"y B=DB

= (A+B)es

2. Seana eR y A €S tal que:

a-A = a-A, pues A=A

= (a-A)es

Por lo tanto, se cumple que el conjunto de las matrices simétricas es un subespacio de (M,,+,-). R
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14. Sea W C R5 el espacio solucién del siguiente sistema lineal homogéneo:

201 + 219 — 23+ 5 =

—x1 — X9+ 223 — 3x4 + T5
T1 + 19 — 223 — x5
T3+ T4 +x5 =

|
cooo

Encuentre una base para W y verifique que dim(W) = 2.
Solucion:

Para hallar una base para W, primero se resolverd el sistema de ecuaciones, para buscar sus
soluciones.

Representando matricialmente el sistema y resolviendo:

2 -1 0 110 1 1 -2 0 —-11]0
-1 -1 2 =3 110 Fiofs -1 -1 2 =3 110
1 -2 0 —-110 2 2 -1 0 1(0
0 0 1 1 1(0 0 0 1 1 1(0
11 -2 0 —-1]0 11 -2 0 —-1]0
itk 00 0 -3 010 @) 00 0 -3 010
2+ 00 3 0 3|0 0 0 1 0 110
00 1 1 1(0 0 0 1 1 110
110 010 1 1.0 0 1|0
265+ 000 =3 0|0 —%_)Fz 000 10|0
—m+r, | 001 0 110 001 0 1]0
000 1 0|0 000 10|0
Obtenemos que r1 = —x9 — T5, T3 = —x5 Yy T4 =0.
—X9 — Ty —T2 — Iy —1 —1
) T 1 0
Como W C R entonces W = —5 . Y como —s = Tg- 0 | +xs -1
0 0 0 0
Ts Ts 0 1
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= (en

S OO = =
I
—_
I

Ahora, como esos dos vectores no son multiplos entonces el conjunto es linealmente independiente.

—1

0
-1 es una base de W y dim(W') = 2. |

0

1

Por lo tanto,

S OO = =

15. Pruebe que (5Z,+) es un subgrupo de (Z, +).
Solucion:
Hipétesis:  Tenemos el conjunto (5Z,+).
HQM: (5Z,+) es un subgrupo de (Z,+).
En el conjunto 5Z se definen todos los miltiplos enteros de 5.
FEs claro que (5Z,+) C (Z,+), donde (Z,+) es un grupo. Ademds 57 # 0, pues 0 es un maltiplo de 5.
Con base en lo anterior, basta probar que Ya,b € 5Z:
® a+bedZ
® alebZ
Procedamos con la prueba:

1. Comoa,bebZ = 3k,k'€¢Z | a=5k N b=5k

a+b = bk+5K
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= 5(k+ k)

= 5k’ con K" €Z

— a+bebZ.

2. Seaa €5Z = 3dke€Z a=>5k

a = —5k, pues se debe cumplir que a+a ' =0
= 5(—k)

= Bk, con K €Z

— a ! €5Z.

Por lo tanto, se tiene que (5Z,4+) es un subgrupo (Z,4). [
16. Sea D, :{ ( CbL _2 ) eM, | a*>+V*<1,a,b€ ]R}. Determine si (Ds, +) es 0 no un grupo.
Solucion:

No es grupo, pues Dy no es cerrada bajo +, para ello basta ver que:

1
. 10 2
Se tiene que 01 € D;y € D,.

N | —
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L 0 5 0
10 2 2 3\ 9
Pero + = € Dy. Pues | =) +0*>==>1.
0 1 1 3 2 4
0 - 0 -
2 2
Por lo tanto, (Dy,+) no es grupo. [ |

17. Sean V algin espacio vectorial y S = {uy, us, ..., u, } un subconjunto de V', tal que S es lineal-
mente independiente. Si z € V| tal que x & Gen(S), demuestre que el conjunto H = {x, uy, ug, ..., uy }
es, también, linealmente independiente.

Solucion:

Hipétesis:  Tenemos S = {uy,us,...,u,} CV, donde S es linealmente independiente. Ademds se
tiene x € V, tal que x & Gen(S).

HQM: El conjunto H = {z,uy,us, ..., u,} es linealmente independiente.

Sean C, Cs,..., Cp, Chiq € R tales que:

C’lul + CQUQ + ...+ C’nun + Cn+1l' =0

= Cn+1ZL’ = —Clul — CQUQ — ... Cnun

Se analizaran dos posbilidades asociadas al valor de Cy 1.

Caso (41 #0.

Como Cp 10 = —Chiuy — Coug — ... — Cpuy,.
-4 —CY -,
= T = Uy — Uy — ... — = Up
Cn—l—l CTH-I Cn+1

= 1z € Gen{uy,us, ..., u,}

= z € Gen(S) (=<«



Kendall ROATTGUEZ BUSTOS. .. v.viiseieiei et

Por lo que este caso no puede ocurrir.

Caso C,;1 =0.
Como C, 10 = —Chiup — Coug — ... — Cru,.
= —Ciu; — Coug — ... — Chu, =0
= Ciu;+Cous+...+Chu, =0
= (1=0,0,=0,....,C, =0 (Pues {uy,uz,...,u,} es li).
= (1=0,0,=0,...C,=0,C,y1 =0

= {z,u,ug,...,u,} es li.

Por lo tanto, el conjunto H = {x,uy,us, ..., u, } es linealmente independiente siempre que x & Gen(S)

y S sea un conjunto linealmente independiente.

18. Sea (W, +,-) un anillo. Pruebe que (—a)b = a(—b) = —(ab) Va,b e W.
Solucion:

Note que son tres igualdades las que se deben probar:
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Pero probando dos de ellas es suficiente, ya que la tercera se garantizaria por transitividad.

Primero probaremos que (—a)b = —(ab).

a+—a=0 = bla+—a)=0b-0 (Adiccion en Igualdad)
= ba+b(—a)=a-0 (Distrib. de- con respecto a +)
= ab+a(—=b) =0 (Absorb. del cero)
= ab+ (—a)b =0 (Conmutativa)
= ( — (ab) + ab> + (—a)b = —(ab) (Adiccion en Igualdad y asociativa)
= 0+ (—a)b=—(ab) (Opuesto aditivo)

= (—a)b= —(ab) (Neutro aditivo) (1)

Ahora se prueba que a(—b) = —(ab), que se demuestra similar al caso anterior.

b+—-b=0 = a(b+-b)=a-0 (Adiccion en Igualdad)
= ab+a(—=b)=a-0 (Distrib. de - con respecto a +)
= ab+a(—=b) =0 (Absorb. del cero)
= ( — (ab) + ab) +a(—b) = —(ab) (Adiccion en Igualdad y asociativa)
= 0+ a(=b) = —(ab) (Opuesto aditivo)

= a(—b) = —(ab) (Neutro aditivo) (2)

Por (1) y (2) se cumplen que (—a)b = a(—b) = —(ab) Va,be W. |
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TRANSFORMACIONES LINEALES

a+3b—c
1. Considere la funcién T: P, — R? dada por T (az? + bz +¢) = | a— 2b+ 3¢
2a + b+ 2c

(a) Pruebe que T es una transformacién lineal.

Solucion:

Tenemos que T es una transformacion lineal si se cumple que:
© Ve,ye Py T4y =T(x)+T(y).
® VYaeR T(azr)=aol(zx).

Para efecto de la prueba, consideramos los polinomios ax® + bx + ¢ y ex®? + fo + g, y sea o una
constante real:

1. T((am2+bx+0)+(ew2+fx+g)) ZT((a+e)w2+(b+f)x+c+g)

at+e+30b+f)—(c+g)
= at+e—20b+f)+ (c+g)
2(a+e)+ (b+ f)+2(c+g)

a+3b—c e+3f—g
=\| a—2b+ 3c e—2f+3g
2a + b+ 2c 2e + f+2g
=T (ax?+bx +c)+ T (ex® + fx + g)
2. T(a(ax2+bm+c)> :T<(aa)x2+(ab)x+ac>

aa + 3(ab) — ac
= | aa—2(ad) + 3(ac)
2(aa) + ab + 2(ac)
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a+3b—c
= - a—2b+ 3¢
2a + b+ 2¢

=a- T (ax® + bz + ¢)

Por lo tanto, se tiene que T es una transformacion lineal.

(b) Calcule el nticleo de T' y obtenga una base para esta.

Solucion:

Sea ax® +bx +c € Nucl(T) < T (az® +bxr +¢) =0

a+3b—rc 0
& a—2b+ 3¢ = 0
2a + b+ 2¢ 0

a+3b—c = 0
& a—2b+3¢c = 0
20+b+2¢c = 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones:

1 3 —1]0 1 3 —1/0
1 -2 310 ~hafs 0 -5 410
1 2/0) 7 Lo -5 4]0

1 3 —1]0 7
10 =|o

5

Rl 0 1 _—4 0 _3Fy+Fy 4
— o —— 01 —10

0 =5 4]0

00 0}0

4
Donde obtenemos que a = _SC yb= SC' Sustituyendo estos valores en el polinomio ax* + bx + c.
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4
Tenemos que Nucl(T) :{ (—gc> ? + (gc) x+c / ce R}.
7 4 7 4
Y como <_§C) x4 (gc) r+c=c (—ga:2 + gm + 1).

7 4
Sea A = {—gxz + =7 + 1}. Por lo que Gen(A) = Nucl(T) y ademds A es linealmente indepen-

diente.

7 4
Por lo tanto, se tiene que A = {—g:r;Q + 57 + 1} es una base de Nucl(T).

(c) Calcule la imagen de Ty obtenga una base para esta.

Solucion:
e e
Sea | f | €eIm(T)=T (x> +br+c)=| f
g g

& a—2b+ 3¢ =

) para algin ax® +bx + c € P,
f

g

2a + b+ 2c

)

a+3b—c (

a+3b—c = e
& a—2b+ 3¢
20+b+2c = g

Il
Sy

Resolviendo este sistema de ecuaciones:

1 3 —1]e 1 3 -1 e
1 -2 37| B (0 -5 4| —e+7f
2 1 2|g ) ThTB

0 =5 4|—-2e+g



Kendall ROATTIGUEZ BUSTOS. .. c.viiiiieiieiee e et 58

1 3 -1 e
ot 0 -5 4| —e+f
0 0 O0|—e—f+yg
El sistema tiene soluciones si y solo st —e — f+g=0&e=—f+g.
—f+y
Ast, tenemos que Im(T) = f / f,geR
g
—f+g -1 1
Y como f =f- 1 |+g 0
g 0 1
—1 1
Sea B = 11,10 . Entonces se tiene que Gen(B) = Im(T') y ademds B es linealmente
0 1

independiente, pues los vectores no son maltiplos.

—1 1
Por lo tanto, B = L ],10 es una base de Im(T). |
0 1

1 1 0
2. SeaT € L(R*PR).SiT| 0 |=2+1,T| 1 |=22+1,T| 0 | =—22%+2. Calcule el
1 0 2
a a
criterio de T, es decir, calcule T | b | para | b | € R3.
c c
Solucion:
Buscamos C, Cs, C3 tales que:
a 1 1 0
=Cy-| 0 |+Cy- | 1 | +C5-10
1 0 2
a Ol + CQ
= = 02
Ch + 205
Cl + CQ = a
= CQ =
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Resolviendo este sistema de ecuaciones:

1 1 0fa 1 10 a
01 0/b | B o 10| b
1 0 2]c 0 -1 2|—-a+c
1 00 a—b
1 00 a—>b s
=010 b 2 010 b
2413
0 0 2|—a+b+c Catbte
0 0 1
2
—a+b
Donde obtenemos que C; = a — b, C’gzbngz%ﬂ.
Asi,
a 1 1 0
—a+b
b l=@-0)-[0]+b-[1 +< a+2 +C) 0
1 0 2
a 1 1 0
o T b |=@=t-T|0|+s-7| 1 (‘“2”0) T o
c 1 0 2
¢ —a+b+ec
& T b :(a—b)-(x+1)+b-(x2+1)+(T>-(—2x2—|—2)
a
S Tl b |=(@b-(z+1)+b-(2°+1)+(—a+b+c) (—2*+1)
a
& T| b |=ar+a—br—b+br*+b+ar’—bz’>—ca’—a+b+c
a
s Tl b]l=@-cz*+(a-Dbr+b+c
a
Por lo tanto, el criterio esT | b | =(a—c)z* +(a—b)x+b+c. [

C
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3. Considere la transformacién lineal T : P; — R3 dada por

b—2d
T(ax®+br* +cx+d)=| —2b+c+d
—b+c—d

(a) Calcule el nucleo de T', una base del nicleo y su dimension.
Solucion:

Sea az® + bx? + cx +d € Nucl(T) & T (ax® + bx? + cx + d) =0

b—2d 0
= —2b+c+d | =1 0
—b+c—d 0
b—2d = 0
= —2b4+c+d = 0
—b+c—d = 0
Resolviendo este sistema de ecuaciones:
1 0 =210 1 0 =210
—2 1 1|0 | *BEP 1 =30
11 —1]0 it 01 —-3]0
1 0 =210
A g1 —3]0
00 00

Donde obtenemos que b = 2d y ¢ = 3d. Sustituyendo los valores en el polinomio ax® + bx® + cx + d.
Tenemos que Nucl(T) —{ax3 + (2d)a* + (3d)x + d / a,b,d e ]R}.
Y como az® + (2d)z* + (3d)x + d = az® + d (22* + 3z + 1).

Sea A = {x3,22? + 3x + 1}. Entonces se tiene que Gen(A) = Nucl(T) y ademds A es linealmente
ndependiente, pues los vectores no son mailtiplos.
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Por lo tanto, A = {2®,22® 4+ 3z + 1} es una base de Nucl(T) y *nul(T) = 2.

(b) Calcule la imagen de T', una base de la imagen y su dimensién.

Solucion:
e e
Sea | f | €eIm(T) e T(ax®+bx*+cr+d) =1 f para algin ax® 4+ bx? +cx +d € Py
g g
b—2d e
= —2b4+c+d | =1 f
—b+c—d g
b—2d = e
& —2b+c+d = f
—b+c—d = g
Resolviendo este sistema de ecuaciones:
1 0 —2]e 1 0 -2 e
21 1|f | 22 01 —-3|2+7
11 -1]q /) & 01 3| e+g
1 0 -2 e
BB L 01 3] 2+ f
00 O|—-e—f+g

El sistema tiene soluciones si y solo si —e — f+g=0se=—f+g.

—f+yg
Por lo que, Im(T) = f / f,geR
g
—f+g -1 1
Y como f =f- 1 1 +g-( 0
g 0 1

Snul(T) conocida como la nulidad de T, es la dimensién del miicleo de T .
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-1 1
Sea B = 11,10 . Entonces se tiene que Gen(B) = Im(T') y ademds B es linealmente
0 1

independiente, pues los vectores no son mailtiplos.

-1 1
Por lo tanto, B = L |, 0 es una base de Im(T) y ®rang(T) = 2.
0 1
—4
(c) Calcule las preimagenes de 3
-1

Solucion:

Buscamos ax® + bx?® + cx + d tal que:

—4
T(aw3+bx2—i—cw+d): 3
-1
b—2d —4
& —2b+c+d | = 3
—b+c—d -1
b—2d = —4
== —2b+c+d = 3
—b+c—d = -1
Resolviendo este sistema de ecuaciones:
1 0 —2|—4 1 0 —2|—4
2 1 1| 3| *Atb 1 —3|-5
11 -1 -1 it 01 —3|-5
1 0 -2 -4
B g 1 3] =5
00 0| 0

Srang(T) conocida como el rango de T, es la dimensién de la imagen de T
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Donde obtenemos que b = 2d — 4 y ¢ = 3d — 5 y sustituyendo en ax® + ba® + cx + d, tenemos el
polinomio: ax® + (2d — 4) x* 4+ (3d — 5) = + d.

—4

Por lo tanto, las preimdgenes de 3 son los polinomios de la forma ax® + (2d — 4) z* +
-1

(3d —5)x+d, cona,d € R. |

4. Sea T € L(W, H). Pruebe que si dim(W) < dim(H), entonces T" no es sobreyectiva.
Solucion:
Hipdtesis: Tenemos que T' € L(W, H), con dim(W) < dim(H).
HQM: T no es sobreyectiva.
Supongamos por contradiccion que T es sobreyectiva, entonces se cumple que:
Im(T)=H
— dim (/m(T")) = dim(H)

Ademds por hipdtesis, se tiene que dim(W) < dim(H). Pero, como dim(Im(T)) = dim(H) A
dim(W) < dim(H).

= dim(W) < dim (Im(T))
= dim(W) < dim(Nucl(T)) + dim(Im(T)), pues dim(Nucl(T)) > 0
Pero esto dltimo es una contradiccion, pues se debe cumplir que dim(W) = dim(Nucl(T)) +

dim(Im(T)).

Por lo tanto, si dim(W) < dim(H), entonces T no es sobreyectiva. [
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5. SeaT e L(R3P).SiT| b | =(a+2b+c)z*+ (4a+ b+ 2¢)x —a+b.
c

(a) Pruebe que T es un isomorfismo.
Solucion:
Para probar que T es un isomorfismo, se debe cumplir que T' sea inyectiva y sobreyectiva.

Empezemos con la inyectividad, para ello calculemos el Nucl(T'):

Sea | b | eNu(T)=T| b |=0

& (a+2b+c)z?+(da+b+20)x—a+b=0

a+2b+c = 0
& da+b+2c = 0
—a+b = 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene que a =0, b=0 yc=0.

0
Entonces Nucl(T) = 0 , es decir T' es inyectiva.
0
Por otro lado se tiene que rang(T) = 3, pues nul(T) = 0. (Debe cumplirse que

nul(T) + rang(T) = dim Py)
Como dim(Im(T)) =3 N Im(T) < Py = Im(T) = P, =T es sobreyectiva.

Por lo tanto, T es biyectiva, o mejor dicho, T es un isomorfismo.
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(b) Calcule el criterio de T
Solucion:

Se desea encontrar el criterio de T~*, es decir:

a

T '(ex*+ fr+g)=| b

c
a
s e+ fr+g=T| b
c

& er’+fr+g=(a+2b+c)r’+(da+b+2c)z—a+b

Necesariamente se cumple que:

a+2b+c = e
da+b+2c = f
—a+b = g
Resolviendo este sistema de ecuaciones:
1 2 1]e 1 2 1 e
41 2/fF | 8% [0 -7 —2|—de+f
~110|g s 0 3 1| e+yg
3 —e+2f
12 1] e 1oz —
%1_>Fz 01 2 de—f ~2Fpk Py 01 2 4e — f
7 7 —3F2+F3 7 7
03 1| e+yg 00 1] =5e+3f+T7g
7




1 0 3 —e+2f 10 1 l4e —7f —21g
7 7 7
Ry 2 de — f pAlag lde — Tf — 14g
O ]. ? 7 —%Fg—‘,—FQ O ]. O 7
0 0 1|-be+3f+Tg 0 0 1| =be+3f+T7g
2e — [ — 3y
Por lo tanto, el criterio T—1 (ea:z + for+ g) = 2e — f — 2g ) [
—de+3f+T7g
a+b+c
6. Sea T : P, — R3 una transformacién lineal, tal que T (ax? + bx +¢) = 2a+b y sean
b—2c
0 —1 1
By = {222, —x +1,3x + 1} y By = 11, 11,10 bases ordenadas de P, y de R3,
1 0 0

respectivamente. Calcule [T gf.

Solucion:

Calculamos las imdgenes de los elementos de By y luego las escribimos como combinacion lineal de
los elementos de Bs.

Tenemos que:

2 0 -1 1
[ T(Ql‘z): 4 —Ol 1 —|—Cg 1 —|—03 0
0 1 0 0
—Cy+C3 = 2
-~ Cl + 02 = 4
¢, =0
0
Donde obtenemos que Cy =0, Cy =4 y C3 = 6. Entonces, se tiene que [T'(v1)|p, = | 4
6

"La notacién [T]gf se lee como la matriz representacion de T' de la base By a Ba.



Kendall ROATTGUEZ BUSTOS. ... .eeie e e 67

0 0 -1 1
® T(—ZE+1): -1 :Cl' 1 +CQ 1 +Cg
-3 1 0 0
—Cy+C5 = 0
~ Ci+Cy = —1
C; = -3
-3
Donde obtenemos que Cy = —3, Cy =2 y C5 = 2. Entonces se tiene que [T (vq)|p, = 2
2

4 0 —1 1
1 1 0 0
—Cy+C3 = 4
~ Ci+Cy = 3
C; =1
1
Donde obtenemos que C; = 1, Co = 2 y C5 = 6. Entonces se tiene [T'(v3)|p, = | 2
6

Por lo tanto, se tiene que [T]gf =

Y = O
N DN W
DN =
|
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a+c
7. Considere la funcién T': P, — R? tal que T (az? + bz +c¢)=| a+b—c
—a+b+c

(a) Pruebe que T es un isomorfismo.

Solucion:

Se debe probar que T cumple la inyectividad y sobreyectividad, para que T sea un isormorfismo.
Para ello, empezamos probando la inyectividad.

Primero calculemos el Nucl(T):

az’ +br+c€ Nu(T) < T (az’+br+c)=0

a+c 0
& a+b—c =10
—a+b+ec 0
a+c = 0
& a+b—c = 0
—a+b+c = 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que a =0, b=0 y c=0.

Entonces, se tiene que Nu(T) = {0}, es decir T' es inyectiva.

Por otro lado se tiene que rang(T) = 3, pues nul(T) = 0. (Recuerde que debe cumplirse que
nul(T) + rang(T) = dim P,)

Como dim(Im(T)) =3 AN Im(T) < Py, = Im(T) = P, = T es sobreyectiva.

Por lo tanto, concluimos que T es un isomorfismo.



Kendall ROATTGUEZ BUSTOS. ... .eeie e e 69

(b) Calcule el criterio de T
Solucion:

Se desea encontrar el criterio de T~*, es decir:

e
T f | =a®+bx+c
g
e
& f :T(ax2+bx+c)
g
e a+c
& fl= a+b—c
g —a+b+c
a+c = €
& at+b—c = f

—a+b+c = g

Resolviendo este sistema de ecuaciones:

10 1] e 1 0 1 e
11 —1|f | 252 o1 —2|-e+Ff
11 1lg fatts 01 2| e+g
10 1 e
—Fo+F3 Lo ! ¢ iFs 01 =2 —€+f
01 —2| —e+f —
00 4|2—f+g
2 _
00 1 #
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2 _
10 ol2tl=y
4
B gy o {19
2F3+F> 2
¢ —
00 1|29+ /f
4
e
2 - 2¢ —
Por lo tanto, el criterio T-* | f | = (%) 22+ (f;g>x+ € f“‘f‘ -
g

8. Sea T € L(V,W). Demuestre que Im(T) < W, es decir, pruebe que Im(T") es subespacio de W.
Solucion:
Hipétesis: Tenemos que T € L(V,W), donde Im(T) es la imagen de T
HQM: Im(T) es subespacio de W.
FEs claro que Im(T) C W. Ademds Im(T) # 0, pues 0, € Im(T) ya que T(0,) = 0,,.
Luego, Im(T) es subespacio de W, si se cumple que:
® Yv,w e Im(T) v+w e Im(T).
® Va e Im(t) av € Im(T).
Procedamos con la prueba:

1. Sean v,w € Im(T).
Jr,yeV [/ T(x)=v AN T(y) =w

= Tx)+Tly)=v+w

= T(r+y)=v+w, esdecir, x+y €W es preimagen de v+ w.



Kendall ROATTGUEZ BUSTOS. ... .eeie e e 71

= v+we Im(T)

2. SeaaceR AN velm(T).

JreV / T(x)=v
= a-T(x)=av
= T(aw)=aw

= av e Im(T)

Por lo tanto, se puede afirmar que Im(T) < W. [
. 010 1 0 —1
9. Sea T € L(Py,Myy3). Si T(2*>—2x) = (2 0 1), Tx +1) = <2 0 0>’
01 2 N
T3z +2)= 101 ) Calcule el criterio de T'.

Solucion:

Buscamos Cy, Cy y C5 tales que:

ar’ +br+c=0C1- (2 —2)+ Co - (x+1)+ C5 - (32 + 2)

& ar’ +br+c=Ca* + (—CL+ Oy +3C3) 2+ Cy + 2C5

Necesariamente se cumple que:

Cl = a
—C+Cy +3C3 =
Cy+2C5 =



Kendall ROATTGUEZ BUSTOS. ... .eeie e e 72

Resolviendo este sistema de ecuaciones:

10 0|a 1 00| a
—1 1 3| Rt 0 1 3|la+b
01 2]|c¢ 0 -1 2| ¢
10 0 a 100 a
B 01 3 a4 it 01 3| a+b
0 0 —1|—a—-0b+c 00 1|la+b-—c
100 a
SEAR L0 1 0] =20 —2b+ 3¢
0 01 a+b—rc

Donde obtenemos que C1 = a, Co = —2a—2b+3c yCs3=a+b—c.

Asi,

ar’ +br+c=a- (2 —2)+(-2a—2b+3c) - (z+ 1)+ (a+b—c)- (3z+2)

& T(ar’+br+c)=a-T (x> —x)+(—2a—2b+3c) - T(x+1)+(a+b—c)-T(3z +2)

) (o010, . (10 -1 (012
& T(az®+br+c)=a (2 0 1) t(F2a=2+430)-( , o )Flatb—0o-( ] ;]

9 B —2a — 2b+ 3¢ a+a+b—c 2a+2b—3c+2a+2b—2c
< T(aa: +bx+c)_(2@—4@—4b+60—|—a+b—c 0 a+a+b—c

o T(a$2+bx+c):(_2a_2b+30 20+b—c 4a—|—4b—5c)

—a —3b+ 5¢ 0 20+b—c

Por lo tanto, el criterio es T (az* + bx + ¢) = ( “2a=20+3c Zatbocdatdb—de ) . n

—a — 3b+ be 0 2a +b—rc
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10. Sea T € L(V,W). Demuestre que si T es inyectiva y {vy,vg, ..., v, } es un conjunto de vectores
linealmente independiente de V', entonces {T'(v1),T(v),...,T(v,)} es también un conjunto de
vectores linealmente independiente.

Solucion:

Hipétesis: Tenemos que T € L(V,W), donde T es inyectiva. Ademdas {vy, vy, ..., v, } €s un conjunto
linealmente independiente de V.

HQM: {T(v1),T(v3),....,T(v,)} es un conjunto linealmente independiente.

Sean C,Cy,...,C, € R tales que:

CiT(v1) + CoT(vg) + ... + C,T(v,) =0
= T(Cr-v)+T(Cy-va)+..+T(Cp-v,) =0
= T (Civy + Covg + ... + Chv,) =0
= Civ; + Covg + ... + Chu, € Nu(T)
Y como Nu(T) = {0}, pues T es inyectiva.
= Civy+Cuy+...+Ch, =0

= C1=0,0,=0,..,C, =0, pues {vy,vq,...,0,} es li

Por lo tanto, {T(v1),T(v9), ..., T(v,)} es un conjunto de vectores linealmente independiente. [
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a
11. Sea T € L(R3R?), cuyo criterio es T | b | = ( aQ—Zb_—i—cc ) Sean B, y B, las bases
c
1 0 1

ordenadas de R?® y R? dadas por B; = 2 1, 2 1,11 y By = 2 7 1 ’
1 —2

3 —1 0

respectivamente.

(a) Calcule [T]gf.

Solucion:

Calculamos las imdgenes de los elementos de By y luego las escribimos como combinacion lineal de
los elementos de Bs.

Tenemos que:

1
o)) e (D) e ()
-1 1 —2
3
200 +Cy = 6
C,—20, = —1
11
11 ) )
Donde obtenemos que Cy = 5 Y Cy = 5 Entonces, se tiene que [T'(v1)]|p, =
8
5
0
1 2 1
ol )= () -a () e ()
201+ Cy = 1
Cl - 202 - 1
3
3 — )
Donde obtenemos que Cy = 5 Y Cy = - Entonces, se tiene que [T'(v2)]|p, =
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Cl - 202 = 2
6
6 — 5)
Donde obtenemos que C = = y Cy = —. Entonces, se tiene que [T'(v3)|p, =
—2
5
1 3 6
_ 5 5 5 5
Por lo tanto, se tiene que [T]g =
8§ —1 =2
5 D )
-1
(b) Si[w]|g, = 3 |, utilice la matriz de transicién de 1" para calcular T'(w).
1

Solucion:

Sabemos por teorema que [T]gf wlp, = [T'(w)]p,-

Por lo que:
11 3 6
5 5 5 -1
3 | =[T'(w)]s,

8 1 =2 1

5 5

4

5

W‘L
w
Il
~
&
=
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3 2 4
12. Considere la matriz 2 0 2
4 2 3

(a) Calcule el polinomio caracteristico y compruebe que sus valores propios son
—1y8.

Solucion:

Para hallar el polinomio caracteristico, se debe calcular det(A — \I3), donde A es la matriz dada.

32 4 A0 0
P = [[202]-{0x0
42 3 00 A
3-\ 2 4
— | 2 —x 2
42 3-)
A2 2 2 2 -\
- <3_A>" 2 3—)\‘_2"4 3—A'+4"4 2 ‘

= B=XN(-3A\+X—4)—2(6—-2\—8) +4(4+4))
= —OAF+3N2—124+3X2 =N+ 4N +4\+ 4+ 16+ 16X

= AN 4+6\+15)+8

Entonces el polinomio caracteristico es P(\) = —A3 + 6\* + 15\ + 8.
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Ast, los valores propios son:
—A 4+ 6X+ 150 +8=0
A=8 AN A=-1
(b) Calcule una base para el espacio propio asociado a A = —1.
Solucion:
3—A 2 4
Sustituyendo A = —1 en 2 -2 . Se obtiene que:
4 2 3—-A
1
1 - 110
42 4]0 . 2
2 1 2{0 LR 5 1 900
4 2 410
4 2 410
1 L 110
2
—2F1+F>
kg | 00 00
0 0 00
—1
Donde obtenemos que r = S Yz
1 1
—g¥* —g¥ 1
Entonces, E_1 = y /y, z€R 3. Y como y 0
z z 1
( _1 q
2
Sea B = 1 | 0 . Entonces, se tiene que Gen(B) = E_1 y ademds B es un conjunto
1
\ 0 )
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linealmente independiente, pues los vectores no son maultiplos.

Por lo tanto, B es una base de E_;. [ |

13. SeaT € L (MQXQ,R?’) y sean B; y Bs bases ordenadas de Msyo v R3, respectivamente, dadas

0 2 -3
por Bl - {u17u27u37u4} y B2 - -3 ; 0 ) 0
1 1 2
31 0 =2
Si [T]gf = -1 0 1 4 | ysesabe que v =2u; — us+ 3uy, calcule T'(v).
21 —1 3
Solucion:

Sabemos por teorema que [T]gf -wlg, = [T(v)]B,-

2
Ademdas como v = 2uy — ug + 3uy = [v]g, = _?
0
Tenemos, asi que:
3 0 —2
-10 1 4 [v]p, = [T'(v)]s,
2 -1 3
3 1 0 =2 §
= [ -10 1 4 1 | =T@)ls,
2 -1 3 0
9
= | =3 | =)
8
0 2 -3
= Tw)=9- -3 1|1 -3 0 | +8 0
1 1 2
—-30
= Tv)= —27

22
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-30
Por lo tanto, se tiene que T'(v) = | —27 |. |
22

14. Demuestre que \q, Ag, ..., A, son valores propios de una matriz A de orden n, entonces también
son valores propios de At

Solucion:
Hipétesis: i, Ao, ..., A, son valores propios de una matriz A.
HQM: )i, \g, ..., \, son valores propios de la matriz At.

Tenemos que:

A1, Ag,y ooy A SOM valores propios de una matriz A.

= A, A2, .., An Son las soluciones de la ecuacion |A — N,| =0

Haciendo uso del resultado de determinantes: Si A es una matriz de n x n entonces |A| = |AY|.

Entonces, |A — A\, :‘(A — L)

— A~ AL :‘At AL

— A~ AL :(At AL

, podemos decir que:

Como |A — \,,| :‘At — A,

=0

A1, g, oy Ay son las soluciones de la ecuacion ’At — M,

= A1, A2, ..., A, son valores propios de A

Por lo tanto, \i, \a, ..., A\, son valores propios de la matriz At. [ |
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5 —6 —6
15. Considere la matriz | —1 4 2 |. Calcule su polinomio caracteristico, sus valores propios
3 —6 —4

y una base para cada espacio.
Solucion:

Para hallar el polinomio caracteristico, se debe calcular det(A — \I3), donde A es la matriz dada.

5 —6 —6 A0 0
POy = [ -1 4 2]-[0a0
3 —6 —4 00 A
5-A —6 -6
| -1 oa-a 2
3 —6 —4-)
1-x 2 12 14—
= ﬁ_Ay‘ 6 —4—A‘+6w 3 —4—A‘_6"3 —6‘

:(5—&@4-&@4—M+¢@+ﬁ.u+A—®—6«6—m+3m
= (5=A) (=16 —4X+4X+ X +12) +6- (—=2+ X)) —6- (=6 + 3X)
= (5—=X) (=44 X*) — 12+ 6 + 36 — 18\

= 205X+ 4N — \* — 12+ 6)\ + 36 — 18\

= M 4+5\2 -8\ \+4

Entonces el polinomio caracteristico es P(\) = —\% + 5\% — 8\ + 4.
Ast, los valores propios son:
A4+ 5N -8 +4=0

A=1 AN A=2
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Ahora calculemos los espacios Fy y Fo:

e \=1
5—\A —6 —6
Sustituyendo A =1 en -1 4-X 2 . Se obtiene que:
3 -6 —4-A
3 3
1 — —= 10
4 -6 6|0 o 22
241
L3290 -1 3 20
3 =6 =5|0
3 =6 —=5|0
3 3 3 3
1 —— —= 10 1 — —= 10
2 2 2 2
Fi+F 3 1 iR 1
- _ _ 1 —
—3F1+F3 0 2 2 0 0 3 0
3 1 3 1
3 — — |0 0 — — |0
2 2
1 0 —11]0
%F2+F1 1
— 01 =10
%Fg-{-Fg 3
00 00
-1
Donde obtenemos que vt =2 y y= ?z.
( z ) z 1
1 1 1
Entonces By = ——z /z eR > Y como ——z | =2z —=
3 3 3
L z ) z 1
( 1 3\
Sea B = —% . Entonces, se tiene que Gen(B) = FE_; y ademds B es un conjunto
]‘ J
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linealmente independiente.

Por lo tanto, B es una base de E_;.

o \=2
5—X —6 —6
Sustituyendo X = 2 en -1 4-X 2 . Se obtiene que:
3 -6 —4-A
3 -6 —61(0 ip 1 -2 =210
-1 2 20 ERA -1 2 20
3 =6 —610 3 =6 —6/0
1 -2 =210
o0 00
SN0 0 00
Donde obtenemos que x = 2y + 2z
2y + 2z 2y + 2z 2 2
Entonces Fy = Y y,z€ R 3. Y como Y =y-| 1 |4+2z-10
z z 0 1
2 2
Sea C = 11,10 . Entonces, se tiene que Gen(C) = Ey y ademds C' es un conjunto
0 1

linealmente independiente, pues los vectores no son maultiplos.

Por lo tanto, C es una base de Fs. [ |
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16. Sea A una matriz invertible de tamafio n y A un valor propio de A. Demuestre que A\~! es un
valor propio de A~

Solucion:
Hipétesis: Tenemos una matriz invertible A, donde X\ es un propio de A.
HQM: )\ ! es un valor propio de A™!.

Sea v el vector propio asociado a X\, con v # 0, por lo que:

Av = v (Hipdtesis)
= A1 (Av)=A4"1
= (A"A)v=A"
= [,-v=A"1 v
= Mo=Xx"(4"" )
= Mlo=A"-NA
= ANlv=4a

= X! es un valor propio de A™'.

Por lo tanto, se tiene que A\~' es un valor propio de A=, [ |
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