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NUMEROS COMPLEJOS






CaPiTULO 1

El algebra
de los numeros complejos

En este capitulo vamos a estudiar los nimeros complejos, que pueden verse como un paso
mads alld de los nimeros reales. Como veremos, los nimeros complejos resuelven muchas
ecuaciones que no tienen solucién en IR, empezando por la ecuacién x> = —1. De hecho,
vamos a ver que todas las ecuaciones polinomiales de grado 1 o mayor tienen solucién en
los nimeros complejos.

1.1.

Tradicionalmente se cuenta la historia de los nimeros naturales, los nimeros mas simples
como 1, 2, 3, cuyo conjunto se denota IN, y de como al agregar cero y los enteros negativos
se obtiene el conjunto de todos los enteros, Z. Luego vienen las fracciones de enteros, como
2/3, que junto con Z forman el conjunto de los racionales, ®. Y por ultimo, se dice, al afiadir
los irracionales como /2 o 7 se completa el conjunto de los ndmeros reales, IR.

Qué son los nimeros complejos

I 4 8 | 3% o5
1 2 3 0o -1 =2 ) 7 5 2
4 5 . cos1 arctan?
N| 3 4 22305
Z
6 22 Q| In5 e 2 ...
R

Pero IR no es el final de la historia. Los nimeros complejos son una extension de los
numeros reales, lo cual significa que el conjunto de los niimeros complejos incluye a to-
dos los nimeros reales y también a otros, llamados imaginarios. La base de los nimeros
imaginarios es el nimero i, definido como sigue.
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Definicién (el nimero i)

El ndmero i es una raiz cuadrada de —1; es decir, un nimero tal que i2=—1.

(Cbémo se puede hablar de una raiz cuadrada de —1, si tanto se ha dicho que los nimeros
negativos no tienen raiz cuadrada? Recordemos con cuidado: el nimero —1 no tiene una raiz
cuadrada real, en el sentido de que no existe un x € IR tal que x> = —1 (porque x> > 0 para
cualquier x real) ;Pero no podria existir otro nimero, que no sea real, cuyo cuadrado sea —1?

Igual podriamos preguntarnos cémo se puede hablar, por ejemplo, de la raiz cuadrada
de 2. ;Acaso existe un nimero que elevado al cuadrado dé 2? Es cierto que 1.414213% ~
1.9999984 y que 1.414214% ~2.0000012, y que podemos acercarnos mas a 2 tomando més
decimales en 1.41421... ;Pero de veras existe un x € IR tal que x? sea exactamente 2? La
pregunta no es trivial, y resulta que si x> = 2 entonces x no puede ser racional. La solucién,
si existe, debe ser un nimero irracional.

Volviendo a la pregunta anterior, sabemos que no existe un nimero real x tal que x*> = —1.
Eso no significa que no existe la raiz cuadrada de —1, sino solamente que no puede ser real.
Debe ser un ndmero “irreal”, mas correctamente llamado imaginario. Los nimeros imagina-
rios existen en el mismo sentido en el que existen los nimeros irracionales: su existencia debe
aceptarse como una de las “reglas del juego” matemaético. El que quiera jugar Matematicas
acepta las reglas, aun a veces sin demostracion.

“La Filosofia es un juego con objetivos y sin reglas. La Matemdtica es un juego
con reglas y sin objetivos.” Ian Ellis

Aceptemos entonces que existe un nimero, denotado 1, cuyo cuadrado es —1. ;No habia-
mos aceptado, también sin demostracidn, que existia un x cuyo cuadrado era 2, es decir,
que existia la raiz cuadrada de 2? Ahora resulta que —1 tiene dos raices cuadradas: i y —i.
Convengamos en denotar v/ —1 =1i. Asi, todos los nimeros reales tienen raiz cuadrada.

Ejemplo 1: raices cuadradas de niimeros negativos

La raiz cuadrada de —9 es
V=9 =9 v/—1=3i

En efecto, (3i)> =3%i2=9-(—1) = 9.
La raiz cuadrada de —12 es V—12 = v4+/3v/—1 = 21/31, 0 mejor 2i\/3.

Repaso
Calcule la raiz cuadrada de —90. Respuesta: 311/10
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En el ejemplo anterior, es preferible escribir 2iv/3 en vez de 2+/3i por la misma razén
por la que se prefiere 2x1/3 en vez de 21/3x: al escribir a mano, en la segunda forma puede
no quedar claro si x esta dentro o fuera de la raiz, mientras que en la primera forma no hay
duda de que esta fuera.

Debe notarse que la propiedad v/av/b = v/ab, que se cumple cuando a y b son positivos,
falla para numeros negativos. Por ejemplo,

V=425 = (2i)(5i) = 10i* = —10

mientras que

V(—4)(=25) = V100 = 10

Combinando los nimeros reales con 1 conseguimos los nimeros complejos.

Definicién (ntimero complejo)

Un ndmero complejo z es uno de la forma z =a+ bi con a,b € R.

El ndmero a es la parte real de z, denotada Re z, y el nimero b es la parte imaginaria de z,
denotada Imz.

El conjunto de los nimeros complejos se denota (.

El diagrama de la pagina 3| ahora resulta ampliado asﬂ

3
14 8 | 2T s i 245i
7

cosl arctan2 | 3iy/6 Ln(—1)

Q| In5 e 2 ... | /=7 arccos?2
a

“Dios cred los numeros naturales; todo lo demds es obra del hombre.”

Leopold Kronecker

'Es bien sabido que Ln(—1) y arccos?2, que se muestran como ejemplos de niimeros complejos, no existen
en los nimeros reales. Los logaritmos complejos se definen en la pagina[49] y las funciones trigonométricas
inversas complejas en la pagina[56]
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Al escribir un nimero complejo en la forma z = a + bi, los valores de a y b son tnicos,
en el sentido de que no es posible escribir el mismo ndmero como z = ¢+ di a menos que
a = cy b =d.Mas formalmente, si a,b,c,d € IR, tenemos la implicacién

a+bi=c+di = a=cy b=d

(vea el ejercicio [15)). Dicho en palabras, si dos nimeros complejos son iguales, sus partes
reales respectivas son iguales entre ellas, asi como sus partes imaginarias respectivas.

Todos los nimeros reales son complejos, con parte imaginaria igual a cero. Por ejemplo,
el nimero real 3 es igual a 3 4 0i: su parte real es 3 y su parte imaginaria es 0. En contraste,
los numeros con parte real igual a cero, como 41, se llaman imaginarios puros.

Ejemplo 2: partes real e imaginaria

S5i—12
Los nimeros z=3—-2iyw = ! son complejos.
Sus partes reales son Rez =3 y Rew = —12/7, y sus partes imaginarias son
Imz = —2eImw =5/7, respectivamente.
Repaso

¢(Cuales son las partes real e imaginaria de y = %(41 —5)?

Respuesta: Rey = —%, Imy=2

Ejemplo 3: una ecuacién cuadratica sin soluciones reales

Resolver la ecuacién 2x> —2x+1 = 0.

El discriminante es A = b* —4ac = (—2)? —4(2)(1) = —4. Cuando el discrimi-

nante de una ecuacién cuadratica con coeficientes reales es negativo, la ecuacion

no tiene soluciones reales, pero si tiene dos soluciones complejas. En este caso,
 —bEVA 2+y—4 2421 1 1

o 2a A PRt

Comprobemos la primera solucién. Para x; = % =+ %i la expresion 2x*> —2x+ 1 es

2(

)Y 2@l =200 42 0 kit ki) 1 —i41

D=

_
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Repaso
Resuelva 1> — 4t +5 = 0. Respuesta: r =2 +1

Muchas calculadoras permiten resolver ecuaciones cuadraticas aunque las solu-

a+bi . . .

ciones no sean reales. Al resolver la ecuacion de este ejemplo en una de ellas

0 O ., L. .. .

D000 (pasando al modo de ecuacidn cuadratica y digitando los coeficientes), es pro-

0000 bable que la pantalla diga x; = % + %i, y debe haber una forma de alternar en la
pantalla entre esta solucién y la otra, x, = % — %i.

Ejemplo 4: factorizar una suma de cuadrados

Factorizar el polinomio 9x? 4 4.

En los reales no hay un método general para factorizar una suma de cuadrados.
Pero en los complejos puede convertirse la suma 9x> +4 en una diferencia de
cuadrados para factorizarla asi:

9x? +4 =9 — (—4) = (3x)* — (2i)* = (3x +2i)(3x — 2i) ]

Repaso
Factorice 257> + 12. Respuesta: (5z +2iv/3)(5z — 2iv/3)

Ejemplo 5: resolver una ecuaciéon compleja

Encontrar los valores de a,b € Rsi (3—a)+ (b+1)i= (4a—b)i—3.

Como una igualdad entre numeros complejos implica igualdad entre las partes
reales e igualdad entre las partes imaginarias, tenemos dos ecuaciones.

= Partes reales: 3 —a=-3=a=6.
= Partes imaginarias: b+ 1 =4a —b = 2b =4a—1 = 23 (porque a = 6), asi
que b =23/2.
Repaso

Encuentre x, y en IR si (2x —y)i — (x+y) =6 —9i. Respuesta:x = —5,y=—1

La vida es compleja: tiene partes reales y partes imaginarias. (An6nimo)
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Ejercicios

Encuentre todas las soluciones complejas
1. 2—6t+10=0 4. #-9=0
2. 22242z4+5=0 5. 5x2+4=4x
3. 4 —4x+2=0 6. 4y*+ 157 =4

Factorice completamente en(

7. 822+18 9. 9*—-25
8. xX2+10 10. 3:2+12

Encuentre los valores reales de a y b que cumplen la ecuacion
11. 5a—7i+3bi=8b—i—1 13. 3a+2—6bi= 10ai —bi+1—2b
12. bi—10=2b+3a—5i 14. 2a+1—bi=b—(a+2)i

15. En este ejercicio se demuestra que las coordenadas real e imaginaria de un nimero
complejo son Unicas, o bien que si dos numeros complejos son iguales, sus partes reales
e imaginarias son iguales.

a. Demuestre que si x+yi =0, con x,y € R, entonces x =0y y =0.

b. Demuestre que si a+bi = c+di, cona,b,c,d € R, entoncesa=cy b =d.

1.2. Operaciones con numeros complejos

Las sumas y restas de nimeros complejos se calculan como si se tratara de binomios
comunes. Para productos y divisiones, necesitamos recordar que i> = —1.
Ejemplo 6: operaciones con niimeros complejos
Tomemos z =3 —2i y w = —1 +1i. Entonces:

2 tw=3-20)+(-1+i)=3—-1+(-2+1)i=2-i
mz—w=(3-2)—(—1+i)=3+1+(-2-1)i=4-3i
n zw=(3-2i)(—1+i)=-3+3i+2i—2i°=-3+51—2(—1)=—1+5i
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» (3z+2w)% = (9—6i—2+2i)> = (7—4i)> =49 — 56i + 16i> = 49 — 56i —

16 =33 — 561 J

Repaso
Calcule (4 —1)(51—2). Respuesta: 22i — 3

Es interesante notar que las potencias enteras de i son ciclicas. Esto significa que se
repiten en un ciclo. Veamos:

=1 it=@@)?=(-1)?*=1 it =iti*t=1
il =i P =iti=i i?=i8i=i
i?=—1 i =i*?=-1 il =82 =—1
P =i%i=—i i’ =i*id = i

0 _ 4 _:8 _:12 _

Como vemos, 1" =1 =1° =1“ = --- = 1: el resultado de elevar 1 a un entero multiplo
de 4 es siempre 1. Sabiendo eso, es fécil encontrar cualquier potencia natural de i asi: para
calcular i" con n € IN, buscamos el dltimo multiplo de 4 antes de n y descomponemos, como
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7: potencias de i
Asi se calcula P11

i511 — i508+3 — 1508 'i3 -1 'i3 - i

_

Repaso
Calcule i23%. Respuesta: —1

Para la division, necesitamos primero definir el conjugado de un nimero complejo.

Definicién (conjugado)

Si z = a+ bi es un numero complejo, su conjugado es 7 = a — bi.
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Ya hemos encontrado el concepto de conjugado en el contexto de racionalizar denomi-
nadores. Por ejemplo, para racionalizar la fraccién 1/(3 — 21/5) sabemos que deben multi-
plicarse numerador y denominador por el conjugado del denominador, 3 + 2+/5:

1 3+2v5
3-2v5 3+2V/5

En el caso de los nimeros complejos, el conjugado es lo mismo. Por ejemplo, 3 — 2i
significa 3 —2v/—1, y su conjugado es 3 + 2i, que significa 3 +2/—1.

Para dividir dos nimeros complejos usamos la misma idea de racionalizar el denomina-
dor: multiplicamos arriba y abajo por el conjugado del denominador.

Ejemplo 8: division de nimeros complejos

Usando los mismos z =3 —2iy w = —1+1i del ejemplo|[6]

2 3-2i  3-21 —1-i —3-3i+2i+2i
wo =141 —14i —1-i  (=1)2—i2
—5—i 5 1,
= = ————1
1—(-1) 2 2
Repaso
Divida (4 —1) + (3i—4). Respuesta: —0.76 —0.32i

Los conjugados complejos tienen las siguientes propiedades (vea los ejercicios [39-42).

Teorema
Si z,w € (, entonces:

m 7 Ew=Z7%tw

“w W

]

N
I

I\

mz/w=7/Ww siw#0

Il

S%
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Ejemplo 9: un sistema de ecuaciones complejas

Resolver el sistema siguiente, con incégnitas z,w € (.

3z—iw=1-9i
(2—i)z+w="5+3i

Como en casi cualquier sistema de ecuaciones, existen varias formas de encon-
trar la solucion. Veamos un método posible, y en el ejemplo [/| del capitulo 5
(pagina 101) y en el ejemplo[9]del capitulo 7 (pagina 159) veremos otros dos.

Como el sistema involucra z, w, Z y w, en principio tenemos cuatro incégni-
tas. Pero podemos tomar el conjugado de toda la segunda ecuacién para que el
sistema esté en términos de z y w solamente:

3z—iw=1-91
2+i)z+w=5-3i

Ahora podemos despejar w en la segunda ecuacion y sustituirlo en la primera, la
cual tendra entonces solo una incégnita.

w=5-3i—(2+i)z
3z—i(5-3i—(2+i)z) =1-9i
3z—51—3+42iz—z=1-9i
2(242i) =4 —4i

44
= — o= i
W !
Por ltimo, w =5 —3i — (2 4+1)z=5—3i — (241)(—2i) = --- = 3 +1.

Repaso
Resuelva {2z—w=2—4i, z+4iw=—-7—1}.  Respuesta: z=1—1i,w=2i

oOoboOo
oobooOo

Es probable que su calculadora tenga un modo para trabajar con nimeros com-
plejos. Si es asi, entonces las operaciones que hemos descrito pueden hacerse
mucho més facilmente en ese modo. Por ejemplo, las operaciones (2i — 6) —
3(14+1), (4—1)(51—2) y (4—1) = (31 —4) se calculan escribiendo en la cal-

culadora
(2i-6)-3(1+1) =

(4-1i) (51i-2) =
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4 - i
4 -1i) =+ (31i-4)-= bi Y =
( i) ( i ) o bien I

respectivamente (la letra i probablemente esté en la tecla [ENG]).

Ejercicios

Calcule el resultado de la operacion en la forma a + bi

16. i(2+1)(3 —4i) g, 1FE I
17. (=7+2i)(=7—2i) 1:510 127
18. (1-iv2)? 23. —i?_m_?_lg
19. 157—|—i98—i75 1(:0 +21
3
50, Lt 24. Y i =it 24241100
(1+1)3 k=1
21. Si@2)
(1-1)(2+1)(3—1)

Resuelva el sistema de ecuaciones

25 z+wi=1 7 iu+(1+i)w=3+i
" lziAw=1+i " lA+Da—(6—i)w=4
26 (I+i)x—yi=3—1i -8 ow+ (4i—1)x=-3-Ti
Tl @+ix+(2—-i)y=2i ' (i—1)w—x=7-5

Encuentre dos numeros reales x, y que cumplan la condicion

29. (3—4i)?—2(x—yi)=x+i 32, (1—i)x+2yi=4+2i
30. 3+42xi+3yi=8i+x—2y 33, z:—3+ix2y y w:x2—|—y+4i
31. (3—2i)(x+yi)=2(x—2yi) — 1 +2i son conjugados entre ellos
34. Resuelva la ecuacién ———— = 3i\/3.
+1Z\/_

35. Dado z =3 —4i, encuentre un w € € tal que Zw = 2i — 1.

36. Siz es un ndimero complejo, ;en qué condiciones se tiene z =7 ?
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37. ;Cudl debe ser la relacion entre los nimeros reales x, y para que (x4 yi)(2+ 3i) sea un
numero real?

38. Encuentre los nimeros reales x tales que w = (x —1i)(x + 3 —4i) sea imaginario puro.
Dé también los valores correspondientes de w.

Demuestre la identidad para z y w numeros complejos

39. ztw=Z+w 41. z/w=7/wsiw#0
40. Z7Ww=2w 42.

I8l

=z

1.3. Elteorema fundamental del Algebra

En los ndmeros reales, sabemos que todas las ecuaciones de primer grado con una
incégnita tienen una solucidn tnica, y que las de segundo grado tienen dos, una o ningunaﬂ
En los nimeros complejos, como vimos en la seccién aun las ecuaciones de segundo
grado con discriminante negativo tienen dos soluciones.

Dada una ecuacién polinomial P(x) = 0, las soluciones se llaman también raices de la
ecuacion, o ceros del polinomio P. El parrafo anterior puede expresarse asi: en los complejos,
los polinomios de grado 1 tienen un cero, y los de grado 2 tienen hasta dos ceros.

(Y cudntas raices tienen las ecuaciones de grado 3 o mayor? Los siguientes ejemplos
ilustran la situacion general.

Ejemplo 10: una ecuaciéon cubica

Resolver la ecuacién x> —x2+x—1=0.

Podemos factorizar el lado izquierdo por agrupacién o por divisidn sintética, y
llegamos a
(x—D(x*+1)=0

Si nos limitaramos a los numeros reales, x = 1 seria la unica solucion. Pero

en los complejos, la ecuacién x> 4+ 1 = 0 lleva a x> = —1 y entonces tiene dos
soluciones: x =1y x = —1.
Las raices de la ecuacion original son entonces tres: x =1, x =1y x = —1.

2Una ecuacién de grado 7 con una incégnita es una igualdad entre dos polinomios en una misma variable,
uno de grado n y el otro de grado menor o igual que . Esas ecuaciones se pueden escribir en la forma a,x" +
a1 X" '+ 4 ax+ap =0, donde x es la incégnita y ay, ..., ayg son constantes.



14 Capitulo 1. El algebra de los nimeros complejos

Repaso
Resuelva 8z° + 18z = 0. Respuesta: z=0, z = +£1.51

Ejemplo 11: ceros repetidos de un polinomio

Encontrar los ceros del polinomio P(z) = z° — z2.

Buscamos las soluciones de 73 —z2 = 0, es decir z>(z — 1) = 0. Es claro que
las soluciones son z =0y z =1 (pero vea el comentario después del siguiente

ejemplo, y vea también el ejemplo [14).
Repaso
Resuelva x> +4x2 +4x = 0. Respuesta: x =0, x = -2

Ejemplo 12: ecuacion de grado cuatro

Resolver la ecuacién t* + 213 — 8t — 16 = 0.

Factorizando por division sintética, o por agrupacion y luego diferencia de cu-
bos, llegamos a

(t42)(t—=2)(F> +2t+4) =0

Tenemos entonces dos soluciones reales: t =2 y t = —2, y dos no reales (del
tercer paréntesis): t = —14iv/3 y t = —1 —iy/3: cuatro soluciones en total.

Repaso
Resuelva 4y* — 5y = 9. Respuesta: y = +3/2, y = +i

En general, los polinomios de grado n tienen n ceros complejos (los nimeros reales tam-
bién son complejos), aunque no sean n ceros distintos, porque a veces habra ceros repetidos.
En el ejemplo (11| como la factorizacién de P(z) es z-z-(z— 1), los ceros sonz=0,z=0y
z=1 (uno para cada factor, pero no necesariamente distintos). Y en el repaso de ese ejemplo,
como la factorizacion es x(x+2)(x+2), los ceros son x =0, x = =2 y x = —2.

Dicho de otra forma, las ecuaciones polinomiales de grado n tienen n soluciones com-
plejas (no necesariamente distintas). Esto es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema fundamental del Algebra

Cualquier polinomio de grado n > 1, con coeficientes reales o complejos, tiene al menos
un cero complejo.
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Asi no parece un teorema muy impresionante. Acabamos de hablar de n ceros, y el teore-
ma fundamental del Algebra (TFA) garantiza solo uno. Pero la importancia del TFA es que
puede aplicarse repetidamente de la siguiente forma.

Sea P un polinomio de grado n. Por el TFA, P tiene un cero cy, es decir un nimero tal
que P(cy) = 0. Por el teorema del factoxﬂ esto implica que P(x) puede factorizarse como

P(x) = (x—c1)Q1(x)

donde Q; es algun polinomio de grado n — 1.
Ahora el TFA nos dice que Qg tiene al menos un cero, que llamaremos c;. De ahi que
Q1(c2) =0, y de nuevo el teorema del factor nos permite factorizar:

01(x) = (x—c2)Q2(x) = Px)=(x—c1)(x—c2)02(x)

donde Q> es algun polinomio de grado n — 2.
Continuando de esta forma, tendremos en el siguiente paso que

P(x) = (x—c1)(x—c2)(x = ¢3)Q3(x)

donde Q3 es algun polinomio de grado n — 3.
Finalmente llegaremos a que

P(x) = (x—c1)(x —¢2) - (x = ¢n) On(x)

donde cy,...,c, son los ceros de P(x), y O, es algin polinomio de grado n —n = 0. Asi, Q,
es constante, y podemos denotarlo a y escribirlo a la izquierda de los paréntesis. De hecho,
esta constante a es igual al coeficiente de X en P(x), como veremos en el ejemplo Por
ahora tenemos esta consecuencia del TFA.

Teorema (corolario del TFA)

Si P es un polinomio de grado n, entonces P(x) se factoriza completamente como
P(x)=a(x—cy)(x—c2) - (x—cp)

donde cy,...,cy, son los ceros de P, y a es el coeficiente de x* en P(x).

Ejemplo 13: factorizar un polinomio con ceros no reales

Factorizar 2x* + 5x% — 5x° — 5x + 3.

3El teorema del factor dice que si P es un polinomio de grado 7 y ¢ es un cero de P, entonces P(x) se
factoriza como (x — ¢)Q(x), donde Q es algin polinomio de grado n — 1.
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Por division sintética encontramos:

4562 =50 —5x4+3 = (x— 1)(2%° = 3x* +2x —3)

Ahora podemos usar agrupacion en el segundo paréntesis:

4562 =5 —sx+3=(x—1)(2x=3)(**+1)

Escribiendo x> + 1 como x> — (—1) podemos usar diferencia de cuadrados en el
tercer paréntesis:

2t 4 5x% =500 —5x 43 = (x—1)(2x = 3) (x —1)(x +1)

Asi es que los ceros son x =1, x =3/2, x =1y x = —i, y la factorizacion
completa es:

2t 452 =500 = Sx 43 =2(x— 1) (x— 3) (x —i) (x +1)

Las dos formas que acabamos de ver para la factorizacion,
(x—D2x=3)(x—i)(x+i) y 2(x—Dx—3)(x—i)(x+i)

son validas, pero la segunda ilustra mejor lo que dice el corolario anterior.

Repaso
Factorice 9w* —4.5w3 + 11.5w? — 8w — 8.

Respuesta: 9(w —1)(w+0.5)(w+ %‘i) (w— %‘i)

Definicién (multiplicidad)

Cuando un factor (x — ¢) aparece k veces en la factorizacién de P(x), se dice que (x —c) es
un factor con multiplicidad k, y que c es un cero con multiplicidad k.

Los factores o ceros no repetidos (k = 1) se llaman simples, y los repetidos (k > 1) se
llaman muiltiples.
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Ejemplo 14: ceros multiples

En el ejemplo |11/ vimos que P(z) =z° —z> = (z—0)(z—0)(z — 1) tiene z = 0
como cero multiple con multiplicidad 2 (es un cero doble), y z =1 como cero
simple.

En el polinomio Q(t) = —4(t +1)3(t — 6)2, el cero t = —1 tiene multiplicidad 3
y el cero ¢ = 6 tiene multiplicidad 2: son un cero triple y un cero doble, respec-

tivamente.

En los ejemplos que hemos visto podemos notar que cuando hay ceros que no son reales
estos aparecen en pares conjugados. En los ejemplos [10]y [13]los ceros no reales son x = =i,
y en el ejemplo |12/son = —1 +i+/3. Esto sucede siempre que los coeficientes sean reales,
como dice el siguiente teorema.

Teorema de los ceros conjugados

Si P es un polinomio con todos sus coeficientes reales, y x = a + bi es un cero de P,
entonces su conjugado X = a — bi también es un cero de P.

Cuando no todos los coeficientes son reales, no podemos asegurar que los ceros comple-
jos estén en pares conjugados. Por ejemplo, el polinomio R(x) = x> — ix se factoriza como
x(x —1), de modo que sus ceros son x =0y x = i. El cero complejo x = i no estd acompaiiado
de su conjugado ¥ = —i en la lista de ceros de R, pero esto es porque no todos los coeficientes
en R(x) son reales (el coeficiente de x es —i ¢ R).

Ejemplo 15: ceros conjugados
Resolver la ecuacion x* — 2x3 — x2 4+ 2x + 10 = 0, sabiendo que 2 —1ies una de
las soluciones.

Denotemos P(x) = x* — 2x® —x? + 2x + 10. Como todos los coeficientes son
reales y 2 —1 es un cero, también 2 41 debe ser un cero. Esto significa que

P(x) = x—(Q2—D]x—(2+1)]Q(x)

para algtn polinomio Q(x) de grado 4 —2 = 2. Este Q(x) se despeja dividiendo
P(x) por [x—(2—1)][x— (2+1)]:

Para esto tenemos dos opciones:
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Método 1: Desarrollar el producto y usar division larga.

Reagrupamos y usamos la tercera férmula notable:
o= 2=l —=Q2+i)] = [(x=2) +i][(x—2) -]

= (x—2)?—i?=x*—dx+4—(—1)
=x* —4x+5

Ahora dividimos:

4 3.2
XT=2x—=x"+2x+10
O(x) = =x"+2x+2
®) x2—4x+5 v

Método 2: Usar division sintética sucesivamente para cada factor.

Primero dividimos P(x) entre [x — (2 —1)]:

2—i —1-2i —6-2i —10
1 —i —2-2i —4-2i 0 |

1 -2 -1 2 10 |2—i

Ahora dividimos este resultado entre [x — (2 +1)]:

1 —i —2-2i —4-2i
241 4420 442
1 2 2 0 |

241

Entonces, Q(x) = x> 4+ 2x +2.

Habiendo encontrado Q(x) = x* + 2x + 2 por cualquiera de los dos métodos,
resolvemos Q(x) = 0, cuyas soluciones sonx = —1+iyx=—1—1i.

Finalmente, las cuatro soluciones de P(x) =0sonx=2+iyx=—1+i.

Repaso
Resuelva t* + 4¢3 + 4t> + 4t 4 3 = 0 sabiendo que —i es una solucién.

Respuesta: t =1,t = —i,t = —-3,t = —1
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Ejercicios

Encuentre todos los ceros complejos, considerando multiplicidad

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

32w3 — 54w — 27

V3 +2iy? — 4y —8i

13 —2it> — (7+2i)t + 6+ 12i, sabiendo que 14 2i es un cero

& —7c3 -8

t* — 413 + 812 — 8r + 4, sabiendo que 1-+1iesun cero

7% — 327+ 48, sabiendo que —2 — 2iv/2 es un cero

16w° — 192w* +872w3 — 1776w? + 1369w, sabiendo que 3+ %i €s un cero
O 4+ 27v* +28v3 + 1202 + 3v + 1, sabiendo que i/3 es un cero

u® +u* — 16u* — 16, sabiendo que —2i es un cero

Factorice completamente en(

52.
53.
54.
5S.
56.
57.
58.
59.
60.
61.

263 —x2+6x—3
10— 12¢ + 312 — 13
272 —922+ 1475

1422 +49

-2y +y-2

6w+ 10w? + 5w* — 3w

Swt — %w3 +2w? + 67w+ 30, sabiendo que w = 3 4 i es un cero
3+ 12—3r3 + 127> — 4, sabiendo que (r+ 14iv/3) es un factor

4513 4 30¢* — 85013 + 5000¢, sabiendo que (¢ —3 —i) es un factor

8x3 4 5x* — 16x> — 3x°> —21x — 5, sabiendo que x =2 —i es un cero

19
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En resumen...

—

= El nimero i es la raiz cuadradade —1: i=+/—1
= Un niimero complejo es uno de la forma a + bi, con a y b reales.
= El conjunto de los niimeros complejos es (.

= Siay bsonreales, la parte real del nimero z = a+ bi es Rez = a, y la parte imaginaria
es Imz =b.

= Siay b sonreales, el conjugado del nimero z =a+bies Z =a — bi.

= Para dividir dos nimeros complejos se multiplican el numerador y el denominador por
el conjugado del denominador:
at+bi  a+bi c—di
c+di  c+di c—di

= El teorema fundamental del Algebra dice que cualquier polinomio con grado > 1y
coeficientes complejos tiene al menos un cero complejo.

» La factorizacion completa de un polinomio P(z) de grado n es

P(z)=a(z—c1)(z—c2) - (z—cn)

donde a es el coeficiente de 7" y ¢y, ¢3, ..., ¢, son los ceros de P.

= El teorema de los ceros conjugados dice que si P(z) es un polinomio con todos sus
coeficientes reales, y z es un cero de P, entonces Z también es un cero de P.

]



CAPITULO 2

La geometria
de los numeros complejos

Luego de haber estudiado las propiedades algebraicas de los nimeros complejos (acer-
ca de sus operaciones), pasemos al enfoque geométrico. Vamos a ver los complejos como
puntos en un plano e identificarlos segin sus coordenadas rectangulares o polares.

2.1. Representacion grafica de los nimeros
complejos

Los niimeros reales usualmente se representan en una recta horizontal, llamada la recta
real, en la que cada punto representa un nimero. De manera andloga, se acostumbra repre-
sentar los nimeros complejos graficamente, usando dos ejes como los ejes cartesianos. Esta
representacion se llama el plano complejo, y cada punto en el plano representa un nimero
complejo. La parte real se representa en el eje horizontal, llamado eje real, y la parte imagi-
naria en el eje vertical, llamado eje imaginario. Veamos por ejemplo los siguientes puntos:

eje imaginario

—142i .
R}

eje real

Dada su representacion gréfica, la forma z = a + bi de un nimero complejo se llama
forma rectangular, y los numeros a y b son las coordenadas rectangulares de z.



22 Capitulo 2. La geometria de los nimeros complejos

Hay otra forma importante de representar nimeros complejos, llamada forma polar. Esta
forma estd basada en que un punto en el plano complejo puede describirse no solo por sus
coordenadas rectangulares (horizontal y vertical, o parte real y parte imaginaria), sino tam-
bién por la distancia al origen y el dngulo con el eje real positivo. En el siguiente grafico, el
punto correspondiente al nimero z = a + bi esta a una distancia r del origen y formando un
angulo 0 con el eje real positivo.

. =a+Dbi
bi | %,'a 1

Definicién (coordenadas polares)

Los ndmeros ry 6 son las coordenadas polares de z.
= res el valor absoluto o mddulo, y se denota |z|.

= 0 es el argumento o amplitud.

Por trigonometria podemos observar las siguientes relaciones:

cos O = = a=rcosH

senf =

SIS IR

= b=rsen0

Las dos ecuaciones arriba a la derecha permiten pasar de coordenadas polares a rectan-
gulares; es decir, calcular a y b conociendo ry 6.

Para convertir de rectangulares a polares (calcular r y 6 a partir de a y b) podemos
observar lo siguiente (conviniendo en que r > 0):

Pod i = r=ETE

tan 0 = b =  ...7
a
Desgraciadamente, la tltima ecuacion no puede resolverse directamente para llegar a
0 = arctan(b/a), porque arctan siempre da un resultado entre —7 /2y /2, y el argumento 0
puede no estar en ese intervalo. Lo que eso implica es que el argumento de z = a+ bi es igual
a arctan(b/a) solamente si z estd a la derecha del eje imaginario (con argumento entre —7 /2
y /2); eso es si a > 0. Pero si a < 0, el argumento de z no es arctan(b/a).
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Pronto veremos, en el ejemplo 2, cdmo resolver este contratiempo. Por el momento, las
dos ecuaciones a = rcos 0 y b = rsen 0 implican que z = a + bi puede escribirse como

z=rcosO +irsenf = r(cosO +isenb)

(coni alaizquierda para que sea claro que no estd dentro de la funcién seno).
La siguiente definicion simplifica la notacién polar.

Definicién (la funcién cis)

Se define la funcidn cis = cos +isen. Es decir, para cualquier angulo 0,

cisO = cos O +1isen B

Con eso, el nimero z del grafico puede escribirse z = rcis 0.
En resumen:

Definicién (formas rectangular y polar)

La forma rectangular de un niimero complejo es z = a + bi, donde a es la parte real y b la
parte imaginaria.

La forma polar es z = rcis 0, donde r es el valor absoluto y 6 es el argumento.

Ejemplo 1: convertir de forma polar a forma rectangular

Sea x = 2¢is30°, en forma polar.

x =2cis30°
bi=?T e

300

Para convertir x a forma rectangular basta con usar la definicién de cis, sustituir
los valores de cos30° y sen30°, y distribuir:

301
x = 2(c0s30° +isen30°) =2 §+§i =V3+i

_
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Repaso
Convierta 4v/3 cis(57/6) a forma rectangular. Respuesta: —6+2iv/3

Ejemplo 2: convertir de forma rectangular a forma polar

Sea y = —4 4 3i, en forma rectangular. Para convertirlo a forma polar calculamos
ry 0.

» r=Va?+b =/16+9=5.
» tanO = b/a = —3/4. Pero arctan(—3/4) ~ —36.8699°, que estd en el cuar-
to cuadrante, mientras que el punto y obviamente (por los signos de sus

partes real e imaginaria) estd en el segundo cuadrante. Debemos sumar
180°:

6 = arctan(—3/4) 4 180° ~ 143.130°

—443i
T 13

S 11431300

]
T

—4 7 -36.8699°

Asi, la forma polar es y = Scis 143.130°, o y = 5¢is2.49809 en radianes.
Repaso

Convierta 5 — 12i a forma polar. Respuesta: 13cis(—1.17601)

Una moraleja importante del ejemplo anterior es que la férmula 6 = arctan(b/a) no
siempre es cierta. De hecho, la mitad de las veces falla (es cierta solo en la mitad derecha
del plano). Es mas, si a = 0 ni siquiera es posible calcular b/a.

En ese dltimo ejemplo la parte real de y es menor que O y por eso el punto estd en la
mitad izquierda del plano y el argumento no es igual a arctan(b/a).

Vea que también pudimos haber restado 180° para conseguir la forma equivalente y =
5cis(—216.870°). En realidad hay infinitos valores posibles para el angulo 6. Se acostumbra
escoger el unico valor entre —180° y 180° (o entre —7 y ) y llamarlo el argumento principal.

Definicién (argumento principal)

El argumento principal de z = rcis 0 es el tnico valor de 0 en el intervalo |—7, 7|, o bien
]—180°,180°]. Se denota 6 = Arg(z).




2.1. Representacion gréfica de los nimeros complejos

Habiamos visto que la representacion rectangular de un nimero complejo es Unica: si
a+bi = c+di entonces a = c y b = d (ejercicio del capitulo 1, pagina 8). Pero es
importante notar que la representacion polar no es unica. La igualdad rcis@ = sciso no
implica que 6 = . Bueno, al menos r y s si deben ser iguales, pero como acabamos
de ver, los angulos pueden ser distintos para un mismo numero. En el ejemplo anterior,

5¢is 143.130° = Scis(—216.870°).

=~
® -

oooo

oooo
oono
ooo

La mayoria de las calculadoras cientificas incluyen funciones para convertir en-
tre coordenadas polares y coordenadas rectangulares. Usualmente hay una tecla
[Rec] para convertir de polar a rectangular, y una tecla [Pol] para convertir de
rectangular a polar.

En el primer ejemplo anterior, para encontrar las coordenadas rectangulares de
2¢is30° (v/341), primero se verifica que la calculadora esté en modo de grados.
Después se escribe

[Rec] 2 , 30 = o bien [Rec] 2 ; 30 =
dependiendo del modelo, y los resultados estardn en la pantalla y en las memo-

rias Xy Y.

En el segundo ejemplo, para las coordenadas polares de —4 + 3i se escribe

[Pol] -4 , 3 = o bien [Pol] -4 ; 3 =

Ahora la pantalla y las memorias X y Y tendran los valores de r y 0, respectiva-
mente.

Si su calculadora tiene un modo para nimeros complejos, es probable que tenga
programada la funcién cis, aunque no con ese nombre. Tal vez se denote / y
esté en [SHIFT] [(-)] o [SHIFT] [ENG], segin la calculadora. En tal caso,
para convertir 2 cis 30° a coordenadas rectangulares, escriba (con la calculadora
en grados y en el modo de nimeros complejos)

2 / 30 =

y la calculadora responderd con v/3 +i.

También es posible convertir a coordenadas polares en este modo. Entre las fun-
ciones de nimeros complejos (en [SHIFT] 2 o en [OPTN] segtn la calculadora)
estd la funcion >r/ 6. Asi, para convertir —4 + 3i a forma polar, escriba

-4 + 3 1i [CMPLX] br/6 = o bien - 4 + 3 1i [0PTIN] br/O =
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Si la calculadora estd en grados, la pantalla mostrard el resultado 5/143.13...
(que en nuestra notacion significa Scis 143.13...°).

Note que la calculadora halla correctamente el argumento principal, indepen-
dientemente de que la parte real sea positiva, negativa o cero.

De paso, mencionamos que en el modo complejo la funcién [Abs] calcula el
valor absoluto o0 médulo de un nimero complejo, y la funcion arg (en el menu
de funciones complejas) calcula su argumento principal.

En los siguientes problemas encontramos ndmeros complejos que cumplan ciertas con-
diciones sobre su valor absoluto y su argumento. Para no confundir los significados de a y b
en nuestros calculos con los significados en las formulas que hemos visto, pensemos mejor

en
I
r=VRe?+Im? y tan@zE

Re

Ejemplo 3: un niimero con dos condiciones geométricas

Encontrar un nimero z € € tal que |z+1| =5y Arg(Z+2) = —3n/4.

Empecemos por escribir z = a + bi para que las incégnitas sean a,b € IR. Ahora
tenemos dos ecuaciones con dos incdgnitas.

Como z+i=a+bi+i=a+ (b+1)i, la primera condicién, |z+i| =5, significa
que \/a?+ (b+1)% =5, es decir,

A+ (b+1)2=25

Esta serd la primera ecuacion del sistema.

Por otra parte, como Z+2 =a—bi+2 = (a+2) — bi, la segunda condicidn,

Arg(z+2) = —37/4, implica que tan(—37/4) = —b/(a+2), asi que
—b=(a+2)tan(-37/4)=(a+2)-(1)=a+2

y de aqui obtenemos que b = —a — 2, que viene a ser nuestra segunda ecuacion.

Sustituyendo b = —a — 2 en la primera ecuacién tenemos
@+ (—a—2+1)>=25
a+a*+2a+1=25
2a> +2a—24=0
Hay dos soluciones: a; =3y a; = —4. Como b = —a — 2, también hay dos solu-

ciones para b: by = —5y by = 2. Finalmente, como z = a + bi, las dos soluciones
sonz; =3—-51yz=—4+2i.
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No tan finalmente: z; y z» sf satisfacen a® + (b + 1)? = 25, que es equivalente a
|z41] = 5. Y también satisfacen —b = a + 2, pero esta condicion no es equiva-
lente a Arg(Z+2) = —3m/4 (por el ajuste de los 180° = ). Comprobemo

Con z; =3 —5i:

|71 +i| =|3—5i+i| =3 —4i] = /9 +16 = 5 como debia ser.

» Arg(Z1+2) = Arg(3+51+2) = Arg(5+5i) = n/4,no —3m/4.
Con zp = —4+ 2i:

» |z +i| = |—4+2i+i| = |-4+3i| = V16 +9 = 5 como se pidi6.

» Arg(zp +2) = Arg(—4 —2i+2) = Arg(—2 — 2i) = —3n/4 también
como debia.

En conclusidn, la Gnica solucién verdadera es zp = —4 + 2i.
Repaso
3n
Encontrar x € € con [x —3i| =5y Arg(x—4) = R Respuesta: x =71 — 3

Ejemplo 4: otro niimero con dos condiciones geométricas

Encontrar un niimero complejo w con [w+3| =5y Arg(w—1) = —m/2.

Escribiendo w = a + bi como en el ejemplo anterior, ahora tenemos w + 3 =
a+3-+biytambién w—1=a— 1+ bi, asi que la primera condicion resulta en

(a+3)>+b*=25

Pero la segunda condicién, Arg(w — 1) = —m/2, no puede tratarse como en el
ejemplo anterior, escribiendo

tan(—7m/2) =
(~7/2) = —
porque tan(—7m/2) no existe. Debemos interpretarla geométricamente: que el
argumento de un nimero complejo sea —7/2 significa que el ndmero estd en el
eje imaginario negativo.

27

IComo en las ecuaciones radicales, logaritmicas y otras, aqui las soluciones deben comprobarse en las

ecuaciones originales (antes de elevar al cuadrado y sacar tangente).
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L/

—r/2

w—1

Resulta que w— 1 =a— 1+ bi estd en el eje imaginario negativo, lo cual tiene dos
implicaciones: que su parte real es cero y que su parte imaginaria es negativa:

a—1=0 y b<0

De lo anterior despejamos a = 1, y lo sustituimos en la primera ecuacion.

(1432 +p*=25 = b =25-4>=9

De las dos soluciones, b = 3 'y b = —3, solo nos sirve b = —3 porque habiamos
quedado en que b < 0.
Finalmenteﬂ la soluciéon es w = a+bi =1 —3i.

En este altimo ejemplo note que la igualdad

b

a—1

tan(—m/2) =

que no usamos porque tan(—7m/2) no existe, si tiene cierta utilidad. Si ambos lados son
iguales y el lado izquierdo esta indefinido, entonces el lado derecho también lo esta, y la
unica forma de que una fraccion esté indefinida es que su denominador sea cero. Deducimos
entonces que a — 1 = 0 y entonces a = 1. Eso no estd mal, pero el enfoque geométrico que
usamos arriba nos permitié averiguar no solo que a — 1 = 0 sino también que b < 0, y esto
segundo fue necesario par dar la solucién definitiva.

“El niimero que usted marcé es imaginario. Por favor gire su teléfono noventa
grados e intente de nuevo.” (Andénimo)

2El paso en que pueden introducirse soluciones falsas, como en el ejemplo anterior, es al tomar tangente en
ambos lados (porque la funcién tan no es inyectiva). En este ejemplo no trabajamos con tangentes, asi que no
hay riesgo de soluciones falsas: si no hay errores en el procedimiento, la solucién es correcta. De todos modos
comprobemos: |(1 —3i)+3| =4 —3i|=+/164+9=35,y Arg(w— 1) = Arg(—3i) = —7/2, ambos como tenian
que ser.
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Ejercicios

1. Determine todos los valores de a,b € R tales que a + bi = |a + bi|.

Demuestre la identidad para z y w numeros complejos

2. z:72=z) 5. |z4+w|> = |z]> +|w]> +2Re(Z- W)
|zw| = |z| [w|
|z/w| = |z|/|w] 6. |z+w]>+[z—w|* =2[z]> +2w]?

Encuentre en forma rectangular los numeros complejos que cumplen
las condiciones dadas

\Z\— 3V10 . li+z=5
Arg(z) = —2m/3 " | Arg(z+2) = -37n/4
5 { =13 o =
Arg(w —”/2 Arg(w+2) = 21/3
0. IZ\
Arg(z) = 37:/4 19, v+1l=V3
Arg(v+v+2i) =3r/4
|y|—1
0. ¢
r 2—
B> 2. | _’
|v|_12 =
g
rg(v 11— \/5
21.
1. \u! 1
Arg(u ——7r/2 X
IV2—5i+x| =1
13. 5y, A=
Arg(V2 —5i4x)=m/4
w| = |1—W|
. t—2|=3
Argt—l—l —371?/4 ’3. { +1]=V3y—1]
vl =1
15. { - ,
Arg(y) = ”/ by [ArE(ttk)=n/2
16, |z—3!—5 ") Arg(t—k) =271/3
Arg(z =3r/4 con k > 0, constante
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2.2. Productos, cocientes y potencias en
forma polar

Asicomo es muy sencillo sumar y restar nimeros complejos en forma rectangular, resulta
que las multiplicaciones y divisiones son mucho mads féciles de efectuar en forma polar. Todo
empieza con las siguientes identidades, que se cumplen para cualesquiera dngulos o y 3:

cis(ar) - cis(fB) = cis(a + )

cis(a)

Gis(B) =cis(a — )

La primera de ellas puede demostrarse asi:

cis(a) -cis(fB) = (cosax +isena)(cos B +isenf3)
— cos orcos B +icos asen B +isenacos B +isenarsen B
=cosacosf} —senasenf +i(cosasenf +senocosf)
=cos(ax+B)+isen(o+ )
=cis(a+ )

Para la segunda, la demostracion es semejanteﬂ

cis(d) coso+isena cosf —isenf3
cis(B) cosB+isenf cosf —isenp
_cosacosfB+senasenf +i(senacosf —cosasenf3)
B cos? 3 +sen? 3
o — i o —
_ cos( ﬁ)%ilsen( B) _ cis(at— B)

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de lo anterior.

Teorema

Siz=rcisa y w = scis 3, entonces

z-w=rscis(a+f)

é - gcis(a—ﬁ)

30tra demostracién alterna va asi: cis(f) - cis(a — B) = cis(B + a — B) = cis(«) por lo que acabamos de
demostrar, y entonces despejando cis(o — ) se obtiene cis(a)/ cis(f3).
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En palabras, para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican los valores absolu-
tos y se suman los argumentos; para dividir dos nimeros complejos, se dividen los valores
absolutos y se restan los argumentos.

Ejemplo 5: operaciones en forma polar

Sean x = 12cis 148° y y = 8cis(—63°). Entonces,

xy = 12-8cis(148° + —63°) = 96cis 85°

y
x 12
- = —cis(148° — —63°) = 1.5cis211°
" sl )
Repaso
Calcule (7¢is85°)/(2cis(—12°)). Respuesta: 3.5¢is97°

Como vemos, los productos y cocientes se calculan mds facilmente en coordenadas po-
lares que en coordenadas rectangulares. L.o mismo es cierto para las potencias de nimeros
complejos: el trabajo se simplifica cuando se hace en coordenadas polares, a tal punto que
vale la pena de convertir primero las coordenadas rectangulares en polares antes de calcular
potencias, como estamos a punto de ver.

Para elevar un nimero complejo a una potencia entera usamos una variacion de la férmula
para productos. Supongamos que z = rcis 6. Entonces,

2 =z-z=(rcis)(rcis0) = r’cis(26)

Similarmente,
2 =22z=(r*cis(20))(rcis 0) = rcis(36)

El patrén es facil de ver. En general tenemos la siguiente férmula (vea el ejercicio 36).

Teorema de DeMoivre

Si z = rcis 0, entonces 7" = r" cis(n0) para cualquier n € Z.

La férmula de DeMoivre es valida para cualquier z € € y cualquier n entero, positivo o
negativo (excepto, claro, que 0" no existe si n < 0).
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Ejemplo 6: potencia entera de un niimero complejo

Calcular (24 3i)°.

Empezamos por convertir 2+ 3i a forma polar: 2 4 3i ~ /13 ¢is 56.3099°.

Entonces,

(V13¢is 56.3099°)° = /13" cis(5 - 56.3099°) ~ 609.338 cis 281.5597°

Ya tenemos el resultado en forma polar. Opcionalmente podemos convertirlo a
forma rectangular:

609.338¢is281.5597° ~ 122 — 5971

No es de extrafar que el resultado tenga enteras sus partes real e imaginaria (a
pesar de todos los decimales en el procedimiento): asi debera ser siempre que se
eleve un complejo con partes enteras a una potencia entera y positiva.

Repaso
Calcule (4 — 3i)*. Respuesta: —527 — 336i

Ejemplo 7: potencia entera negativa de un niimero complejo

Calcular (1 —i)~%.
En forma polar, 1 —i tiene r = /2 'y = —m /4. Entonces,

(1—i)* = [Vacis(—m/4)] * = (V2) “cis(—4- —m/4) = %cis(ﬂ)

En forma rectangular, este resultado es igual a —1/4.
Repaso
Calcule (4 —3i)~2. Respuesta: 0.0112 +0.0384i

Otra consecuencia de las identidades vistas al inicio de esta seccidn, cis(c) - cis(f) =
cis(ox + B) y cis(a)/cis(B) = cis(a — B), es que la funcién cis parece comportarse como
una funcion exponencial. En efecto, si f es una funcién exponencial, f(x) = b* para b > 0
constante, entonces f(x)- f(y) = f(x+y)y f(x)/f(y) = f(x—y), justo como la funcién cis.
En la pagina 45| retomaremos esta idea al hablar sobre funciones exponenciales complejas.
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Ejercicios

Evalue en forma rectangular

25. (V3cisZ)10 31, (5+2i)3(4-3i)*

26. (3cis25°)3/(4cis215°)2 32. 3i(5-2i)°

27. (1/2+1i/2)%%0 33, i¥(1—i)~*

28. (—1+i) o (V3+i)*

29. (V3+i)* (1—iv/3)3

30. (1/2+iv3/2)73 35. [sen(27/3) +icos(2m/3)]

36. Demuestre el teorema de DeMoivre.

2.3. Raices de numeros complejos

También las raices de nimeros complejos se calculan en coordenadas polares mejor que
en rectangulares. Dado un nimero complejo z = rcis 0, es natural tratar de generalizar la
féormula de DeMoivre para potencias no enteras, y calcular la raiz n-ésima de z como

= plncis <9)
n

La idea no es tan mala, pero tiene una gran limitacion: solamente calcula una raiz, y
como veremos, los numeros complejos tienen muchas raices.

Ejemplo 8: raices cuartas de 1

Las potencias 14, (—1)%, i* y (—i)* son todas iguales a 1, de modo que el niime-
ro 1 tiene al menos cuatro raices cuartas.

Ejemplo 9: raices quintas de 1

En forma polar, cis0°, cis72°, cis 144°, cis216° y cis288°, cualquiera de ellos,
elevadoala5,dal:

» (cis0°)’ =cis(5-0°) =cis0° = 1
n (cis72°)° = cis(5-72°) = cis360° =
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= (cis144°)° = cis(5-144°) =cis720° = 1
= (cis216°)° = cis(5-216°) = cis 1080° = 1
» (cis288°)° = cis(5-288°) = cis 1440° = 1

Asi, resulta que el nimero 1 tiene al menos cinco raices quintas complejas.

Repaso
Compruebe que cis0, cis(27/3) y cis(47/3) son tres raices cubicas de 1.

En general, resulta que cualquier nimero complejo tiene dos raices cuadradas, tres raices
cubicas, cuatro raices cuartas, ..., veinte raices veinteavas, etc. (casi cualquier nimero com-
plejo: la tnica excepcién es 0, cuyas raices son todas iguales a 0). Esto se debe al teorema
fundamental del Algebra, porque las raices n-ésimas de un nimero complejo a son las so-
luciones de la ecuacién x" = a. Como esta es una ecuacion polinomial de grado n, de la
seccion 3 sabemos que tiene n soluciones (en el caso de las raices de a = 0, la ecuacion es
x" =0, cuya dnica solucién es 0 con multiplicidad n).

Si por “raiz cuadrada de a” entendemos cualquier nimero cuyo cuadrado sea a, entonces
todos los reales positivos tienen dos raices cuadradas. Por ejemplo, las dos raices cuadradas
de 25 son 5y —5, porque tanto 5° como (—5)? son 25. Es fcil convenir en que la raiz
cuadrada de un numero positivo sea, de las dos, la positiva. Por eso se dice que la raiz
cuadrada de 25 es 5, y no —5. En los complejos, en cambio, no es facil escoger una de todas.
Tal vez seria facil decir que entre las cuatro raices cuartas de 1, que son 1, —1, 1y —i, nos
quedamos con 1 porque es real y positiva. ;Pero como escogemos la “mejor” raiz cuando
ninguna de ellas es positiva o ni siquiera real? No nos complicamos: sencillamente, todas las
raices son raices, y ninguna tiene un significado especial.

Teorema

Dado n € IN, cualquier nimero complejo distinto de 0 tiene n raices n-ésimas.

Ejemplo 10: raices ciibicas de un nimero real
El nimero 8 tiene tres raices cubicas (n = 3):

23 -3

A 2

2cis ) = 23cis (32 ) = 8cis2m =8
3 3
4\’ 4

(2cis?”) — 2cis (3?”) — 8cisdr =8
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De ahi que las tres raices ctibicas de 8 son: 2, 2cis(27/3) y 2cis(4n/3). De
hecho, como 2 = 2cis0, las tres pueden escribirse en forma polar como

2
2cis (k?) parak=0,1,2.
La representacion grafica de las tres raices cubicas de 8 es la siguiente:
2cis(2m/3) 1o
[ J

2cis0
-2 2

|

: ° Ly
2cis(4m/3)

Repaso

Encuentre las raices cubicas de 125.
Respuesta: Scis0, Scis(27/3), Scis(4n/3)

En el ejemplo 9] los argumentos de las cinco raices de 1 son mdltiplos de 72°: k- 72° para
k=0,1,2,3,4. En el ejemplo |10 vimos que los argumentos son multiplos de 27 /3: k(27 /3)
parak =0,1,2.

El dangulo 72° del ejemplo |§] es analogo al 27t /3 del ejemplo [10]en el siguiente sentido:
en el ejemplo @ habldbamos de raices n-ésimas con n =5, y 72° = 360° /n; luego en el
ejemplo |10 teniamos n = 3,y 27 /3 = 27 /n.

También en el ejemplo |8| teniamos esa situacién, aunque no expresamos las raices en
forma polar. Hagamoslo ahora: las cuatro raices cuartas (n = 4) de 1 son

1 =cis0°, i=cis(90°), —1=cis(180°) y —i=cis(270°).

Los argumentos son k - 90° = k(360° /4) para k = 0, 1,2,3; es decir, de nuevo mdltiplos
de 360°/n.

El siguiente ejemplo aclara lo que son las raices de un nimero complejo y cémo ellas se
relacionan entre si, pero no ilustra la mejor forma de encontrarlas. Para eso vea el ejemplo
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Ejemplo 11: raices sextas de un nimero real

Calcular las seis raices sextas de z = 641.

Primero convertimos z a forma polar: z = 64 cis90°. Ahora, si @ = rcis 6 es una
raiz sexta de z entonces debe cumplirse ®® = z; es decir,

O cis60 = 64 cis90°

De lo anterior deducimos que 7% = 64, por lo que r = v/64 = 2. Pero no podemos
estar seguros de que 60 = 90°: tal vez 60 = 90° 4 360°, 0 68 = 90° +720°, etc.
Por lo menos esas tres posibilidades dan tres valores posibles para 0:

0= _15 g

4 o 10
6 A0 e g, 810

=135°
6 6

Notemos que estos dngulos (15°, 75°, 135°) van aumentando en 60° cada vez,
lo cual esperariamos de la observacion anterior acerca de 360°/n, ya que ahora
n==6.

Probemos entonces, después de 15°, 75° y 135°, ahora con 64 = 195°, 65 = 255°
y 66 = 315°:

(2¢is 15°)° = 64 ¢is90° = 64i
(2¢is75°)® = 64 cis450° = 64i
2¢is 135°)% = 64¢is810° = 64i
(
(2¢is 195°)% = 64¢is 1170° = 64i
2¢is255°)% = 64¢is 1530° = 64i
(
2¢is315°)% = 64¢is 1890° = 64i
(

En efecto, esas son las seis raices sextas de 64i:

| 2cis75°
2c¢is135° - T
| ©2cis15°
. . 2
2¢is195° - 7
ol T2cis31s
2cis255°
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Repaso
Encuentre las raices sextas de —i.
Respuesta: cis45°, cis 105°, cis 165°, cis 225°, cis 285°, cis 345°

En el ejemplo anterior, los argumentos 15°, 75°, 135°, 195°, 255° y 315° empiezan con
15° =90° /n (recuerde que 90° es el argumento de z) y aumentan en 60° = 360° /n cada vez,
de modo que podemos expresarlos todos como
~90° 360°

+k
n n

O

En los tres ejemplos anteriores tenfamos solamente multiplos de 360° /n, y ese serd el caso
cuando z sea real positivo. Pero en el ejemplo |l 1| vemos que en general es necesario afiadir
esos multiplos a la constante Arg(z)/n.

Recordemos la pseudo-férmula z!/” = r1/"cis(68 /n) que vimos al inicio de esta seccién.
Para cualquier z € € y cualquier n € IN, el lado derecho da una de las raices n-ésimas de z.
Las otras se consiguen, como vimos, manteniendo el médulo y afiadiéndole multiplos de
360°/n (o de 27 /n) al dngulo O /n, hasta completar la vuelta alrededor de la circunferencia.
Esto implica que las n raices estdn igualmente espaciadas sobre una circunferencia de radio
V/r alrededor del origen.

Teorema
Las n raices n-ésimas de z = rcis 6 son

2] 2
oy = /rcis <——i—k—7r> parak=0,....n—1
n n

(y, por supuesto, puede usarse 360° en vez de 27).

El siguiente es un método sencillo para encontrar las raices n-ésimas de z € (.

1. Si es necesario, convertir z a forma polar: z = rcis 6.

. . . (0
2. Calcular la primera raiz como ®, = {/rcis <—
n

o

27

3. Manteniendo el médulo /7, afiadir sucesivamente — o
n n

al argumento para en-
contrar @i, ..., W,_1.

Ejemplo 12: raices quintas de un niimero complejo

Encontrar las raices quintas de 10 — 10i.

Sigamos el método de tres pasos recién dado. Empecemos por notar que para
(e}

=72°.

raices quintas se tiene n = 5 y entonces
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1. Convertimos a forma polar:
10 — 10i = v/200cis(—45°)
2. Encontramos la primera raiz:
@, = V//200cis(—45°/5) = ¥/200cis(—9°) ~ 1.67773 — 0.265727i
3. Encontramos las demas raices:
®; = V200cis(—9°+72°) = Y/200cis63° ~ 0.771169 + 1.51351i
@, = V/200cis(63° +72°) = V/200cis 135° ~ —1.20112+1.20112i
@3 = V/200cis(135°472°) = Y¥/200¢is207° ~ —1.51351 —0.771169i
@y = V/200cis(207° 4 72°) = V200cis279° ~ 0.265727 — 1.67@

Repaso
Encuentre las raices quintas de —32.
Respuesta: 2¢is36°, 2cis 108°, 2cis 180°, 2cis252°, 2cis324°

Ejercicios

Calcule en forma rectangular las raices. ..

37. ... cuadradas de 1+iv/3 43. ... cubicas de —8+ 8i
38. ... cuadradas de —1 44. ... ciibicas de 2 —2i\/3
39. ... cuadradas de 2i 45. ... cuartasdei

40. ... cuadradas de —1/2+iv/3/2 46. ... cuartas de /3 +i

41. ... cubicas de —i 47. ... cuartas de —8+ 8i\/3
42. ... cubicas de —1 48. ... cuartas de —1

Encuentre todas las soluciones complejas

49. 2+1=1iV/3 51. yY—32=0
50. x*—16=0 52. °4+64=168
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En resumen...

—

Las coordenadas rectangulares de un nimero z € € son sus partes real e imaginaria.

Las coordenadas polares de un nimero z € € son el valor absoluto r = |z| y el argu-
mento 6 = arg(z).

La funcion cis se define como cis(6) = cos 6 +isen 6.

La forma polar de un nimero complejo es rcis 0, donde r es el valor absoluto y 6 el
argumento.

Las coordenadas rectangulares a, b, y las coordenadas polares r, 8, cumplen las si-
guientes relaciones:

{a:rcose r=va+b

b=rsenb Y tanezé
a
El argumento principal de z es Arg(z), el Gnico argumento en |—7x, ] = ]—180°,180°].
(rcisa)(scisB) =rscis(a+B) y :zzg = gcis(a -B).
(reisa)” = r'*cis(no) para cualquier n € Z.
Las raices n-ésimas de rcis o son {/rcis (% +k27”) parak=0,1,...,n—1.






CAPITULO 3

Funciones de
numeros complejos

Si f es una funcién definida en un dominio complejo D C @, y los valores de f(z) son
complejos para z € D, entonces f es una funcion compleja de variable compleja, y se escribe
f: D — (. En este capitulo hablaremos sobre tales funciones, empezando por el concepto de
derivadas de funciones complejas en general, y luego concentrdndonos en algunas funciones
particulares, como exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

3.1. Derivadas de funciones complejas

La derivada de una funcién compleja se define con la misma férmula usada en funciones
reales.

Definicién (derivada de una funcién compleja)

Si f es una funcién compleja de variable compleja, su derivada en el punto z € D se define

como
0= tim LEN=I@ _ o ) =1

h—0 h w—z W —2

La funcién f se dice derivable en z si f'(z) existe.

Para variables reales, la expresion & — 0 significa que 4 se acerca al nimero cero, sea por
la izquierda o por la derecha. En el plano complejo, 7 — 0 significa también que A se acerca
a cero, pero ahora hay infinitas direcciones desde las que 4 puede tender a cero.

1 /Ly
| / «
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De la misma manera, w — z se refiere a que la variable compleja w tiende al punto z,
desde cualquier direccion.

h) —
Para que f sea derivable en z, el limite }lfm flath) = 1) debe existir sin importar en

—0 h
qué direccion se aproxime s a 0. En particular, si # — 0 horizontalmente (a lo largo del eje

real, como en la primera figura arriba) entonces h =x+iyconx € R, y=0yx — 0,y
podemos escribir

7(2) _ i L@ — f(@)

x—0 X

conx € R (3.1)

Similarmente, si 4 — O verticalmente, sobre el eje imaginario (como en la segunda figura
arriba), entonces h = x+iyconx =0,y € Ry y — 0, asi que

() = lim fletiy) = f@) _ e fe4D) —F(2)

cony € R (3.2)
y—0 1y y—0 y

(la dltima igualdad porque 1/i = —i).

Ahora consideremos z = x+1y, y denotemos con fre y fim las partes real e imaginaria de
f pero como funciones de (x,y) € IR?, asi:

f(z) = f(x+1iy) = fre(x,¥) +ifim(x,y)

donde fre(x,y) =Re(f(x+1iy)) ¥ fim(x,y) = Im(f(x+1y)).
Segtn las ecuaciones 3.1|y f'(z) puede escribirse de dos maneras en términos de las

derivadas parciale de fre ¥ fim- Segun
f/(z) = Dyf(2) = Dx(fRe(%,¥) +ifim(%,¥)) = DxfRre(¥,¥) +1Dx fim(x,y)
y segin 3.2
f/(Z) = _iDyf(Z) = _iDY(fRe(xQ’) ‘Hflm(x»y)) = Dyflm<x>y) _iDyfRe(xa)’)
Combinando obtenemos, para cualquier x +iy donde f sea derivable,

Dy fre(x,y) +1Dy fim(x,y) = Dy fim (x,y) — iDyfRe(xvy)

Por dltimo, igualando las partes reales e imaginarias llegamos a que si f es derivable en-
tonces debe satisfacer las siguientes ecuaciones, llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Dy fre = Dyflm y Dy fim = _DyfRe

ISi g(x,y) es una funcién de dos variables, su derivada parcial con respecto a x, denotada D, g, es el resultado
de derivar g(x,y) considerando a x como la dnica variable, y a y como constante. La derivada con respecto a y,
Dyg, resulta de derivar tomando y como variable y x como constante. Por ejemplo, si g(x,y) = x% +y? entonces

Dyg(x,y) = 2xy Dyg(x,y) =3y*.
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Un gran teorema acerca de funciones complejas establece que solamente las funciones
derivables cumplen esas ecuaciones. Lo presentamos aqui sin demostracion.

Teorema

Una funcién f(z) compleja de variable compleja es derivable si y solo si cumple las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann:

Dy fre = Dy fim y Dy fim = —Dy Jfre

En tal caso, f' = Dy fre +1Dx fim = Dy fim — 1Dy fRe-

Ejemplo 1: derivada de z°

Sea f(z) = z%. Con z = x + iy se tiene
f(2) = fx+iy) = (x+iy)? =2 +2ixy +i%y* = x* —y* + 2ixy

de modo que fge(x,y) =x> =¥y fim(x,y) = 2xy.

Las derivadas parciales son

Dyfre(x,y) =2x,  Dxfim(x,y) =2y,
DyfRe(xay) =2y y DyfIm(XvY) =2x.

que claramente cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por ende f(z) es
derivable, y su derivada es

f/(Z> = Dfoe(xay) +lifIm(x7y) = 2x+i(2y) = 2(x+iy> =2z

como cabia esperar.

Repaso
Derive g(z) =3 —5z. Respuesta: g'(z) = —5

El ejemplo anterior tiene por propdsito ilustrar el uso de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann; en realidad la derivada de 72 se calcula mas facilmente usando la definicién de
derivada. En la pagina 48| veremos otra aplicacion de estas ecuaciones al calcular la derivada
de e*.

Las derivadas complejas cumplen con las mismas reglas de derivacién que ya conocemos
para las derivadas reales.
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Teorema (reglas de derivacion)

Si f'y g son derivables en z, entonces
» (af +bg)'(z) = af'(z) +bg'(z) para cualesquiera a,b € €
= (f8)'(z) = f(2)8(2) + f(2)g'(2)

. (f_‘)’(z) _ F@g) - fE )

g g2(2)

Si g es derivable en z y f es derivable en g(z) entonces

= (fog)(z) =f'(2g(z)-&(z)

siempre que g(z) # 0

Ejercicios
Derive usando la definicion

1. 3+i)z—4+2i 3. 2
2. i/z 4. 2iz> —4(z+1)

Derive usando el teorema en la pagina

5. 5—(2z—i)i 7. (2z+3i)?
6. 472 —iz+1 8. 1/z

9. Use la definicién de derivada para demostrar que, si f y g son derivables, entonces (af +
bg)' =af'+bg'.

3.2. La funcion exponencial natural compleja

Después de haber definido potencias enteras y raices de nimeros complejos en el capitulo
anterior, el siguiente gran paso serd definir potencias complejas de nimeros complejos; es
decir, expresiones de la forma w* para w, z € (.

Recordando la identidad

X _ e)clna

a paraa,x € IR, a > 0,

vemos que si queremos extenderla a los complejos debemos empezar por definir dos cosas:
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= Qué es el nimero e elevado a una potencia compleja, y
= Qué es el logaritmo de un nimero complejo.

En resumen, primero debemos definir las funciones exponencial y logaritmica naturales
en €. En esta seccién nos encargaremos de la funcién exponencial, y en la siguiente de la
logaritmica. Luego hablaremos de funciones trigonométricas complejas.

Habiamos mencionado en la pédgina 32| que la funcion cis, siendo una funcién trigo-
nométrica, tenia algunas propiedades en comun con las funciones exponenciales, especifica-
mente que cis(x) cis(y) = cis(x+y) y que cis(x)/cis(y) = cis(x —y). Profundicemos en este
asunto.

Si definimos z = cisx, para x € IR, entonces la derivada de z con respecto a x es

dz . ) , )
— =cis x = (cosx+isenx) = —senx+icosx

=i(cosx+isenx) =icisx =iz

El diferencial de z es entonces dz = izdx, por lo queﬂ

dz .
— =idx
Z
Si suponemos que la integral de dz/z es, como en los reales, Inz+ C, entonces al integrar

ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos

Inz+C=ix = Inz=ix—-C = z=¢e"¢
donde C es alguna constante. Para averiguar el valor de C ponemos x = 0, para el cual
z=cis0 = 1. La ecuacién se convierte entonces en 1 = e%~C, cuya solucién es C = 0. Con
eso llegamos finalmente a que z = e", o bien

cisx =e™

El pérrafo anterior era valido suponiendo que [ % dz = Inz. {Pero ni siquiera hemos de-
finido el logaritmo complejo, asi que no podemos hablar atn sobre su derivada! Pronto de-
finiremos el logaritmo natural complejo, pero por ahora la igualdad anterior sugiere como
definir e, que hasta ahora tampoco estd definido: parece que ¢ deberfa ser igual a cisx.
También parece como sospechamos, que la funcidn cis es en efecto una funcién exponen-
cial: cisx = e ( ) (st la exponencial compleja cumple con las propiedades usuales de
potencias), y cis serfa entonces la funcién exponencial con base ¢'.

De todos modos, el argumento anterior tiene un gran vacio porque aun no sabemos si
S %dz = Inz, asf que aqui hay otro argumento para motivar la definicién de e* que viene.
Como antes, esta no es una demostracion sino una motivacion.

2Si usted sabe sobre ecuaciones diferenciales, reconocera que lo que hacemos en este parrafo y el siguiente
es simplemente resolver la ecuacién diferencial 7/ = iz con condicién inicial z(0) = 1.
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Se sabe de la teoria de series de Taylor que, para cualquier x € R,

e’ = —, COSx= o Senx = P
,;)n! n;) enyr 7 ;0 2n+1)!

Si escribimos ix en el lugar de x en la primera serie obtenemos (de nuevo abusando de
la teoria, porque ix no es real y las férmulas anteriores son para x real; pero exploremos de
todos modos)

o (x)"
=

y suponiendo que la serie converge absolutamente podemos separar sus términos pares
(cuando n = 2k para algun entero k) de sus impares (cuando n = 2k + 1), asi:

i (lx)2k N 0o (ix)2k+1

= 2K = 2k )]
(i2>kX2k oo (i2)ki1x2k—|—l
 (2k)! & (2k+1)!
(_1>kx2k+i oo (_1)kx2k+1
2R A2k )

= coSx+isenx = cisx

el.x

I
s

k

I
s

T

La siguiente definicidén no podria entonces ser otra cosa.

Definicién (exponente imaginario)

Para x € IR se define e™* = cisx (con x en radiane.

Esta definicion tiene al menos dos consecuencias inmediatas.

a+bi abi

» Siz=a-+bic(, entonces e* = e?"”" = e’e” = e“cisb (en forma polar).

= Cualquier z = rcis 8 también puede escribirse z = re'®. Esta es la forma exponencial
de z.

Ejemplo 2: un exponente complejo

el —cism =cosm+isenT=—1+0i=—1.

Este resultado implica la igualdad

e +1=0

3La necesidad de que x esté en radianes viene de que los calculos para llegar a esta definicién, incluyendo
las series de Taylor, involucran derivadas de sen y cos, y para eso los dngulos deben estar en radianes.
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(famosamente conocida como identidad de Euler), la cual tiene una elegancia
curiosa: esta igualdad relaciona las cinco constantes mds importantes en la Ma-
tematica (0, 1, e, 7, 1) a través de las tres operaciones mdas importantes (suma,
producto y exponenciacion), sin repetir ninguna. Lo mds impresionante de esta

ecuacion es que no solo rima, jsino que también es cierta!
Repaso
Calcule e~17/2 Respuesta: —1

Ejemplo 3: un exponente complejo

Asi se calcula e2 1

e? ' = e?cis(—1) ~ e?(0.540302 — 0.841471i) ~ 3.99232 — 6.21768i

Repaso
Calcule e' 1. Respuesta: 1.46869 +2.28736i

Ejemplo 4: un exponente complejo

Compare el resultado del ejemplo anterior con e2+(2m—1)i,

2271l — 2 ¢is(27 — 1) & €2(0.540302 — 0.8414711) ~ 3.99232 — 6.21768i

Note que en los ejemplos ylos resultados son iguales, porque cis(—1) =cis(2zr —1).
En general, cisb = cis(b + 2kr) para cualquier b € Ry cualquier k € Z, por lo que

e thi — @+ (b+2kM)i hara cualesquiera a,b € Ry cualquier k € Z,

o equivalentemente

7 _ ez+2k7‘ci

e para cualquier z € € y cualquier k € Z.

Lo anterior puede considerarse como una mala noticia: la funcidn exponencial natural no
es inyectiva en C. Es decir,

ef=¢e" A z=w

(implicacién que si es cierta si w y z son reales). Cuando vayamos a definir el logaritmo
natural complejo, en la seccion [3.3] tendremos que tomar esto en cuenta.
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3.2.1. Derivada de la exponencial natural compleja

Vamos a confirmar que, al igual que la funcién exponencial natural real, su version com-
pleja tiene derivada (e°) = 7.
Si definimos f(z) = e y escribimos z = x+1iy con x,y € R, entonces
f(z) =e'cisy =e'cosy+ie'seny

Las derivadas parciales de fre(x,y) =¢e*cosyy fim(x,y) = e seny con respecto a xy a y son

Dy fre(x,y) = €*cosy, Dy fim(x,y) = e*seny,
Dyfre(x,y) = —e"seny 'y D,fim(x,y) =e"cosy.

Asi es que f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, de lo que se deduce que f es
derivable y que su derivada es

£ (z) = Dyfre(x,y) + 1Dy fim(x,y) (teorema de Cauchy-Riemann)
=e'cosy+ie*seny

=e'(cosy+iseny) = €

En resumen, la derivada de e? es ella misma, como habiamos anunciado.

Teorema (derivada de la funcién exponencial natural compleja)

Para cualquier z € C,

(e°) =&
Ejercicios
Evalue en forma rectangular
10. &'7/2 13. 3"
11. i+e%” 14. eiln?
12. &+ e ™ para cualquier x € R 15. &2

Demuestre cada identidad para z y w numeros complejos

16. e"%=¢"e? 18. e “=1/¢f

17. eV *=¢e"/et 19. e = (") sizeZ
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Evalie, definiendo a* = % paraa € R™ yz €

20. 2! 23. (1/2)!
21. 53+ 24. (2/5)2
22, 4cis! 25. (a®)

3.3. Ellogaritmo natural complejo

La identidad que vimos en la seccién anterior, e = e implica que la funcién ex-

ponencial natural no es inyectiva en , y por lo tanto no tiene una inversa. Por ejemplo,
(cudl escogeriamos como el logaritmo natural de 3.99232 — 6.217681? ;Seria 2 — 1 segun el
ejemplo 37 ;O mds bien 2+ (27 — 1)i segtn el ejemplo |42

Este problema es andlogo al de definir la funcidn inversa del seno: si tanto sen(—1) como
sen(2m — 1) son 0.841471, ;cémo definimos arcsen0.841471: como —1 o como 27 — 1?

Al definir el arcoseno la convencién es escoger, entre todos los dngulos 6 con sen@ =
0.841471, el unico en el intervalo |—m, ). En el ejemplo, seria arcsen0.841471 = —1, no
2w — 1, porque —1 si esté en ese intervalo pero 27 — 1 no.

Podemos tomar el mismo acuerdo para los logaritmos complejos, de modo que siempre
se use el argumento principal (entre —7 y 7). Siendo asi, el logaritmo de un nimero rcis 0
deberia descomponerse como

Ln(rcis0) = Ln(r) + Ln(cis 0)

con 0 € |—m, 7] (en breve explicaremos la razén de la maytscula en Ln). Ahora bien, como
cis 8 = e'%, es natural que Ln(cis ) = Ln(e'?) sea igual a i8, porque las funciones exponen-
cial y logaritmica natural deberian ser inversas. Todo eso nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién (logaritmo principal)

Sir>0y 0 €|—n, x|, el logaritmo principal de rcis 6 es
Ln(rcis@) =1Inr+i6
Mis en general, para cualquier w € € — {0},

Ln(w) = In|w| +iArg(w)

Todos los nimeros complejos tienen logaritmo natural, excepto 0. La razén es que Lnw
se define en términos de In|w|, para lo cual debe ser |w| > 0. Esta desigualdad se cumple
para todos los numeros complejos excepto para O.
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La funcién Ln se escribe con mayuscula y se llama logaritmo principal para distinguirla
de otros logaritmos que pueden definirse usando otro dngulo en vez de Arg(w). Por ejemplo,
tanto 2 —i como 2+ (27 — 1)i son logaritmos de 3.99232 — 6.217681 (segln los ejemplos
y , pero el principal es 2 —i porque tiene b = —1 € |-, 7]. Eso lo confirmamos en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5: un logaritmo complejo

Calcular Ln(3.99232 — 6.217681).
Denotemos w = 3.99232 — 6.217681. En forma polar, w = 7.38906 cis(—1). En-

tonces,
Lnw = Ln(7.38906c¢is(—1)) = In(7.38906) — 1i =2 —i
Repaso
Calcule Ln(1.46869 +2.287361). Respuesta: 1 +1i

Antes de seguir, recuerde que la igualdad Ln(rcis 6) = Inr+1i6 en la definicién anterior
se aplica solamente si 6 € |7, 7t]. Por ejemplo, Ln(e?cis(27 — 1)) no es 2+ (27 — 1)i sino
2 —1i, como vimos en el ejemplo anterior.

Ejemplo 6: un logaritmo complejo
Calcular’| Ln(—1).
Ln(—1)=Ln(lcisw) =Inl+ix =in
(o bien, usando la segunda forma de la definicién, Ln(—1) =1In|—1|+iArg(—1)
=Inl+4im).
Esto concuerda con el ejemplo 2, donde vimos que ¢! = —1.

Insistiendo con la observacion anterior a este ejemplo, note que —1 es igual también
acis(—m) y a cis(37). Aun asi, Ln(—1) no es —iz ni 3iz/2. Es cierto que estos dos son
logaritmos (en mintscula) de —1, porque en efecto

e ™ =cis(—m) = —1 ytambién &’F =cis(3n)=—1.

Pero el logaritmo principal de —1 es ix.

“El nimero Ln(—1) aparecia como un ejemplo de nimero complejo en el diagrama de la pégina
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Ahora que sabemos como elevar el nimero e a una potencia compleja y como calcular un
logaritmo complejo, podemos dar el siguiente paso: elevar cualquier base compleja, distinta

de 0, a una potencia compleja. Por analogfa con la férmula ¢* = e*"¢

definimos las potencias complejas de la siguiente manera.

Definicién (potencias complejas)

para nimeros reales,

Si wy z son dos numeros complejos con w # 0, se define

WZ _ eanw

Ejemplo 7: una potencia compleja

Calcular (—1)/2,

La definicién da e(!/2)Ln(=1)

, y ya habfamos calculado Ln(—1) = iz. Entonces,

(=112 = 1/2)(7) — ¢i(7/2) :cisg :cosg-i—iseng =0+i-1=i

(Deberia sorprendernos? jPor supuesto que (—1)1/ 2

dijimos que i era la raiz cuadrada de —1!

=1, si desde el principio

Ejemplo 8: una potencia compleja

Calcular (4 +i)' .
1—i) Ln(4-+i)

Segtn la definicion, debemos calcular el .

(a) 4 +i~ 4.12311cis 0.244979
(b) Ln(4 +1i) ~ Ln(4.12311¢is 0.244979) = 1.41661 +0.244979i
(©) (1—1)Ln(4+1) ~ (1 —1)(1.41661 +0.2449791) ~ 1.66159 — 1.17163i
(d) (4_|_i)1—i ~ e1.66159—1,171631 — e1.66159 CiS(—1.17163)
~ 5.26766cis(—1.17163)

En forma rectangular, (4 +1)! 7' &2 2.04729 — 4.853541.

Repaso
Calcule i'. Respuesta: 0.207880
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3.3.1.  ¢Son inversas las funciones exponencial
y logaritmica?

Habiendo definido e* y Lnw para z y w complejos, es natural preguntarse si las dos
funciones son inversas. De hecho, es tentador suponer que lo son sin siquiera cuestionarlo.
Pero es importante investigar si en efecto e = w y Lne® = z para cualesquiera w y 2
complejos.

La respuesta, desafortunadamente, es que no. Pero eso no debe ser motivo de decepcion.
Ya en los reales, aunque elevar al cuadrado y tomar raiz cuadrada sean operaciones inversas,
fallan las identidades Vx2 = x y \/E2 = x. Al menos falla la primera: Va2 puede no ser
igual a x (por ejemplo, \/(—1)2 # (—1)). Similarmente, las identidades cos(arccosx) = x
y arccos(cosx) = x no siempre se cumplen: por ejemplo, arccos(cos27) = arccos(1) =0,
no 27. Esto se debe a que la funcion cuadrado y la funcién coseno no son inyectivas.

Con respecto a e* y Lnw tenemos una situacion parecida, ya que la funcién exponencial
no es inyectiva. Repasando los ejemplos 3| 4]y 5]

Ln (e @7~ Di) = 1n(3.99232 - 6.21768i) = 2 — i,

no 2+ (27 — 1)i. En otros simbolos, Lne® # z paraz =2+ (2w — 1)i.
Pero asi como \/}2 y cos(arccosx) si son iguales a x (para x en sus dominios respectivos),

la otra identidad sobre las funciones exponencial y logaritmica si se cumple: para cualquier
wel—-{0},

Lnw _ e1n|w|—i—1Arg(w) _ e1n|w|

e cisArg(w) = |w|cisArg(w) =w

Con eso hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema

Para cualquier w e C— {0},

3.3.2. Derivada del logaritmo natural complejo

Ya que demostramos que (e°)’ = e, ahora resultard fécil calcular la derivada de Lnw.
Para eso usamos la regla de la cadena. Como vimos, w = elow y derivando con respecto
a w en cada lado de esa identidad obtenemos

(W)/ _ (ean)

1=¢"". (Lnw) = w(Lnw)’

/

de donde se despeja (Lnw)" = 1/w.
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Asi queda demostrada la siguiente férmula.

Teorema (derivada del logaritmo natural complejo)

Para cualquier w e C— {0},
1
(Lnw)" = "
Ejercicios
Evalue en forma rectangular
26. Ln(—1)4Ln(—i) 29. Ln(e*+!0%)
27. Ln(v/3—3i) 30. (7—7iV/3)4H
28. Ln(3e'™) 31, (1—i)*

Evalte en forma rectangulaf], para x = cis(2r/3), y = cis(r/2) y
z=cis(—3m/4)

32. Ln(xy) 35. Lny—Lnz
33. Lnx+Lny 36. Ln(x?)
34. Ln(y/z) 37. 2Lnx

38. Sea c €, constante. Demuestre que (z¢)' = cz°~ .
39. SeaceC—{0}, constante. Demuestreﬁ que (%)’ = *Lnc.
40. Parabh cC—{0,1} defina Log,w = Lnw/Lnb. Demuestre que b°%" = w para cual-

quier w € € — {0}. (Pero Log, (h") no siempre es igual a w; por ejemplo, Log, (e*™) =
Log.(1) =0, no 2mi.)

>Note que los resultados en este ejercicio muestran que las férmulas In(xy) = Inx+1Iny, In(x/y) = Inx —Iny
y Inx" = rlnx no se extienden a los logaritmos complejos.

%Enel ejercicio se pide demostrar una férmula equivalente para la funcién exponencial con base a € IR™.
Aqui la base es cualquier c € C—{0}.
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3.4. Funciones trigonométricas inversas en @

En la seccion 3.2 definimos e" = cisx. Al combinar e* con e para x € R, recordando

que cis = cos +isen y que cos(—x) = cosx y sen(—x) = — senx, obtenemos
e +e " = cosx+isenx+ cos(—x) +isen{—x) =2cosx
e —e Y = Cosx+isenx — cos{—x) —isen(—x) = 2isenx

Despejando cosx y senx llegamos a lo siguiente.

Teorema (férmulas de Euler)

Para cualquier x € R,

COSX = ——— y senx =

Podemos extender las funciones cos y sen al dominio complejo escribiendo las férmulas
anteriores con un z complejo en el lugar de x. Definimos entonces cos y sen en € de la
siguiente manera.

Definicién (coseno y seno complejos)

Para cualquier z € , su coseno y su seno complejos son, respectivamente,

elz + e*IZ elZ _ e*IZ
cos7— ———— y seny — —————
2 21

Con el dominio asi extendido, los rangos de las funciones cos y sen ya no se limitan al
intervalo [—1, 1]. Vea los siguientes ejemplos.

Ejemplo 9: seno complejo

Elsenode 1 —ies

Qi(11) _ gmi(1-i) ol _ g—1-i
sen(l1—1i) = ¥ = o
_ecisl—elcis(—1) (e—e!)cosl+(e+e !)isenl
B 2i - 2i

=---~1.29846 — 0.6349641

_
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Repaso

Calcule seni.

Respuesta: 1.175201

Ejemplo 10: coseno complejo

Un coseno que resulta en 2 es

~In(2+V3) | aln(2+V3) ~1

cos(iln(2+\/§)>:e +e :(2+\/§) +2+3
2 2

R Ch )

2(2++/3)

_

Asi es que la funcién cos puede tomar el valor 2, y posiblemente cualquier valor comple-
jo. Tiene sentido preguntarse, entonces, si se podran definir las funciones inversas, arcsen y
arc cos, en un dominio mas amplio que el tradicional, [—1, 1]. En efecto, la ecuacién cosz = w
ahora se puede resolver (para dar z = arccosw) con cualquier w € €. Empecemos por plan-

tear, para un w dado y con incégnita z,
el4e "
2

Con el cambio de variable x = e** transformamos la ecuacién en

W =COSZ =

_)c-l-)c’1 x_x2-|-1

2 x 2x
2wx:x2+1

w

O:x2—2xw—|—1

X

2wt VA2 — 4
==Y 2W =wtiy/1—n?

Hay dos soluciones (%), de las cuales se escoge la que tiene + para definir el arccos
principa de esta manera (devolviendo el cambio de variable x = e'):

e =w+iv1—w?

L ivV1—w?
1

"En este contexto, la notacién /u para u € € se refiere a u'/?
complejos: u'/? =

en el sentido en que se definié u* parauy z

|u|'/? cis (1 Arg(u)). Esta aclaraci6n es necesaria porque la notacién v/u, por su ambigiiedad,
no es usual cuando u € C.
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Asi obtenemos una formula para z = arccosw. Aplicando las mismas ideas para despejar
z en la ecuacién senz = w llegamos a una formula para z = arcsenw. Las definiciones de
arccos y arcsen son las siguientes.

Definicién (arccos y arcsen complejos)

Siw €, su coseno inverso principal y su seno inverso principal son, respectivamente,

arccosw = —iLn(w+iv1—w?)

arcsenw = —iLn(V/ 1 —w? +iw)

Ejemplo 11: coseno inverso complejo

Hace un momento calculamos cos (iln(2 + \/5)) = 2. Confirmemos los calculos
ahora encontrando®| arc cos 2.

arccos2 = —iLn(2+iv1 —4) = —iLn(2+i*V/3) = —iln(2 — V/3)

que, racionalizando, resulta ser lo mismo que

—iln ((2— \@)iﬁ) = _iln2—|—1\/§ =—i <ln1 —In(2+ \/§)>

—iln(2+/3) ]

Ejemplo 12: seno inverso complejo

En otro ejemplo habiamos encontrado sen(1 —1) ~ 1.29846 —0.634964 1. Ahora,
arcsen(1.29846 —0.6349641)

= —iLn [\/1 — (1.29846 — 0.6349641)% +1(1.29846 — 0.6349641)]

= —iLn[y/1 —(1.28282 — 1.648951) + 1.29846i + 0.634964]
= —iLn[v/—0.28282 + 1.64895i + 1.29846i + 0.634964]

[
= —iLn[V/1.67303cis 1.74066 + 1.298461 +0.634964]
= —iLn[1.29346¢is 0.870329 + 1.298461 + 0.634964]
[
[

= —iLn[0.833729 +0.988900i + 1.29846 + 0.634964]
— —iLn[1.46869 + 2.28736i] = —i(1 +i)

i |

8El niimero arccos2 aparecia como un ejemplo de niimero complejo en el diagrama de la pégina
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Repaso
Calcule arcsen 1.175201. Respuesta: i

Ejercicios

Evalue en forma rectangular

41. cos(im) 46. arccos(—2)
42. sen(im/3) 47. arccos(—1)
43. cos(3+2i) 48. arccos(i)
44. sen(i—4) 49. arcsen(3)
45. tan(im/2), donde tan = sen / cos 50. arcsen(l—i)

Demuestre cada identidad para z y w numeros complejos

59.

60.

51. cos(—z) =cosz 55. (senz) =cosz

52. sen(—z) = —senz 56. (cosz) = —senz
53. cos(w+z) =coswcosz—senwsenz 57. cos(arccosz) =z
54. sen(w+z) =senwcosz+coswsenz 58. sen(arcsenz) =z

Demuestre que los dominios de las funciones arccos y arcsen son iguales a (.

senzg .
Defina tanz = —— para cualquier z € (€ tal que cosz # 0.
cosz

a. Determine el dominio de la funcién tan.
e2iz -1
b. Demuestre que una férmula para tanz es ————-.
i(e?2+1)

c. Plantee la ecuacién w = tanz con incégnita z y, usando la férmula en la parte b,

) 1 I —iw
despeje z para demostrar que arctanw = — Ln — |.
2 1+iw

d. Compruebe que tan(arctanw) = w (pero arctan(tanz) no siempre es z; ya desde los
reales se tiene, por ejemplo, arctan(tan ) = arctan(0) = 0, no 7).
e. Verifique que (tanz)’ = sec?z (donde sec, por supuesto, es 1/cos).
1
14+w?

f. Verifique que (arctanw)’ =
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En resumen...

—

Una funcién f(z) es derivable si y solo si Dy fre = Dy fim Y Dxfim = —Dy fre, Y €n ese
caso f' = Dy fre +iDx fim = Dy fim — 1Dy fre.

Para x € IR se define e = cisx (con x en radianes).

El logaritmo principal de rcis@ (con r > 0) es Ln(rcis®) = Inr +16. En general, si
w €@ — {0} entonces Lnw = In |w|+1iArg(w).

Si z y w son complejos y w # 0, entonces w? = e*Ln"

Las derivadas de las funciones exponencial y logaritmica complejas son

1

z\/ z !
= Low) = —
(ef)' =e y (Lnw) "

El coseno y el seno complejo se definen como
eiz + e—iz eiz _ e—iz

cosZ = — y senz = 2

El arco-coseno y el arco-seno complejos se definen como

arccosw = —iLn(w+iv1—w?) y arcsenw = —iLn(v/1—w?+iw)

]
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CAPITULO 4

Matrices

Las matrices son una forma de notacién matemaética que permite representar de manera
compacta conjuntos de valores que por su naturaleza pueden organizarse tabularmente. Por
ejemplo, la informacion en el cuadro

Ventas en $1000’s
Region 2012 2013 2014 2015
Central 9 12 13 13
Pacifica 8 9 9 10
Atlantica 4 5 5 7

puede resumirse, si los encabezados se sobreentienden, con la notacién

9 12 13 13
8 9 9 10
4 5 5 7

4.1. Definiciones y notacion

Definicién (matriz)

Una matriz es un arreglo rectangular de nl’lmeroﬂ Los elementos de una matriz se organi-
zan en filas (horizontales) y columnas (verticales).

Las matrices se denotan con un par de paréntesis alrededor de sus elementos, como en
el ejemplo que acabamos de ver. Al darle nombre a una matriz se acostumbra usar una letra

!En realidad esto define una matriz de niimeros. También hay matrices de funciones, matrices de polinomios
y otros tipos de matrices. Para nuestros efectos, todas las matrices serdn de nimeros.
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mayuscula. Por ejemplo, como la matriz que acabamos de ver representa ventas, podemos
llamarla V:

9 12 13 13
V=8 9 9 10
4 5 5 7

También se acostumbra denotar con la letra m al nimero de filas de una matriz, y con la
letra n al nimero de columnas. En el ejemplo, m =3 y n = 4.

Definicién (dimensién de una matriz)

La dimension o tamafio de una matriz con m filas y n columnas es la expresion m X n. ‘

La matriz V del ejemplo tiene tamafio 3 x 4. Note que ese tamafo no es igual a 12 (por
ejemplo, una matriz de tamafio 4 X 3 y una 2 X 6 serian muy distintas de una 3 x 4). A veces
se escribe el tamafo de una matriz como un subindice de su nombre, como V34.

Los elementos de una matriz se denotan con el nombre de la matriz pero en mintscula y
con dos subindices; el primero indica el nimero de fila y el segundo el nimero de columna,
numerando las filas de arriba abajo y las columnas de izquierda a derecha. En nuestra matriz
de ventas, v; 4, por ejemplo, es el nimero 10: el elemento que se encuentra en la fila 2,
columna 4.

9 12 13 13
V=18 9 9 10
4 5 5 7

Definicién (la notacién q; ;)

Si A es una matriz tamafio m X n entonces q; ; es el elemento de A que se encuentra en la
fila i, columna j (paracadai=1,...,mycada j=1,...,n).

Si no hay peligro de confusién, se acostumbra omitir la coma entre los subindices y
escribir a;; en vez de a; ;. En nuestro ejemplo, podemos escribir v3; = 4 y asi los demas.
Pero si una matriz B tuviera mas de diez filas o columnas, puede hacerse necesaria la coma.
¢Qué significaria, por ejemplo, b112? (Es by 12 0 €s by1?

Veamos otros ejemplos de matrices.

Ejemplo 1: dimensién y elementos de una matriz

Sea A = (2 -3 0). La dimension de A es 2 x 3. Algunos de sus elementos

son aj] = 21 a133: gy ayy = —3. El elemento a3, no existe. ;Por qué no existe?
1 5 9 13

Sea B = ? g }(1) ig . Su tamaiio es 4 x 4. Algunos de sus elementos son
4 8 12 16

b13 =9, b3 =Ty bys = 16.
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Repaso
(Cuadl es la dimensién de B = (8 %)9 (Cuadles son sus cuatro elementos?

Respuesta: 2 x2; b1 =5,b1o=1,b1 =9y by =7

Ejemplo 2: una matriz definida por férmula

@C la matriz de tamafio 10 x 10 definida por ¢;; = 5i — j. Esta es una forma
concisa de describir la matriz C sin necesidad de enumerar sus cien elementos.
De la férmula calculamos, por ejemplo, que el elemento en la fila 2, columna 4,
es c24 = 5(2) — (4) = 6, que el elemento en la posicién 10,1 es cj91 = 5(10) —
(1) =49 y que el elemento en 3,8 es c3g3 = 5(3) — (8) = 7.

Algunos de los elementos de C son los siguientes:

4 3 2 1 -5

9 8 7 6 0
C:

49 48 47 46 --- 40

10x10

Repaso
Escriba la matriz Dy 3 definida por d;; = 2(i—1)j + (j —2)*.
Respuesta: D = (é 2 %)

Ejemplo 3: una matriz que resume un cuadro

Suponga que una fébrica de ropa produce maletines y pantalones, para lo cual
usa como materia prima tela, broches y cremalleras. El siguiente cuadro indica
los materiales requeridos para cada producto.

Tela Broches Cremalleras
(m)  (unid) (unid)
1.5 8 3

2 2 1

Maletin
Pantalén

Esa informacion puede representarse en una matriz de materiales

15 8 3
M‘(z 21)
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de tamafio 2 x 3, donde cada fila representa un producto y cada columna un
material.

Si en el cuadro anterior usdramos una fila para cada material y una columna para
cada producto, la matriz resultante seria

mlt  pnt
tela 1.5 2
brch 8 2
crem \ 3 1

Esta matriz es la transpuesta de la matriz original, y se denota M'. Vea la si-

guiente definicion.

4.1.1. Oftras definiciones

Definicién (transpuesta de una matriz)

Si A es una matriz m X n, su transpuesta, denotada AT, es la matriz de tamafio n x m que
resulta de convertir las filas de A en columnas, y las columnas de A en filas.

Como vimos en el ejemplo anterior, la transpuesta de M = (l; 3 i’) es

Definicién (algunos tipos de matrices)

= Una matriz cuadrada es una que tiene igual nimero de filas y columnas: m = n.
= Una matriz columna es una que tiene una sola columna: n = 1.
= Una matriz fila es una que solo tiene una sola fila: m = 1.

= Una matriz cuadrada es simétrica si es igual a su transpuesta.
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La diagonal|de una matriz cuadrada A es la sucesion finita (a;;)i—1,.. . Por ejemplo, la
diagonal de ( ) es la sucesion 2,7.

Para que dos matrices sean iguales es necesario, en primer lugar, que tengan igual dimen-
sion. Pero ademas de eso, los elementos en posiciones correspondientes deben ser también
iguales. Esto es, dos matrices A;,xn, Y Bpxg son iguales solo si m = p, n = g y también
ajj=bjjparatodoi=1,...mytodo j=1,...n.

Ejemplo 4: matrices de tamanos especiales

Un ejemplo de cada uno de los tipos de matriz recién definidos:

5 2 ) e
" (_1 4) es una matriz cuadrada, con m = n = 2. No es simétrica.

-1
" 0 | esuna matriz columna, de tamafio 3 x 1.
2

= (9 0 5i 2)esunamatriz fila, de tamafio 1 x 4.

" 13 -6 €s una matriz simétrica
-6 25 '

_

Ejemplo 5: igualdad de matrices

Si las matrices ( 3% x—y ) y (_05 ;) son iguales, entonces deben ser

y—27 x+z
3x=0 (posiciones 1,1)
x—y=1 (posiciones 1,2)

y—2z=—5 (posiciones 1,1)
x+z=2 (posiciones 1,1)

De esas ecuaciones pueden despejarse los valoresx =0,y = -1y z=2.

Repaso
’Di . - (2p—q q-r \ _ (5 2
etermine p, gy rst{ 1, 13- ) =2 2p4r )

Respuesta: p=2,g=—1,r=1

%Esta es la diagonal decreciente, desde la esquina superior izquierda hasta la inferior derecha. También
existe otra diagonal, creciente, que practicamente no tiene ninguna importancia. A la diagonal decreciente a
veces se le llama diagonal principal, pero aqui la llamaremos simplemente diagonal.
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Ejercicios
1. Para cuatro nifios se registran sus edades en afios: 10.4, 5, 6.8 y 9.9; sus estaturas en cm:

147, 110, 120 y 140; las estaturas de sus padres, en cm: 176, 172, 167 y 170; y las
estaturas de sus madres, en cm: 170, 159, 166y 161.

a. Represente esta informacion en una matriz, usando una fila para cada nifio en el orden
presentado.

b. ;Cudl es el tamaifio de la matriz en la parte a?

2. En una encuesta hecha entre estudiantes del Tec se encontré que habia 172 mujeres y
172 hombres de la provincia de Cartago, 169 mujeres y 277 hombres de San José, y 133
mujeres y 208 hombres de otras provincias.

a. Represente esta informacién en una matriz, usando una fila para cada provincia y una
columna para cada sexo, en el orden presentado.

b. Represente la misma informacion usando columnas para las provincias y filas para
los sexos, en el orden presentado.

¢. (Cudles son los tamafios de las matrices en las partes (a) y (b)?

3. Un banco tiene 2820 cuentas corrientes y 1470 cuentas de ahorro en su oficina central.
En su sucursal del Pacifico tienen 1240 cuentas corrientes y 980 cuentas de ahorro, y en
su sucursal del Atlantico tienen 830 cuentas corrientes y 560 cuentas de ahorro.

a. Represente esta informacion en una matriz, usando una fila para cada oficina y una
columna para cada tipo de cuenta.

b. Represente la misma informacién en una matriz, usando filas para los tipos de cuenta
y columnas para las oficinas.

¢. (Cudles son los valores en las posiciones 1,2 y 3,1 de la matriz en la parte (a)?

d. ;Cual es la posicion, en la matriz de la parte (b), del nimero de cuentas de ahorro en
el Atlantico?

4. Un modelo de automoviles tiene una masa de 1564 kg, una potencia de 175 HP y un
rendimiento de 7.9 km/l. Las caracteristicas de un segundo modelo son 834 kg, 65 HP y
14.4 km/I. Un tercer modelo tiene 1000 kg, 66 HP y 13.7 km/I, y un cuarto modelo tiene
2430kg, 230 HP y 6.2 km/1.

a. Represente esta informacion en una matriz, usando una columna para cada modelo.
b. ;Cudl es el tamaiio de la matriz en la parte (a)?

¢. (Cudles son los valores en las posiciones 2,4 y 3,1 de la matriz en la parte (a)?
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d. ;/Cual es la posicion en la matriz del rendimiento del primer modelo?

5. Construya la matriz A de tamafio 3 x 5 dada por la formula a;; =3 — 2.

6. Escriba la transpuesta de la matriz en el ejercicio
7. Con respecto a la matriz del ejercicio

a. Escriba la transpuesta.

b. ;Cuales son los elementos de la diagonal?

8. Escriba los ndmeros 6, —2, 4, 0. ..

a. ... en una matriz fila.

b. ... en una matriz columna.

4.2. QOperaciones con matrices

Recuerde el ejemplo de las ventas en el capitulo anterior, en el que una matriz V repre-
sentaba las ventas de tres regiones durante cuatro afios, en miles de ddlares. Suponga que
esas son las ventas del producto principal de cierta compafiia, que también distribuye otro
producto secundario cuyas ventas estdn dadas en el cuadro siguiente.

Ventas en $1000’s
Region 2012 2013 2014 2015
Central 6 7 8 9
Pacifica 5 7 6 7
Atlantica 2 3 3 4

Este nuevo cuadro puede representarse con la matriz

=
I
N LN
W
W o\
INIASNC)

Tenemos entonces las matrices V, con las ventas del primer producto, y W, con las ventas del
segundo, para las mismas regiones y los mismos periodos. Suponiendo que estos dos son los
unicos productos que la compaiiia distribuye, las ventas totales pueden calcularse sumando
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cada elemento de V con el elemento correspondiente (en la misma posicion) de W. Eso es
precisamente la suma de las matrices V 'y W.

12 713 14 15

9 12 13 13 6 7 8 9 c/15 19 21 22
V+W=1|8 9 9 10|+|5 7 6 7| = P| 13 16 15 17
4 5 5 7 2 33 4 A\6 8 8 11

Por otra parte, si quisiéramos convertir las ventas del segundo producto a miles de co-
lones, y suponiendo que el tipo de cambio en ese tiempo fuera $1 = 500, todo lo que hay
que hacer es multiplicar cada monto por 500 (recuerde que el cuadro arriba da las ventas en
miles de ddlares). Eso es 1o mismo que multiplicar la matriz W por 500.

6 789 3000 3500 4000 4500
S500W=500(5 7 6 7] ={2500 3500 3000 3500
2 33 4 1000 1500 1500 2000

4.2.1. Suma y producto por escalar

Formalmente, tenemos las siguientes definiciones.

Definicién (suma de matrices, producto de escalar por matriz)

Si A 'y B son dos matrices de igual tamafio, y ¢ es un escalalﬂ entonces

= cA es la matriz que resulta de multiplicar cada a;; por c.

= A+ B es la matriz que resulta de sumar cada a;; + b;;.

En el contexto de niimeros complejos, el conjugado de una matriz, A, que se denota A, se
obtiene al tomar el conjugado de cada uno de sus elementos. Los conjugados satisfacen las
siguientes propiedades.

Teorema
Si A 'y B son matrices complejas, y ¢ € @, entonces

3No lo habiamos mencionado antes, pero en el contexto de matrices a los niimeros (reales o complejos) se
les llama escalares.
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Ejemplo 6: operaciones con matrices

@mos algunos ejemplos de operaciones bésicas entre matrices.
30 4) (21 0 28
n -2 -3 4 4 I -5 . 2 -2 —1
» Dadas las matrices P = <_2¥ -3 4) yO= (4 +1 1 —5) ,

-5 0 1 -2 i—-1 -3
calcular 4P — 3iQ.
(21 i—-3 4 f4+1 1 =5
4P_3‘Q_4(—51 0 1)_31<—2 i—1 —3)
_( -8 4i—12 16\ (12i—3 -3 —15i
201 0 4 —61 —-3-3i —9i
Aunque no hemos definido la resta de matrices, es claro que el resultado es

(3-20i 4-9 16+15i
4P_31Q_(—14i 343i 4+9i)

= [asuma < 3 2) + (1 -3 :j) estd indefinida. ;Por qué esta indefi-

-2 0 1 3
nida?
Repaso
Calcule2(? 3 §)=5(3 3 %) Respuesta: (~3¢ 3, 1)

Como vemos en el ejemplo[6] los elementos de una matriz, asi como los escalares, pueden
ser nimeros complejos. Se acostumbra usar el simbolo i para denotar un ndmero de fila, y
el simbolo i para denotar la unidad imaginaria. Aunque la letra es la misma, la tipografia es
levemente distinta y ayuda a distinguir los significados. El simbolo i denota una variable, el

numero de fila, mientras que el simbolo i representa la constante \/—1.

Una matriz cuyos elementos son todos cero se llama matriz cero. Hay muchas matrices

cero, una para cada dimension posible. En general, la matriz cero de tamafio m X n es

0 --- 0

0m><n =

Por ejemplo, 054 = (8 8 8 g)

69
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Ejercicios

9. Con respecto al ejercicio 3| de la pagina 66, un segundo banco tiene cuentas segun el

10.

siguiente cuadro.

Oficina
Tipo de cuenta | Central Pacifica Atldntica
Corriente 240 120 90
De ahorros 190 90 60

Suponga que los dos bancos se unen. Sume dos matrices para encontrar el total de cuen-
tas de cada tipo en cada oficina.

Una familia resume sus gastos semestrales durante los afios 2014 y 2015 de la siguiente
manera, en miles de colones.

2014 2015
Categoria | ler semestre 2do semestre ler semestre 2do semestre
Comida 507 525 555 595
Vivienda 480 510 540 570
Otros 477 462 545 520

Denote con G y G, las matrices 3 X 2 de gastos para 2014 y 2015 respectivamente.

a. Efectie una operacién entre G; y G, cuyo resultado sea una matriz con los gastos
promedio entre ambos afios (por ejemplo, el gasto promedio en comida durante los
dos primeros semestres fue (507 + 555) /2 = 531 mil colones).

b. Efectue una operacion entre G; y G, cuyo resultado sea una matriz con los incre-
mentos en gastos de 2014 a 2015 (por ejemplo, el incremento en comida en los
primeros semestres fue 555 — 507 = 48 mil colones).

¢. Suponiendo que los tipos de cambio promedio fueron ¢480/$ durante 2014 y ¢500/$
durante 2015, efectie una operacion entre G; y G, cuyo resultado sea una matriz
con los gastos totales, en dolares al dolar méas cercano (por ejemplo, el gasto total
en comida para los primeros semestres fue (507000/480 + 555000/500 = 2166
dolares).
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| | 2
142i ~1 2 3-i 2 -3

ParaA:( 0 1 —51>’B:<—1 4i 3)YC: 2

calcule

11. A—3B 14. AT —3iC
12. 2A+iB 15. 5B—2CT
13. Mtalque2A+B+iM =0 16. (A—B)"—0O)7

4.2.2. Producto de matrices

1—3
—1
0
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La multiplicacién de matrices no es tan simple como las dos operaciones que ya vimos.
La forma de definirla puede parecer poco natural, pero en realidad tiene muchas aplicaciones.

Para justificar el producto de matrices, empecemos por recordar la fébrica de ropa.

Ejemplo 7: justificacién del producto de matrices

En el ejemplo |3| hablamos de una fébrica de ropa que produce maletines y pan-
talones. Su materia prima es tela, broches y cremalleras. Teniamos la siguiente

matriz que describia los materiales requeridos para cada producto.

tela brch crem

mlt (1.5 8 3
M = pnt( 2 2 1 )

Ahora supongamos que cada metro de tela cuesta $4, cada broche $1 y cada
cremallera $2 (esos costos no son muy realistas, pero no vamos a permitir que

eso nos detenga). ;Cudnto cuesta, solo en materiales, hacer un pantalén?

Los requisitos de materiales de un pantalon estan dados por la matriz fila M), =
(2 2 1) (donde el nombre M), denota la fila de pantalones en la matriz M), y

los costos unitarios de los materiales por la matriz columna

4
c=1]1
2

Es claro que el costo en materiales de un pantalén es (2)(4) délares para los dos
metros de tela a $4 el metro, mas (2)(1) para los dos broches a $1 cada uno, mas

(1)(2) para la cremallera. En total, el costo es

(2)4)+(2)(1)+(1)(2) =8+2+2=312 J
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Repaso

(Cudl es el costo en materiales de un maletin? Respuesta: $20

Acabamos de multiplicar una matriz fila por una matriz columna, y el resultado fue un
numero real. En general, tenemos la siguiente férmula.

Definicién (producto de una fila por una columna)

Si A es una matriz fila de tamafio 1 X n y B es una matriz columna de tamaiio n X 1, entonces
su producto es

n
A-B= Zalibil
i=1

En otra notacidn, el producto de una fila y una columna puede definirse asi:

b1
by

(a1 apy -+ ain) .| =anbi +anby+---+ainby
bnl
Ejemplo 8: producto de fila por columna

| 5

El producto (—6 i 0 2) _13 se calcula como la suma

—2i

(—6)(5) + (1)(—=3) + (0)(1) + (2)(=2i) = —30+ —3i + 0+ —4i = —30 — Ti

En el ejemplo /| calculamos el costo de los materiales de un pantalén con el
producto

22 1)[1]=2@+21)+(1)(2)=8+2+2=912

Por su parte, el costo en materiales de cada maletin es el resultado de multiplicar
la fila de materiales para un maletin, M, = (1 S5 8 3) , por la misma matriz de
costos C.

(1.5 8 3) 1] =(1.5)(4)+(8)(1)+(3)(2) =6+8+6=19$20



4.2. Operaciones con matrices 73

Repaso
3
Calcule (-2 3 2) ( 4 ) Respuesta: 4

Los costos que acabamos de calcular, $20 para los maletines y $12 para los pantalones,
pueden representarse en una pequefia matriz columna, (%g) Podemos convenir que para
multiplicar una matriz A con varias filas por una matriz columna B, el proceso serd multipli-
car cada fila de A por B, y luego colocar los resultados en una columna. Asi, los costos de
los maletines y de los pantalones se calculan asi:

4
1.5 8 3 20
M'C_<2 2 1) ! _(12)
2
Una manera de visualizar el proceso, en términos del producto de una matriz fila por una
matriz columna, es la siguiente:

4
(1.5 8 3)[1
1.5 8 3\ /4 2 20
M-C= 1] = —
2 2 1) \2 4 12
22 1)1
2

Con esta idea ya podemos multiplicar una matriz de cualquier tamafio m X n por una
matriz columna de tamafio n X 1, y vemos que el resultado serd una columna de tamafio
mx 1.

(mxn)-(nx1)=(mx1)

(en el ejemplo de la fébrica, m = 2 es el nimero de productos y n = 3 es el nimero de
materiales). Note que es imprescindible que el nimero de columnas en la primera matriz sea
igual al numero de filas en la segunda.

La siguiente pregunta es: ;y si la segunda matriz tuviera varias columnas?

Ejemplo 9: aplicacion del producto de matrices

Continuando con el ejemplo de la fabrica, supongamos ahora que ellos reciben
un pedido por 20 maletines y 10 pantalones. ;Cudntos metros de tela necesitaran
para cubrir ese pedido?

El pedido puede representarse con la matriz fila

P=(20 10)
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y los requisitos de tela con la matriz columna

= (5)

(donde M; denota la columna de tela de la matriz M). El nimero de metros de
tela necesarios resulta ser

1.5

P-M; = (20 10)(2

) =30+20=150

(Y qué hay de los broches y de las cremalleras? Si usamos las matrices

() 5 ()

para representar los requisitos de broches y de cremalleras, respectivamente,
entonces los totales para este pedido pueden calcularse asi:

8

P-M,= (20 10) (2

) = 180 broches

3

P-M.= (20 10) (1

) =70 cremalleras

_

En total, este pedido necesitara 50 m de tela, 180 broches y 70 cremalleras, y estos nlime-
ros pueden representarse en la matriz (50 180 70) . En general, para multiplicar una matriz
fila A por una matriz B con varias columnas, el método serd multiplicar A por cada columna
de By luego colocar los resultados en una fila. En el ejemplo, los totales de materiales se
calculan multiplicando

1.5 8 3

P-M=(20 10)(2 5 1

):(50 180 70)

El producto anterior también puede visualizarse separdndolo en términos de “fila por

columna”.

P-M=(20 10) (1; e ‘j’)

:((20 10) (1;) . (20 10) (g) . (20 10) G))

:<50 ;180 70)
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Con eso ya tenemos la forma de multiplicar una matriz fila de tamafio 1 X n por una
matriz de tamafo n X p, obteniendo como resultado una matriz 1 x p:
(Ixn)-(nxp)=(1xp)

Ahora la definicion general del producto de matrices deberia ser natural.

Definicién (producto de matrices)

Si A tiene tamafio m X n 'y B tiene tamafio n X p, entonces el producto A - B es la matriz de
tamafo m x p formada por los productos de cada fila de A por cada columna de B.

Mas especificamente, el elemento i, j del producto es el resultado de multiplicar la fila i
de A por la columna j de B.

En notacion formal, la definicién puede escribirse asi:

n
Aan 'Bn><p = Cm><p donde Cij = Z aikbkj
k=1

Para poder multiplicar dos matrices A y B, el nimero de columnas de A debe ser igual al
de filas de B. El resultado tiene el mismo nimero de filas de A y el de columnas de B. Por
ejemplo, al multiplicar una matriz 3 X 5 por una 5 x 2, el resultado tiene tamafio 3 x 2. El
producto de una 8 x 4 por una 4 x 7 tiene tamafo 8 x 7. Dos matrices con tamafios 3 X 4 y
3 x 2 no pueden multiplicarse. En general,

(mxn)-(nx p) = (mx p)
Ejemplo 10: producto de matrices

@nA:<_3 1)yB:(2 3 o).

-5 -2 —4 7 —1
Los tamafios son 2 X 2 y 2 x 3, de modo que su producto si estd definido y tiene
tamaio 2 x 3. Los cdlculos son asi:

A'B:(:g —12) (—24 ; —01)
) L) T (Y
s () e () e )

(=10 -2 -1
=2 —29 2

_
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Repaso
Calcule (% 3) (73 —32 ). Respuesta: (579 pA ,99)

Ejemplo11: producto de matrices

. 1 00

. -2 5 i—4 . - .

Las matrices . y |0 1 O] tienen tamafios respectivos 2 x 3
2—-31 8 -3 00 1

y 3 % 3, asi que su producto tiene tamafo 2 x 3.
(—2 5 i—4) I _(_2 5 i—4)
2-31 8 -3 00 1 2-31 8§ -3

iEl resultado es igual a la primera matriz! En realidad esto sucederd siempre que

1 00
se multiplique cualquier matrizm x3por [ 0O 1 0 ].
0 01
Repaso
—4 1-7i i-2\ (L 00 (-4 1-Ti -2
Calcule (1—51 T ) <8 ! (1)) Respuesta: (l—5i e l_i)

. (10 0\ . . - . .
Esta matriz <8 (1) (1)> tiene la propiedad de que al multiplicar cualquiera otra matriz m x 3

a su izquierda, o cualquier matriz 3 X n a su derech el resultado es igual a la otra matriz,
como al multiplicar el niimero 1 por cualquier otro nimero. Vea la siguiente definicion.

Definicién (matriz identidad)

La matriz identidad de orden n (o tamafio n X n) es la matriz n X n con 1s en su diagonal
y Os en las demds posiciones. Dicho de otra forma, el elemento i, j de la identidad es igual
alsii=j,0a0sii#j:

1 0 00
01 0 0
L=1":
00 1 0
00 0 1

nxn

La segunda matriz del ejemplo|11|es la identidad de orden 3, denotada /5.

“No hemos dicho que el producto de matrices sea conmutativo. Si A y B son dos matrices, A - B en general
es distinto de B - A. Vea el ejemplo
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Veamos algunas aplicaciones y propiedades del producto de matrices.

Ejemplo 12: aplicacién del producto de matrices

Nuestra fabrica de ropa recibe pedidos de tres clientes distintos, segin este cua-
dro:

‘ Maletines Pantalones

Cliente 1 20 10
Cliente 2 10 15
Cliente 3 50 30

En el ejemplo[9 usamos una matriz fila para representar el pedido de un cliente.
Definamos ahora una matriz para cada pedido.

P=(20 10), P=(10 15) y P3=(50 30)

Entonces, los productos

15 8 3

P -M=(20 10)(2 5 1

):(50 180 70)

(que ya habiamos calculado),

15 8 3

P -M= (10 15)(2 5 1

):(45 110 45)

15 8 3

P3-M = (50 30)(2 5 1

):(135 460 180)

dan los totales de materiales para cada pedido.

Su suma

P-M+P,-M+P;-M= (50 180 70)+ (45 110 45)
+ (135 460 180)
= (230 750 295)

da el gran total de materiales para los tres pedidos: 230 m de tela, 750 broches y
295 cremalleras.

Por otra parte, también podiamos sumar primero los pedidos,

P=P +P,+P;= (80 55)
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(80 maletines y 55 pantalones) y luego multiplicar esta matriz por la de materia-
les,

1.5 8 3

P-M= (80 55)(2 5 1

):(230 750 295)

y no deberia sorprendernos que el resultado sea el mismo.

Eso se debe aque P, -M +P,-M+P;-M = (P, + P, + P3) - M, como establece
en general el teorema que sigue a estos ejemplos.

Repaso

DadasA= (% 1).B= (73 ') yC=({ 2).calculeA-(B+C)yA-B+A-C.

Respuesta: (342 jils)

Ejemplo 13: aplicaciéon del producto de matrices

En vez de sumar las matrices con los tres pedidos en el ejemplo anterior, pode-
mos también formar una matriz que representa cada pedido (p;, p2 y p3) en una
fila y cada producto en una columna,

mlt pnt

pi /20 10

P= p| 10 15
p3 \ 50 30

Ahora el producto P-M da las cantidades de materiales necesarias para cubrir
cada pedido (no solo los grandes totales).

m p b e t b c
pi /20 10 pi/ 50 180 70
m/{15 8 3
P-M= p| 10 15] - . ( 9 1) = p| 45 110 45
p3 \ 50 30 p3 \ 135 460 180

Eso representa, como ya vimos en el ejemplo anterior, 50 metros de tela, 180 bro-
ches y 70 cremalleras para el primer cliente; 45 m, 110b y 45 ¢ para el segundo,
y 135m, 460 b y 180 ¢ para el tercero.
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Ejemplo 14: aplicacién del producto de matrices

| 4

Recuerde que los materiales tenian costos dados por la matriz C = | 1
2

(Cuadl serd el costo de los materiales de cada pedido? Para el primer cliente, el
costo en dolares serd (50)(4) para la tela, mas (180)(1) para los broches y (70)(2)
para las cremalleras. El total sera entonces el producto de la primera filade P-M
por C.

4
(50 180 70) [ 1| = (50)(4)+ (180)(1)+ (70)(2) = 520
2

Para los otros clientes el proceso es similar, y nos lleva a que

t b c $ $

b /50 180 70\ t /4 b1 /520

(P-M)-C= p| 45 110 45| - bv|[1]| = p:| 380
p3 \ 135 460 180 c\2 p3 \ 1360

da el costo total de los materiales para cada pedido: $520 para el primero, $380
para el segundo y $1360 para el tercero.

Por otra parte, antes habiamos calculado el producto

4
1.5 8 3 20
M'C_<2 2 1) ! —(12)
2
que daba el costo de los materiales de cada maletin y de cada pantalén. Como
ahora tenemos una matriz de pedidos

20 10
P={10 15
50 30

que dice cuantos maletines y cudntos pantalones quiere cada cliente, podemos
combinar P con M - C para calcular de otra manera el costo de cada pedido. El
pedido del primer cliente costara (20)(20) los veinte maletines, mds (10)(12) los
diez pantalones; esto es el producto de la primera fila de P por M - C. Combinan-
do los tres clientes encontramos que

m p $

b /20 10 i [ 520

P-(M-C) = p| 10 15 m(?g) — m| 380
ps \ 50 30 ps \ 1360
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también da el costo total en materiales de cada pedido.

Asi es que el producto (P-M) - C calcula el total sumando los costos de cada
material, y P- (M - C) lo calcula sumando los costos de cada producto. Pero por
supuesto que los dos métodos resultan en los mismos montos; es decir, (P-M) -
C =P-(M-C). El teorema mds abajo establece esta igualdad en general. J

Repaso
DadasA= (% 3%).B=(} 3})yC=(23,),calcule (A-B)-CyA-(B-C).
Respuesta: (9)

Ejemplo 15: aplicacién del producto de matrices
Los materiales requeridos también podrian representarse en el cuadro

‘ Maletin Pantalon

Tela (m) 1.5 2
Broches 8 2
Cremalleras 3 1

para la cual la matriz es la transpuesta de la que hemos usado hasta ahora.

15 2
M =8 2
301

También, los pedidos pueden representarse con los maletines en la primera fila
y los pantalones en la segunda, con una columna para cada cliente:

pT_ (20 10 50
—\10 15 30

Para encontrar otra vez el total de materiales de cada pedido, el producto que
debe calcularse ahora es MT - PT. Recuerde que (3 x2)-(2x3) = (3 x 3).

m p p1 P2 pP3

(/15 2\ 2p(‘) f(z) gg (/50 45 135
M.PT = bl 8 2] - (10 s 30) = bl 180 110 460
c\ 3 1 P c\ 70 45 180

Los nimeros son los mismos que habiamos obtenido al calcular P- M en el
ejemplo (14} por supuesto, pero ahora estdn organizados en otra forma: una fila
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para cada material y una columna para cada cliente. Dicho de otra manera, este
resultado es la matriz transpuesta a la que teniamos en el ejemplo (14, En simbo-
los, M™-PT = (P-M)". Esta propiedad también es generalizada por el siguiente
teorema.

Repaso
DadasA= (3 3)yB= (% {).calcule (A-B)T y BT-AT.

Respuesta: (‘1124 _i3)

Teorema
Sean A, B, C y D matrices de tamafos m X n, n X p, p X g 'y n X p, respectivamente, y sean
¢y d escalares.

Las matrices identidad dejan igual a cualquier matriz que multipliquen:

AlL,=A=1,-A

El producto de matrices es asociativo:

A-(B-C)=(A-B)-C

El producto de matrices es distributivo con respecto a la suma de matrices:

A-(B+D)=A-B+A-D y (B+D)-C=B-C+D-C

La transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas en el orden opuesto:

(A-B)T =B"-AT

El conjugado de un producto es el producto de los conjugados:

A-B=A-B

El producto por escalar es asociativo y conmutativo en el sentido de que

(cd)A=c(dA) y A-(cB)=(cA)-B=c(AB)
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Sin embargo, no se puede garantizar que A - B sea igual a B - A. La igualdad puede fallar
por varias razones. Tal vez A - B esté definido y B- A no lo esté; tal vez ambos productos estén
definidos pero tengan distintos tamaios; o tal vez ambos tengan el mismo tamafio pero sean
distintos. Veamos esas posibilidades ilustradas en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 16: el producto de matrices no es conmutativo
Si A es de tamafio 3 x 5y B es 5 x 2, entonces A - B existe y tiene tamafio 3 x 2,
pero B - A no existe.

Si A es de tamafno 3 X5y Bes 5 x 3, entonces A- By B-A existen ambas, pero
sus tamafos son distintos, respectivamente 3 X 3y 5 x 5.

Sean A = (_32 (1)> yB= G _02> Vemos que A-By B-A son ambas 2 x 2,
pero

A'B:(—z _4) Y B'A:<3 1) )

Repaso
| Dadas P = (% 3)y0=(73 —3).calcule P-QyQ-P.

Respuesta: (_1197 599 ) y (251 177)

Algunas calculadoras cientificas tienen un modo para trabajar con matrices. Para
hacer las operaciones del ejemplo anterior, ponga su calculadora en el modo
O . . P . . .

: de matrices. La calculadora primero pregunta con cudl matriz quiere trabajar,

0ooDo ofreciendo varias opciones. Escoja la matriz A y luego indique su tamafio: 2 x 2.

Ahora escriba la matriz en la pantalla, y al terminar salga de esa pantalla con
[AC].

Para definir otra matriz, abra el menu de matrices con la tecla [MATRIX] (proba-
blemente en [SHIFT] 4) o la tecla [OPTN]. Escoja la funcién Data o Definir
matriz, dependiendo de la calculadora, y luego la matriz B. Indique su tamafo
y digitela como hizo con A.

De vuelta en la pantalla “normal”, pero todavia en el modo de matrices, escriba
[MATRIX] MatA x [MATRIX] MatB =

o bien
[OPTN] MatA x [OPTN] MatB =

y la calculadora mostrara el resultado.
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También es posible evaluar otras expresiones como 4B — 2A:
4 [MATRIX] MatB - 2 [MATRIX] MatA =

o bien
4 [OPTN] MatB - 2 [OPTN] MatA =

dependiendo de la calculadora

Ejercicios
17. El siguiente cuadro muestra parte de la lista de ingredientes necesarios para tres tipos
de postres que vende una pasteleria.

Azicar Huevos Leche
(tazas) (unid) (litros)

Pastel 1 2 1
Queque 2 5 2
Rosquete 2 3 3

El siguiente representa las cantidades de postres para dos encargos recibidos por la pas-
teleria (la letra P representa pasteles, etc).

[P Q R
Encargol |4 6 3
Encargo2 (8 2 0

El tercer cuadro representa los costos unitarios de cada ingrediente.

Ingrediente ‘ Costo

Azticar @300
Huevos ¢210
Leche #1050

Denote con A, B 'y C las matrices de ingredientes, encargos y costos.

a. Multiplique dos de las matrices para calcular las cantidades de ingredientes necesarias
para cada encargo.

b. Multiplique dos de las matrices para calcular el costo en ingredientes de cada postre.

c. Calcule B-A-C. ;Qué representa esta matriz?
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18. El siguiente cuadro da los precios en colones de ciertos materiales en dos ferreterias.

Clavos Lija Pegamento

(por kg) (por hoja) (por bote)
El Sol 1200 630 1850
La Bodega | 1050 675 1900

Para cierto proyecto se necesita comprar 2 kg de clavos, cuatro hojas de lija y un bote de
pegamento. Se desea saber en cudl de las dos ferreterias sera menor el costo total.

a. Escriba una matriz Pz 4> con los precios de cada material en cada ferreteria.
b. Escriba una matriz C;«3 con la lista de cantidades requeridas de materiales.

¢. Multiplique dos matrices para calcular el costo total de los materiales en cada ferre-
teria.

d. ;En cudl ferreteria es menor el costo total de los materiales para este proyecto?

2 -3 01
DadasA:G) _il 3),8:(_31 % 3__31>,C: 5 i—122
-1 0 33
1
yD=| -1, calcule
0

19. A-C 24. B"-A
20. B-D 25. DT-D
21. (3A—2B)-C o
2 AT.B 26. DT-A
23. A-B" 27. (D-D")’

Se dice que una matriz A es idempotente siA-A = A (esto es A> = A).
Demuestre que la matriz dada es idempotente.

2 2 _4 1 3 5
28. |1 3 4 2. |1 -3 -5
1 -2 -3 1 3 5

2 i 0\’

30. Calcule | 0 1 -1
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010
31. DadaA= |0 O 1 ],demuestre que A3 =51,
500
1 .
Dada A = Cll , | cona €Q, determine los valores de a que cumplen la

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

condicion dada

32. A2=2A 35. A2=0
33. A2=1], 36. A=A
34. A=A 37. A3 =4iL,-2A

T
4 2 o o 9
Encuentre los valores de o y 3 tales que (_1 3> . <B> = (B) + (_2)_

. . -1 3 -2 -8
Determine la matriz X tal que X - (_3 2) = ( 9 8 )

) ) 3 —4 ) 5 3
Determine la matriz Y tal que (_2 3 ) Y +3 (_3 0 ) = (2 _2)-

. 21 =2 6 0 —7
SeaMunamatnztalqueM-(O 31 —(0 3 1).

a. Determine el tamafo de M.

b. Encuentre la matriz M.

1 0 1 0 2 0
Sea N unamatriztalque [0 -2 | N+ | -1 3] =111
2 -2 1 0 52

a. Determine el tamafno de N.

b. Encuentre la matriz N.

Encuentre las matrices C = (Z [f) tales que C - CcT = ((1) }) -

1 1 ) )
Encuentre las raices cuadradas de M = <O 1) (es decir, las matrices B tales que

B> =M).
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Si A es una matriz n x n, Su traza, denotada Tr(A), se define como
la suma de los elementos de la diagonal principal: Tr(A) = Y*_, aii.
Calcule la traza de cada matriz.

1 1 3 8—1 0 -3
45. 5 2 6 46. -5 4 -2
-2 1 -3 0 3 —4

47. Sean Ay B matrices cuadradas de igual tamafio.

a. Calcule (A + B)? en términos de A y B.
b. ;Se podria concluir que (A + B)? = A% +2A - B+ B? siempre? Justifique.



4.2. Operaciones con matrices 87

En
—

resumen. ..

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros. Si una matriz A tiene m filas (hori-
zontales) y n columnas (verticales), entonces su dimension es m X n, y la matriz puede
denotarse A« . El elemento en la fila 7, columna j, se denota a;;, paracadai=1,...,m
ycada j=1,...,n.

La transpuesta de una matriz A de tamafio m X n es la matriz AT, de tamafio n x m, que
resulta de convertir las filas de A en columnas, y las columnas de A en filas.

Una matriz cuadrada tiene n = m. Una matriz columna tiene n» = 1. Una matriz fila
tiene m = 1. Una matriz es simétrica si es igual a su transpuesta.

Si Ay B son matrices m x n'y ¢ € @, entonces cA es la matriz m X n que resulta de
multiplicar cada a;; por ¢, y A+ B es la matriz m X n que resulta de sumar cada a;; +b;;.

Dadas A<, Y Buxp, su producto es la matriz C cuyo elemento en la fila i, columna j
es el producto de la fila i de A por la columna j de B. En simbolos: ¢;j = Y[, aiby;-

El producto de matrices cumple: (A+B)-C=A-C+B-C y A-(B+C)=A-B+A-C;
también (A-B)-C=A-(B-C) y (A-B)T=BT-AT.

La matriz identidad de orden n es la matriz /,, de tamafio n X n con 1s en su diagonal y
Os en las demaés posiciones. Para cualquier A, «,, se cumple I, A=Ay A-I,, =A.

]






CAPITULO 5

Sistemas de
ecuaciones lineales

Las matrices pueden usarse también para representar sistemas de ecuaciones. Recuerde
la division sintética: la idea principal es efectuar una division de polinomios sin escribir las
variables sino solo los coeficientes; por ejemplo, el polinomio 5x> — 2x> + 3 se representa
con la sucesion (5 —2 0 3).

De manera similar, ahora una ecuacion lineal como x — 3y + z = 6 puede representarse
conlafila (I —3 1 6), y un sistema de ecuaciones puede representarse con una matriz en
la que cada fila representa una ecuacion.

5.1. Matrices y sistemas de ecuaciones

Definicién (matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones)

La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales es la matriz cuyos elementos
son los coeficientes de las incognitas en el sistema, con una fila para cada ecuacién y una
columna para cada incégnita.

Ejemplo 1: matriz de coeficientes de un sistema

. . ) x—y=4 3 —1
La matriz de coeficientes del sistema es .
x+2y=0 1 2

o . -1 3 . . .
También podria tomarse ( ’ 1) como matriz de coeficientes, si se prefiere
escribir y antes que x.
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Repaso
) ) ) 2a+b—c=3 21 -1
Escriba la matriz de coeficientes de Respuesta: ( 1 3 _2)
a+3b—2c="T.

Pero la matriz de coeficientes no representa el sistema completo: falta la informacion al
lado derecho del signo de igualdad de cada ecuacion.

Definicién (matriz aumentada de un sistema)

La matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales es la matriz que contiene a la
matriz de coeficientes del sistema, aumentada con una columna adicional que contiene las
constantes al lado derecho del signo de igualdad en cada ecuacion. Debe entenderse que
las ecuaciones estdn escritas de modo que todas las incognitas estdn a la izquierda y que
las constantes sin incégnita estan a la derecha del signo.

Ejemplo 2: matriz aumentada de un sistema

, : 3x—y=4 3 —1 4
a. La matriz aumentada del sistema es .

. ) a—3b+c=-1 1 =3 1 -1
b. La matriz aumentada del sistema €s .
c—2a—6=0 -2 0 1 6

En la segunda fila de la matriz aumentada, note que:

= [a primera columna pertenece a a y la tercera a ¢, sea que la ecuacion diga
¢—2aoquediga —2a+c.

= El coeficiente de b en la segunda ecuacion es 0, el cual debe incluirse en la
segunda columna.

= E] 6 es positivo porque la fila representa la ecuacion —2a + ¢ = 6.
-2 51 -1

3 08 12
tres incognitas (porque de las cuatro columnas, la dltima es el lado derecho y las

primeras tres son los coeficientes). No se indican los nombres de las incdgnitas,
de manera que el sistema podria ser

{—2x+5y+z=—1

c. La matriz < representa un sistema de dos ecuaciones con

3x+8z2=12

o posiblemente
—2p+5g+r=—1

3p+8r=12 )
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Repaso
: : 3p+q=>5 (3105
Escriba la matriz aumentada de Respuesta: (0 219 71)
r—q+1=0.

Ejemplo 3: matriz aumentada de un sistema resuelto

| 100 2

Suponiendo que las incégnitas son x, y, z, lamatriz [ 0 1 0 —6 | representa

x=2 001 3
el sistema ¢ y = —6, que ya estd resuelto.

z=3
En general, cuando la matriz de coeficientes es la matriz identidad, el sistema
estd resuelto y las soluciones estan en la dltima columna de la matriz.

Repaso

Resuelva el sistema representado por ((1) (1) 35) con incognitas v, w.

Respuesta: v=2,w= -5

Ejercicios
Escriba la matriz de coeficientes y la matriz aumentada del sistema
3p+6g=5 ( 2a—b+c=3
8p+15¢==6 5. {3a—2c+2b=1+Ti
\ a—24+c=3b
—3a+c=0 (2p+q—3r=>5
2. 4q — 61b = c+22 —24i 6. 3p—5+2q:2r
a—2=5b Sp—r=3q+16

3t—u+3v+w=2
2t4+3u+2v+w=2
—3t—u—4dv+w=1
| —4r+14u—4v=-5
[ 2x—y+z=1-3i (2x+3y—2z=35

4. (3x+1+2z=0 8. xX—=2y+3z=2-1
(dx+y+2z=2 | x—y+4z=1

(—3r+ (1 +i)s+4i=3+2¢
3. 4r—s+t=3 7.
6r—2s+3t+1=0
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(2x—3y+z+5w=10i—1 ([ x+y+2z=-1
9. 44x4+2w=y+z 13, 2x+ 6742w =3+ 3y
—3x+2z-3w=3 y—4z+v=1
((x+2y+2z=2 \ v—w=12
10. 1 3x—2y—6=z—i. (x+y+2z4+w=35
2x—5y+3z=4-28i 14. ¢ 2x+3y—2=z+2w
( x+4y—2iz=41 | 4x+5y+3z=7
(2a+b—3c+d=-5 ([ x+y—2z+w+3v=1
11. 3a—b+1lc=18d -8 15. { 2x—y+2z+2w+6v=2
a+3c—4d=3 | 3x+2y—4z—3w—9v=3
2x+y+z=-2
12. Ax+y+2z=—1
(10x+2y+5z=—7

5.2. Métodos matriciales para resolver
sistemas de ecuaciones

Para resolver sistemas de ecuaciones pequefios hay varios métodos, como el de elimi-
nacion (multiplicar dos ecuaciones por distintos nimeros para que al sumarlas se cancele
alguna incdgnita) y el de sustitucion (despejar una incégnita en una ecuacion y sustituirla
en las demas). Pero para sistemas grandes esos métodos no son practicos. Por ejemplo, en
un sistema de diez ecuaciones con diez incognitas, usar el método de despejar y sustituir
una vez reduce el sistema a nueve ecuaciones con nueve incognitas. Aplicar el método otra
vez reduce a ocho con ocho, y asi sucesivamente (y ain hay que considerar que diez con
diez no es un sistema “grande”: en algunas aplicaciones de ingenieria o estadistica aparecen
frecuentemente sistemas con muchas mas ecuaciones e incognitas).

Existen métodos mas directos, como el de eliminacion Gaussiana y el de Gauss-Jordan.
Estos dos trabajan con la matriz aumentada del sistema y la reducen a una forma en que la
parte de coeficientes es la identidad, de modo que la solucidn del sistema sea evidente (como
en el ejemplo [3). Veamos las ideas principales en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4: un método de solucion de ecuaciones

x—3y=9
2x+4y=-2

Considere el sistema
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Para empezar a resolverlo, una posibilidad es multiplicar la primera ecuacion
por —2 y sumadrsela a la segunda para cancelar la incégnita x:

x—=3y=9 x(-2) —2x+6y=—18
2x+4y=-2 = 2x+4y=-2
10y = -20
Esta dltima ecuacion, 10y = —20, no es equivalente al sistema original porque
no tiene ninguna informacion sobre x. Pero si conservamos la primera ecuacion
y sustituimos la segunda por 10y = —20, tenemos el sistema

x—3y=9
10y = —20

El paso del sistema original al nuevo puede explicarse diciendo que a la segunda
ecuacion se le resté 2 por la primera. Denotando con E; la ecuacion i-ésima,
podemos decir que E; fue sustituida por el resultado de E, — 2E.

que si es equivalente.

En términos de las matrices aumentadas, el paso

1—39_>1—39
2 4 2 0 10 =20

se explica con la operacion F, —2F|; — F,: el resultado de F>, — 2F] se escribe
en el lugar de la antigua F, (aqui tomamos las filas F y F, como matrices fila, y
F, —2F es simplemente una operacion entre matrices de tamafo 1 x 3).

Ahora que tenemos el sistema {x—3y=9, 10y = —20} podemos despejar y
dividiendo la segunda ecuacién por 10. Como antes, conservamos la primera
ecuacion porque es la inica que se refiere a x. El sistema ahora es:

x—3y=9
y=-2

Con respecto a las matrices aumentadas, la operacion

1 -3 9 _ 1 -3 9
0 10 -20 o 1 =2
puede denotarse F> < 10 — F3: el resultado de dividir F; por 10 se coloca en la

fila 2.

Al resolver el sistema “a mano”, el siguiente paso podria ser sustituir y = —2 en
la primera ecuacion y despejar x. Pero otra opcion es eliminar la incégnita y en

93
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la misma manera en que hace poco eliminamos x: multiplicar ahora la segunda
ecuacion por 3 y sumadrsela a la primera:

x—3y=9 x—3y=9
y=-2 x3 = 3y=—6
x=3

Sustituyendo esta ecuacion por la primera del sistema anterior y conservando la
segunda, el sistema de ecuaciones, ya resuelto, es

x=3

y=-2
Este ultimo paso fue sumarle a la primera ecuacién 3 veces la segunda. En ma-

trices,
1 -3 9 . 1 0 3
0O 1 -2 01 -2

se justifica con la operacion Fy 4+ 3F, — Fj.

Como ya observamos en el ejemplo |3 ahora que la matriz de coeficientes es la

identidad, el sistema esta resuelto.
Repaso
. x—3y=>5
Resuelva el sistema Respuesta: x =2,y = —1
2x+4y=0.

Estd bien: todo eso fue mas complicado que lo que realmente se necesita para resolver un
sistema tan sencillo. Pero recuerde que la importancia de usar matrices para resolver sistemas
se aprecia con sistemas mds grandes. De hecho, ya para tres ecuaciones y tres incognitas
puede ser mds eficiente usar un método matricial.

Como mencionamos antes, dos métodos son el de eliminacién Gaussiana y el de Gauss-
Jordan. Los dos son casi equivalentes en el esfuerzo requerido para resolver un sistema,
pero el segundo es un poco mas fécil de aprender, ademas de que puede usarse luego para
encontrar inversas de matrices (vea el capitulo [6). Por eso nos concentraremos en el método
de Gauss-Jordan, que en adelante denotaremos GJ.

Repasemos el ejemplo anterior. Si nos olvidamos de las incégnitas y trabajamos sola-
mente con las matrices aumentadas, el procedimiento fue el siguiente (note que cada flecha
apunta a la fila donde se coloca el resultado de la operacion):
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(1 -3 9)
1 -3 9
F—2F — 0 10 —-20

o
N
|
)

1 -3 9
F=-10—-\0 1 =2
Fi+3FKL— (1 0 3

01 -2

Dimos el procedimiento por concluido cuando la matriz de coeficientes fue igual a >, la
identidad de orden 2, y las soluciones estuvieron dadas por la ultima columna: x =3,y = —2.

5.3. El método de Gauss-Jordan

Lo que hicimos en el ejemplo anterior fue tomar la matriz aumentada del sistema y redu-
cir su parte de coeficientes (las dos primeras columnas) a la identidad. Esa es la idea central
en el método de Gauss-Jordan: se empieza con la matriz aumentada de un sistema y se cons-
truye, columna por columna, la matriz identidad en la parte de coeficientes.

Graficamente, el método puede describirse de la siguiente forma (donde los asteriscos
representan nimeros cualesquiera):

1 % 1 0
0 = 01 x

— _ —

* ok * % 0 =« * % 0 0 x *

1 0 0 =
0 1 0 =

— = .
00 ... 1 %

1
. . 0 .
La primera etapa es convertir la columna 1 en ( ; la segunda etapa, convertir la colum-

0 0

na 2 en <1>, y asi sucesivamente, columna por columna. En el ejemplo , el primer paso
0

convirtié la primera columna en ((1)) y los otros dos pasos convirtieron la segunda columna

en (9).
Pero una cosa es saber qué hay que hacer (convertir la matriz de coeficientes en la iden-
tidad) y otra cosa es saber como se logra. Hay tres operaciones vdlidas entre las filas de la



96 Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones lineales

matriz aumentada. Que sean “validas” significa que convierten el sistema de ecuaciones en
otro sistema equivalente. La primera operacién que usamos en el ejemplo fue restar a una
fila (o ecuacién) un multiplo de otra, cuando cancelamos x. La segunda operacion fue dividir
una fila (o ecuacidn) por un escalar, al despejar y.

En el método de GJ, esas operaciones se usan para conseguir los unos y los ceros. Di-
vidiendo una fila por el coeficiente de una incégnita en esa fila (como cuando dividimos F;
por 10 porque el coeficiente de y en F> era 10) se obtiene un nuevo coeficiente de 1. Y su-
mando o restando a una fila un multiplo de otra (como cuando restamos 2F] de F, porque el
coeficiente de x en F, era 2) se puede obtener un nuevo coeficiente de O (equivalentemente,
eliminar una incégnita).

La tercera operacion no se usa mucho, pero a veces saca de apuros y evidentemente es
valida: se trata de intercambiar filas en la matriz (cambiar el orden de las ecuaciones no
afecta la solucion del sistema). En resumen, las tres operaciones vélidas son las siguientes.

Operaciones validas entre filas de la matriz aumentada

Para reducir la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales, son validas las
tres operaciones siguientes entre filas de la matriz aumentada.

1. Multiplicar o dividir una fila por un escalar distinto de cero.
2. Sumar o restar un multiplo de una fila a otra fila.

3. Intercambiar dos filas.

Método de Gauss-Jordan

En un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnita{], la matriz de coeficientes del
sistema se reduce a la identidad en n etapas, en las que cada etapa j-ésima (para j =
1,2,...,n) consiste en los dos siguientes pasos:

a. Convertir el elemento de la posicién j, j en 1.

b. Convertir el resto de la columna j en ceros.

Normalmente se realiza la primera operacion (multiplicar o dividir por un escalar) para
el primer paso. Si F; (la fila j-€sima) se divide entre el elemento en j, j entonces el nuevo
elemento en esa posicion serd un 1. En el ejemplo anterior, cuando la segunda columna

"Luego veremos qué hacer si el niimero de ecuaciones es distinto al de incégnitas. Por ahora concentrémo-
nos en el caso bdsico.
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(j=2)era < 10) , dividimos F, por 10 porque ese era el valor en la posicion 2,2; con eso la

1
Y para el segundo paso normalmente se realiza la segunda operacion. Si a Fj, (para k # j)
se le resta F; multiplicada por el elemento en k, j, entonces el nuevo valor en esa posicion

columna 2 se convirtié en ( y asi conseguimos el 1 en la posicién 2, 2.

1
Fy (k=1) sumando a Fj la fila F>, multiplicada por 3 (o lo que es lo mismo, restando F,

serd 0. En el ejemplo, cuando la segunda columna (j = 2) era , conseguimos el 0 en

multiplicada por —3). Y con eso la segunda columna se convirtié en , como queriamos.

1
Parece abrumador al principio, pero luego de algunos ejemplos las ideas serdn claras.

5.3.1. Algunos ejemplos

Ejemplo 5: el método de Gauss-Jordan

Vamos a usar el método de Gauss-Jordan para resolver el sistema

2x—4z=135
z—4x—Ty=11
3y+z=-7

Lo primero es escribir la matriz aumentada, para lo cual hay que tener el cuidado
de notar que en la primera ecuacion falta y, en la segunda las incognitas no estan
en orden, y en la tercera falta x. Habiendo notado eso, ficilmente escribimos la
matriz
2 0 -4 5
-4 -7 1 11
o 3 1 -7

Como n = 3 (tres ecuaciones y tres incdgnitas), el proceso consistird en tres
etapas, una para cada columna.

1
Etapa 1. Convertir la primera columna en | O
0

Los dos pasos en esta etapa son (a) obtener el uno en la posicién 1,1 y
(b) obtener los ceros en el resto de la columna.

Paso a: convertir el valor 2 de la posicién 1,1 en un 1. Como dijimos,
lo usual para el paso 1 es usar la primera operacion, multiplicar o dividir
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la fila por un escalar. Como tenemos un 2 y queremos convertirlo en 1, lo
natural es dividir su fila por 2:

F=2— (1 0 -2 5/2
—4 -7 1 11
0 3 1 -7

Paso b: convertir el resto de la primera columna en ceros. Para esto
se usa la segunda operacion, sumar o restar a una fila un multiplo de otra.
F3 ya tiene un cero en la columna 1; lo que falta es convertir el valor —4
de F; en un 0. Bastard con sumar 4, pero no la constante 4 sino el producto
de 4 por F; (se puede sumar a una fila un multiplo de otra, no un escalar
solo):

1 0 -2 5/2
B+4F — |0 =7 =7 21
o 3 1 -7

Lista la primera columna, terminamos con la etapa 1.

0
Etapa 2. Convertir la segunda columnaen | 1
0
Paso a: convertir el —7 de la posicién 2,2 en un 1. Para eso se divide
F, entre —7:

1 0 =2 5/2

BE+(-7)— (01 1 -3

03 1 -7

Paso b: convertir el resto de la segunda columna en ceros. Ya hay un 0
en 1,2; falta convertir en cero el valor 3 en 3,2. Para convertir un 3 en 0 se
le debe restar 3; mds formalmente, a F3 se le resta 3 por F>:

10 -2 5/2
01 1 =3
F3—3F2—> o0 -2 2

0
Etapa 3. Convertir la tercera columnaen | O
1

Paso a: convertir el —2 de 3,3 en un 1, dividiendo F3 entre —2:

10 -2 5/2
01 1 -3
Fio(-2)— \0 0 1 —1
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Paso b: convertir el resto de la tercera columna en ceros. Para cancelar
el —2 de la posicion 1,3 debe sumarsele 2; esto es, a F; debe sumarsele
2F3. Y para cancelar el 1 de 2,3, a F, debe restarsele F3:

Fi+2F— (1 0 0 1/2
Bh—F— 010 -2
001 —1
Y con eso terminamos. La matriz de coeficientes ya es la identidad, y de inme-
diato podemos leer la solucion: x=1/2,y=—-2yz=—1.
Repaso dx—47=>5
Resuelva el sistema ¢ z—4x—7y =4 Respuesta: x = —3/2,y=0,z=—2
3y+z=-2.

En el paso b de la etapa 3, para conseguir el 0 en 1,3, parece que también podria ha-
cerse F1 4+ 2F;,. Pero esa operacion echaria a perder la segunda columna, especificamente la
posicion 1,2.

En general, para conseguir los ceros en la columna j, lo que se debe sumar a las filas
correspondientes es multiplos de la fila j, donde se acaba de poner el 1.

Un asunto sobre la notacién

Aqui escribimos F; + cFy para denotar la operacion de sumarle a la fila F; el producto cFy,
entendiendo que el resultado sera la nueva F;. Una forma mas explicita seria F; + cFp — F;,
pero en el ejemplo anterior y en los siguientes indicamos la operacion a la altura de la fila
donde queda el resultado (con la flecha sefialando al resultado).

Una notacién alterna que se usa en otros documentos es cFj + F;, que representa lo mismo:
sumar cF; a F; y dejar el resultado en F; (la barra indica donde queda el resultado). Aqui
evitamos esa notacion porque la barra podria confundirse con el conjugado complejo.

En todo el proceso del ejemplo anterior bastd con las dos primeras operaciones validas:
multiplicar o dividir una fila para conseguir los unos, y sumar o restar un multiplo de otra fila
para conseguir los ceros. ;Y entonces para qué sirve la tercera operacion, intercambiar filas?

Esa tercera operacion estd disponible como “de repuesto”, para emergencias en las que
no se puede dividir la fila j entre el elemento en j, j porque este es cero. Técnicamente, ese
es el unico caso en que la tercera operacion es necesaria. Pero a veces resulta practica para
evitar fracciones u otras complicaciones, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6: el método de Gauss-Jordan

| b+1=0

Resolver el sistema < 3b+2c—2=0
3a+2c+9=0.



100

Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones lineales

Note que las ecuaciones no estan escritas en la forma necesaria para pasar a la
matriz aumentada: el +1 en la primera ecuacién, el —2 en la segunda y el +9
en la tercera no deberian estar a la izquierda de los respectivos signos de igual.
Primero escribimos el sistema en la forma estdndar:

b=-1
3b+2c=2
3a+2c=-9

y ahora escribimos la matriz aumentada,

-1
2
-9

w o O

1
3
0

[\S 2N \S I en}

Etapa 1. Para convertir en 1 el O que estd en 1,1 empezamos con problemas,
porque habria que dividir F] + 0. En casos como este se hace necesaria la
tercera operacion: otra forma de poner un 1 en 1,1 es empezar por inter-
cambiar las filas 1 y 3:

302 -9
03 2 2
010 -1

< F

(también podria haber sido F + %F3 — F1, pero es mas sencillo intercam-
biar filas, ademas de que asi habra ya un O en 3, 3), y luego dividir Fj = 3:

F+3— (1 0 2/3 =3
03 2 2
01 0 -1

Los ceros en el resto de la columna 1 salen gratis.

Etapa 2. Para convertir en 1 el 3 que estd en 2,2, lo més ortodoxo seria divi-
dir F, = 3. Funciona, pero obtendriamos atin més fracciones. Es més facil
intercambiar F, y F3:

1 0
DR 01
0 3

Y para convertir el resto de la columna 2 en ceros solo falta cancelar el 3

de 3,2:
1 0 2/3 -3
01 0 -1
F3—3F, — 00 2 5
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Etapa 3. Primero convertir la posicion 3,3 en 1,

1 0 2/3 -3
01 0 -1
F=2—5\0 0 1 5/2

y después convertir 1,3 en O:

F]—%F3—> 1 0 0 —14/3
010 -1
001 5/2
Por lo tanto la soluciénes a = —14/3,b=—1y c=5/2.

En la segunda etapa se pudo haber dividido F;, = 3, pero esta operacion habria introducido
varias fracciones en la matriz. Ya usted habra notado que en las operaciones con filas es facil
cometer errores aritméticos con solo un pequefio descuido. Por eso, mientras se pueda, es
preferible evitar las fracciones. Esto es especialmente recomendable cuando se trabaja con
nimeros no reales, como veremos en el ejemplos que sigue.

Ejemplo 7: un sistema de ecuaciones con nimeros no reales

En el ejemplo (9] del capitulo 1 (pagina 11) planteamos el sistema
3z—iw=1-9i
(2—1)z+w=5+3i
3z—iw=1-9i

con incognitas z,w € @, y lo convertimos en i ]
g ’ Y {(2+1)z+w:5—31.

La matriz aumentada de este dltimo es 3 ! 1= 9% , de modo que el
‘ . 241 1 5-3i
método GJ procede asi:

1 —i/3 1/3-3i
24+i 1 5-3i

1 —i/3 U3—ﬁ)

B=[2+2)/3] >\0 1 3+i

(

F2(2+i)F1H((1) (2J_ri2/i3)/3 (zll/ff;)?g)
( .
(01 52)
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Resulta entonces, como ya vimos en la pagina[l1 que z = —2iy w = 3 +1.

Repaso
) 3z+(i—1)w=5-2i )
Resuelva el sistema . . Respuesta: z=2—1i,w=1
iz—w=2i.

Ejemplo 8: otra opcion para el sistema del ejemplo anterior

El sistema del ejemplo anterior puede resolverse también escribiendo z = a + bi
y w = c—+di, donde a,b,c,d € R. La primera ecuacion entonces dice
3(a+bi)—i(c+di)=1-09i
3a+3bi—ci—di*=1-9i
(Ba+d)+(B3b—c)i=1-9i

Y la segunda ecuacion,

(2—i)(a—bi)+c—di=5+3i
2a—2bi—ai+bi’+c—di=5+3i
(2a—b+c)—(a+2b+d)i=5+3i

Igualando las partes reales por un lado y las partes imaginarias por otro, para
cada ecuacion por separado, tenemos las cuatro ecuaciones

3a+d=1

3b—c=-9
2a—b+c=5
a+2b+d=-3

La matriz aumentada de ese sistema es

30 0 1 1
0O 3 -1 0 -9
2 -1 1 0 5
1 2 1 -3

Después de las operaciones F| <> Fy, F3 —2F y F; — 3F; llegamos a

1 2 0 1 -3
0O 3 -1 0 -9
0O -5 1 -2 11
0 -6 0 -2 10
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Para la segunda columna hacemos F; =3, F| —2F,, F3+5F, y F4 + 6F,, y obte-

nemos
10 2/3 1 3
01 —-1/3 0 -3
00 —2/3 —2 —4
00 -2 -2 -8

En este momento podemos dividir F3 <+ (—2/3), o aprovechando que todos los
elementos en F4 son pares, podemos también intercambiar las filas 3 y 4 para
luego hacer F3 = (—2), F| — %F3, b+ %F3 y Fa+ %F3, y llegar a

100 1/3 1/3
010 1/3 -5/3
001 1 4
000 —4/3 —4/3

Por tltimo, las operaciones Fj X (—%), F|— %F4, B — %F4 y F3 — F4 llevan al
sistema resuelto:

1000 O
0100 -2
0010 3
00O0T1 1
En conclusién, a =0, b = -2, c =3 y d = 1, por lo que las soluciones del
sistema original sonz=a+bi=-2iyw=c+di=3+1.
Repaso
’7 ] 3z+(1i—1)w=5-2i . ) _
Resuelva el sistema escribiendo z=a-+biyw = c+di.

iz—w=2i
Respuesta: z=2—-1,w =1

5.3.2. Casos especiales

Ya tenemos claro como funciona el método de GJ para resolver un sistema de n ecua-
ciones con n incognitas, en caso de que exista una unica solucion. Pero algunos sistemas
tienen infinitas soluciones, otros no tienen ninguna, y también algunos sistemas tienen dis-
tintos nimeros de ecuaciones y de incégnitas. En estos casos el método de GJ puede usarse
solamente hasta cierto punto, como veremos en los ejemplos que siguen.

Establezcamos primero lo que significa que un sistema de ecuaciones sea consistente,
inconsistente o determinado.
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Definicién (sistema consistente, inconsistente o determinado)

Un sistema de ecuaciones se llama:
m consistente si tiene al menos una solucidn,
= jnconsistente si no tiene ninguna solucion, o

m determinado si tiene una solucion dnica.

Note que los tres tipos de sistema recién definidos no son excluyentes. Consistente e
inconsistente si son opuestos, pero cualquier sistema determinado es también consistente.

Todos los ejemplos de la seccion anterior eran determinados porque tenian una sola so-
lucion. Ahora veremos algunos ejemplos de los otros tipos de sistemas.

Ejemplo 9: un sistema con infinitas soluciones

x—2y—z=73

Al resolver el sistema empezamos por notar que el nimero de

xX—y+2z=35
incdgnitas es mayor que el nimero de ecuaciones. En esos casos lo mds comtn
(pero no garantizado) es que el sistema tenga infinitas soluciones. El método de

GJ va asi:
1 -2 -1 3
1 -1 2 5
1 -2 -1 3
Ph—-F — 0 1 3 2

F+25—(1 0 5 7
1 3 2

0
Hasta aqui terminamos con las dos primeras columnas. ;Y la tercera? ;No hay
donde poner el 1 para luego conseguir los ceros! GJ llega hasta aqui, y ahora
tenemos que “bajarnos y seguir a pie”.

o . . ) x+5z=17
La ultima matriz que obtuvimos representa el sistema del cual po-

y+3z=2
demos facilmente despejar x en la primera ecuacién y y en la segunda:

x=7-5z
y=2-3z

(solucién general)

Pero no hay una tercera fila de la cual pueda despejarse z. Esto es normal: de
dos ecuaciones podemos esperar despejar a lo sumo dos incognitas. Y la tercera
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incognita, z en este caso, queda indeterminada. Eso no significa que no exista,
sino solamente que no se sabe cudnto es. En realidad z podria ser cualquier
ndmero, y cada valor de z da una solucidn distinta para x y y segin las ecuaciones
de arriba, x =7—-5zyy=2—3z.

Por ejemplo, si z =0 deben ser x =7 y y = 2. En efecto,
x=7, y=2, z=0 (una solucién particular)
es una solucion del sistema original, como puede comprobarse facilmente susti-
tuyendo.
Y si fuera, como otro ejemplo, z = —8, los valores de x y y serian x = 7 —

5(—8) =47y y=2—3(—8) =26. La solucién completa es

x=47, y=26, z=-8 (otra solucién particular).

Los valores que usamos para z son solo dos posibilidades. Pero como vemos,
hay infinitas soluciones, una para cada valor de z (una solucién es un valor para
cada incégnita; por ejemplo, x =47,y =26 y z = —8 es una solucion, no tres).

Este entonces es un sistema consistente (porque tiene solucién) pero no deter-
minado (porque la solucién no es unica). Vea al final de esta seccion, en la pagi-
na|l 10} una forma alterna de expresar la solucion general de un sistema cuando

hay infinitas soluciones.

Antes de continuar, establezcamos algo de nomenclatura.

Definicién (matriz escalonada)

Una matriz es escalonada si cumple estas dos condiciones:
1. Si acaso hay filas iguales a cero, son las ultimas (abajo).

2. En cada fila, el primer elemento distinto de 0 (llamado pivote) estd a la derecha del
pivote de la fila anterior.

Por ejemplo, las siguientes matrices son escalonadas:

38 5 2 38 5 2 38 5 2
02 -2 1], 02 -2 1 y 02 -2 1
00 -5 1 00 0 1 00 0 O
En cambio,
3 8 5 2 00 0 O
0o 2 -2 1 y 02 -2 1
0O -4 3 =2 00 3 =2
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no son escalonadas, la primera porque el pivote de F3 no estd a la derecha del pivote de F,, y
la segunda porque porque hay una fila de ceros antes de otras filas no iguales a cero.

Definicién (matriz escalonada reducida)

Una matriz es escalonada reducida si es escalonada y ademas cumple lo siguiente.
1. En cada fila el pivote es igual a 1.

2. En cada columna con pivote, los demés elementos son iguales a 0.

Por ejemplo,

1 0 5 0
1 =2 0 es escalonada reducida,
00 0 1
pero
1 8 5 2
01 -2 1 es escalonada pero no reducida,
00 0 2

porque el pivote en F3 no es 1 y también porque en las columnas 2 y 4 hay un pivote pero el
resto de la columna no son ceros.

En general, el método de Gauss-Jordan busca reducir la matriz de coeficientes (0 mas bien
la parte de coeficientes dentro de la matriz aumentada) a una matriz escalonada reducida. Si
esa matriz resultante es la matriz identidad, el sistema tiene solucion tnica. En caso contrario,
de esa matriz se puede leer la solucién general, o determinar que no existe solucion.

En el ejemplo anterior, la matriz de coeficientes (la parte de coeficientes dentro de la
matriz escalonada) se redujo, por Gauss-Jordan, a la matriz

1 05
01 3
que es escalonada reducida.
En el ejemplo siguiente la matriz de coeficientes se reducird a

1 30
0 01

Ejemplo 10: un sistema con infinitas soluciones

también escalonada reducida.

a+3b—2c=3 )
Para resolver Gauss-Jordan procede asi:
2a+6b =2,
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1 3 23
26 0 2
1 3 -2 3

mh—-2F — 00 4 —4

La primera columna esta lista, pero no hay forma de completar la segunda etapa:

convertir la columna 2 en ((1)), porque es imposible poner un 1 en la posicién
2,2 sin estropear la primera columna.

Cuando eso sucede, simplemente nos damos por vencidos con la columna im-
posible y pasamos a la siguiente columna de coeﬁciente Aqui, abandonamos
la columna 2 y nos dedicamos a convertir la columna 3 en ((1))

La segunda etapa consistira, entonces, en ponerun 1 en2,3yunOen 1,3:

1 3 -2 3
FR+-4—-\0 0 1 -1
3

F+2h— (1 0 1
0 01 —1

y con eso logramos llegar a las dos columnas de la identidad, aunque no conse-

cutivas.
) a+3b=1 ) ) )
Ahora el sistema es ) y de él despejamos noay b sinoay c:
c=—
a=1-3b
c=—1

Esa es la solucion general. Algunas soluciones particulares son (asignando un
valor cualquiera a b, calculando a = 1 — 3b, y manteniendo siempre ¢ = —1)

] a:l, bIO, C:—l
ma=-2,b=1, c=-1
m g=1+43i, b=—-1, c=—1.

Este sistema, como el del ejemplo anterior, es consistente pero no determinado.

|

2Si la columna j no se puede convertir y pasamos a la siguiente, entonces la columna j -+ 1 debe convertirse
en lo que la columna j habria sido.
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Repaso
a+3b—2c= -1

2a+6b = 6.
Respuesta: a = —3b+3,c =2

Encuentre la solucién general de

En los dos ejemplos anteriores el método de GJ no pudo completarse hasta conseguir una
unica solucién porque no habia suficientes filas en la matriz. Eso significard, en general, que
no se podrdn convertir (en uno y ceros) todas las columnas de la matriz de coeficientes. Las
que si puedan convertirse corresponden a las incégnitas que se podran despejar (la primera y
la segunda en el ejemplo [J; la primera y la tercera en el ejemplo[10), y las que no se puedan
convertir corresponden a incognitas “libres”, cuyo valor es indeterminado.

Otra razon por la que GJ podria no llegar a buen término es que, independientemente de
que haya suficientes ecuaciones o no, sea imposible conseguir el 1 en el lugar apropiado al
inicio de una etapa. Esto puede tener distintos significados, como veremos.

Ejemplo 11: un sistema sin solucion

12y —3x=1
x—4y=>5.

Resolver

-3 12 1
1 -4 5
e FR 1 —4 5
-3 12 1

1 -4 5
K4+3FF—=\0 0 16

Ahora es imposible poner el 1 en la posicion 2,2, y tampoco hay mas columnas
para seguir hacia la derecha (la ultima columna no cuenta porque no es parte de
la matriz de coeficientes). Hasta aqui llega GJ, asi que “seguimos a pie”.

La dltima matriz representa el sistema

x—4y=>5
0=16

pero note la segunda ecuacion, 0 = 16. Esta es una igualdad falsa, independien-
temente de las incognitas. No es posible encontrar valores de x y y que hagan
ciertas todas las ecuaciones en el sistema (siempre fallara la segunda). La con-
clusién es que el sistema no tiene solucién o, en otras palabras, que el sistema

€s inconsistente.
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Repaso
’7 ) 6p—9qg =1 . ..
Resuelva el sistema Respuesta: no tiene solucion
15¢—10p =5.

Ejemplo 12: un sistema con infinitas soluciones

12y—3x=—15

Resolver
x—4y=5.

-3 12 -15

1 —4 5
Fi+ F 1 —4 5

-3 12 -15

1 -4 5
F,+3F — 0 0 O

x—4y=>5
El sistema ahora es g 0 y la dltima ecuacién no causa ningtn proble-

ma: 0 = 0 siempre, independientemente de los valores de x y y. Eso significa
que esta ecuacion no aporta ninguna informacion sobre las incégnitas, y po-
demos descartarla y quedarnos con el resto del sistema (una ecuacién con dos
incognitas): x —4y = 5. Como hemos visto, de aqui puede despejarse x = 5+ 4y,
y y es una incégnita “libre”. Hay entonces infinitas soluciones, una para cada
valor de y. La solucién general es

x=5+4y

Algunas soluciones particulares son

= x=35, y=0
m x=1, y=-1
m x=1+4+8i, y=2i—1

_

Repaso

M , 6p—9g =3
Resuelva el sistema Respuesta: p = (3g—1)/2
15— 10p = 5.
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En los sistemas con infinitas soluciones también es comun usar otra notacién para las
soluciones, asignando a cada incognita libre (es decir, que no estd determinada en la solucién)
el valor de una nueva variable. Para eso se acostumbra usar las letras ¢, s, etc, representando
cualquier nimero real o complejo. En el ejemplo [9]la incégnita z quedd sin determinar, asi
que se le puede asignar el valor de otra variable ¢ y la solucion puede escribirse como

x=T7-—5t
y=2-3t conted.
z=1

En el ejemplo(10|la solucién puede denotarse

a=1-3t
b=t cont €(.
c=—1
Y en el ejemplo |12}
x=5+4t
cont €(.
y=t

Esta notacion se usard en la pagina al encontrar ecuaciones parametricas de rectas
en el espacio, y también en la pagina[294] al expresar vectores propios como multiplos de un
vector.

Ejercicios

16. Use el método de Gauss-Jordan para resolver los sistemas planteados en los ejerci-
cios[I}7 (pdgina 91).

17. Use el método de Gauss-Jordan para resolver los sistemas planteados en los ejercicios
25}-28 del capitulo 1 (pagina 12).

18. Use el método de Gauss-Jordan para resolver los sistemas planteados en los ejercicios
B-15 (pagina 91). Si hay infinitas soluciones, dé al menos dos particulares.

19. Sean A = (a b
c d

A - X = 0 tiene solo la solucion nula o trivial (x =y = 0).

> yX = (§> . Demuestre que si ad — bc # 0 entonces el sistema lineal
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5.4. Aplicaciones de los sistemas de
ecuaciones

Muchos problemas aplicados pueden resolverse con sistemas de ecuaciones. Para plan-
tear un sistema de ecuaciones que permita resolver un problema, empiece por definir las
incognitas, incluyendo las unidades de medida si las hay (metros, gramos, horas, etc). Luego
escriba las ecuaciones, una para cada restriccion, requisito u objetivo.

Ejemplo 13: una aplicacion de sistemas de ecuaciones

Regresemos a la fabrica de ropa del capitulo 4, ejemplos 3|y [/. Recordemos los
siguientes requerimientos de materiales (tela, broches y cremalleras) necesarios
para fabricar maletines y pantalones.

Tela Broches Cremalleras
(m)  (unid) (unid)
1.5 8 3

2 2 1

Maletin
Pantalon

Ahora supongamos que tienen un sobrante de 150 broches y 70 cremalleras que
desean gastar. ;Cudntos maletines y cuantos pantalones pueden hacer con ellos,
y cuantos metros de tela necesitaran?

Las inc6gnitas son el nimero de maletines y el nimero de pantalones; las deno-
taremos m y p respectivamente, en unidades.

El objetivo es consumir los 150 broches y las 70 cremalleras. Habra entonces
una ecuacion para los broches, que diga que el total de broches necesarios para
m maletines y p pantalones sea igual a 150. Y habr4 otra ecuacion que diga que
el total de cremalleras necesarias sea igual a 70.

Recordando la matriz de materiales,

tela brch crem
mlt (1.5 8 3
pnt ( 2 2 1 )
vemos que el nimero de broches necesarios para m maletines y p pantalones
es 8m+2p, y que el nimero de cremalleras necesarias es 3m + p. Para gastar
las existencias, el primer nimero debe ser 150 y el segundo 70; ese es nuestro

sistema de ecuaciones:
8m+2p =150

3m+p=70
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La matriz aumentada es y la solucién procede asi:

o)

+8— (1 1{4 7%4)
(o
g

(8 2 150

W

F—-3F —

1/4 75/4
1/4 55 /4)

1 1/4 75/4)

Fx4—\0 1 55

F1—1F2—> 0 5
O 1 55

La solucién es entonces m = 5 maletines y p = 55 pantalones. La cantidad de
tela necesaria serd 1.5m+2p = 1.5(5) +2(55) = 117.5 metros.

Repaso

(Cuantos maletines y cudntos pantalones se pueden hacer con 100 broches y 40
cremalleras? Respuesta: diez de cada uno

Ejemplo 14: encontrar la ecuacién de una parabola

Encontrar la ecuacién de una pardbola, g(¢) = at> + bt + ¢ que pasa por los pun-
tos (_177)’ (17 1) y (274)
Las incégnitas son los coeficientes de g, las constantes a, b y c.

Los requisitos son tres, uno por cada punto dado: para que la pardbola pase por
(—1,7) se debe cumplir g(—1) = 7. Para (1,1) debe ser g(1) =1, y para (2,4),
8(2) =4.
Con eso obtenemos el sistema de ecuaciones
a—b+c=17 (porque g(—1) =17)
a+b+c=1 (porque g(1) =1)
4da+2b+c=4 (porque g(2) = 4)

cuya solucionesa=2,b=—-3yc=2.
La ecuacién de la pardbola es entonces g(t) = 2> — 3t + 2.
Repaso

Encuentre los valores de a, b y c en h(t) = at® + bt + ¢, sabiendo que h(—1) =
—4,h(1)=2yh(2)=2. Respuesta: a=—1,b=3,c=0.
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5.4.1. Problemas sobre mezclas

En los problemas acerca de mezclas hay usualmente varias sustancias, cada una con cierta
concentracion de uno o algunos ingredientes. Las sustancias se mezclan para obtener un total
de mezcla con alguna concentraciéon dada del ingrediente.

Es comun que una de las ecuaciones se refiera a la cantidad total de mezcla y que las
otras ecuaciones describan la cantidad total de los ingredientes.

Una variacion de esto son los problemas sobre intereses financieros, donde cada “sustan-
cia” es una inversion de dinero y el “ingrediente” es el interés que la inversion gana.

Ejemplo 15: un problema de mezclas

’Ferto medicamento viene en dos presentaciones liquidas. En la marca B el in-
grediente activo tiene una concentracion de 2 %, y en la marca T la concentracion
es de 5%. Se desea mezclar las dos presentaciones para obtener 25 ml del me-
dicamento con una concentracion de 3 %. ;Cuantos mililitros de cada marca se
deben mezclar?

Por la pregunta deducimos cuéles son las incognitas: sean b y t los nimeros de
mililitros de las marcas B y T respectivamente.

La primera ecuacion es sencilla y se refiere a la cantidad total de medicamento:
para obtener 25 ml se necesita que b+t = 25.

Para la segunda ecuacion consideremos la cantidad total del ingrediente activo.
En los b mililitros de la marca B hay un 2% del ingrediente: 2% de b, y en los
t de la marca T hay un 5% del ingrediente: 5% de t. Esas cantidades sumadas
deben dar en total un 3 % de 25:

0.02b+0.05¢ = 0.03(25)

El sistema de ecuaciones es entonces

b+1 =125
0.02b 4 0.057 = 0.03(25)

y la soluciénes b = 16.6 y t = 8.3.
Por lo tanto se necesita mezclar 16.6 ml de B con 8.3 ml de T.

Repaso

En el ejemplo anterior, ;cuantos mililitros de cada marca hay que mezclar para
obtener 12 ml de medicamento con una concentracién de 4 %?

Respuesta: 4mlde By 8mlde T
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5.4.2. Problemas acerca de velocidades

Para resolver problemas que combinan distintos viajes a distintas velocidades, recorde-
mos que en movimiento uniforme, la velocidad promedio es

. distancia
velocidad = —
tiempo
de donde se despeja
distancia = velocidad x tiempo.

Esta dltima forma es a veces mds conveniente porque no involucra divisiones.
Ejemplo 16: un problema de velocidades

mavi(’)n puede volar a 400 km/h si no hay viento. En cierto viaje de ida, con
viento de frente, el avidn tardé 54 minutos. De regreso, con viento a la misma
velocidad pero en la cola, el vuelo tardé 49 minutos. ;Cual es la velocidad del
viento, y cudl fue la distancia de cada viaje?

Las incognitas estian indicadas por la pregunta: sean v la velocidad del viento
en km/h y d la distancia de cada viaje, en kildmetros.

Las ecuaciones vienen una de cada viaje. En el viaje de ida la velocidad neta del
avion es (400 —v) km/h (porque el viento le resta velocidad al avién), y el tiempo
en horas es 54/60. La férmula de distancia da entonces la primera ecuacion,

54

d=(400—-v) - —

( ") %

En el viaje de regreso, con el viento a favor, la velocidad es (400 +v) km/h y el

tiempo es 49/60 horas, asi que

49
d=(400+v)- o

Podemos organizar las dos ecuaciones de esta forma (empezando por multiplicar
cada una por 60):

60d = 54(400 —v) 60d + 54v = 21600

60d = 49(400 +v) 60d — 49v = 19600

La solucion es d = 342.524 y v = 19.4175. La velocidad del viento es entonces
19.4175 km/h, y la distancia de cada viaje es 342.524 km. J
Repaso
’El mismo avion del ejemplo anterior hace un viaje de ida con viento a favor
en dos horas y de regreso con viento en contra en dos horas y media, ;cudl es la
velocidad del viento y cudl es la distancia de cada viaje?

Respuesta: 44.4 km/h, 888.8 km
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5.4.3. Problemas acerca de trabajo compartido

Los problemas de trabajo compartido son problemas en los que hay varios agentes que
pueden compartir un trabajo y generalmente trabajan con distinta rapidez. Estos problemas
se parecen mucho a los de velocidades. De hecho, son acerca de la velocidad a la que cada
agente trabaja. En el ejemplo siguiente, si un pintor tarda x horas en pintar un techo, entonces
su velocidad es de 1/x, en unidades de “techos por hora”.

Ejemplo 17: un problema de trabajo compartido

Un pintor tiene dos ayudantes. Los dos ayudantes son igual de eficientes, pero
el pintor trabaja méas rapido que cualquiera de ellos.

El pintor y uno de sus ayudantes pueden pintar un techo en cuatro horas. Si
trabajan el pintor y los dos ayudantes, pueden completar el trabajo en tres horas.
(Cuanto tardaria en pintar el techo el pintor solo, y cuanto tardaria cada uno de
los ayudantes solo?

Como de costumbre, la pregunta implica las incégnitas. Sea x el nimero de horas
que tardaria el pintor solo, y sea y el nimero de horas que tardaria uno cualquiera
de los ayudantes.

Note que en una hora el pintor pinta una fraccion 1/x del techo, y cada ayudante
pinta 1/y del techo.

Cuando trabajan el pintor y uno de sus ayudantes, suceden dos cosas. En primer
lugar, juntos pintan 1/x+ 1/y del techo en una hora. Y en segundo, como tardan
cuatro horas para pintar todo el techo, en una hora pintan 1/4 del techo. Eso
significa que la cantidad de trabajo que hacen en una hora, como fraccién del

trabajo total, es
1

1 LI 1

x y 4

Por otro lado, cuando trabajan los tres juntos logran pintar 1/x+ 1/y+ 1/y del
techo, lo cual equivale a 1/3 porque tardaran tres horas en completar el trabajo.
Entonces

Este sistema no es lineal, pero si cambiamos las incgnitasax; = 1/xyy; =1/y,
las velocidades de trabajo, entonces tendremos

x1+y=1/4
x1+2y = 1/3

que si es lineal, y tiene por solucién x; = 1/6y y; = 1/12.
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De aqui obtenemos que x = 6 y y = 12. Es decir, el pintor tardaria seis horas
trabajando solo, y cada uno de sus ayudantes tardaria doce horas trabajando

solo. J

Repaso

@ pintor tiene tres ayudantes que trabajan a la misma velocidad entre los tres,
pero no mds rdpido que el pintor. El pintor con dos ayudantes tarda cuatro horas
en pintar un techo, y los tres ayudantes juntos, pero sin el pintor, tardan cinco
horas. ;Cudnto tarda el pintor solo, y cudnto tarda cada ayudante?

Respuesta: 8.57 horas, 15 horas

Ejercicios

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Un teléfono piiblico recibe monedas de ¢50 y ¢ 100. Si contiene 43 monedas que valen
¢2850 en total, ; cuantas monedas de cada valor hay en el teléfono?

Un grupo de siete personas paga un total de (¢16200 para entrar en un parque. Un
tiquete de adulto cuesta (}3000, y uno de nifio cuesta (¢ 1800. ; Cuéntos adultos y cuantos
nifios hay en el grupo?

En una granja hay dieciocho animales, entre gallinas y cerdos. En total hay 46 patas.
(Cuantas gallinas y cudntos cerdos hay en la granja?

Una fabrica de muebles produce sillas y mesas. Construir una silla toma dos horas y
cuesta (20 000, mientras que cada mesa se construye en cinco horas y cuesta (¢48 000.
La fabrica dispone de 345 horas de trabajo y puede pagar (¢3 344000 por semana.
(Cuantas sillas y cudntas mesas pueden producir semanalmente?

El administrador de un parque hizo dos pedidos a un vivero. El primero fue por doce
arbustos y cinco drboles, por un total de (¢269 000. El segundo fue por siete arbustos y
seis arboles, y costé ($234 000. ; Cudnto cuestan cada arbusto y cada 4rbol?

Un administrador se dispone a realizar un estudio de mercadeo. Planea hacer una en-
cuesta con 600 llamadas telefonicas y 400 visitas a domicilio. La compafia encuestado-
ra A tiene personal para llevar a cabo 30 llamadas y 10 visitas por hora. La compafiia B
puede encargarse de 20 llamadas y 20 visitas por hora. ;Cudntas horas debe contratarse
a cada compaiiia para producir exactamente el nimero de llamadas y visitas planeadas?

La litografia EPC tiene dos tipos de imprentas: las imprentas modelo A pueden imprimir

70 libros por dia, y las modelo B pueden imprimir 55 libros por dia. Si la litografia
tiene catorce imprentas y puede imprimir 905 libros por dia, ;cudntas imprentas de cada
modelo tiene?
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Una fabrica de automoviles produce los modelos P y S. El modelo P requiere una hora
de pintura y treinta minutos de pulido. El modelo S, una hora de pintura y una de pulido.
Si se dispone de cien horas de pintura y ochenta horas de pulido por semana, ;cuintos
automoviles de cada modelo se pueden producir cada semana?

Un comerciante desea mezclar nueces, que cuestan ¢4800 el kilo, con pasas, que cues-
tan (011200 el kilo. Desea obtener 25 kilos de una mezcla con un costo de (6464
por kilo. ;Cudntos kilos de nueces y cuantos kilos de pasas debe mezclar?

Un millonario invirtié $ 60 000 en dos fondos que pagan tasas de interés anual simple de
9% y 10.5 %, respectivamente. Si cada afio recibe $ 5745 en intereses, ;jcudnto invirtié
en cada fondo?

Un grupo de animales en un experimento se somete a una dieta estricta. Entre otras
cosas, cada animal debe recibir 20 gramos de proteina y 6 gramos de grasa. El admi-
nistrador del laboratorio puede conseguir dos tipos de alimento con las siguientes com-
posiciones: el tipo A tiene 10 % proteina y 6 % grasa, y el tipo B tiene 20 % proteina y
2% grasa. ;Cuantos gramos de cada tipo de alimento deben usarse para obtener la dieta
correcta de un animal?

Una tienda se dedica a preparar mezclas de café para turistas. El duefio prepara bolsas
de medio kilo usando café de Colombia, Costa Rica y Java. El costo por kilo de estos
cafés es 04800, 3600 y (?3000, respectivamente. Cada paquete tiene un costo total de
(¢ 1884. Si se incluyen 100 gramos de café de Java en cada bolsa, ;cudntos gramos de
café de Colombia y cudntos de Costa Rica se necesitan para completar el paquete?

Se dispone de dos soluciones de alcohol, una al 20% y la otra al 50 %. Se desea mez-
clarlas para obtener nueve litros de una solucién de alcohol al 30 %. ;Cudantos litros de
cada solucion se deben mezclar?

Los puntos A y B se encuentran a 500 km de distancia entre ellos. Un avién vuela de A
a B, con viento a favor, en 1.6 horas. El regreso de B a A, con viento en contra, le toma
1.8 horas. ;Cual seria la velocidad del avion sin viento, y cudl es la velocidad del viento?

Un bote naveg6 desde un punto P hasta otro punto Q, rio abajo, y de regreso. El tiempo
total de viaje fue de 4 horas. La velocidad del bote en aguas tranquilas es de 25 km/h, y
la velocidad de la corriente rio abajo es 4 km/h. ;Cudl es la distancia de P a Q?

Una fébrica de productos lacteos produce helado regular y helado especial en dos plan-
tas. La planta en Alajuela produce dos barriles de helado regular y un barril de helado
especial por cada hora de operacion. La planta en Heredia produce tres barriles de regu-
lar y dos barriles de especial por hora de operacién. Cuesta (f 120 000 por hora operar la
planta en Alajuela, y (0215 000 por hora operar la planta en Heredia.

La compaiiia necesita producir 46 barriles de regular y 27 barriles de especial por dia, y
dispone de un méximo de (420000 diarios para la operacién de sus plantas. ;Cudntas
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36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.
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horas al dia debe operar cada planta para satisfacer los requisitos de produccién sin
exceder el presupuesto disponible?

La suma de tres nimeros es 15. El mayor es igual a cuatro veces el menor, y el del
medio es igual al promedio de los otros dos. ;Cuales son los nimeros?

Encuentre la ecuacion de la pardbola que pasa por los puntos (—1,-5), (2,1) y (3,—9).

Encuentre la ecuacién de la parabola y = ax? + bx + ¢ que pasa por (—2,-9) y (2,7),y
que alcanza su vértice en x = 1.

Un inversionista tiene un total de (¢ 16 000 000 invertidos en tres cuentas que pagan 5 %,

7% y 8% de interés anual respectivamente. El monto invertido al 8 % es el triple del
monto al 5%. El total de interés que recibe en un afio es 1 150 000. ;Cuanto dinero
tiene en cada cuenta?

Parte de la lista de ingredientes requeridos para tres recetas de postre se da en la tabla
siguiente.

Azicar  Huevos Leche Numero de
(tazas) (unidades) (litros) porciones

Pastel de manzana 3 2 1 6
Queque de banano 2 5 2 8
Rosquete borracho 2 4 2 10

Hay quince tazas de azicar, dos docenas de huevos y once litros de leche disponibles.
Suponiendo que no hay problema para conseguir los demds ingredientes (manzanas,
bananos, ron, etc.), ;cudntas porciones de cada tipo de postre pueden hacerse para usar
todo el azucar, todos los huevos y toda la leche?

Un proveedor de productos para el campo tiene tres tipos de fertilizantes, A, B 'y C,
que tienen contenidos de nitrogeno de 30%, 20% y 15 %, respectivamente. Se planea
mezclarlos para obtener 300 kg de fertilizante con un contenido de nitrégeno de 25 %.
La mezcla debe contener 50 kg mas del tipo C que del tipo B. ;Cuantos kilos de cada
tipo deben usarse?

Si Carlos, Gabriela y Martin hacen juntos un trabajo, lo terminarén en 85 minutos. Si lo
hacen Carlos y Gabriela solos, les tomard 120 minutos. Y si lo hacen Gabriela y Martin
solos, les tomara 140 minutos. ;Cuénto tardaria cada uno de ellos, trabajando solo, en
hacer todo el trabajo?

Pueden usarse tres tuberias para llenar una piscina. La tuberia A tarda ocho horas en
llenar la piscina. Las tuberias A y C, trabajando simultineamente, la llenan en seis horas.
Si se usan B y C juntas, el tiempo de llenado es diez horas. ;Cudnto tiempo tardard en
llenarse la piscina si se usan las tres tuberias?
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Una poblacién de 35000 aves vive en tres islas. Cada afio, 10% de la poblacién de la
isla Geranio vuela a la isla Gladiola; 20 % de la poblacién de Gladiola vuela a la isla
Girasol, y 5% de la poblacion de Girasol vuela a Geranio. A pesar de esas migraciones,
la poblacion de cada isla es estable de un afio a otro. ;Cudntas aves viven en cada isla?

En un tridngulo, el angulo mayor mide el doble de la suma de los otros dos. ;Cuanto
mide el dngulo mayor? ;Cuédnto miden los otros dos?

Una persona debe consumir diariamente 24 unidades de vitamina B y 18 de vitamina C.

Las pastillas marca X cuestan (}600 y contienen 8 unidades de vitamina B y 6 de C.
Las pastillas Y cuestan (400 y contienen 4 unidades de B y 3 de C. ;Cuéntas pastillas
de cada marca pueden comprarse con ({2000 al dia, que satisfagan los requisitos de
vitaminas?

Una persona debe consumir diariamente 24 unidades de vitamina B y 18 de vitamina C.

Las pastillas marca X cuestan (}600 y contienen 8 unidades de vitamina B y 5 de C.
Las pastillas Y cuestan (400 y contienen 4 unidades de B y 3 de C. ;Cuéntas pastillas
de cada marca pueden comprarse con ({2000 al dia, que satisfagan los requisitos de
vitaminas?

Los puntos A y B se encuentran a 300 km de distancia. Un helicéptero tiene una veloci-
dad de 200 km/h cuando no hay viento. Un dia en que el viento soplaba en direccion de
B a A, el helicoptero hizo el viaje de A a B y de regreso en un total de 3.01 horas. ;Cuél
era la velocidad del viento, y cuanto tardé cada parte del viaje?

.5. Solucién de sistemas con calculadora

Es muy probable que su calculadora pueda resolver sistemas de hasta tres ecuaciones

con tres incognitas. No vamos a cubrir el uso de la calculadora para resolver sistemas de ese
tamafo; mds bien vamos a ver como pueden resolverse sistemas mds grandes con ayuda de
la calculadora.

La idea general consiste en usar el método GJ para reducir el sistema a uno méas pequefo,

que la calculadora si pueda resolver. Los siguientes ejemplos ilustran esta idea.

Ejemplo 18: solucién de un sistema con ayuda de la calculadora

Recuerde el sistema del ejemplo (8| (pagina 102):

3a+d=1
3b—c=-9
2a—b+c=5

a+2b+d= -3
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Después de trabajar la primera columna habiamos obtenido la matriz

1 2 0 1 -3
0o 3 -1 0 -9
0 -5 1 -2 11
0 -6 0 -2 10

En este momento note que las filas 2, 3 y 4 dan el subsistema

3b—c=-9
—5b+c—-2d =11
—6b—2d =10

que, gracias a los ceros en la primera columna, contiene solamente tres incog-
nitas. jUn sistema de solo tres ecuaciones con tres incognitas! Este facilmente
se resuelve en una calculadora, y su soluciénes b = —2,c =3y d = 1. Con esto
ya tenemos tres de las cuatro incognitas.

La que falta, a, la averiguamos de la primera fila de la matriz. Esa primera fila

de la matriz dice que a + 2b +d = —3, de donde podemos despejar
a=-3-2b—d=-3-2(-2)—(1)=0

Con eso el sistema esta completamente resueltoﬂ

Repaso

Resuelvael sistema {3a+d=4,3b—c=1,2a—b+c=—1,a+2b+d=0}.
Respuesta:a=1,b=—1,c=—-4,d=1

Ejemplo 19: solucion de un sistema con ayuda de la calculadora

Para resolver el sistema

th—th —ty+2t5 =2
—5t3+2t5 = —8
2t) —4t3+1t4 —2t5 = —11
- +3t)—t3—t5 =—6
=21 +2t3+1t5 =5

30tra opcién era despejar una de las incégnitas en una ecuacién y sustituirla en las otras ecuaciones. Tam-
bién asi se consigue un nuevo sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, para cedérselo a la calculadora.
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procedemos como en el ejemplo anterior, pero necesitamos reducir dos colum-
nas antes de pasar a la calculadora:

1 -1 0 -1 2 2
o 0 -5 0 2 =8
o 2 -4 1 -2 —-11|—
-1 3 -1 0 -1 -6
-2 0 2 0 1 5

-1 0 -1 2 2
0O -5 0 2 =8
2 -4 1 -2 —-11
2 -1 -1 1 -4
-2 2 0 5 11

S oo o -

En primer lugar, si su calculadora puede resolver un sistema de cuatro ecua-
ciones con cuatro incognitas, note que las filas 2 a 5, columnas 2 a 6, dan el
subsistema
—5t34+2t5 = —8
2t) —4t3+1t4 —2t5 = —11
200 —t3 —t4 +t5 = —4
—2t) +2tr +5t5 =11

que se puede resolver en su calculadora para terminar como en el ejemplo ante-
rior.

O bien, si su calculadora no resuelve sistemas con mds de tres ecuaciones y
tres incognitas, entonces necesitamos reducir una columna mads. Pero antes de
reducir la segunda columna, repasemos el objetivo. Estamos reduciendo un sis-
tema de cinco ecuaciones con cinco incdgnitas a uno de tres ecuaciones con
tres incognitas. Tenemos libertad para escoger las ecuaciones y las incognitas,
lo cual se traduce en libertad para escoger cudles dos columnas reducir. En este
momento se ve mas facil reducir la cuarta columna, alrededor del 1 en la fila 3:

1 1 40 0 -9
hr+FB— [0 0 -5 0 2 =8

0 2 41 -2 —11
Fi+F— |0 4 -5 0 -1 -15

0O -2 2 0 5 11

Todo lo anterior fue equivalente a despejar #; de la primera ecuacion y #4 de la
tercera, y sustituirlos en las ecuaciones restantes. Esas ecuaciones restantes, que
corresponden a las filas 2,4 y 5, son

—5t342t5 = —8
Aty —S5t3 —ts = —15
=2t +2t3+5t5 = 11

Con una calculadora resolvemos este sistema y obtenemos t, = —1, 13 =2y
ts = 1.
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Para terminar, despejamos #; en la primera ecuacion y #4 en la tercera:

h+tb—-43=-9 = H=-9—nH+43=0
200 =434+t —2t5=—11 = t1=—11-26+43+2t5=1

La solucién completa es entonces t; =0, = —1,13 =2,t4 =1y ts = 1.

Ejercicios
Use una calculadora para ayudarse en la resolucion de cada sistema
—a—3b+5c—3d=—14 ( 2p—2q—4r+s+3t =23
49 a+3b+5c—4d =6 —2p+2g—r+5t="17
) 4a—b+3c—5d =31 51. { —2p+5q+2r+s+2t=3
Sa+2b—4c+3d = -1 —4p+2g—5r—s+2t=10
| —2p+5q+4r+s+5t=-2
( —r—4s4+u+3v=-16
—3w—-3x—y—5z=-7 —3r+4s—t—u+v=-3
—2w—2x—4y+z=12 52. —2r+3s—u—5v=22
50.
w+3x—4y =30 —5S5r+s+2t—3u—-5v=16
4w —x+2y+4z=-9 | 4r—2s+51—3ut+v=-5

53. Resuelva los sistemas planteados en los ejercicios 2528 del capitulo 1 (pagina 12), esta
vez convirtiendo cada incognita compleja en dos incognitas reales y ayudandose con una
calculadora.
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En resumen...

—

= [a matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales tiene una fila por ca-
da ecuacion y una columna por cada incognita, y contiene los coeficientes de cada
incdgnita en cada ecuacion.

= La matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales contiene a la matriz de
coeficientes, aumentada con una columna adicional con las constantes al lado derecho
de cada signo de igualdad (entendiendo que las incognitas estdn a la izquierda y las
constantes a la derecha).

= El método de Gauss-Jordan toma una matriz aumentada y convierte la parte de coefi-
cientes en la matriz identidad, avanzando por columnas de izquierda a derecha. Las
operaciones validas son: multiplicar una fila por un nimero distinto de cero, sumar a
una fila un maltiplo de otra fila, e intercambiar dos filas. Al terminar, la solucién se
encontrard en la dltima columna.

= Si el método de Gauss-Jordan no puede llegar a su objetivo, es posible que el sistema
tenga infinitas soluciones o que no tenga ninguna solucion.

= Si un sistema de ecuaciones lineales contiene mds ecuaciones e incognitas que lo que
su calculadora puede resolver, y tiene solucidn unica, entonces es posible adaptar el
método de Gauss-Jordan para reducir el sistema a un tamafio que pueda resolverse en
su calculadora.

]






CAPITULO 6

Inversa de una matriz

6.1. Matrices inversas

Recuerde que la matriz identidad, I,, tiene la propiedad de que I, A=Ay B-I, =B
para cualquier matriz A, , y cualquier B, x,. Esto es andlogo al nimero 1, que cumple
1-x =x-1=x para cualquier x € IR. Por eso se dice que la matriz identidad es el elemento
neutro para el producto de matrices.

Por otra parte, asi como muchos niimeros a € R tienen un reciproco a~' que cumple
a-a ' =1ya ' a=1, también muchas matrices A tienen una inversa A~! que cumple
A-AT =A"1A=1

Definicién (matriz inversa)

Si Ay B son matrices tales que A-B = B-A = I, (para algun n) entonces A y B son inversas
una de la otra, y se escribe B = AloA=B1

Si una matriz tiene inversa, se dice que es invertible.

Ejemplo 1: dos matrices inversas

. 37 5 =7 .
Las matrices ) 5)Y son inversas, porque

D D)6 9
(5 D9

Por lo anterior, escribimos
( 5 —7>1 (3 7)
-2 3 25 J

y también

GO (%)
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Repaso
Determine si las matrices (% 3?5) y (12755 ’(1)'5) son inversas. Respuesta: Si

No todos los niimeros reales tienen un reciproco: el nimero 0 es una excepcion (la tnica).
Pero si hay muchas matrices que no tienen inversa. En primer lugar, solo las matrices cua-
dradas pueden ser invertibles, porque si A es una matriz invertible de tamafio m X n entonces
paraque A-A~' y A=!. A estén definidas y sean iguales entre s, es necesario que m = .

Ademads, si una matriz tiene inversa, esa inversa es Unica; en otras palabras, una matriz no
puede tener dos inversas distintas. Para comprobar eso, supongamos que B y B, son ambas
inversas de A. Se sigue que A- By =B;-A=A-By =B, -A =1, de donde deducimos que

B=B;-1=B,-(A-By)=(B;-A)-B,=1-B, =B,

En resumen, B| = B, asi que dos inversas cualesquiera no son distintas sino siempre la
misma.

Consecuencia de lo anterior es que, si A es invertible y A - B = I, entonces debe ser
B =A""'.Eso es porque

B=I-B=(A1A)B=A"" A-B)=4a"l.1=4"1

Por eso no es necesario comprobar que ambos productos A-B 'y B-A sean iguales a I: con
uno de ellos basta.

Ejercicios

Compruebe que las matrices de cada par son inversas entre si

19
(1) (0 e

[
.

1+11—1 —§+%i—1
3'( y(1+i i
8 —4 -3 0 0 1
4. s 3 2)yl2 3 1
1 0 0 3 —4 —4
1 -3 3 -4 130 1
s (001 -1 01 1 4
1o o 1 =5| Yoo 15
0 0 1 0001
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6.2. Calculo de la matriz inversa

Como acabamos de ver, dadas dos matrices es facil comprobar si son o no inversas: su
producto, en cualquier orden, debe ser igual a la identidad. Lo que no es tan f4cil es encontrar
la inversa de una matriz dada. Antes de ver el método general, considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2: encontrar una inversa usando la definicion

Sea B = (? ;) . Suponiendo que B es invertible, denotemos su inversa

oo
y 4

donde x, y, p y g son nimeros por determinar.

La condicién B- B~! = I, significa que
2 1\ (x p\ (1 O
53/\y g/ \0 1

2x+y 2p+q\ (1 O
5x+3y 5p+3q) \0 1
Esto implicaque 2x+y=1,2p+¢g=0,5x+3y=0y 5Sp+3g = 1. Este es un

sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, pero puede separarse en dos
sistemas mds sencillos:

2x+y=1 2p+qg=0
5x+3y=0 Sp+3g=1

esto es,

530 531
que ambos sistemas tienen igual matriz de coeficientes, la misma matriz B, y
como las operaciones en el método de Gauss-Jordan se determinan a partir de
la matriz de coeficientes (porque la columna del lado derecho no afecta la esco-
gencia de operaciones), resulta que los dos sistemas se resolveran con la misma
secuencia de operaciones. Asi es que podriamos resolver los dos sistemas en una
misma aplicacién de GJ con solo aumentar la matriz de coeficientes dos veces:
una vez con la columna de lados derechos del primer sistema, ((1)), y luego con la
columna derecha del segundo sistema, (‘1)) . Eso da la matriz “doble-aumentada”

2110
5301

. . 2 11 210
Las matrices aumentadas respectivas son y . Pero note
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que representa los dos sistemas de ecuaciones a la vez.

El método GJ procede asi:

Fre2-(1 1/2 1/2 0
5 3 0 1
1 1/2 1/2 0
F-5A—\0 1/2 —5/2 1
1 1/2 1/2 0
BRx2—-\0 1 =5 2
F]-%F2—> 1 0 3 —1
01 -5 2

Ahora ambos sistemas estin resueltos, y recordando que la tercera columna da
las soluciones del primer sistema y la cuarta da las soluciones del segundo, te-

nemos que
x=3 p=-—1

(3 -1
=% )

de donde obtenemos

En efecto,
21 3 -1\ (3 —-1\/2 1\ (10
53/)\-5 2) \-5 2 53/ \0 1
Repaso
Encuentre la inversa de (% %) Respuesta: (}7 ,2)

Parece haber una relacion casi inmediata entre una matriz y su inversa. {No basta con
cambiar de posicion algunos nimeros y cambiar el signo de otros? Pues no siempre es asi.
Resulta que para matrices de tamafo 2 x 2 el siguiente teorema si da una férmula sencilla
para calcular la inversa. Pero para matrices mas grandes no hay tal formula sencilla (vea, sin
embargo, el teorema en la pagina[162).
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6.2.1. Inversa de una matriz 2 x 2

Teorema
Para matrices de tamafo 2 x 2, la inversa puede calcularse con la férmula

a B\N' 1 (d —b
c d)  ad—bc\-c a

Si ad — bc = 0, 1a matriz no tiene inversa.

Resulta que la expresion ad — bc era igual a 1 en cada uno de los ejemplos (1| y [2, pero
comunmente la inversa tendré fracciones (vea el ejemplo 3| pagina 130).

Ejercicios
-1
6. Compruebe que <? z) ! ( d _ab) siempre que ad — bc # 0.

:ad—bc —C

Use Gauss-Jordan para calcular la inversa, si existe

-5 1 12 -6
L () o (2 0)

4 -3
5 (5 —4) 3. (71 4

S \l—-1 —1+4+4i

9 (—9 7)

5 0 14 <2 1 -5

S5 =7 -1 —-2+i
o (3 70)

3 8 2i—1 148i
1. (3 3) 15 < ! 3—21)

6.2.2. Inversa de una matrizn xn

El método que usamos para calcular la inversa en el ejemplo [2| fue una variacién de GJ,
empezando con una matriz “doble aumentada” que contenia a la matriz B en su mitad iz-
quierda y a la identidad I, en su mitad derecha, como (B : I;). El método de GJ redujo la
mitad izquierda de esta matriz a I, como de costumbre. Y al terminar, la mitad derecha de
la matriz final resulté ser B~!, de modo que la matriz terminé en (L : B~1).
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Para calcular la inversa de cualquier matriz cuadrada se usa una generalizacion de ese
método: aumentar la matriz colocando la identidad de tamafio apropiado a su derecha, y

aplicar Gauss-Jordan.

Método de Gauss-Jordan para encontrar la inversa de una matriz

matriz serd igual a A~

Sea A una matriz cuadrada de tamafio n x n. Si el método de Gauss-Jordan se aplica a la
matriz (A : I,) (la matriz de tamafio n x (2n) que resulta de colocar las n columnas de A
seguidas por las n columnas de I,), entonces al final del proceso la mitad derecha de la

En simbolos, el método de Gauss-Jordan transforma (A : I,) en (I, : A~ ").

Ejemplo 3: calcular una inversa con Gauss-Jordan

1 0 -3
Calcular lainversade M = |2 1 —6
0 6 -2
La matriz inicial (“triple-aumentada’ en este caso) es
10 -3 100
1 -6 010
06 -2 001
Ahora aplicamos GJ:
10 -3 1 00
BR-2R—|(0 1 0 =210
06 -2 0 01
10 -3 1 0 0
01 0 -2 1 0
Fs—6F,— \0 0 =2 12 —6 1
10 -3 1 0 O
01 0 -21 0
FB+(-2)—=\0 0 1 -6 3 —1/2
F+3F— (1 0 0 =17 9 -3/2
010 -2 1 0
0 0 1 -6 3 —1/2
—-17 9 -3/2
Asf concluimos que M~ = | —2 1

—6 3 —1/2
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Efectivamente,
1 0 -3 —-17 9 -3/2 1 0
21 -6 -2 1 0 = 10
0 6 -2 -6 3 —1/2 0 01
y
—-17 9 -3)2 1 0 =3 1 0
-2 1 0 21 —6]=(010
-6 3 —1/2 0 6 =2 0 1
Repaso

Encuentre la inversa de <

O =
A= O
[
N W W
N—

8 9 —3/2
Respuesta: { -1 1 0
33 —1)2

Ooooo [—
oo™ SR
DDD. s
oooo =

Si su calculadora tiene un modo para matrices, asi puede encontrar la inversa de
la matriz del ejemplo anterior.

En el modo de matrices, digite la matriz como vimos en la pagina [82] digamos

como matriz C, y regrese a la pantalla normal con [AC]. Ahora escriba
[MATRIX] MatC [x '] =  obien  [OPTN] MatC [x '] =

Note que se debe usar la tecla [x 1], n0 [xP].

Ejemplo 4: una matriz sin inversa

’7 0 2 1i-1

DadalamatrizN= |21 O 5 , calcular N~!.
0 1+i1i -1

Aumentamos la matriz con la identidad 3 x 3 y aplicamos Gauss-Jordan:
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0 2 i-1100
20 5 010
0 1+i -1 0 0 1
FeR 2 0005 010
0 2 i-1100
0 1+i -1 00 1
F=)— /1 0 =5/2 0 —i/2 0
0 2 i-1 1 0 0
0 14+4i -1 0 0 1
1 0 =5/ 0 -i/2 0
R=2-0 1 @G-1/2 12 0 o0
0 1+i -1 0 0 1
1 0 —5i/2 0 —i/2 0
01 (i-1)/2 1/2 0 0
F—(1+)KR—\0 0 0  —(1+i)/2 0 1

Ya no podemos convertir la posicién 3,3 en 1, por lo que GJ llega hasta aqui. Co-
mo la dltima fila tiene solo ceros en la parte de coeficientes (mitad izquierda) y
numeros distintos de cero en la mitad derecha, concluimos que no hay solucion.
Es decir, la matriz N no tiene inversa.

Repaso

| Con

1 20 . .
ompruebe que (8 % 42¥> no tiene inversa.

En general, si el método de Gauss-Jordan no puede llegar hasta el final en el calculo de
una inversa, eso significa que la inversa no existe.
Dos propiedades de las inversas que a veces resultan ttiles son las siguientes.

Teorema

Si A y B son matrices invertibles del mismo tamafio entonces A" y A - B también son inver-
tibles, con

(AT)—I _ (A_l)T y (A-B>_l :B—l -A_l
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Para matrices complejas se cumple también lo siguiente.

Teorema
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Si A es invertible entonces A también lo es, con

(&)~ =aT

Ejemplo 5: algebra de matrices para una ecuacién matricial

Dadas las matrices A = ( 3 1>,B: (_5 ? ) yC= (8 _3),encontrar

-7 6 2 —4 3 —1
una matriz X que cumpla la igualdad

AT-(B+X)=C

Antes de sustituir los valores numéricos de las matrices conocidas, hagamos
algunas operaciones para despejar la matriz X.

Para cancelar el factor AT a la izquierda, un primer impulso serfa “dividir” en-
tre AT. Pero la divisién de matrices no existe; lo mas cercano es multiplicar por
la inversa.

En efecto, si multiplicamos ambos lados de la ecuacién por (AT)~! como factor
izquierdo logramos cancelar el factor AT. Lo siguiente serd restar la matriz B
para terminar de despejar X. Este es el detalle:

AT-(B+X)=C
@bzt Al B+x)=A").C (multiplicar ambos lados por (AT) 1)
B+Xx=AMNHT.c
X=@AahH'.c-B (restar B en ambos lados)

En el primer paso es importante multiplicar ambos lados por (A7)~ como factor
izquierdo para cancelar el factor AT, porque (AT)~!-AT = I, la matriz identidad.

Pero el producto de matrices no es conmutativo, y nada lograriamos simplificar
si multiplicdramos por (AT)~! como factor derecho:

AT-(B+X)=C
AT.(B+X)- AN l=cC.(a"H)!
29 =C-(AN7!
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Asf no se cancelarfan AT y (AT)~!, porque no estdn multiplicadas directamente.
Si AT es un factor izquierdo, para cancelarlo se debe multiplicar por su inversa
como factor izquierdo.

Volviendo al procedimiento de encontrar X, ya le encontramos una expresion
explicita. Pasemos ahora a los cédlculos numéricos.

-HT.c-B

e

B3 ) ()
(58 6 )6
(
(-

276 —1 -5 9
0.04 O 2 —4

7.76 —10)

1.96

Ejercicios

Calcule la inversa, si existe

1 0 2 14i 0 0
16. A=|2 —1 3 20. [244i 1-1 0
4 1 8 2 2 1
17. B=|1 3 5 21. |4 -3 4
10 4
12 2 22. |11 4-i
13 2
1 0 00
8§ —i -3 2 —10 0
9. D=|(-5 1 2 By 2 io0
10 -1 —4 2 4 01
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24.

S = O =
|
NI\J

N = O N
o

Para las matrices A, B, C y D de los ejercicios[16-19, calcule

25. AT, (A ly@a=hHT 28. D-C,(D-C)"ly(Cc™")- (D)
26. CT,(CH ly(HT
27. A-B,(A-B)" 'y (B 1)-(A7)) 29. D, (D) 'yD T
1 0 0
30. Paralamatriz M= |7 1 0 |, calcule:
2 -8 —1
a. M1
b. M?

¢. M2 de dos maneras: como (M_l)2 y como (MZ)_1

0 -4 0 0 5 -5
31. SiA=|1 0 —-5]yC=10 -9 10 |,encuentre una matriz B tal que
0 4 1 1 0 O
A-B'=cC.
34 4 -5 79
32. SiA= < ), B = 3 4 yC= |1 4|, encuentre una matriz X tal que
2 2
6 8 2 2
X-A+B=C.

33. SiA= <_32 (1)) yB= (333 ?) , encuentre una matriz X tal que (A-XT)~! = B.
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6.3. Uso de inversas para resolver sistemas de
ecuaciones

Note cémo el sistema de ecuaciones

3x+7y=6
2x+5y=—4

puede escribirse en forma equivalente como una igualdad entre matrices:

3 7\ (x\ [ 6
2 5/\y) \-4
Eso se debe a que el producto a la izquierda es igual a (gﬁig), y para que sea igual al

lado derecho, (_64), deben cumplirse las dos ecuaciones en el sistema original.
Entonces, si llamamos

=) x=() 5 ()

resulta que el sistema de ecuaciones puede abreviarse como A - X = B.

Esto ultimo es cierto en cualquier sistema de ecuaciones lineales. Dado un sistema de
m ecuaciones con n incognitas, si denotamos con A, x, la matriz de coeficientes, con X, la
columna de incégnitas y con By, x| la columna de lados derechos, entonces el sistema puede
escribirse en la forma A - X = B.

En tal caso, si A-X = B representa un sistema de ecuaciones, y si la matriz de coeficientes
A es cuadrada e invertible, entonces es posible multiplicar los dos lados de laigualdad A- X =
B por A~! para obtener

Al AxX=A1'"B = I1.X=A"1"B = Xx=A1.B

(donde [ es la matriz identidad, resultado de multiplicar AL A).
Con eso tenemos una forma explicita de la solucién del sistema:

Teorema
SiA-X = B representa un sistema de ecuaciones, y la matriz de coeficientes A es invertible,
entonces el sistema tiene una solucién tinica, dada por X =A=' B.
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Ejemplo 6: resolver un sistema usando la matriz inversa

) ) 3x+T7y=06 ) )
Acabamos de mencionar el sistema cuya matriz de coeficientes

2x+5y = —4,
3 7
esA—(2 5).
5 -7

Como ya vimos en el ejemplo lainversade AesA~! = (_2 3 ) , y enton-

ces la solucion del sistema es

0-G3 (9)-( D)

lo cual significa que x =58 y y = —24.
Repaso
) 3x+7y=-5 ) ) .
Resuelva el sistema usando la inversa de la matriz de coeficien-
tes. 2x+5y="17

Respuesta: x = —74, y = 31

Este método para resolver el sistema de ecuaciones parece mas sencillo que el de Gauss-
Jordan. Pero eso no es mas que una ilusion, porque en realidad para usarlo debe conocerse la
inversa de la matriz de coeficientes, y eso generalmente toma mads trabajo que simplemente
resolver el sistema.

La utilidad de este nuevo método se aprecia cuando hay que resolver varios sistemas de
ecuaciones con la misma matriz de coeficientes. Asi, el trabajo de calcular su inversa se hace
una sola vez, y luego para cada sistema basta con usar la férmula X = A~! - B para encontrar
la solucion.

Ejemplo 7: resolver varios sistemas usando la matriz inversa

’Tuestra fabrica de ropa tiene un proveedor que suple los broches y las crema-
lleras en cantidades limitadas. Esta semana pueden suplir 200 broches y 85 cre-
malleras; la siguiente semana, 220b y 90c; luego 240b y 100c; y la cuarta
semana 250 b y 105 c. Suponiendo que la tela no tiene problemas de disponibili-
dad, ;cuantos maletines y cuantos pantalones pueden producir cada una de esas
semanas?

Este problema es similar al del ejemplo |13|del capitulo 5 (pagina 111), excepto
que ahora deben resolverse cuatro sistemas:

8m+2p =200
3m+p =285
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para la primera semana, y luego

8m+2p =220 8m+2p =240 8m+2p =250
3m+ p =90, It p=100 7 3m+p = 105

para las semanas siguientes.

31
lo mejor es calcular A~! una sola vez y multiplicarla por cada uno de los lados
derechos, en vez de aplicar GJ cuatro veces. La inversa puede calcularse con la
férmula del teorema en la pagina

61 (s 9= )

De ahi que la solucion para la primera semana es

()= (5 ) (G)- ()

esto es, 15 maletines y 40 pantalones.

. . . . ) 8 2
Como los cuatro sistemas tienen la misma matriz de coeficientes, A = ,

Para la segunda semana,

m\ ([ 1/2 -1\ (220 (20 < maletines
p) \-3/2 4 90 /  \30 <+ pantalones

para la tercera,

m\ ([ 1/2 —1)\ (240\ (20 < maletines
p) \-3/2 4 100/ \40) <« pantalones

y para la cuarta semana,

()= (4% %) (&)

20 + maletines
45 <+ pantalones

_

Note que los cuatro sistemas del ejemplo anterior también pudieron resolverse aumen-
tando la matriz de coeficientes con los cuatro lados derechos de las ecuaciones, de modo que
al reducirla (una sola vez) con el método de Gauss-Jordan,

8 2 200 220 240 250 NN 1 0 15 20 20 20
31 8 90 100 105 0 1 40 30 40 45
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las cuatro soluciones pueden leerse en las cuatro columnas a la derecha en la matriz final.

Una ultima observacion para sistemas con igual nimero de ecuaciones y de incognitas:
si la matriz de coeficientes es invertible entonces el sistema tiene una solucion unica (dada,
como vimos, por la férmula X = A’IB). Si la matriz de coeficientes no es invertible, puede
haber infinitas soluciones o ninguna solucion.

Teorema
Si A, es la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales, entonces el
sistema tiene solucion Unica si, y solamente si, A es invertible.

Compare este teorema con los de las paginas 158}, [163] [273]y [299]

Ejercicios

Use las inversas de las matrices apropiadas en los ejercicios [16-24
para resolver

(a+2b+3c=-3 v—w=4
34. ¢a+3b+5c=1 37. C4u—3v+4w =2
(a+2b+4c=4 (Bu—3v+dw=1
x+2y+27=13 (p+2q+3r=2+6i
35. {2x—y—(i—4)z=-2 38. < p+3g+5r=1+10i
x+3y+2z=5 (p+2q+4r=2+81
p+2r=>5 ([ 8x—iy—3z=S5
36. (2p—qg+3r=0 39. ( Sx+y+2z=3
\4p—|—q—|—8r:6 L 10)C—y—4Z:—1

6.4. Calculo de inversas con calculadora

Como dijimos en la seccién son comunes las calculadoras que resuelven sistemas
de hasta tres ecuaciones con tres incognitas. Aunque muchas de estas calculadoras no in-
vierten matrices directamente, podemos usar el concepto fundamental de matriz inversa para
aprovechar la calculadora en el cdlculo de una inversa.

Recuerde que al calcular la inversa de una matriz A, «, estamos resolviendo varios siste-
mas de ecuaciones, cada uno con matriz de coeficientes A y con lado derecho igual a una de
las columnas de 7,,.
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En el ejemplo 3] para calcular la inversa de

1 0 -3
M=12 1 -6
0 6 =2
1 0 -3100
al aumentar M con la matriz identidad, (A:I,)=[2 1 —6 0 1 0 |, estdbamos resol-
06 =2 001
viendo simultaneamente tres sistemas:
1 0 -3 1 1 0 -3 0 1 0 -3 0
21 -6 0], 21 -6 1 y 21 -6 0
06 -2 0 06 -2 0 06 -2 1

Cada uno de ellos puede resolverse en una calculadora, lo cual no es mucho trabajo
porque la matriz de coeficientes se digita solo una vez. Las soluciones respectivas son

—17 9 —1.5
—2 ) 1 ) y 0
—6 3 —0.5

Esas tres columnas, juntas, forman la inversa de A,

~17 9 —15
A= =2 1 o0
-6 3 —05

como habiamos visto en el ejemplo

Para inversas de matrices mas grandes, puede combinar las ideas en esta seccién con las
de la seccion[5.5] Vea el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8: calcular una inversa con ayuda de la calculadora

| 2 -1 0

1

Vamos a calcular la inversa de la matriz E = o 1 —20
-2 0 1 0

-3 1 0 2

Para eso empezamos por aumentarla con /4 a su derecha:

2 -1 0 1 1 00O
0O 1 =20 0100
-2 0 1 0 0010
-3 1 0 2 0001
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Una columna de E muy fécil de reducir es la cuarta, usando el 1 en la primera
fila para anular el 2 en la cuarta fila:

2 -1 01 1 000
b 0 1 =20 0 100
2 0 1 0 0 010

F,—2F—-\-7 3 0 0 -2 0 0 1

Dejemos la fila 1 y la columna 4 para después, y por ahora concentrémonos en
el sistema restante:

0 1 -2 0 1 00
G=1|-2 0 1 0 010
-7 3 0 -2 00 1

En realidad esta matriz representa cuatro sistemas de tres ecuaciones con tres
incdgnitas, cada uno con matriz de coeficientes

0o 1 -2
-2 0 1
-7 3 0
y con lados derechos respectivos
0 1 0 0
O], (0f, (1] v
-2 0 0 1

Esos cuatro sistemas pueden resolverse con calculadora uno tras otro, de lo que
se obtienen las siguientes cuatro soluciones:

—0.4 ~0.6 ~1.2 0.2
-16], |-14]|, [-28] y (08
—0.8 ~1.2 —1.4 0.4

Lo anterior significa que si hubiéramos reducido la matriz G por el método de
Gauss-Jordan habriamos obtenido

1 00 —04 —06 —12 02
G=(010 —-16 —14 —-28 0.8
001 —08 —12 —14 04

Los elementos de esta matriz G’ ahora sustituyen a sus antecesores en la matriz
E', mientras la fila 1 y la columna 4 de E’ se conservan como estaban:

2 -1 01 1 0 0 0

0 0 —04 —-06 —-12 0.2
0 0 —-16 —-14 —-28 038
1 0 -08 —-12 —14 04

0
"n_

E"= 1
0

S O =
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Para terminar de construir I4 en la mitad izquierda de E”), solo falta pasar la
fila 1 al fondo de la matriz, a la posicion de la fila 4, y anular el 2 y el —1 en las
columnas 1y 2:

0 0 -04 —-06 —-12 0.2
0 0 —-16 —-14 -28 038
1 0 -08 —-12 —-14 04
01 02 -02 -04 04

S o o=
S o= O

—04 —-06 —-12 0.2
—-1.6 —-14 -28 0.8
-08 —-12 —-14 04
02 —-02 —-04 04

Note que todo el procedimiento tom¢ solamente cuatro operaciones de filas: una
para obtener E’ y tres mas para terminar de reducir E”. Del grueso del trabajo,
resolver los cuatro sistemas contenidos en la matriz G, se encarg6 la calculadora.

_

Finalmente tenemos el resultado: E—! =

Ejercicios

40. Use la calculadora para encontrar las inversas de las matrices en los ejercicios [[6-24
(si la matriz contiene nimeros imaginarios y su calculadora no resuelve sistemas con
ndmeros imaginarios, omita el ejercicio).



6.4. Calculo de inversas con calculadora 143

En resumen...

—

Dos matrices A y B de tamafio n x n son inversas si A-B=B-A =1. Se escribe A = B~
-1
yB=A"".

—1
La inversa de una matriz 2 X 2 es (a b> = —1 ( d _b) .
c d ad—bc \—c a
Para calcular la inversa de una matriz cuadrada A de tamafio mayor que 2 X 2, puede
aplicarse Gauss-Jordan al resultado de aumentar A con la matriz identidad a la derecha.
Si Gauss-Jordan llega al final, la mitad derecha de la matriz aumentada sera AL Si
no, A no tiene inversa.

Si A es invertible entonces (A7) "1 = (A~1)Ty (A)~! = A~1. Si también B es invertible
y del mismo tamafio, entonces A - B es invertible y (A-B)~! =B~1.A~1,

Si A-X = B es un sistema de ecuaciones con incdgnita X, y si A es invertible, entonces
la solucién tinica es X = A~ - B. Si A es cuadrada pero no invertible, el sistema no
tiene solucién tunica.

]






CAPITULO 7

Determinantes

En este capitulo estudiaremos los determinantes. El determinante de cada matriz cua-
drada (solamente las matrices cuadradas lo tienen) es un nimero, de manera que existe una
funcidn, denotada det, del conjunto de todas las matrices cuadradas al conjunto de los nime-
ros complejos. Mads tarde en el capitulo veremos como esta funciéon puede aplicarse a la
solucién de sistemas de ecuaciones y al cdlculo de inversas.

7.1. Notacion y definiciones basicas

El determinante de una matriz A puede denotarse det(A) o |A|. Como caso mds bdsico,
el determinante de una matriz 1 x 1 es el valor de su dnico elemento: si A = (aj;) entonces
det(A) = ap,. Para matrices de tamafo 2 x 2 la definicion es la siguiente.

Definicién (determinante de una matriz 2 x2)

El determinante de una matriz A = (CCI Z) es

det(A) = |A] =

‘:ad—bc

Si en vez de dar el nombre de la matriz se enumeran sus elementos, el determinante se
denota rodeando los elementos por barras verticales en vez de paréntesis, como vimos en la
definicion.

Ejemplo 1: determinantes de matrices 2 x 2

El determinante de <_3 7) €s

6 4

det(_63 Z):‘_; Z‘:(—3)(4)—(7)(6):—54
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) -6 4
El determinante de <_ 15 1 O) es

det <_‘165 140) — (=6)(10) — (4)(—15) =0

. . 1 . . .
La matriz compleja tiene determinante igual a

3+1 4-3i
1 —i | . . N4 a2
‘3—|—i 43 =(1)(4—-3i)— (—1)(3+i) =4—-3i+3i+i"=3
Repaso
Calcule det(‘s1 _82). Respuesta: 42

En el capitulo anterior habiamos visto que la inversa de una matriz (? 3) es

a b\ ' 1 [(d —b

c d)]  ad—bc\—c a
Como ad — bc es el determinante de la matriz, resulta que una matriz Ay4» es invertible
solamente si |A| # 0. Al final del capitulo regresaremos a esta idea.

Ejercicios
8 4 -1 0 4—1 -1 )
1. det(A) y |B| 3. A7 A7y 1A
2. A-B, |A-B| y |A|-|B| 4. det(C), det(CT) y det(C)

Compare los resultados de estos ejercicios con el teorema en la pagina [150]
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7.2. Determinantes de matrices mas grandes

Para matrices cuadradas de tamafo mayor que 2 X 2, la definicion es como sigue.

Definicién (determinante de una matriz n xn)

El determinante de una matriz A,,», (con n > 2) es

" (=) a; M para cualquier j fijoentre 1 y n

=

A = { ?:1(—1)i+jaijMi- para cualquier i fijo entre 1 y n, o bien

donde M;;, llamado el menor de a;;, es el determinante de la matriz que resulta al eliminar
la fila i y la columna j de A.

Como ya ha sucedido otras veces en el contexto de matrices, los cdlculos resultan menos
complicados que lo que la definicidn aparenta. Veamos unos ejemplos.

Ejemplo 2: un determinante 3 x 3

Para calcular el determinante de

—2 1 3
A=[5 3 -4
4 0 -2

una opcion es desarrollar a lo largo de la fila 1 (usando i = 1 en la primera linea
de la definicién).
n

det(A) = Z
J
= (

—1)"ay My

—

(
—D)"ay My + (=1)"PapMin + (1) PaisMis
= +anMy —aipMir+ai3Mi3
= +(=2)My; — (1)M12 + (3)My3

Aqui, el menor M;; es el determinante de la matriz que resulta al eliminar la
fila 1 y la columna 1 de A:

My = det 3 —4 :‘(3) :;‘:—6+0:—6
0 -2
Similarmente,
My =det| 5 —4 :’i :3‘:—10+16:6
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5 3
Mi=det| 5 3 —4|= =0-12=—12
: 4 0 -2 '4 0‘
Por fin, det(A) = (—2)(—6) — (1)(6) + (3)(—12) = —30.

También era posible desarrollar el determinante a lo largo de cualquiera otra fila
o columna. Por ejemplo, por la columna 2 (usando j = 2 en la segunda linea de
la definicién), resulta

n
det Z 261,‘2M,’2
i=1
= (=)' apMip + (—1)*PaynMay + (—1)*azMs,
= —apMiy +axMy —az;pxMs;
= — ()M + (3)Ma — (0) M3,
donde
My =det| 5 4| =P A —10+16=6
4 2|7
4 -2
-2 3
My, = det = :’_42 _32’:4—12:—8
4 -2
y
-2 3
-2 3
M3, = det 5 —4 —’5 _4‘ 8—15=-7

Entonces, det(A) =

El determinante de A es siempre —30, sin importar como se calcule.

Repaso

3 0
Calcule det (2 -1
0 2

—(1)(6) +(3)(=8) + (0)(—7) = —30.

Respuesta: —39

-3
$).
1

Note que en el ejemplo anterior, al desarrollar el determinante por la segunda columna,
en realidad desperdiciamos tiempo y esfuerzo calculando M3, = —7 porque este iba a ser
multiplicado por azp = 0. Con un poco de chispa pudimos haber previsto esto y calculado

solamente M>; y My;.
Como regla general,

cada cero en la matriz significa un menor que se puede omitir. Por

eso es ventajoso desarrollar los determinantes por la fila o columna que contenga mas ceros.
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Por otra parte, la suma que define al determinante tiene signos alternados, segun el factor
(—1)"*/. Este factor serd +1 si i+ j es par, 0 —1 si i+ j es impar. Una forma facil de
identificar el factor correspondiente a cada posicién i, j es notar que la posicién 1,1 siempre

tiene factor 41, y a partir de alli los signos se alternan como en un tablero:

Ejemplo 3: un determinante 3 x3 complejo

2 =51 -7
El determinante de la matriz 0 -3 0 se desarrolla mas economica-
mente alolargodelafila2. \i—2 4 7

2 =51 —7
0 -3 0 :—(0)M21+(—3)M22—(0)M23
i—2 4 7
:0_3)132 _77'+0
=-3[2)(7) - (-7)(i-2)]
=21

_

Si su calculadora tiene modo de matrices, tal vez ya usted noté que entre las
funciones de matrices se encuentra det, o bien Determinante. Esta funcion, en
efecto, calcula el determinante de una matriz. Para usarla, defina la matriz como
vimos en la pagina[82]y luego escriba (suponiendo que la definié como A)

oooo [—
oono SR
DDD. s
oooo =

[MATRIX] det [MATRIX] MatA =

o bien
[OPTN] Determinante [OPTN] MatA =
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Ejemplo 4: un determinante 4 x 4

0O 4 0 3
. 0O 5 20 , .

Al desarrollar el determinante de B = 30 0 6l lo mas eficiente es
usar la columna 3. 10 0 1

0 4 3

0 5 2 0

3 0 6l = +(0)My3 — (—=2)M>3 + (0)M33 — (0)My3 = 2M>3

-1 0 1

donde M>3 es el determinante de la matriz que resulta al eliminar la fila 2 y la
columna 3 de B:

0 4 3l 1o 4 3
My=| "5 | 6| =173 06
-1 0 i 7o

(Y como se calcula el determinante de una matriz 3 x 3? Como en los dos ejem-
plos que acabamos de ver: se escoge una fila o columna con ceros, si es posible,
y se desarrolla el determinante en términos de menores de orden 2 x 2. Aqui
escogemos la columna 2.

0 |4 3 a6
My =|-310] 6 :—(4)' ‘+0—0:—4(3):—12
-1 1
—11]0] 1
Finalmente, |B| = 2Mp3 = 2(—12) = —24.
Repaso
3020
Calcule 32941 Respuesta: 48
1004

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades importantes.

Teorema
Si A 'y B son matrices cuadradas de igual tamafo entonces:

» det(A-B) =det(A)det(B)

(
det(A~!) = det(A)~! siA es invertible
det(AT) = det(A)

det (A) = det(A)
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Note que en general no es cierto que |cA| = c|A| para ¢ € €. ;Por qué no? Calcule y
compare, por ejemplo, |13| y |213]. Cual seria una férmula general para |cA|?

Ejercicios
Calcule.
0 4 =2 1 0 -1 2
5. |1 —4 =3 8 23 2 =2
-4 -1 2 24 02 1
31 5 -3
3 —5+72i 3 1 2 3 4
6. |2 0 —1—4i 9 21 21
0 3i 0 100 1 i
32 1 2
3 57 2 2 3 -2 4
2 411 7 4 =3 10
7. -2 000 10. 3 2 3 4
1 1 3 4 -2 4 0 5

Encuentre los valores de la incognita para los cuales. . .

o—1 0 1 i—t 1—t t—1
11. | -2 a+2 -1 |=0 13. 1 1—t —1|{=0
0 0 a+1 3r 3r—31 31
3 B 2B 3 b—3 2
12. det{O0 B 99 =6 14. 5-5b 0 b—i|=50i
0 0 2-p 10 0 —4

15. Suponga que A, B y C son tres matrices complejas de tamafo 4 x 4 con determinantes
|A| =2, |B| =10—>5iy |C| = 4+ 3i. Calcule:

a. det(B") d. det(3A)
b. det(A-B-C~1) e. det((4B)™")
c. det(C-B) f. det((9B)*-(3C)7")

16. Demuestre que cualquier matriz cuadrada idempotente tiene determinante igual a 0 o
a 1 (recuerde que A es idempotente si A> = A).
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7.3. Operaciones en filas y columnas

Después del dltimo ejemplo usted sospechara que el determinante de una matriz 5 X 5
se calcula en términos de menores de tamafo 4 x 4, y cada uno de ellos en términos de
menores 3 X 3, y por ultimo cada uno en términos de menores 2 X 2, que son inmediatoﬂ
La sospecha es correcta, y pronto lleva a la conclusion de que no es practico calcular a mano
determinantes de matrices grandes.

Por suerte es posible hacer operaciones con filas, como en el método de Gauss-Jordan,
para ganar ceros en la matriz. Pronto veremos las reglas, pero adelantemos que hay dos
diferencias con respecto a GJ: primero, las operaciones pueden efectuarse no solo sobre filas
sino también sobre columnas, y segundo, no todas las operaciones dan una matriz equivalente
(en el sentido de tener el mismo determinante).

Antes de estudiar el efecto que tienen en el determinante las distintas operaciones entre
filas o columnas, veamos un ejemplo mds para motivar la importancia de simplificar una
matriz antes de calcular su determinante.

Ejemplo 5: determinante de una matriz triangular

| 537 0
0

Para calcular el determinante de 0 ?) 26i _751 podemos desarrollar por la
primera columna: 00 0 94i
0 e
ol 0 2 7 =510 2i 7 | —0Mip+0Mi3—0M4
000 0 o4i (00 O
41 6 —5i
=5|0/21 7
0,0 941
=54 27 —-0+4+0 (primera columna de nuevo
- 0 9+i P ! !
=5-4-2i-(9+1)

El determinante es el producto de la diagonal: 5-4-2i- (9 +1i) = 360i — 40.

'No tan inmediatos. La férmula | a Z | = ad — bc realmente es el resultado de desarrollar el determinante por
cualquier fila o columna. Por ejemplo, a lo largo de la primera fila, |¢ Z| = adet(d) — bdet(c), y recordando
que el determinante de una matriz 1 x 1 es el valor de su elemento, llegamos al resultado ad — bc.
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Repaso

-2
-5 Respuesta: —16

W—O
OO

Calcule ‘
2

La matriz de este ejemplo es una matriz triangular, en el sentido de que todos sus elemen-
tos distintos de cero forman un tridngulo sobre la diagonal. El determinante de una matriz

triangular resulta ser simplemente el producto de su diagonal.

Definicién (matriz triangular)
Una matriz cuadrada A es triangular superior si todos sus elementos bajo la diagonal son
cero (a;j = 0 paratodo i > j), o triangular inferior si todos sus elementos sobre la diagonal

son cero (a;; = 0 para todo i < j).

Por ejemplo,

38 5 30 5 30 0
01 =21, 01 O y 01 O son triangulares superiores,
0 0 =5 0 0 =5 00 -5

y
30 O 30 0 30 0
8 1 0|, 01 O y 01 O son triangulares inferiores.
5 -2 -5 50 -5 0 0 -5

Teorema

Si A es una matriz triangular (superior o inferior) entonces su determinante es el producto

de su diagonal:

det(A) =aip1-az---Aayy

Vemos asi que los ceros en una matriz ayudan no solo cuando hay una fila o columna con
muchos de ellos, sino también cuando todos los elementos al mismo lado de la diagonal son
ceros. De ahi la importancia del siguiente teorema, que dice cudl es el efecto de cada una de

las tres operaciones validas del método de Gauss-Jordan.
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Teorema
Si A es una matriz cuadrada entonces:

= Al multiplicar una fila o columna de A por un escalar ¢, el determinante de A se
multiplica por c.

= Al sumar a una fila o columna de A un multiplo de otra, el determinante de A se
mantiene igual.

= Al intercambiar dos filas o dos columnas de A, el determinante de A cambia de signo.

Ejemplo 6: efecto de operaciones en el determinante

| 4 1 -2

SeaC=| 1 —7 5 |,cuyodeterminante es |C| = 9. Sean también
2 9 -5
-4 10 -2 -4 1 -2
Mi=(1 =70 5|, M= 1 -7 5
2 90 -5 —98 709 —505
y
2 1 -4
My=|5 -7 1
-5 9 2
Entonces:

= M es el resultado de multiplicar la columna 2 de C por 10, y
det(M;) =90 = 10det(C), como garantiza la primera parte del teorema.

= M, es el resultado de restar 100F; de F3 (F3 — 100F; — F3),y
det(M,) =9 = |C|, de acuerdo con la segunda parte.

= M3 es el resultado de intercambiar las columnas 1 y3de C,y
det(M;) = —9 = |C|, como garantiza la tercera parte.

En la primera parte del ejemplo tenemos la igualdad

—4 10 -2 —4 1 -2
1 =70 5|=10{1 -7 5
2 90 -5 2 9 -5



7.3. Operaciones en filas y columnas 155

que puede interpretarse diciendo que el factor comun 10, que se saca de la segunda columna,
queda multiplicando el determinante de la matriz resultante. De hecho, la primera parte del
teorema puede formularse de esta manera:

ar app o aln aip a2 - dip
cajl cap - Caip| =claji Ap -+ Qip
anl d4p2 - Qpn anl 4dp2 -+ dap
y
all e cal] Y aln all ... al] PRy aln
a21 oo Cazj Y azn a21 o e a2j Y azn
=C
anl Y Canj CEERY ann anl ... anj CEERY ann

Ejemplo 7: simplificar el calculo del determinante

/1 6 123

0 -8 3 0
seaab=19 4 5 0
76 5 3

Para calcular su determinante deberiamos primero buscar qué operaciones entre
filas o columnas consiguen més ceros en la matriz o la llevan a alguna forma
triangular. Notando que las filas 1 y 4 se parecen, probemos restar F; — Fy. El
determinante se mantiene.

76 123 0 0 7 0 <F_F

0 -8 3 0 [0 -8 3 o0
detD)=lg 4 5 0/=lo 4 _5 0

76 5 3 |76 5 3

Ahora vemos que la primera fila y la cuarta columna tienen tres ceros. Bien. Pero
todavia antes de desarrollar notemos que la primera columna también tiene dos
ceros y la segunda tiene uno. Con solo intercambiar las columnas 1 y 3 la matriz
serd triangular inferior.

Ci <G
7 0

<o oo
|
oo
(O8]
wo oo
98]
|
oo
v oo
wo oo
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El signo cambia por el intercambio de columnas. El nuevo determinante se cal-
cula ahora simplemente multiplicando la diagonal:

det(D) = —(7)(—8)(9)(3) = 1512
_
Repaso

Calcule

, haciendo las operaciones F3 +2F; — F3 y F3 < Fy.

\
SPNSI
oono

\

N L O
osr—O

Respuesta: —48

Las siguientes propiedades acerca del determinante de una matriz A resultan ficiles de
deducir:

= Si una fila o columna de A es igual a cero entonces |A| = 0.
» Si una fila o columna de A es un miiltiplo de otra (o igual a otra) entonces |A| = 0.

= Si A es una matriz triangular con un cero en su diagonal entonces |A| = 0.

Ejercicios

Calcule, transformando la matriz en una triangular si no lo es.

3 O 0 0 0 4 0 O
-4 -5 0 0 —-13 4 91 5
17. -2 1 -9 0 19. 0O -8 -5 0
5 8 4 -3 4i 0 -9 5i
8 -9 7 5 1 5 3 -8
0O 4 0 4 -8 0 4 —4
18. O 0 -5 5 20. 205 -1 0
0O —-12 0 -2 0O -5 0 0
11 -1 0
1l o 1 1 )
21. Encuentre los valores de « tales que 00 i 17 2i—4.
2 2 —o 0
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. aypl adip a3
Suponiendo que |ax1 ax ax3| =38, calcule. ..
asy dsp dasz

ayy —ap aps az|y azy ass
22. a1 —djyp a3 24. ajlp aip ais
azy —azp ass a ax axy;
ayy app iajz+iap —3ay; —3app —3apz
23. |ax; azy iaxz+iax 25. | 2ay; 2ap, 2ay3
az; azx lazz+iazp Saz;  Sazx  Sazz

7.4. Laregla de Cramer

Pasemos a otra aplicacion de los determinantes. Ellos resultan estar relacionados con
los sistemas de ecuaciones y con las inversas, de manera que se pueden resolver algunos
sistemas (mientras el nimero de ecuaciones y el nimero de incégnitas sean iguales) y se
pueden calcular algunas inversas (mientras existan) usando determinantes.

En esta seccion nos referimos a la regla de Cramer, una férmula para resolver algunos
sistemas de ecuaciones lineales usando determinantes. En la seccion siguiente hablaremos
de los cofactores, que permiten calcular con determinantes la inversa de una matriz.

Teorema (regla de Cramer)

Sea A, x, la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales con incégnitas xi,
..., Xp, y sea A; el resultado de sustituir la columna j de A por el lado derecho del sistema.

1. Sidet(A) # 0, ent det(4,) daj=1.2
. Side , entonces x; = ——— paracada j =1,2,...,n.
Y7 Get(a) P J "
2. Sidet(A) = 0, el sistema no tiene solucién tnica. Si ademds existe algin |A ;| # 0,
el sistema no tiene ninguna solucion.

Si todos los determinantes son iguales a cero, |[A| = |[Aj| = --- = |A,| =0, el teorema
solamente dice que no hay solucién tnica. En este caso el sistema podria no tener solucién
o podria tener infinitas soluciones.

Cuando |A| # 0, el primer caso del teorema da una férmula en la que cada incégnita x; se
calcula explicitamente como el cociente de determinantes |A;|/|A|. Para hacernos una idea
de por qué la férmula es correcta, consideremos el sistema de ecuaciones

x—3y=9
2x+4y=-2

cuya matriz de coeficientes es A = (é _43 )



158

Veamos ahora lo siguiente:

1 -3 x =3
xiAl=x) 4'_2x 4‘
_|x—=3y -3
 [2x+4y 4
o -3
T2 4
= |Ai]
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(luego de hacer xC; — Cy)

(luego de hacer C; +yC, — Cy)

(por las igualdades del sistema)

Ahora x puede despejarse como x = |A1|/|A], lo cual concuerda con la regla.

De la misma manera,

1 -3 I 3y
A = =
ylA| y‘ 4‘ 5 4y'
1 x—=3y
2 2x+4y
19
2 =2

de modo que y = |A;3|/|A].

(por yCy — 2)

(por C> +xC; — ()

(por las igualdades del sistema)

En realidad es mas trabajo, en general, resolver un sistema completo con la regla de Cra-
mer que con el método de Gauss-Jordan, porque el cdlculo de los determinantes en Cramer
puede requerir mucho esfuerzo. Pero si no interesa la solucién completa sino solo los valores
de una o unas pocas incognitas, esta nueva regla puede resultar ttil.

En el teorema anterior vimos que si det(A) # 0 entonces el sistema tiene una solucién
tnica, pero si det(A) = 0 puede haber infinitas soluciones o ninguna solucion.

Teorema

solucién unica si, y solamente si, det(A) # 0.

Si A, «, es la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones, entonces el sistema tiene

Compare este teorema con los de las paginas [139} [163] [273]y [299).

Ejemplo 8: despejar una incégnita con Cramer

Suponga que queremos encontrar el valor de y en la solucién del sistema

3x—y+z=10
Sx+4y—z=-6
Sx+2y—2z=2
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En primer lugar, identifiquemos las incdgnitas x, y y z con x, x» y x3, segtn la
notacién de Cramer.

La matriz aumentada es

3 -1 1 10
A=[5 4 -1 -6
5 2 -2 2

Las matrices A ; mencionadas en el teorema, que resultan de sustituir respectiva-
mente cada columna de coeficientes por la columna de lados derechos, son

10 -1 1 310 1 3 -1 10
Ar=|-6 4 —1|, A=|[5 -6 —1| y A3=[5 4 -6
2 2 -2 5 2 -2 5 2 2

(mostramos las tres para ilustrar, pero solo usaremos A, para encontrar y).

Para determinar el valor de y = x», calculamos

3 -1 1
det(A)=1[5 4 —1|=.-.-=-33
5 2 =2
y
3 10 1
det(A)=|5 —6 —1|=---=132
5 2 =2
det(A 132
Asi encontramos, por la regla de Cramer, que y = deet((Az)) =— 3 = —4.
Repaso
Encuentre el valor de z en el sistema del ejemplo Respuesta: z =0

Ejemplo 9: resolver un sistema complejo con Cramer

En el ejemplo (9] del capitulo 1 (pagina 11) habiamos visto el sistema

3z—iw=1-9i

(24+i)z+w=5-3i
con incdgnitas complejas z y w, y alli vimos un método para resolverlo (des-
pejando una incognita de una ecuacion y sustituyéndola en la otra ecuacion).
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Luego en los ejemplos (/| y 8 del capitulo 5 (pagina 101) vimos otras dos ma-
neras de resolverlo usando Gauss-Jordan. Veamos ahora todavia otro método de
solucion, usando la regla de Cramer.

3 -1 1-9i
241 1 5-31

asi que las tres matrices involucradas son

3 - 1-9i —i 3 1-9i
A_(2+i 1)’ A1_<5—3i 1> y AZ_(2+1 5—31)

con determinantes

La matriz aumentada es

Al =3+i(24i) =2+2i
Al =1-9i4i(5—3i) =4—4i
Ay =3(5—3i) — (1-9i)(2+i) =4+8i

Las soluciones son entonces

A 4—-4

. A 4+8i
A 2420

YTUA T 242

2y 3+i

_

Repaso

3z—iw =31
Use la regla de Cramer para resolver . ]
2+i)z+w=4i-3.

Respuesta: z=1—1,w =3i

Al comparar los métodos de Gauss-Jordan y Cramer, debemos notar que en GJ es proba-
ble que haya que efectuar varias divisiones durante el proceso, lo cual puede introducir frac-
ciones. Esto es especialmente complicado cuando el sistema involucra niumeros no reales,
como vimos en el ejemplo /| del capitulo 5 (pagina 101). En Cramer, en cambio, todo el
proceso se basa en multiplicaciones (al calcular determinantes) excepto al final cuando se
dividen los determinantes. Esto hizo que el método de Cramer resultara mds sencillo en el
ejemplo anterior, con numeros no reales. En general, para sistemas complejos, donde las
divisiones son tediosas, puede resultar mejor usar Cramer.

Otra circunstancia en la que se recomienda el método de Cramer es el caso en que se
necesita determinar solo una o unas pocas de las incognitas, como vimos en el ejemplo [§|en
esta seccion.
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Ejercicios

26. Use laregla de Cramer para determinar g si

27. Use laregla de Cramer para determinar c si

28. Use la regla de Cramer para resolver los sistemas planteados en los ejercicios [1}-6 del

capitulo 5 (pagina 91).

(ip—2g+r=1
q—r=>5i.
p+2g=4

\

[ h—(1—i)c=2

3a—ib+18i=0.

Jia—b+c=35

\

161

29. Use la regla de Cramer para encontrar el valor de w en el sistema planteado en el

ejercicio|/|del capitulo 5 (pagina 91).

30. Use la regla de Cramer para resolver los sistemas de ecuaciones planteados en los

ejercicios [25}-28 del capitulo 1 (pagina 12).

31. En el ejercicio 40| del capitulo 5 (pagina 118), si ahora hay once tazas de azicar, quin-
ce huevos y siete litros de leche disponibles, ;cudntas porciones de pastel de manzana

pueden hacerse?

Determine los valores de k €  tales que cada sistema tenga:

(a) solucion unica, (b) ninguna solucion o (¢) mas de una solucion.

;

32.

33.

X+y+kz=2
3x+4y+2z=k
| 2x+3y—z=1
(x+y+kz=0
x+ky+z=1

(kx+y+z=V2

x—3z=1

34. 2x+ky—z=2
(2x—9y+kz=2
kx+y=1

35. { —x+ky+z=1
| kx+y+kz=1
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7.5. Cofactores y matriz adjunta

Ahora vamos a ver como los determinantes pueden usarse para calcular matrices inversas.
Primero necesitamos conocer los conceptos de cofactores y de matriz adjunta.

Definicién (cofactor, matriz adjunta)

Sea A una matriz de tamafio n x n. Entonces:

= El cofactor i, j de A es ¢;; = (— 1)/ M;;, donde M;; es el menoi|de a;;.

» La matriz adjunta de A es adj(A) = C", donde C es la matriz de cofactores.

Ya habiamos encontrado antes el concepto de cofactor, en la definicion del determinante;
nada mas no habiamos mencionado su nombre.
Ahora podemos dar una férmula concisa para la inversa de una matriz cuadrada.

Teorema
Si A es una matriz cuadrada con det(A) # 0 entonces su inversa es

1

A7l =
det(A)

adj(A)

Ejemplo 10: calcular una inversa usando cofactores

1 0 =3
SeaA= |2 1 —6].Estos son algunos de sus nueve cofactores:
0 6 -2
ci=|2 1 —6:+'é :3‘234
6 -2
23 = F = — = —
06 — 0 6
y
1 -3
1 -3
c3p = |2 —6——‘2 —6’ 0

El menor de una matriz cuadrada se defini6 en la pagina
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La matriz de cofactores, incluyendo los tres anteriores y los seis restantes, es

34 4 12
C=|-18 -2 -6
3 0 1
Y la matriz adjunta es la transpuesta de la anterior:
34 4 12\' /34 —18 3
adjA)=(—-18 -2 —6| =14 -2 O
3 0 1 12 -6 1
1 0 -3
Finalmente, como det(A) =|2 1 —6|=---=—2,lainversade A es
0 6 -2
1 34 —18 3 —-17 9 -3/2
A—1:—2 4 =2 0)=-2 1 o0
- 12 -6 1 -6 3 —1/2

Este resultado coincide con el que obtuvimos en el ejemplo [3| del capitulo 6
(pagina 130).

Repaso
Use cofactores para encontrar (§ _23)71. Respuesta: ( %, 45)
Ejemplo 11: calcular una inversa usando cofactores
-5 5 i1i—4
Sea B = 3 -3 2-3i|. Para calcular B~! podriamos empezar por en-

1—i 2 —1
contrar los nueve cofactores. ;Pero si luego resulta que el determinante de la
matriz es cero? En ese caso no habria inversa, y habremos desperdiciado el es-
fuerzo.

Empecemos mejor por calcular el determinante de B:

1O+ (1-1)C 1 G +2C;
51 5 i—4 -3 5 i—4 ~3 2i-3 i—4
Bj=| 3 -3 2-3i|=[2-5i -3 2-3i|={2-5i 1-6i 2-3i
1-i 2 -1 0o 2 -1 Co 0 —1

—3 2{-3

= —[-3(1-6i) - (2i - 3)(2—5i)]

:0_0+(_1)'2—Si 1—6i

=T7+1
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Este no es cero, asi que tenemos seguridad de que B! s existe. Encontremos
entonces los cofactores:

ci1=+[3-2(2-3i)]=—-1+6i c3=—[—10i—5(1 —i)] =5+5i
Clp = —[—3— (1 —i)(2—3i)] c31 = —|—[5(2—3i)+3(i—4)]
=2-5i1 =-2-12i
ci3=+[6+3(1—-1)]=9-3i c3p = —[—5i(2—-3i) —3(i—4)]
021:—[—5—2(i—4) =-3+4+2 =3+13i

cn=+5-(1-i)i-4)]=3  cp=+[15—15]=—15+15i

La matriz adjunta es entonces

—14+6i —3+2i —2-12i
adj(B)=C"= | 2-5i 3 3413i
9-3i 5451 —15+15i

1 o . .
Ahora B! = 7—+,CT, pero en vez de hacer nueve divisiones complejas preferi-
i

mos hacer una division y nueve multiplicaciones:

1 1 7—i  7—i
= : = =0.14—0.02i
T+i 7+ 7-1 49+1 '
asi que
—1+6i —3+2i —2-—12i
B 1 =(0.14—0.02i)) | 2—5i 3 3413
9-3i 545i —15415i
—0.02+0.86i —0.38+0.34i —0.52 — 1.64i
= | 0.18—0.74i 0.42-0.06i 0.68+1.76i
1.2-0.6i 0.84+0.6i  —1.8+2.4i
Repaso

2 -3 2\~ )
Use cofactores para calcular <—1 2 —1) . Respuesta: No existe
10 1
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Recuerde que la inversa de una matriz 2 X 2 estd dada por

a b\ ' 1 [(d —b
(c d) " ad —be (—c a )
Resulta que los cofactores de (? Z), determinantes de matrices 1 X 1, son precisamente d,
—c, —b y a, de modo que esta vieja formula no es mas que un caso particular del teorema
recién enunciado.
Asi como notamos acerca de inversas 2 X 2, también ahora es importante notar lo siguien-

te: si |A| # O entonces A tiene una inversa dada por el teorema anterior, pero si |[A] =0, la
inversa de A no existe. Compare el siguiente teorema con los teoremas en las paginas |[139,

158, 273]y 299

Teorema

‘ Si A es una matriz cuadrada, entonces A es invertible si, y solamente si, det(A) # 0. ‘

Combinando este teorema con los dos anteriores, tenemos que las siguientes condiciones
son equivalentes para una matriz cuadrada A:

= Cualquier sistema de ecuaciones lineales con matriz de coeficientes A tiene solucion
unica.

m A es invertible.

= El determinante de A es distinto de cero.

Ejercicios
Determine los valores de « para que la matriz no sea invertible.

36 o -3 - oa—1 o+1
"\4 1-«a 37. 1 2 3

2—o o+3 o+7

0 4 O
38. Encuentre la matriz adjuntade | -2 0 O
1+31 0 =51

39. Use el método de cofactores para encontrar la inversa de cada una de las matrices
invertibles en los ejercicios [16}-24 del capitulo 6 (pagina 134).
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En resumen. ..
—
» SiA=(%%), sudeterminante es det(A) = |A| = ad — bc.

= Si A es una matriz n X n, su menor i, j es M;;, el determinante de la matriz que resulta
al eliminar la fila i y la columna j de A.

= Si A es una matriz X 1 con n > 2, su determinante es [A| = Y1_; (—1)""/a;;M;; para
cualquier i fijo, o bien |A| = ¥, (—1)""/a;;M;; para cualquier j fijo.
= Si Ay B son matrices 1 x n, entonces |A-B| = |A||B|, |A~!| = |A|~! si A es invertible,

AT =1A] y |A] =]A].
= Si A es una matriz triangular, su determinante es igual al producto de su diagonal.

= Si A es una matriz cuadrada, (a) intercambiar dos filas o dos columnas de A cambia
el signo del determinante; (b) multiplicar una fila o una columna de A por un escalar
multiplica el determinante por ese escalar; (c) sumar a una fila de A un mudltiplo de
otra, 0 sumar a una columna un multiplo de otra, no cambia el determinante.

= (Regla de Cramer) Sea A la matriz de coeficientes de un sistema de n ecuaciones
lineales con n incognitas xy, ..., x,, y para cada j = 1,...,n sea A; el resultado de
sustituir la columna j de A por el lado derecho del sistema.

Si |A] # 0 entonces xj = |Aj|/|A| paracada j=1,...,n.

Si |A| = 0 entonces no hay solucién tnica. Y si algin |A ;| # 0, no hay solucion.

m Si A, «, es la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones, entonces el sistema
tiene solucién dnica si y solo si |A] # 0.

= Si A es una matriz n x n, su cofactor i, j es ¢;; = (—1)""/M;;, y su matriz adjunta es
adj(A) = CT, donde C es la matriz de cofactores.
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= Si|A|#0Oentonces A~ = ﬁ adj(A). Si |A| =0, A no es invertible.
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CAPITULO 8

Vectores en rR? y R’

En este capitulo y los dos siguientes hablaremos acerca de la geometria y el dlgebra del
plano IR? y del espacio IR?. El primero es bien conocido: IR? es el conjunto de pares ordenados
(x,y) con x € Ry y € R, y cada par puede representarse como un punto en el plano. El
segundo, el espacio IR3, no lo habiamos mencionado hasta ahora pero, como veremos pronto,
este es el conjunto de triples ordenados (x,y,z) donde cada triple puede representarse como
un punto en el espacio tridimensional.

Pero ademds de ser considerados como conjuntos de puntos, IR? y IR? pueden conside-
rarse como conjuntos de vectores, lo cual tiene muchas aplicaciones, particularmente en la
Fisica. En este capitulo hablaremos de las propiedades y operaciones fundamentales de los
vectores en el plano y en el espacio.

8.1. Vectores en R?

Hay muchas formas de pensar en un vector. En general, se acostumbra distinguir entre
las cantidades escalares, las que se describen con un nimero y probablemente una unidad
de medida (como temperatura, masa o precio), y por otro lado las cantidades vectoriales, las
que se caracterizan por una magnitud y una direcciéon (como desplazamiento, velocidad o
fuerza).

Podriamos decir que un vector es una cantidad con magnitud y direccién, como se hace
en Fisica, o podriamos decir también que un vector es un desplazamiento entre dos puntos.
Todavia una tercera forma de describir un vector, que es la que adoptaremos aqui por el
momento, es decir que un vector es un segmento dirigido. Esto significa que un vector es el
segmento de recta desde un punto inicial hasta un punto terminal.

Ejemplo 1: vector entre dos puntos

Si tomamos los puntos P = (—1,3) y Q = (3,1) en el plano IR?, entonces el

—

vector de P a Q, denotado PQ, es el que muestra la figura.
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P ° € 3
b
[,~ro
. 1 ° Q
1 12 3
Si llamamos v al vector PQ, entonces v tiene punto inicial P y punto terminal Q.
El desplazamiento de v consiste en 4 unidades horizontales (hacia la derecha, de
—1a3)y —2 unidades verticales (hacia abajo, de 3 a 1).
La longitud o magnitud de v puede calcularse usando el teorema de Pitdgoras:
42 + (—2)? = /20 ~ 4.47214 unidades lineales.
Repaso

Calcule la longitud del vector desde A = (2,—2) hasta B = (3,1).

Respuesta: v/ 10

Ejemplo 2: dos vectores con igual magnitud e igual direccion

Dados los puntos A = (3,5), B=(—2,2),C = (6,2) y D= (1,—1), los vectores
u=AByw=CD son, graficamente, los siguientes:

+5 « A
1 u
/k?’
Bo -1 ) C
11 w
) 2 4 6
1 D./

En la figura vemos que u y w parecen tener la misma magnitud y la misma
direccion. En efecto, cada uno de ellos tiene un desplazamiento de —5 unidades
horizontales y —3 verticales, y sus magnitudes son ambas /(—5)2+ (—3)2 =

V34 ~ 5.83095.
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En el ejemplo anterior, aunque los vectores u# y w tienen distintos puntos iniciales y
terminales, podemos considerarlos equivalentes por tener la misma longitud y direccion. De
hecho, dos vectores con la misma longitud y direccién se consideran iguales aunque sus
puntos iniciales sean distintos. En vista de eso, vamos a revisar nuestra forma de describir
un vector en IR?. Ya no necesitamos hablar de un punto inicial y un punto terminal, sino
solamente de los desplazamientos horizontal y vertical.

Definicién (vector en R?)

Un vector en el plano estd determinado por su desplazamiento horizontal y su desplaza-
miento vertical. Se denota v = (a,b) al vector que se desplaza a unidades horizontales
(hacia la derecha si a es positivo o hacia la izquierda si es negativo) y b unidades verticales
(hacia arriba si b > 0 o hacia abajo si b < 0).

La magnitud, longitud o norma de v = {(a,b) es el nimero ||v|| = Va2 + b2

El vector v estd en posicion estdndar si su punto inicial es (0,0).

El vector cero es 0 = (0,0).

En general, si P = (x1,y1) y Q = (x2,y2), entonces el vector v = PQ tiene un desplaza-
miento de x, — x| unidades horizontales y y, —y; verticales, y entonces v = (xo —x1, y2 —y1)-
Si aceptamos restar los puntos Py Q como si fueran matrices de tamaifio 1 x 2, entonces po-
demos escribir PQ = Q — P. En el primer ejemplo, v = (3,1) — (—1,3) = (4,—2), y en el
segundo, u =w = (—5,-3).

Note que si un vector v = (a,b) estd en posicion estandar, entonces su punto terminal es
(a,b). Note también la diferencia entre (a,b) y (a,b): el primero es solamente un punto; el
segundo es el vector desde el origen hasta el punto (a,b).

8.1.1. Operaciones con vectores en R*

Los vectores, a diferencia de los puntos, no solo “estan ahi” sino que pueden interactuar
entre ellos. Las dos operaciones fundamentales entre vectores son la suma de dos vectores
y el producto de un escalar por un vecto En el capitulo siguiente veremos dos tipos de
producto entre vectores.

Definicién (operaciones con vectores en R?)

Siv=(vi,v2) yw = (wy,ws) son dos vectores en IR?, y si ¢ € R, entonces
» Lasumadevywesv+w= (vi+wp,vo+wp).

» El producto de ¢ y ves cv = (cvy,cvy).

"En el contexto de matrices habfamos definido “escalar” como un niimero real o complejo. En el contexto
de vectores la definicion es la misma, aunque por ahora nos restringiremos a los reales.
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Ejemplo 3: operaciones con vectores en R’

Sean v = (1,3) y w = (—2,1), con longitudes ||v|| = v/10 ~ 3.16228 y ||w|| =
/5 ~2.23607. Entonces resulta lo siguiente:

s vtw={(1,3)+(-2,1)=(1-2,3+1)=(—1,4)

= 3w= —3<—2 1) =(=3(=2),-3(1)) = (6,-3)

s vt w| =[[{(—1,4)|| = /(—1)2+42 = V17 = 4.12311

= [ =3wll = [I(6, 3>|| V67 +(=3)2 =V45=3V5

Repaso
Para los mismos vectores del ejemplo, calcule v — 2w y su norma.
Respuesta: v—2w = (5,1) y ||[v—2w| = v26

=
o=

oooo

oooo
oono
ooo

Algunas calculadoras cientificas tienen un modo para trabajar con vectores. Si
usted tiene una, puede resolver asi el ejercicio del repaso anterior.

En el modo de vectores, digite los vectores de manera similar a como se describe
en la pagina[82](alld para matrices), indicando que son de tamaiio 2. Si los llamé

VctA y VctB entonces escriba
[VECTOR] VctA - 2 [VECTOR] VctB =

o bien
[OPTN] VctA - 2 [OPTN] VctB =

y, para la norma del resultado,
[Abs] [VECTOR] VctAns ) =

o bien
[Abs] [OPTN] VctAns ) =

dependiendo de la calculadora.

En el ejemplo anterior podemos interpretar v y w en términos de sus desplazamientos:
1 a la derecha y 3 hacia arriba, y 2 a la izquierda y 1 hacia arriba, respectivamente. Asi,
v+w = (—1,4) es el desplazamiento que resulta de conectar los desplazamientos de v y w
en secuencia: 1 a la derecha seguido por 2 a la izquierda resulta en 1 a la izquierda, y 3 hacia
arriba seguido por 1 hacia arriba resulta en 4 hacia arriba: (—1,4).
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En la siguiente figura a la izquierda tenemos la representacion gréifica de v 4w segun esta
idea: al dibujar v en posicion estandar y luego una copia de w iniciando en el punto terminal
de v, el nuevo punto terminal de w serd el resultado de la suma. La figura a la derecha muestra
el grafico de —3w: es un vector con el triple de la longitud de w y con direccion opuesta.

4 11

)

Note en el ejemplo anterior que ||w|| = /5 y que ||—3w]|| = 3v/5. Esto confirma lo que
dijimos en el parrafo anterior, que —3w es un vector con el triple de la longitud de w.

Note también, en el grafico de v+ w, que los vectores v, w y v+ w forman un tridngulo.
En realidad v y w forman un paralelogramo, del cual v +w es una diagonal. Y como en
todo triangulo, la longitud de cualquiera de los lados es menor o igual que la suma de las
longitudes de los otros dos. En efecto, ||[v+w]|| = 4.12311 < ||v|| + ||w|| =~ 5.39835.

El siguiente teorema generaliza las dos observaciones anteriores.

Teorema
Si vy w son dos vectores y ¢ es un escalar, entonces

= flevll = lel[Iv]

= v +wl <[l +wll

Para las demostraciones vea los ejercicios [I4]y siguiente.

Vimos que al sumar dos vectores vy w, la suma v+ w es una de las diagonales del para-
lelogramo formado por ellos. ;Y qué hay de la otra diagonal? Resulta que esa otra diagonal
es, precisamente, uno de los vectores v —w o w — v, dependiendo de la direccién. Vea el
siguiente grafico.
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Podemos confirmar que la diagonal de izquierda a derecha es w — v notando que al sumar
el vector izquierdo, v, con esta diagonal, el resultado es v+ (w — v) = w, como muestra el
diagrama. Igualmente, en el diagrama se observa que w+ (v —w) = v, como debe ser.

8.1.2. Otras definiciones

Veamos algunas definiciones mds para vectores en IR2.

Definicién (vectores paralelos)

Dos vectores v y w son paralelos si uno de ellos es multiplo escalar del otro. En ese caso
se escribe v || w.

Dos vectores paralelos tienen la misma direccion si el escalar es positivo, o direcciones
opuestas si el escalar es negativo.

Definicién (combinacién lineal)

Si v y w son vectores, una combinacion lineal de ellos es un vector de la forma av + bw,
cona,b € R.

Mas en general, si vy, ..., v, son vectores, una combinacion lineal de ellos es un vector de
la forma Z;?:] ajvi=avi+---+ayv,, conag,...,a, € R.

Por ejemplo, los vectores w y —3w del ejemplo anterior son paralelos, con direcciones
opuestas porque el escalar es —3, negativo. Los vectores v+ w, —3w y v — 2w son combina-
ciones lineales de vy w.

Definicién (vectores unitarios)

Un vector unitario es uno con norma igual a 1.

—

Los vectores unitarios estdndar en R* soni= (1,0) yj = (0,1).

Cualquier vector (a,b) puede escribirse ficilmente como combinacién lineal de los vec-
tores unitarios estandar, de la manera

(a,b) = ai+b]

Por ejemplo, (5,—2) = 5i —2j.
Si v es un vector distinto de cero, entonces el vector v = HlTHV es un vector unitario con
la misma direccién que v, porque su norma €s

IVl = llgvll = Ipgl vl =1

y ademds el escalar que los relaciona es 1/||v||, positivo.
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Ejemplo 4: combinacién lineal

Escribir w = (3,21) como combinacién lineal de x = (3, —4), y = (6,2).

Necesitamos encontrar dos escalares a y b tales que ax+ by = w, es decir
a(3,—4) +b(6,2) = (3,21)

Como a(3,—4) +b(6,2) = (3a+ 6b,—4a+ 2b), podemos plantear el sistema

3a+6b=3
—4a+2b =21
cuya solucién es a = —4, b = 2.5. En conclusién,

(3,21) = —4(3,—4) +2.5(6,2)

_

Repaso
Escriba w = (3,21) como combinacion lineal de u = (—2,1) y v = (1,4).

Respuesta: w = u+5v

Ejemplo 5: vector unitario

Para obtener un vector unitario con la misma direccién que u = (—4,3) basta

tomar
u/_;<_4 3) = ! (—4 3>—l(—4 3) =(-0.8,0.6)
I(=43)1" 77 Vie+9 s o
Repaso

Encuentre un vector unitario con la direccién de w = (4, —2).

Respuesta: (2/+/5,—1/+/5)
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Ejemplo 6: encontrar un vector con longitud y direccion dadas

Encontrar un vector en el tercer cuadrante, con longitud 4, que forme un dngulo
de 75° con el eje Y. Vea el grafico.

Si denotamos el vector v = (a,b), entonces

a= —4sen(75°) ~ —3.86370 y b= —4cos(75°)~ —1.03528
Por lo tanto, v = (—3.86370, —1.03528).

Repaso

Encuentre un vector en el segundo cuadrante, con longitud 2, que forme un angu-
lo de 20° con el eje X. Respuesta: (—1.87939,0.684040)

Ejemplo 7: aplicacion de la suma de vectores

Dos tractores estan jalando un camion que estd atascado. El primero ejerce una
fuerza de 10000 N en direccién 15° al norte de la direccién este, y el segundo
7500 N en direccién 10° al sur del este, como en el siguiente diagrama.

7500
Si denotamos con f; y f> los vectores de fuerza correspondientes a cada trac-
tor, entonces la fuerza total resultante es la suma F = f; 4 f>. Para calcularla
encontramos primero las coordenadas de cada vector:

A=) (1)) Yy L={2)x (f)y)
donde

(f1)x = 10000cos 15° ~ 9659.26  (f)x = 7500cos(—10°) ~ 7386.06
(fi)y = 10000sen 15° ~ 2588.19  (f3)y = 7500sen(—10°) ~ —1302.36
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Asi, f1 ~ (9659.26, 2588.19) y f> ~ (7386.06, —1302.36), por lo que el vector
resultante es F = f] + f> ~ (17045.3, 1285.83), cuya magnitud es

IF|| = /17045.32 + 1285.832 ~ 17093.7 (newtons)

y su dngulo es
85.83

17045.3

hacia el norte desde la direccion este (la magnitud y la direcciéon de F' pueden
obtenerse en una calculadora convirtiendo a coordenadas polares).

o = arctan ~ 4.3140°

En la seccion 9.2 veremos como calcular el dngulo entre dos vectores arbitrarios.

Ejercicios

Dados los vectores u = (2,2), v= (4,-2) yw = (0,—3), encuentre:

L 2u—vtw 4. lull, [[vlls fwl

2. —3u+5w 5. Tres escalares a, by c tales que
au+bv+cw=(18,-3)y

3. 6(u—2v)+2(v—3w) a+b+c=1.

Encuentre un vector en el segundo cuadrante, con norma 4, que sea paralelo a (2, —3).
Encuentre un vector con longitud 6 y direccién opuesta a (—2,7).

Encuentre dos vectores unitarios paralelos a (—5,12).

e ® XA

Six=(3,—1)yy=(2,3), encuentre dos escalares a y b tales que ax+ by = (5,5).
10. Encuentre todos los pares de vectores x,y € IR tales que

= x| (1,2)

= x+y=(2,2)

= [yl =1

11. Encuentre un vector v en el segundo cuadrante, con longitud 2, que forme un dngulo de
w/6conelejeY.

12. Un avién se dirige en direccién 32° norte del oeste y su velocidad relativa al aire es
de 800 km/h. El viento sopla hacia el sur con una velocidad de 40 km/h. ;Cudl es la
velocidad resultante del avion (magnitud y direccion)?
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13. Demuestre que los puntos P = (—3,9), 0 = (—1,10) y R = (1,6), forman un tridngulo
rectangulo.

14. Demuestre que si u € IR? y ¢ € R, entonces ||cu|| = || ||u].

15. Demuestre que si u,v € IR? entonces |[u+v|| < |Ju| + ||v.

8.2. Vectores en R’

Vimos que IR? puede identificarse con el plano cartesiano asignando a cada par (x,y) el
punto con coordenada horizontal x y coordenada vertical y. De manera andloga, el conjunto
R? = { (x,y,2) | x,y,z € R} puede identificarse con el espacio tridimensional. Ahora no solo
tenemos un eje horizontal y un eje vertical, como en R?. La representacion usual de puntos
en R? se basa en un eje X horizontal que apunta hacia uno (el lector), un eje ¥ también
horizontal que apunta hacia la derecha, y un eje Z vertical que apunta hacia aITib

El siguiente grafico muestra las posiciones de los puntos (2,3,1) y (1,—2,2) en el sistema
de coordenadas XYZ.

(1,-2,2)

2,3,1
_2 .( / / )

X

La distancia entre dos puntos (x1,y1,21) y (x2,y2,22) es

d = /(01 =32+ (1~ 32 + (21— 2a)?

y el punto medio del segmento que los une es m = (%()q +x2), %(yl +y2), %(zl +22)).

En forma casi idéntica a como definimos vectores en IR2, ahora tenemos las siguientes
definiciones y propiedades para vectores en R3.

%En realidad cada eje apunta en dos direcciones opuestas; aqui mencionamos las direcciones positivas.
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Definicién (vector en R?)

Un vector en el espacio estd determinado por su desplazamiento en la direccién de cada uno
de los tres ejes. Se denota v = (a, b, c) al vector que se desplaza a unidades en la direccién
del eje X (hacia el frente si @ > 0 o hacia atras si a < 0), b unidades en la direccion del
eje Y (hacia la derecha si b > 0 o hacia la izquierda si b < 0) y ¢ unidades en la direccién
del eje Z (hacia arriba si ¢ > 0 o hacia abajo si ¢ < 0).

La magnitud, longitud o norma de v = {(a,b,c) es el nimero ||v|| = v a? + b2 + 2.
El vector v estd en posicion estdndar si su punto inicial es (0,0,0).
El vector cer es 0= (0,0,0).

Definicién (operaciones con vectores en R?)

Siv=(vi,v2,v3) y w= (w1, wp,w3) son dos vectores en IR?, y si ¢ € R, entonces
» Lasumadevywesv+w= (v +wy, va+wp, v3+ws).

= El producto de c y v es cv = (cvy, cva, cv3).

El siguiente teorema es una copia textual del correspondiente en la seccién anterior, pero
ahora el contexto es IR>.

Teorema
Si vy w son dos vectores y ¢ es un escalar, entonces

= flevll = lel[Iv]

= v+ wil < Il +[Iwll

De la misma manera, las definiciones de vectores paralelos, combinaciones lineales y
vectores unitarios se mantienen idénticas aqui a como eran en IR. La tnica otra definicién
que necesitamos adaptar es la de los vectores unitarios estandar: en R? ellos son

i=(1,0,0),

—

i=1(0,1,0) y k=(0,0,1).
Por supuesto, cualquier vector v = (a,b,¢) en IR® puede escribirse como

v=ai+ bj'+ ck

3Se usa el mismo simbolo, 6, para denotar al vector cero en IRZ 0 en IR?. En general, por el contexto serd
claro si 0 = (0,0) o si 0 = (0,0,0). Es més, en el capitulo |11| veremos que el mismo simbolo 0 se usa para
denotar el vector cero en cualquier espacio vectorial (alld veremos qué son espacios vectoriales, pero ya usted
puede ir imaginando, correctamente, que son generalizaciones de IR? y IR?).
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Asi como en el plano IR? el eje X tiene ecuacién y =0 y el eje Y tiene ecuacién x = 0,
asi en el espacio R? tenemos las ecuaciones siguientes.

EjeX:y=2z=0 Plano YZ: x =0
EjeY:x=2z=0 Plano XZ: y =0
EjeZ: x=y=0 Plano XY:z=0

Las siguientes propiedades de la suma de vectores y del producto de escalar por vector
se cumplen en IR? y en IR?, y su demostracion es bastante sencilla.

Teorema

Siu, vy w son tres vectores en IR? o tres vectores en IR3, y si¢,d € R, entonces
B U+v=v+u
» (utv)+w=u+{v+w)
L] u-l—ﬁzu
n u+(—u)=0
» c(u+v)=cutcv
s (c+d)u=cu+du
n c(du) = (cd)u

m lu—=u

Ejemplo 8: vector entre dos puntos
Ev = PQ, donde P = (—-1,3,1)y Q= (2,1,4). Entonces,
v=0-P=(3,-2,3) =31 -2+ 3k
con longitud ||v|| = /32 + (—2)2 +3% = v/22. J

Repaso
Encuentre el vector desde A = (—1,4,0) hasta B = (0,—3,4), y su norma.
Respuesta: AB = (1,—7,4) y ||AB|| = v/66
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Ejemplo 9: encontrar un vector con longitud y direccion dadas

Dado el vector x = (2, —2,4), vamos a encontrar un segundo vector y € IR que
tenga magnitud 3 y que sea paralelo a x.

Para que sea x || y, la definicion dice que y = cx para algiin ¢ € IR. Y para que la
magnitud de y sea 3, escribimos

3= [Iyll = llex|| = [e[ llxl| = [e[v'4 +4 416 = |c[v24

De aqui despejamos

3
cl=—=
- a
Hay entonces dos soluciones,

6
y1= %u = <\/6/27_\/6/27\/8>
6
Y2 = _\/T_u = <_\/6/27 \/8/27 _\/6>
En decimales, aproximadamente +(1.22474, —1.22474, 2.44949).

Repaso

Para el vector x del ejemplo anterior, encuentre un vector z con su misma direc-
cién y con longitud 10. Respuesta: (4.08248, —4.08248, 8.16497)

Ejemplo 10: puntos colineales

¢Son colineales los puntos P = (4,—5,1), 0 = (1,7,7) y R =(2,3,5)?

Una forma de determinarlo es investigar si los vectores PﬁQ y QR son paralelos.
Veamos: PQ = (—3,12,6) y OR = (1,—4,-2).

En efecto, PAQ = —3QR, asi que los vectores son paralelos. En conclusion, los
puntos si son colineales.
Repaso

Determine si los puntos A = (4,—3,-5), B=(—2,1,2) y C = (—2,4,—3) son
colineales. Respuesta: No
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Ejercicios

Dados los puntos P = (6,1,—12), 0 = (10,—9,2) yR = (—1,9,—4),
determine. ..

16. ... los vectores P_’Q, QR y RP.

17. ... el punto medio y la distancia entre P y R.
18. ... si P, Qy R son colineales.

19. ... el perimetro del tridngulo APQR.

20. Encuentre dos vectores en IR® con longitud 4, paralelos a (6,2,1).
21. Seanu = (5,-2,0),v=(—4,—1,0), w=(0,-3,5).

a. Escriba (—8,5,10) como combinacién lineal de u, vy w.

b. Demuestre que cualquier vector (x,y,z) € IR? puede escribirse como combinacién
lineal de u, vy w.

22. Encuentre todos los pares de vectores x,y € IR? tales que
"X H <_2=07_2>
m y—x=(-2,1,—-1)
= [yl =v2
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En resumen...

—

= Un vector es una cantidad con magnitud y direccion, o bien un desplazamiento en-
tre un punto inicial y un punto terminal. Dos vectores se consideran el mismo si sus
desplazamientos son iguales.

= Un escalar es un numero real.

= La magnitud, longitud o norma de un vector v = (a,b) en IR? es ||v|| = Va2 + b2.
La magnitud de w = (a,b,c) en R es ||w|| = Va2 + b2 + 2.

» Un vector es unitario si su norma es 1.

= Un vector estd representado en posicidn estandar si su punto inicial es el origen: (0,0)
en IR? 0 (0,0,0) en R?.

= E] vector con punto inicial Py punto terminal Q es PO=Q-P.

» Siu=(a,b)yv={c,d)enR% susumaesu+v=(a+c, b+d).Sites un escalar,
el producto de ¢ y u es tu = (ta,tb). En IR?, las definiciones simplemente incluyen un
componente mas.

= Sit esun escalar, y v, w son vectores, entonces |[tv|| = |¢]||v]| y [[v+w] < |[v]| + ||w].
= Dos vectores son paralelos si uno de ellos es multiplo del otro.

s Sivy,..., Vv, son vectores, una combinacion lineal de ellos es una suma vy + 6 vy +
-+ oy, vy, donde o, ..., o son escalares.

= Los vectores unitarios estédndar en IR? son i = (1,0) y}: (0,1). En IR3 soni—= (1,0,0),
j=1{0,1,0) y k=(0,0,1).

]






CAPITULO 9

Producto escalar
y producto vectorial

En el capitulo anterior hablamos de dos operaciones con vectores: la suma de dos vecto-
res y el producto de un escalar por un vector. En este capitulo vamos a presentar dos tipos
de producto entre vectores: el producto escalar y el producto vectorial. Veremos que estos
productos, aunque definidos algebraicamente, tienen propiedades geométricas importantes.

9.1. Producto escalar

El producto escalar entre dos vectores es muy parecido al producto de matrices. Las
siguientes son las definiciones para R? y R>.

Definicién (producto escalar)

Dados dos vectores v = (vi,v2) y w = (wi,ws) en IR%, su producto escalar es
VW = VW] +Vvawp
Para dos vectores v = (vi,v2,v3) y w = (Wi, wa,w3) en IR3, el producto escalar es

VW =Vviw] +Vvowy +v3w3

Este producto es llamado escalar porque el resultado es un ndmero, no un vector. Tam-
bién se le llama producto punto porque el simbolo con que se denota es un punto.

Ejemplo 1: producto escalar en R®

Dados los vectores u = (—3,6), v=(3,—4) y w = (1,7), tenemos:
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]
—~
[\
<
=
|
—~
=
|
(o]
~
—~
—
~

; (6)(1)+ (—8)(7) = —50, y también
2(v-w) = 2[(3)(1) + (~4)(7)] = 2[-25] = —50
(w+v)-w=1(0,2)-(1,7) = (0)(1) + (2)(7) = 14, y también
u-w+v-w=39-25=14

_

Repaso
Dados a = (2,—5) y b = (—3,4), calcule a - b. Respuesta: —26

Ejemplo 2: producto escalar en R?

El producto escalar, o producto punto, de y = (4,—3,—2) con z = (0,—5,2) es
yz=®#0)+(=3)(=3)+(-2)(2) =11

Repaso
Calcule (—2,-3,4)-(—5,1,3). Respuesta: 19

Ejemplo 3: signo del producto escalar

Compare las direcciones en las que apuntan los vectores a = (—3,1), b= (—1,2)
y ¢ = (2, 1), con los signos de sus productos escalares:

i)

a 11 c

] ] ] ] ]
T T T T

-3 -2 -1 1 2

m a-b=(-3)(—1)+(1)(2) =5, positivo, y los vectores a y b apuntan en
direcciones “semejantes”, en el sentido de que el dngulo entre ellos es agu-
do.
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m a-¢c=(-3)(2)+ (1)(1) = —5, negativo, y los vectores a y ¢ apuntan en
direcciones “divergentes”, en el sentido de que el dngulo entre ellos es
obtuso.

m b-c=(—1)(2)+(2)(1) =0, y los vectores b y ¢ son exactamente perpen-

diculares.

El primer ejemplo ilustra algunas propiedades del producto punto que formalizamos en
el siguiente teorema. El tercer ejemplo ilustra una relacion geométrica entre el signo del
producto escalar y las direcciones de los vectores, que por ahora podemos describir diciendo
que el producto escalar es positivo si el angulo entre los vectores es agudo; el producto es
negativo si el dngulo es obtuso, y el producto es cero si los vectores son ortogonales. A esto
regresaremos en la siguiente seccion.

(@b) Si su calculadora tiene un modo para trabajar con vectores, es probable que
. ’. . incluya la funcién de producto escalar.
]
SEEE Habiendo definido dos vectores A y B, su producto punto se calcula escribiendo
Oooobod
[VECTOR] VctA [VECTOR] Dot [VECTOR] VctB =
o bien
[OPTN] VctA [OPTN] Prod escalar [OPTN] VctB =
L
Teorema

El producto escalar en IR? 0 en IR? satisface las siguientes identidades, para cualesquiera
vectores u, vy w, y cualquier escalar ¢ € R.

w c(u-v)=(cu)-v=u-(cv)
» 0-v=0

vov=[v|?

La dltima propiedad en el teorema, v-v = ||v||2, implica que v-v > 0 para cualquier v,
y que v-v = 0 solamente si v =0.
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Ejercicios
Dados los vectores u = (—3,7,8),v=(4,—1,1) yw = (5,6,8), calcule:

1. uvtv-w 3. wewy ||w|?

2. (u-w)v 4. 2v—=5w)-uy 2(v-u)—5w-u)

5. Seanu = (2,0,5)y v=(1,1,—3). Encuentre los vectores x € R*> que cumplen estas tres
condiciones:

= x es combinacién lineal de u y v
m x-v=0
w [|x]]* = 150||v[|?

6. Use vectores para demostrar que las diagonales de un rombo (paralelogramo con cuatro
lados congruentes) son perpendiculares.

7. Ladesigualdad de Cauchy-Schwarz dice que |u-v| < ||ul| |v|| para cualesquiera vectores
uyvenR? o en R?. Demuéstrela en IR?.

8. Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ejercicio anterior) para demostrar que, para
cualesquiera u y v en IR? o en IR?, se cumple la desigualdad triangular

o+ vI| < Jlaell + []v]

9.2. Angulo entre vectores

Como vimos en el dltimo ejemplo de la seccion anterior, el signo del producto escalar
indica si los vectores tienen direcciones compatibles o divergentes. Por ejemplo, suponga que
usted se mueve con velocidad dada por el vector u, y que el viento sopla con una velocidad
dada por el vector v. Si el producto u - v es positivo, significa que los dos vectores “colaboran”:
el viento le estd ayudando a usted a avanzar. Si el producto es negativo, usted tiene el viento
en contra. Y si el producto es cero, el viento es perpendicular a su movimiento, y ni lo
impulsa ni lo retrasa.

Vamos a ver mas exactamente cudl es la relacion entre el producto escalar de dos vectores
distintos de cero y el angulo entre ellos. Pero primero quedemos claros en un asunto: dos
vectores con mismo punto inicial realmente determinan dos angulos: uno menor y otro mayor
que 180° (o ambos iguales a 180°). La frase “4dngulo entre vectores” se refiere al menor de los
dos (o cualquiera si los dos son iguales). En definitiva, el dangulo entre dos vectores siempre
estard en el intervalo [0, 180] en grados, o en [0, 7| en radianes.
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Consideremos ahora el tridngulo formado por dos vectores v y w, y su diferencia v — w,
y denotemos con 6 el dngulo entre los dos primeros.

w V—w

Por la ley de cosenos,
2 2 2
v =wl|” = [[VII” + [[wl|” — 2cos & [|v][ [[w]

Por otro lado, las propiedades algebraicas del producto escalar que mencionamos en la
seccion anterior nos llevan a

v=wlP=@=w)-(v=w)=v-v—v-w—w-vtw-w=|[v]|>=2v-w+|w|?
Tgualando las dos expresiones para ||v —w]||? tenemos
IV +1hwf® —2cos 6 [[vl] wl| = v — 20w+ [fwif?

de donde despejamos el coseno de 0 para obtener la féormula siguiente.

Teorema

Si v y w son dos vectores distintos de cero en IR 0 en IR3, y 0 es el dngulo entre ellos,

entonces
V-w
cosO =

VIHIwll

Como 0 < 6 < 7, se deduce que 6 = arccos (%)
v|||lw

Ejemplo 4: angulo entre vectores en R’
El dngulo « entre los vectores p = (4,3) y g = (1,—2) en IR? tiene coseno

<473><17_2> 4-6
cosQ = = ~ —0.178885

asi que el dngulo es

o ~ arccos(—0.178885) ~ 1.75065rad ~ 100.305°
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Repaso
Encuentre el angulo entre (2, —5) y (—3,—2). Respuesta: 1.3633 =78.1113°

Ejemplo 5: dngulo entre vectores en R’

Para los vectores x = (4,—2,1) y y = (2,3, —2), el coseno es

(4,-2,1)-(2,3,-2)  8-6-2

cosf} = = =
H<4a_271>||”<273a_2>|| V2117
El dngulo es entonces arccos0 = 90°.
Repaso
Encuentre el dngulo entre (—4,—5,0) y (4,3, —2). Respuesta: 154.030°

En el ejemplo anterior vemos que no era necesario calcular las magnitudes de los vectores
porque con solo que el producto escalar en el numerador fuera igual a cero la fraccién entera
seria cero. Como ya habiamos dicho, cuando el producto escalar entre dos vectores es cero,
los vectores son perpendiculares.

Teorema

Dos vectores vy w en IR? o en IR® son perpendiculares (ortogonales, normales), lo cual se
denota v L w, siy solo si su producto escalar es igual a cero:

viw < v-w=0

Cuando v y w son vectores perpendiculares, el tridngulo formado por v, w y v+ w, asi
como el tridngulo formado por v, w y v — w, son ambos tridngulos rectangulos con catetos v
y w. Por el teorema de Pitdgoras tenemos en ese caso que

v wl® = [vlP+lwll*  sivLw.
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9.2.1. Bisecar el angulo entre dos vectores

Dados dos vectores no paralelos x y y, ;como puede encontrarse un tercer vector z que
biseque el angulo formado por los dos primeros? Recuerde que la suma x + y es la diagonal
del paralelogramo formado por x y y. ;La diagonal biseca el dngulo entre los dos lados? No
necesariamente; piense simplemente en la diagonal de un rectdngulo con dos lados largos
y dos lados cortos: la diagonal forma un dngulo menor con el lado largo que con el lado
corto. Pero en un cuadrado cada diagonal si biseca el dngulo. De hecho, como se sabe por
Geometria, en cualquier rombo (paralelogramo con cuatro lados congruentes) las diagonales
bisecan los dangulos. Esto implica que si ||x|| = ||y|| entonces x + y biseca el angulo entre x
y y. En la figura a la izquierda, las diagonales no bisecan los dngulos; a la derecha, donde los
cuatro lados miden lo mismo, si lo hacen.

En general, aunque x y y tengan distintas magnitudes, podemos tomar dos nuevos vec-
tores x’ y y/, con las mismas direcciones respectivas de x y y pero con iguales magnitudes
entre ellos. Asi, el vector X’ + ' bisecard el dngulo entre X’ y y/, que es el mismo entre x y y.
En concreto, X' y ¥ podrian ser vectores unitarios, como en el siguiente ejemplo (recuerde
que en el ejemplo [5) pagina 177) vimos cmo encontrar un vector unitario con la misma
direccién de otro vector dado).

Ejemplo 6: bisecar un angulo

Encontrar un vector en IR? que biseque el dngulo entre los vectores p = (4,-2)
yq={(7.1).
Tomemos
1 1 1 1
/ /
P=7p=—=4-2) vy q=77q=—7=(1)
Ipll” V20 gl ™ /50

Entonces, un vector que biseca el dngulo es

>

(4,-2) +L<7, 1)=-—-(4,-2) +£(7, 1)

1
r= /—|— /:—
Pra =" /50 10 10

~ (1.88438,—0.305792)

En efecto, es facil comprobar que, mientras que el dngulo entre p y ¢ mide
34.6952°, el angulo entre p y r y el 4ngulo entre g y r miden cada uno la mitad:

17.3476°. J
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Repaso
Encuentre un vector que biseque el angulo entre (4,1) y (2,—1).
Respuesta: puede ser (1.86457,—0.204678)

Ejercicios

Calcule el angulo entre. ..

9. (0,6) y (3,—4) 12. 4i49) y 8i—2f
10. (9,3,1) y (—4,—3,4) 13. 3j—5i—K y i+4j—4k
11. (8,3,—-4) y (—=2,2,—1) 14. 3i+2k—8j y & —2k—3i

15. Sean u = (12,5) y v = (—4,3) en R%. Calcule x = ||u|v+ |[v|u y y=|ulv— ||v|u,
y demuestre que x y y son ortogonales.

16. Dados P = (3,1,8), 0 =(3,9,—4) y R = (4,0,9), calcule las medidas de los dngulos
del tridngulo APQR.

Encuentre un vector que biseque el angulo entre. . .
17. (8,—4)y (0,3) 19. (2,9,-3)y(6,0,5)

18. (—1,7)y (—3,2) 20. (3,-3,5)y(1,1,4)

21. Encuentre x -y sabiendo que ||x|| =4, ||y|| =7 y el dngulo entre x y y es 7/3.

22. Encuentre todos los vectores unitarios en R que sean normales al eje Y y que formen
un angulo de /4 con la direccidn positiva del eje Z (el eje Y esta formado por los puntos
de la forma (0,y,0), y el eje Z por aquellos de la forma (0,0, z)).

23. Encuentre todos los vectores unitarios u € IR® que sean perpendiculares a (1,0,—1) y
que formen un dngulo de 7 /3 con (1,0, 1).

24. Dados los vectores v = (—2,—2,1) y w = (—1,2, 1), encuentre los vectores x,y € R?
que cumplen estas tres condiciones:
= yw
m x+2v=y

m x|y
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25. Encuentre los valores de x,y € R para los cuales el vector w = (x,y,x) tiene magnitud
21/2 y forma un 4ngulo de 7 /4 con la parte positiva del eje Y.

26. Sean u 'y v vectores en R? o en IR?. Demuestre que los vectores
x=llullv+iplley vy =ulv—Iv]u
son ortogonales (compare con el ejercicio [15).

27. Demuestre que si a,b € R son vectores normales, entonces ||+ b|| = ||a — b|| (geomé-
tricamente, que las dos diagonales de un rectingulo son congruentes).

9.3. Proyeccion ortogonal

Un concepto importante relacionado con suma, resta y ortogonalidad de vectores es el de
proyeccion ortogonal de un vector sobre otro. Podemos pensar en un problema inverso al de
calcular la suma de dos vectores: dado un vector v, ahora queremos encontrar dos vectores
cuya suma sea v, o en otras palabras, descomponer v como suma de otros dos vectores.

Imagine, por ejemplo, un camion tirando de un vagén de tren desde un costado de la via,
como en la siguiente figura.

=

- ]

El camion ejerce una fuerza (representada en la figura por una flecha) que no es paralela
al movimiento del vagoén (representado en la figura por una linea de puntos). Si pensamos en
esa fuerza como la suma de dos vectores, uno paralelo y otro perpendicular al movimiento,
entonces el componente perpendicular se desaprovecha y solamente el componente paralelo
tiene efecto en el movimiento del vagon. ; Como se calcula la fuerza efectiva, ese componente
paralelo?

En general, si tenemos un vector v (en el ejemplo, la fuerza) y tenemos una direccion dada
por otro vector w # 0 (en el ejemplo, la direccién de la via del tren), queremos encontrar el
componente de v en la direcciéon de w. Este componente se llama proyeccion ortogonal de v
sobre w, porque es como la sombra que proyectaria v sobre w si se les iluminara con un rayo
de luz perpendicular a w.
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En la figura vemos los vectores v y w, y otros dos vectores x y y que cumplen estas tres
condiciones:

= x es paraleloaw
= y es perpendicular a w

] v:x+y

Esas tres condiciones expresan que v se descompone como suma de dos vectores, uno
paralelo y uno perpendicular a w.

Definicién (proyeccién ortogonal)

Dados los vectores v y w en IR? 0 en R?, con w distinto de cero, si los vectores x y y
cumplenv=x+y, x||w y y_L w, entonces x es la proyeccion ortogonal de v sobre w, y
se denota x = proy,, v.

(Coémo calculamos los componentes x y y?

Empecemos por notar que, como x || w, existe algin ¢ € IR tal que x = cw. Cuando
sepamos cudnto es ¢ tendremos el problema practicamente resuelto, porque entonces po-
dremos calcular x = cw y y = v —x. Llamemos 0 al dngulo entre v y w, y notemos que
]l = llewll = lef [[wll.

Consideremos primero el caso de que 0 sea agudo, como en la figura anterior.

Veamos el tridngulo formado por v, x y y, que es un tridngulo rectdngulo. El dngulo entre
los lados v y x es el mismo 0, y ya sabemos que cos® = (v-w)/(||v|||w||). Pero también
resulta por trigonometria que cos 0 es el cociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa
del tridangulo. Entonces,

vow ol Jelliwl
VI wll vl vl
de donde despejamos
o] = 2
[Iwl?

Dado que en este primer caso x y w tienen la misma direccidn, ¢ es positivo, asi que
|c| = ¢y la férmula para c es

C=-——5
lwil?
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Como segundo caso, si 0 fuera obtuso, vemos en la siguiente figura que entonces el
tridngulo formado por v, x y y sigue siendo rectdngulo, por supuesto (x L y siempre), pero
ahora el angulo entre v y x es 180° — 6, y ademas el escalar ¢ en la relaciéon x = cw es
negativo.

Por la definicién de coseno,

cos(180° — @) = 1l _ lellwll _ =cw]
Vvl v

pero también

cos(180° — ) = —cos@ = ———

asi que ahora se despeja
vew
e
exactamente igual que en el caso anterior.

No olvidemos el tercer caso: si 8 no es agudo ni obtuso sino recto, entonces es obvio que
x=0yy=v.Eneste caso c =0y también v-w = 0, asi que la misma férmula para c sigue
siendo valida.

Hemos visto entonces que siempre ¢ = (v-w)/|w||?, que por cierto puede escribirse
también como (v-w)/(w-w). Asi tenemos resuelto el problema de descomponer v en sus
componentes x y y.

Teorema

Dados los vectores v y w en IR o en IR?, con w distinto de cero, la proyeccién ortogonal

de v sobre w esta dada por
Vew
proy,, v = —-=w
Y vl

Los componentes x y y en la descomposicién v = x+y, que cumplen x || wy y L w, son

X=proy,v y y=v—ux.
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La demostracién que acabamos de ver de este teorema nos tomo cierto tiempo (y toda una
pagina), pero es geométricamente muy clara. Por otra parte, si preferimos ser mas concisos
y no ver lo que estd pasando, podriamos usar como alternativa la siguiente demostracion
algebraica de tres renglones:

Siv=x+yconx| wyy L w,entonces

vow=(x+y)-w=x-wty-w=(cw) - wty-w=c|w|*+0 = c|w|?

de donde se despeja ¢ = (v-w)/||w]||>. El resto es inmediato.

Ejemplo 7: proyeccién ortogonal en R?

La proyeccién de (2,3) sobre (4, 1), como vemos en la figura, es

proy(e,){2:3) = i (41) = 15 (4,1) = (2.58824,0.647059)
Y
y
1 (4,1)
/%x' %
2 4

Para descomponer (2,3) como suma de un componente paralelo y otro perpen-
dicular a (4, 1), tomamos

x = proy,y 1y(2,3) ~ (2.58824,0.647059)

y=(2,3) —x ~ (—0.58824,2.35294)
con lo que (2.58824,0.64706) || (4,1) y (—0.58824,2.35294) 1 (4,1), y tam-
bién
(2,3) = (2.58824,0.64706) + (—0.58824,2.35294)
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Ejemplo 8: proyeccién ortogonal en R’
En IR%, la proyeccién de (—5,1,—1) sobre (3,2, —4) es
(=5,1,—1)-(3,2,—4)
prOY(3,2,—4><_57la_1> = ||<3 D) _4>||2
—15+2+4

-9
=—— = 32 -4)\=—""(32 -4
9+4+16<” ) 29<” )

~ (—0.931034,—0.620690, 1.24138)

(3,2,—4)

El componente perpendicular a (3,2, —4) es
y=1(-5,1,—1) — (—0.931034, —0.620690, 1.24138)
= (—4.06897,1.62069, —2.24138)

y la descomposicion es entonces

(—5,1,—1) = (—0.931034, — 0.620690, 1.24138)
+ (—4.06897,1.62069, —2.24138)

Repaso

Encuentre la proyeccion ortogonal de (—2,2,—4) sobre (—1,3,0), y el compo-
nente perpendicular al segundo.  Respuesta: (—0.8,2.4,0) y (—1.2,—-0.4,—4)

Ejercicios
Calcule la proyeccion de. . .

28. (—5,0) sobre (2,7) 30. (1,7,0) sobre (3,—3,8)
29. (2,—1,—2) sobre (—1,—2,-5) 31. (5,—4,5) sobre (—2,6,1)
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32. Un camidn jala un vagén con una cadena desde un lado de la via, como en la figura de
la pagina Si el 4ngulo entre la via y la cadena es de 20° y la fuerza del camién es

de 25000 N, calcule 1la magnitud del componente de la fuerza a lo largo de la via.

33. En el ejercicio anterior, si el angulo se reduce a 15°, ;qué fuerza debe ejercer el camién

para que la fuerza efectiva a lo largo de la via sea de 20000 N?

34. Sean x = (3,1,0) y y = (2,2,0) en R®. Determine los valores de a,b € IR para que

z=(a,b,a) sea perpendicular a y y que proy,z = —2x.
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35. Dados los vectores p = (1,—1,—1) y ¢ = (1,0,—1), encuentre dos vectores x,y € IR3
que cumplan estas tres condiciones:

= x| p
" gty=x
= proy,y=2q

36. Dados los vectores a = (—1,5,—4) y b= (2, —7,2), encuentre todos los vectores u € IR>,
con magnitud /371 y perpendiculares a a, tales que proy, u = —b.

37. Dado a = (2,1,2), encuentre un vector x € IR? tal que a-x = 2||a|| y que proy,a =
(—3,2,-3).

9.4. Producto vectorial

En algunas aplicaciones se necesita encontrar, dados dos vectores en IR?, un tercer vector
que sea ortogonal a los dos primeros. Una forma de conseguir ese resultado es a través del
producto vectorial. Veamos ahora la definicién y luego algunas aplicaciones.

Definicién (producto vectorial)

Dados los vectores v = (a,b,c) y w = (x,y,z) en R?, su producto vectorial es

5

X

s

I
= 8 ~i
< o=
N R

En esta definicion estamos abusando de la notacién de matrices y de determinantes. Te-
nemos una matriz donde la primera fila contiene vectores y las otras dos contienen nimeros
reales. Formalmente podria criticarse la notacién, y las criticas serian validas porque nunca
dijimos que una matriz pudiera contener vectores y numeros mezclados. Pero la notacion es
conveniente; nada mas veamos qué significa.

Ejemplo 9: producto vectorial

El producto vectorial de a = (2,0,—1) y b = (5,—3,2) es, desarrollando el de-
terminante por la primera fila,

— —

(2,0,-1)x(5,-3,2) =12 0 —1|=(0-3)i—(4+5)j+(—6—0)k
5 -3 2

= —3i—9j— 6k = (—3,—9,—6)
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Repaso
Calcule (—2,1,4) x (—1,-3,3). Respuesta: (15,2,7)

El producto vectorial se llama asi porque su resultado es un vector, en contraste con el
producto escalar cuyo resultado es un nimero. El producto vectorial se conoce también como
producto cruz, porque se denota con una cruz.

Es importante tener claro que el producto cruz, a diferencia del producto punto, estd
definido solamente para vectores en R y no en IR?.

oOoboOo

@b Algunas calculadoras con modo de vectores permiten calcular productos vecto-
: riales con la tecla usual de multiplicacion.
oooo Habiendo definido dos vectores A y B, su producto vectorial se calcula escri-
biendo
[VECTOR] VctA x [VECTOR] VctB =
o bien
[OPTN] VctA x [OPTN] VctB =

El producto vectorial tiene las propiedades algebraicas que menciona el teorema que
sigue.

Teorema

Para cualesquiera vectores u, v y w en IR, y para cualquier ¢ € IR,
" UXV=—VXU
muX(vEw)=uxvtuxw
m c(uxv)=(cu)xv=ux(cv)

=0

ol

m X

ol

B YXU=

mu-(vxw)=(uxv)-w

La primera propiedad es inmediata por lo que ya sabemos de los determinantes: cambiar
el orden de los factores en un producto vectorial equivale a cambiar el orden de dos filas en la
matriz, lo que invierte el signo del determinante. La cuarta también es inmediata: si una fila
de una matriz estd llena de ceros, el determinante de la matriz es cero. Las demds propieda-
des, excepto la ultima, también se deducen facilmente de las propiedades de determinantes.
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El siguiente teorema, que se refiere a algunas propiedades geométricas del producto cruz,
resulta mds interesante para lo que nos ocupa.

Teorema

Para cualesquiera vectores vy w en IR3, con un angulo 0 entre ellos:
= v X wes perpendicularavyaw;estoes, (vxw) Lvy (vxw) Lw
m vxw=0siysolosiv|w
= [lvxwl = |[v[[{lw]| sen&

= ||vx w|| es el drea del paralelogramo formado por los vectores vy w

Ejemplo 10: el producto vectorial es normal a los dos factores
’E los datos del ejemplo anterior, donde calculamos
axb=1(2,0—1)x(5-32) = (-3,-9,—6)
vemos en efecto que
(axb)-a={(-3,-9,—6)-(2,0,—1) = —6+0+6=0
y que
(axb)-b={(-3,-9,—6)-(5,—3,2) = —154+27—12=0

asi que el producto es perpendicular a cada uno de los factores: a xb L a'y

axb Lb. J

Repaso

Compruebe que el producto de (—2,1,4) y (—1,—3,3) es perpendicular a cada
factor.

Veamos ahora la relacion entre las dos tltimas propiedades en el teorema anterior.

Vi
0

1%



9.4. Producto vectorial 203

Si en el paralelogramo formado por v y w tomamos v como base, entonces la altura A
forma un tridngulo rectdngulo junto con el vector w y parte del vector v (mds precisamente,
esta parte es proy, w). En este tridngulo, sen 8 = &/ ||w||, de modo que i = ||w|| sen 6. El drea
del paralelogramo, base por altura, resulta entonces ser

A= |vl[[w]| sen®

como se deduce del teorema.

Al menos esa igualdad fue facil de demostrar. Probar que ambas cantidades son iguales a
||v x w|| involucra una gran cantidad de cdlculos que no son tan complicados como tediosos,
en términos de los componentes de v y de w. Vamos a omitir esa demostracion, pero para
hacerse una idea, vea en la seccion la demostracion de la férmula correspondiente para
el drea del paralelogramo formado por dos vectores en IR2.

Ejemplo 11: area de un paralelogramo

Calcular el drea del paralelogramo PQRS, con P = (—3,-5,1), 0 = (0,2,-2),
R=(-4,0,1)yS=(-7,-7,4).

En primer lugar, comprobemos que los cuatro puntos forman un paralelogramo.
u=PQ=SR=(3,7,-3) y v=PS=QR=(-4,-2,3)

de modo que los lados opuestos si son paralelos y congruentes, como debe ser.

El 4rea del paralelogramo es entonces

luxv]| = =|(15,3,22)|| = /718 ~ 26.7955

Repaso
Calcule el drea del paralelogramo con vértices (4,2,1), (5,1,2), (9,-2,-2)y
(8,—1,-3). Respuesta: v/ 114 ~ 10.6771

Ejemplo 12: torque

Cuando una palanca tiene un primer extremo P fijo y un segundo extremo Q
que puede rotar alrededor de P, y se ejerce una fuerza F sobre el extremo Q,
entonces el torque de la fuerza F alrededor de P se define como

M=POxF

y mide la tendencia del vector PO de rotar, en el sentido contrario a las agujas
del reloj (el sentido positivo de los dngulos), alrededor del eje P.
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Si una fuerza vertical de 120N se aplica a una palanca de 75 cm de longitud,
calculemos el torque alrededor del punto fijo cuando la palanca forma un dngulo
de 40° con el plano horizontal.

Suponiendo que toda la “accion” se desarrolla en el plano YZ, podemos re-
presentar la fuerza con el vector F = (0,0,—120), y la palanca con el vec-
tor PQ = (0,0.75c0s40°,0.75sen40°) =~ (0,0.574533,0.482091) (convertimos
75 cm a 0.75 m para mantenernos dentro del mismo sistema de unidades métri-
cas). El torque es entonces

i j k
M=PQOxF =10 0.574533 0.482091| = (—68.9440,0,0)
0 0 —120
que representa una fuerza de magnitud 68.9440 N, en la direccion de las agujas
del reloj.
Repaso

(Cudnto es el torque de la fuerza anterior cuando el angulo entre la palanca y el
eje horizontal es 15°? Respuesta: 86.9333 N en la direccion del reloj

9.4.1. Determinantes como areas o volumenes

Ya que acabamos de mencionar el area del paralelogramo formado por dos vectores
en IR?, interrumpimos esta historia para presentar un tema relacionado con las figuras geomé-
tricas formadas por dos vectores en IR? o por tres vectores en R

En IR?, dos vectores (a,b) y (c,d) en posicién estandar forman un paralelogramo cuya
drea resulta ser igual al valor absoluto del determinante de la matriz (§ 5).

a c
det(b d)

(a;b)
A=

(¢, d)
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La demostracion de esta férmula resulta ser mas algebraica que geométrica. Si denotamos
v={a,b) yw= (c,d), y 0 el angulo entre ellos, entonces el mismo argumento que acabamos
de usar para demostrar que el drea del paralelogramo es A = ||v|| ||w|| sen 8 (lo hicimos en R?)
se aplica sin modificaciones ahora que estamos en IR?. Elevando ambos lados de la igualdad
al cuadrado obtenemos

A% = |[vl[* [wll? sen® 6 = [|v]|* [|w]]* (1 — cos™ )

-t - ()

= |l {Iw]l* = (v-w)?

= (a®+b*) (P +d?) — (ac+bd)?

= 3% + a*d* + P’ * + bAd? — aAe® — 2achd — bAd?
= a*d* — 2adbc + b*c? = (ad — bc)?

Tomando raiz cuadrada llegamos finalmente a que A = |ad — bc|, como queriamos.

Ejemplo 13: area de un paralelogramo

Si el diagrama en la figura anterior representa el paralelogramo formado por los
vectores (4,3) y (6,—2), entonces el drea de la figura es el valor absoluto de

a c 4 6
b d _’3 —2‘__26
es decir, 26 unidades cuadradas.

Repaso
Calcule el drea del paralelogramo formado por los vectores (—3,2) y (1, —6).
Respuesta: 16

También en IR® se cumple una propiedad semejante. Ahora tres vectores vy, v2 y v3 ge-
neran un paralelepipedo en el espacio, cuyo volumen es

V= |det(v1 %) V3)|
V3

donde la notacién (v v, v3) representa la matriz 3 x 3 cuyas columnas son vy, vo y v3.
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Ejemplo 14: volumen de un paralelepipedo

El paralelepipedo formado por los vectores vi = (—1,1,1), v, = (0,2,0) y vz =
(1,1,-2) tiene volumen

-1 1

| 2' — 2 unidades cubicas

|

Repaso

Calcule el volumen del paralelepipedo formado por los vectores (4,4, —5),
(2,—1,-3) y (0,—1,-2). Respuesta: 22

Vectores coplanares

Una consecuencia de esta formula para el volumen de un paralelepipedo determinado por
tres vectores es que si los vectores son coplanares el paralelepipedo tendra volumen cero.
El concepto de que tres vectores sean coplanares tiene que ver con planos, por supuesto,
cosa que estudiaremos en el siguiente capitulo. La idea geométrica es que tres vectores son
coplanares si estdn contenidos en un mismo plano, o més bien si son paralelos a un mismo
plano (porque los vectores tienen direccidén pero no posicion). A esto regresaremos en la
seccion 10.2, pagina [231]

Por ahora podemos usar la interpretacion algebraica de que tres vectores son coplanares
si la matriz que forman tiene determinante cero.

Ejemplo 15: tres vectores no coplanares

Los vectores vi = (—1,1,1), vo = (0,2,0) y v3 = (1,1, —2) del ejemplo anterior
no son coplanares, porque el determinante de la matriz que forman es, como

vimos, igual a 2, no 0.

Repaso

Determine si los vectores (4,4,—5), (2,—1,—3) y (0,—1,—2) son coplanares.
Respuesta: no
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Ejemplo 16: determinar si tres vectores son coplanares

Para determinar si los vectores a = (—4,2,6), b= (3,1,—1) y ¢ = (9,8,4) son
coplanares, calculamos el determinante de la matriz que forman.

—4 3
1

£~ o0 O

£ o]l ol o
— —4(4+8)—3(8—48)+9(—2—6)
—...=0

Concluimos que los vectores si son coplanares.

En el ejemplo(15|del capitulo 10 (pagina 232) encontraremos un plano paralelo
a estos tres vectores.

Repaso

Determine si los vectores (4,—3,4), (2,—1,—3) y (0,—1,—2) son coplanares.
Respuesta: si

Ejercicios

Dados los vectores u = (1,—-5,7), v=(—5,4,6) yw = (—5,2,8), calcule:

38. uxv 40. Qu—v)xXwy2uxw—vxw

39. Quxw)-v 41. u-(vxw) y (uxv)-w

42. Encuentre los vectores unitarios que sean perpendiculares a (—3,1,—1) y a (4,7,—-2).

Calcule el area del paralelogramo en IR*> generado por. . .
43. (6,—2)y (1,8) 4. (-4, 7)y (3,—1)

45. Dados P=(3,1,8),0=(3,9,—4) y R=(4,0,9), calcule el drea del tridngulo APQR.
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Calcule el volumen del paralelepipedo en IR® generado por. ..
46. (2,5,5),(8,-5,9)y (6,—4,4) 47. (4,2,9),(1,8,4)y (8,-5,3)

48. Compruebe que los puntos (2,—1,1), (5,1,4), (0,1,1) y (3,3,4), en algin orden, for-
man un paralelogramo, y calcule su area.

49. Sean O = (0,0,0), P=(1,0,1)y Q= (3,0,—1). Encuentre los puntos R € R? tales que
OP || OR y que el drea del paralelogramo generado por PQ'y PR sea 12.

50. Encuentre los vectores w € IR?, paralelos a (1,1, —2), tales que ||w x (2,—3,1)|| = v/12.

51. Si dos vectores v y w en IR® forman un 4ngulo de 7 /3 entre ellos, y determinan un
tridngulo con drea 14, calcule v - w.

52. Encuentre un vector v € IR? tal que (1,0,—2)-v=1y (1,0,—2) x v = (3,—2,3/2).
53. Para dos vectores vy w en IR?, demuestre que v+w L v x w.

54. Para tres vectores u, vy w en R®, demuestre que det(u v w) = u- (v X w).
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En resumen...

—

El producto escalar (o producto punto) de dos vectores en IR? es (a,b) - (x,y) = ax+ by.
En R?, (a,b,c) - (x,y,2) = ax+ by +cz.

= Siuy v forman un dngulo agudo, su producto escalar es positivo; si forman un angulo
obtuso, su producto es negativo, y si forman un dngulo recto, su producto es cero.

= Mids exactamente, si 0 es el angulo entre los vectores v y w, distintos de cero, entonces
v-w

cosf = ——
I

= Dos vectores v y w se dicen ortogonales, normales o perpendiculares, y se escribe
vi>iw,siv-w=0.

= Sivy w son vectores y w # 0, entonces la proyeccion ortogonal de v sobre w es

proy,, v = v_wz w
[l

= Siv=(a,b,c)yw=(x,z) en R suproducto vectorial es v x w =

= Q =
< S =l
N o R

= Sivy w son vectores en R, y 0 es el angulo entre ellos, entonces:
A VXW=—WwXV
bvxwlvyvxwlw
c. [[vxwl = |[v[[{lw]| sen &

d. |[v x w|| es el drea del paralelogramo formado por los vectores vy w
= En IR?, el 4rea del paralelogramo formado por los vectores (a,b) y (c,d) es |det (£ 9)].

= En R3, el volumen del paralelepipedo formado por vy, vo y v3 es |det(vy,v2,v3)].

]






CAPIiTULO 10

Rectas y planos en r’

El estudio de las rectas en R? en esencia puede resumirse en lo que ya sabemos, como
que hay rectas horizontales, con ecuacion y = constante; rectas verticales, con ecuacion x =
constante, y rectas oblicuas, con ecuacion y = mx + b; que cualquier recta puede describirse
con una ecuacién ax + by = ¢ donde a, b y ¢ son constantes; que la recta que pasa por
los puntos (x1,y1) y (x2,y2) tiene pendiente m = (y; —y2)/(x; —x2); que las pendientes de
rectas paralelas son iguales, y que las de rectas perpendiculares tienen producto —1. Y eso
es practicamente todo.

¢ Pero las rectas en IR>? Ahora hay tres variables, x, y y z, de modo que una ecuacién como
y = mx + b no podria ser suficiente porque no involucra a z. Y si en IR? las ecuaciones x =
constante y y = constante representan rectas paralelas a alguno de los ejes, /qué representa
en IR? una ecuacién z = constante?

En este capitulo veremos que hay grandes diferencias entre las ecuaciones de rectas en IR?
y las de rectas en IR3. Veremos también que hay un concepto que aparece por primera vez
en IR?, el de planos en el espacio (en IR? hay un solo plano: el plano XY). Veremos c6mo
encontrar una recta dados dos puntos, o un plano dados tres puntos; como encontrar el punto
de interseccion entre una recta y un plano, o la recta de interseccion entre dos planos; cémo
calcular la distancia entre un punto y una recta o entre un punto y un plano. La teoria es poca,
pero las aplicaciones serdn muy variadas.

10.1. Rectas en R’

Recuerde que en el plano cartesiano una recta estd determinada por un punto y una pen-
diente. Por ejemplo, la recta que pasa por el punto (2,5) con pendiente 8 tiene ecuacién
y—35=8(x—2), de donde opcionalmente puede despejarse y = 8x — 11. En el espacio, sin
embargo, no basta con una pendiente. Por ejemplo, ;como es la recta que pasa por el punto
(3,—1,4) y tiene pendiente cero? La pregunta estd mal planteada: existen infinitas rectas ho-
rizontales que pasan por ese punto; una de ellas es paralela al eje X, otra es paralela al eje Y,
y hay muchas otras més.



212 Capitulo 10. Rectas y planos en IR

10.1.1. Ecuacion vectorial y ecuaciones paramétricas de
una recta

En el espacio R3, para determinar una recta se necesitan un punto y un vector de direc-
cion. Asi se puede hablar, sin ambigiiedad, de la recta L que pasa por el punto Py = (xg,Y0,20)
y tiene la direccion del vector v = (a,b,c). Decir que L pasa por Py es lo mismo que decir
que L contiene a Py, o que Py pertenece a L. Y que L tiene la direccion de v es equivalente a
que L es paralela a v.

v={a,b,c)

/

P=(x,y2)
Py = (X0,Y0:%0)

Que un punto P = (x,y,z) pertenezca a la recta L, o que L pase por P, significa que el
vector PyP es paralelo a v; esto es, P — Py = tv para algiin ¢ € IR. Equivalentemente (despe-

jando P), el punto P es de la forma P = Py +tv para algin t € R. Esto nos lleva a la ecuacién
vectorial de la recta.

Definicién (ecuacién vectorial de una recta en R?)

La ecuacion vectorial de la recta en IR® que pasa por el punto Py y es paralela al vector v
es

P=Py+tv paraalgint € R.

Un punto P pertenece a la recta solamente si satisface la ecuacion vectorial.

Pensandolo bien, también en IR? las rectas pueden caracterizarse por un punto y un vector
de direccion. Es una posibilidad perfectamente vélida; simplemente no es frecuente hacerlo.

Volviendo a nuestro contexto de rectas en IR> , podemos desmenuzar la ecuacion vectorial
P = Py+1tv en sus tres componentes y escribir

(XJGZ) = (x07y07Z0) +t<a7b7c>

o bien
xX=xo+at
y=yo+bt
z=20+ct

Este es el sistema de ecuaciones paramétricas de la recta, asi llamado porque las ecua-
ciones dependen del parametro .



10.1. Rectas en IR 213

Definicién (ecuaciones paramétricas de una recta en R’)

Las ecuaciones pardmetricas de la recta en IR? que contiene al punto Py = (x0,¥0,20) ¥
tiene la direccion del vector v = (a, b, c) son

X =Xxgo+at
y=yo+bt paraalgintec R.
Z=2z0+ct

Un punto (x,y,z) pertenece a la recta si y solo si existe un # € R que satisfaga las tres
ecuaciones.

Ejemplo 1: recta dados un punto y un vector de direccion

La recta que pasa por Py = (—2,5,4) con la direccién de v = (—4,—1,2) tiene
ecuacion vectorial

(x,,2) = (—2,5,4) +1(—4,—1,2)

y ecuaciones paramétricas

x=-2—4t
y=5—t
z=4+4+2t
en cada caso cont € IR. J

Repaso

¢(Cudles son las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (—5,2,7) y
tiene la direccion del vector (8, —1,—2)?

Respuesta: {x=—5+8t, y=2—¢t,z=7—-2t}

Ejemplo 2: recta dados dos puntos

Para encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P = (4,4,1)
y por Q = (—2,0,3), podemos tomar como punto base a Py = (4,4,1) y como
vector de direccion a v = PQ = (—6,—4,2). Las ecuaciones son entonces

x=4-—6t
y=4—-4t contelR.
z=1+2t
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Pero también podriamos tomar como punto base a P; = (—2,0,3), y entonces
las ecuaciones seran
x=—-2—06t

y=—4t cont € RR.
z=3+4+2t

Repaso

Dé€ un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos
(6,-8,3)y (7,—1,9). Respuesta: {x=6+1, y=—8+7t,z=3+6t}

En el ejemplo anterior vemos que los sistemas de ecuaciones paramétricas de una recta no
son unicos: existen distintos sistemas para describir una misma recta. Esto es natural, porque
el sistema de ecuaciones paramétricas depende del punto Py, que podria ser cualquier punto
en la recta; para cada Py habrd un sistema distinto. De hecho, también el vector de direccién
puede ser distinto: en el ejemplo, si en vez de v = PHQ hubiéramos tomado v = QP, o incluso
vy = —SPAQ, las ecuaciones serian todavia otras.

Veamos en el siguiente ejemplo como se investiga si un punto pertenece a una recta, y
también cémo la respuesta no depende de cudl sistema de ecuaciones pardmetricas se usen,
mientras los distintos sistemas representen la misma recta.

Ejemplo 3: determinar si un punto pertenece a una recta
En el ejemplo [2| investigar si los puntos R = (—8,—4,7) y S = (—11,-6,6)
pertenecen a la recta en cuestion.

Para investigar R = (—8,—4,7) tomemos el primer sistema de ecuaciones pa-
ramétricas. Queremos averiguar si R satisface el sistema, esto es, si existe algin

t € IR tal que
x=—-8=4—-6t
y=—-4=4—4¢
z=T7=1+2t

En la primera ecuacidn es necesario que t = 2; en la segunda, t = 2, pero en la
tercera, t = 3. Vemos entonces que no existe un f que cumpla las tres ecuaciones,
y concluimos que el punto R no pertenece a la recta.

Si investigamos el mismo punto R con el segundo sistema de ecuaciones,
—8=-2—-06¢

4= 4
7=3+2
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vemos que debe ser t = 1 en la primera y en la segunda, pero t = 2 en la tercera.
Al no haber solucién, vemos de otra manera que R no estd en la recta.

Ahora investiguemos el punto S = (—11,—6,6). En el primer sistema,
{—11=4—-6t, —-6=4—4t, 6=1+2t}

las tres ecuaciones se cumplen con el mismo ¢ = 2.5, por lo que S si pertenece a
la recta. Lo confirmamos usando el segundo sistema de ecuaciones,

“l=-2-6t, —6=—4, 6=3+2

donde todas son ciertas con ¢t = 1.5. Entonces, S satisface también el segundo

sistema.

Repaso
¢Larecta (x,y,z) = (2,1,9) +1(6,3,—8) pasa por el punto (—1,2,13)?

Respuesta: no

10.1.2. Ecuaciones simétricas de una recta

En el dltimo ejemplo de la seccion anterior vimos que un punto (x,y,z) pertenece a una
recta L solamente si al despejar ¢ en cada una de las ecuaciones pardmetricas se obtiene el
mismo valor tres veces. Como los valores de ¢ en las tres ecuaciones son

X—X0 y—=Yo Z—20
t= t= y r=

Y

a b c

respectivamente, entonces podemos caracterizar los puntos (x,y,z) de la recta como aque-
llos para los cuales estas tres cantidades son iguales. De esta idea se derivan las ecuaciones
simétricas.

Definicién (ecuaciones simétricas de una recta)

Las ecuaciones simétricas de la recta en IR? que pasa por el punto Py = (x9,v0,20) Y €S
paralela al vector v = (a,b,c) son

Un punto (x,y,z) pertenece a la recta si y solo si satisface estas ecuaciones.
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Es importante notar que no todas las rectas tienen un sistema de ecuaciones simétricas,
ya que es necesario que los tres componentes a, b y ¢ del vector v sean distintos de cero.
Si alguno de ellos es cero, las ecuaciones simétricas no existen. Esto recuerda el caso de las
rectas verticales en IR, paralelas al eje Y, para las cuales no existe una ecuacion de la forma
y = mx + b porque la pendiente m seria infinita. En IR? las rectas que no tienen ecuaciones
simétricas son las rectas paralelas a alguno de los planos coordenados: si a = 0 la recta es
paralela al plano YZ, si b = 0 es paralela al plano XZ, y si ¢ = 0 es paralela al plano XY .

Ejemplo 4: ecuaciones simétricas

En el ejemplo [2| las ecuaciones simétricas de la recta son

x—4 y—4 z—1
-6 -4 2

usando el punto P = (4,4, 1) como base, o bien

x+2 'y z—3
e )
tomando como base el punto Q = (—2,0,3).

Repaso
(Cuadles son las ecuaciones simétricas de la recta con ecuacion vectorial
(x,3,2) = (1, =4, =1) +1(3,-5,1)?
Respuesta: (x—1)/3=(y+4)/(-5)=z+1

Ejemplo 5: ecuaciones paramétricos y simétricas

Encontrar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por
Py =(—4,0,5) y es paralela a la recta M con ecuaciones

1

En IR?, para encontrar la ecuacion de una recta se necesitan como datos funda-
mentales un punto y una pendiente. En IR los datos necesarios son el punto y el
vector de direccion. En nuestro caso, el punto ya es dado, Py = (—4,0,5).

Y como las rectas L y M son paralelas, también son paralelos sus vectores de di-
reccion. Lo mads sencillo que podemos hacer es encontrar un vector de direccion
de M y usarlo para L. Pero no podemos decir que los componentes del vector de
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direccion sean simplemente los denominadores en las ecuaciones simétrica
Los componentes son los denominadores solamente si las ecuaciones estdn en la
forma (x—xp)/a= (y—yo)/b = (z—2z0)/c, lo cual no es el caso en este ejemplo.

Empezamos entonces por convertir las fracciones a la forma estandar de las
ecuaciones simétricas (con un coeficiente igual a 1 para cada variable):
x—3 y+9/2 z-0
-2 1/2 1
Ahora si podemos decir que un vector de direcciéon de M es v = (—2,1/2,1),

formado con los denominadores en las ecuaciones simétricas. Y también, aunque
no lo necesitamos, vemos que M contiene al punto (3,—9/2,0).

Finalmente, la recta L que buscamos pasa por (—4,0,5) y es paralela al vector
(—2,1/2,1), asi que las ecuaciones paramétricas son

x=—-4-2t
y= 4t conr € R
=5+t
y las simétricas,
x+4 y
5 m T

Como los vectores de direccion de L y de M no son necesariamente iguales
sino paralelos, entonces tenemos la opcion, si quisiéramos evitar la fraccion 1/2
en v, de tomar como vector de direccion de L a 2v = (—4,1,2), con lo que las
ecuaciones parametricas se escriben

x=—4—4¢
y=t cont € R
z=5+4+2¢
y las simétricas,
x+4 z—35
4 YT

_

Dé un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por el punto
(—3,6,—4) y es paralela a larecta (4x—6)/3 =1—2y = 3z/5.

Respuesta: {x=—3+3t, y=6—1t, z=—4+3t}

Repaso

ISerfa como decir que en IR? la pendiente de una recta es el coeficiente de x en la ecuacion. Eso es cierto
si la ecuacidn estd en la forma y = mx + b, pero no siempre. Por ejemplo, la pendiente de 2x+ 3y = 5 no es 2
aunque ese sea el coeficiente de x.
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Ejercicios
1. Sea L larecta que pasa por (7,—4,8) y por (4,9,2).

a. Encuentre un vector de direccion de L.
b. Encuentre las ecuaciones vectorial, paramétricas y simétricas de L.
c. Determine si los puntos P = (—2,35,—10) y Q = (4,19, —5) pertenecen a L.

d. Encuentre otros tres puntos que pertenezcan a L.

2. Determine si la recta que pasa por (5,2,1) y (9,10,1) es paralela a la que pasa por
(—6,4,3)y (—16,—16,3).

Escriba la ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas y las
ecuaciones simétricas de la recta que. ..

. pasa por (—2,1,5) y es paralela a (—4,3,8).

. contiene a (—3,1,6) y tiene la direccién de (—3,4,10).

. contiene a (—3,—1,7) ya (2,10,4).

. pasa por el origen y por (0, 1,8).

. pasa por (4,6,1) y es perpendicular a (7,—2,3) y a (4,7, —3).

® NS kAW

. interseca el eje X en x = 5 y es paralela al eje Z.

10.1.3. Interseccidn entre dos rectas

Cuando dos rectas se intersecan es porque algtin punto (x,y,z) satisface las ecuaciones
de cada una de ellas. Para encontrar el punto de interseccion entre dos rectas, entonces,
debemos tomar las ecuaciones de una y las ecuaciones de la otra, y con ellas formar un
sistema de ecuaciones. Si ese sistema tiene solucién, ahi tendremos el punto de interseccion;
si el sistema no tiene solucidn, las rectas no se intersecan.

Ejemplo 6: interseccion entre dos rectas

Encontrar el punto de interseccion, si existe, entre las rectas L y M cuyos siste-
mas de ecuaciones paramétricas son

x=5—t x=11—-4¢
L: Cy=3+4+2t y M: {y=2-3t
z=4 z=4t
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En primer lugar debemos reconocer que, aunque los valores de x, y y z deben
ser los mismos en ambos sistemas (de eso se trata que las rectas se intersequen),
los valores de ¢ podrian ser distintos. Ya vimos en el ejemplo [3|que dos sistemas
distintos de ecuaciones pueden dar distintos valores del parametro, incluso para
un mismo punto en una misma recta.

Por lo anterior vamos a cambiar el nombre del pardmetro en uno de los sistemas

y escribir
x=5—t x=11—4s
z=4 z=4s

Al unir los dos sistemas obtenemos nada menos que un sistema de seis ecuacio-
nes con cinco incognitas:

(x=5—1
y=3+4+2t
z=4
x=11—4s
y=2-3s

(z=4s

En el capitulo [5| habfamos visto que cuando un sistema tiene mds ecuaciones
que incognitas, lo mas probable es que no tenga solucidn. Para el sistema actual,
eso es simplemente un reflejo algebraico del hecho geométrico de que para dos
rectas cualesquiera en el espacio, lo més probable es que ellas no se intersequen.

Como sea, tenemos la suerte de que en este caso una de las variables ya estd
despejada: z = 4 en la tercera ecuacion. Con ese dato podemos encontrar en la
ultima ecuacion (la que dice que z=4s)que s =1, yde ahiquex=7yy = —1.

Solo falta confirmar que las dos primeras ecuaciones son coherentes con lo an-
terior. En efecto, las dos primeras ecuaciones coinciden en implicar que t = —2.
Si tenemos entonces una solucion,

como facilmente puede comprobarse sustituyendo en el sistema.

El punto de interseccion es, por lo tanto, (7,—1,4).

Repaso

Encuentre el punto de interseccion entre las dos rectas (x,y,z) = (6,0,—5) +
1{(—2,6,4) y (x,y,z) =(7,5,3)+s(2,-2,1). Respuesta: (3,9,1)
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En el ejemplo anterior usamos las ecuaciones paramétricas de cada recta para formar un
sistema de seis ecuaciones con cinco incégnitas. Mds econdmico seria tomar las dos ecua-
ciones simétricas de cada recta y formar un sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas.

Como veremos en el siguiente ejemplo, para encontrar el punto de interseccion entre dos
rectas resulta més eficiente usar las ecuaciones paramétricas de una recta y las simétricas de
la otra. Esto da un sistema de cinco ecuaciones con cuatro incégnitas que, curiosamente, en
general es més sencillo de resolver que el formado por las cuatro ecuaciones simétricas.

Ejemplo 7: dos rectas que no se intersecan

Encontrar el punto de interseccion, si existe, entre las rectas con sistemas res-

pectivos
x=-2+10¢ 1 9
y=11-3¢ y x:7 :}%:3—z
z="T+11t

Para una de las rectas tenemos un sistema de ecuaciones paramétricas y para la
otra un sistema de ecuaciones simétricad?l Esto da un total de cinco ecuaciones
con cuatro incognitas, pero como tres de las incégnitas estan despejadas en las
tres primeras ecuaciones, se puede reducir el sistema a solamente dos ecuaciones
con una incOgnita al sustituirlas en dos ecuaciones simétricas:

(—2+100)—12  (11-31)+9

— 1 3—(7+11z)
o bien 10r—14 20— 3
= = —4—11¢

Las dos ecuaciones son entonces

10t —14  20—3¢

-7 4

# =—4—-11t

cuyas soluciones son t = —84/19 en la primera y t = —36/41 en la segunda,

distintas.

Concluimos que el sistema no tiene solucién, de modo que las dos rectas no se

intersecan.

R .. . Z
2Casi simétricas: la expresién 3 — z deberia ser
720

para calificar formalmente como tal, porque la forma

exacta es

, pero por ahora eso no importa.
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Repaso

Compruebe que las rectas (x—1)/3=2—y=2zyx=y+4=(z+1)/2no se
intersecan.

Desviémonos un poco del tema para preguntarnos hasta qué extremo se puede reducir el
sistema necesario para encontrar el punto de interseccion entre dos rectas. Vimos que en su
maxima expresion hay un sistema de seis ecuaciones (paramétricas) con cinco incognitas.
Hablamos también de la posibilidad de cuatro ecuaciones (simétricas) con tres incognitas, y
en el ejemplo anterior planteamos un sistema de cinco ecuaciones con cuatro incégnitas que
luego redujimos a dos ecuaciones con una incégnita.

(Tendra 16gica reducir todavia mds, a una sola ecuacién con. .. cero incognitas?

Resulta que si. En el dltimo sistema del ejemplo anterior podriamos hacer esto:

= Despejar ¢ de la primera ecuacion, lo que dat = —84/19 (ya lo habiamos hecho).
= Sustituir este valor de ¢ en la segunda ecuacion, que resulta en

158 848

19 19

Esa ultima igualdad es ecuacion sin incdgnitas, y ahi lo tenemos: un sistema con una
ecuacion y cero incdgnitas (que no tiene solucion porque la igualdad es falsa).
Pero ya divagamos suficiente. Regresemos a lo que nos interesa.

10.1.4. Angulo entre rectas

Cuando dos rectas en IR? se intersecan, es claro que el dngulo que forman es el mismo
angulo que forman sus vectores de direccion. No; eso no es exactamente cierto. La verdad
es que cuando dos rectas se intersecan forman cuatro dngulos, congruentes en parejas. Dos
de los angulos son congruentes al dngulo entre los vectores de direccion, y los otros dos son
suplementarios:

u

o bien
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Ya sea que el dngulo 6 entre los vectores de direcciéon sea agudo u obtuso, vamos a
convenir en que el dngulo « entre las rectas es agudo o a lo sumo recto. Por eso «, el “angulo
entre las rectas”, serd igual a 0 si 0 es agudo, como en los dos primeros graficos arriba, o
igual a 180° — 0 si 0 es obtuso, como en los dos ultimos gréficos. En general, entonces, o es
el menor entre 6 y 180° — 6.

Recordando que el coseno de un angulo agudo es positivo y que el de un dngulo obtuso
es negativo, podemos plantear lo anterior de esta forma:

B 0 s10°<0<90° < cosO >0
]1180° -6 $190° < 0 <180° < cosO <0

Pero entonces, aplicando coseno,
cos 6O sicos >0
cosQ =

cos(180°—0) = —cos® sicosH <0

En resumen, cos @ = |cos 0| = , de donde despejamos

u-v
el v

Por supuesto, las rectas son perpendiculares (normales, ortogonales) si se intersecan y
u L v,y son paralelas si u || v.

Ejemplo 8: angulo entre rectas
El dngulo entre las rectas L y M del ejemplo [0} cuyos vectores de direccién son
u=(—1,2,0)yv=(—4,-3,4), es

Iu-VI) < |—2] ) 0
o =arccos| ———— | =arccos [ ——— ) =~ arccos0.139686 ~ 81.9703
(I|u||||V|| V3V41

(y el angulo entre los vectores de direccion es su suplemento, 6 = 98.0297°).

Repaso

Calcule el angulo entre las rectas {x =2 -3¢, y=1t,z=4+t}y
{x=2t—-5,y=2—1t,z=3}. Respuesta: 19.2863°
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Ejemplo 9: recta dados un punto y dos rectas perpendiculares
Encontrar las ecuaciones de la recta N que pasa por el punto de interseccion
entre

x—6 y+3
—4 2

x—19 3-y 5z-9

L: -3 1116

z=15 y M:

y es perpendicular a ambas.

Ya vimos que para encontrar las ecuaciones de una recta en el espacio siempre
necesitamos un punto y un vector de direccion. Para este problema, el punto
serd la interseccion entre las rectas L 'y M, y el vector de direccion. .. luego nos
ocuparemos de €l. Por ahora concentrémonos en encontrar el punto.

La combinacion que tenemos aqui, de ecuaciones casi simétricaf] para las dos
rectas, nos da un sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas. Como hemos
visto, para encontrar el punto de interseccion entre dos rectas en general es mejor
combinar ecuaciones paramétricas con ecuaciones simétricas. Vamos entonces a
convertir las ecuaciones de alguna de las rectas a la forma paramétrica.

Tomemos las ecuaciones de M. Para convertirlas a forma paramétrica introduci-
mos una nueva variable, el pardmetro ¢, para igualar cada expresion a ¢ y despejar

x=19-3¢

M: {y=3—-11¢t
z=L(9+16t)

Sigamos trabajando con las ecuaciones de L como se plantearo para combi-
narlas con las de M que acabamos de transformar:
(19-3t)—6  (3—117)+3

) 5 , 5(9+16t)=5

La solucion de las dos ecuaciones es la misma, t = 1, lo que implica que las
rectas si se intersecan, y el punto de interseccion P estd dado por

x=19-3(1)=16, y=3-11(1)=-8, z=1(9+16(1))=5

es decir, Py = (16,—8,5).

223

3La asimetria en la expresi6n para z en las ecuaciones de L se debe a que el vector de direccién tiene tercer
componente igual a cero. Eso se confirma al convertir las ecuaciones de L a forma paramétrica. Vea la siguiente

nota al pie.

4Si quisiéramos transformar las ecuaciones de L, la ecuacién z = 5 no se transforma. Queda asi, y el sistema

es{x=6—4r,y=2r—3,z=5}.
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Ahora que tenemos el punto, recordemos que estdbamos buscando la ecuacién
de una recta, para lo cual, ademds del punto, necesitamos el vector de direccion.
Esto serd facil: si u es un vector de direccién de L y v un vector de direccion
de M entonces como N, la recta buscada, es perpendicular a L'y a M, el vector
de direccion de N deberd ser ortogonal a u y a v. Para eso basta con tomar
w=uxv.

Podemos usar u = (—4,2,0) y v = (—=3,—11,16/5), o, para evitar las fraccio-
nes, también podemos usar v = (—15,—55,16) (cualquier vector paralelo a este
funciona). Entonces,

i ] Kk o )
w=uxv=|—-4 2 0|=32i+64j+250k
—15 —-55 16

por lo que, finalmente, las ecuaciones de N son

N x—16 :y+8 _ z—5

32 64 250 ]

Ejemplo 10: recta que biseca el angulo entre otras dos

Encontrar las ecuaciones de las rectas N; y N, que pasan por el punto de in-
terseccion entre las rectas L y M del ejemplo [6] y que bisecan los dngulos entre
ellas.

Como en la figura, denotaremos con N a la recta que biseca el dngulo agudo y
con NV, a la que biseca el angulo obtuso.
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En el ejemplo @ habiamos obtenido el punto de interseccion, Py = (7,—1,4),
y en el ejemplo |8 obtuvimos los vectores de direccién u = (—1,2,0) para Ly
v = (—4,-3,4) para M, asi como el angulo 6 ~ 98.0297° entre ellos.

Como 6 es obtuso, el vector que biseca el dngulo entre u y v dard la direccién
de N,. Para encontrarlo, empezamos por tomar dos vectores unitarios con las
direcciones de u y v (recuerde que en las paginas y siguientes vimos como
encontrar un vector que biseca otros dos).

1 1
W = = —(—1,2,0) ~ (—0.447214,0.894427,0)
u

V5

1 1
/ = ——(—4,-3,4) & (—0.624695, —0.468521,0.624695)

V= ey = ——
Vi val

Ahora su suma, x = u’ +V' ~ (—1.07191,0.425906,0.624695), es un vector de
direccion de N,, que entonces describimos con las ecuaciones aproximadas
N - x=7  y+1 = z—4
2 2107191 0.425906  0.624695

Para la recta Ny, la que biseca el dngulo agudo entre L y M, no necesitamos mas
que cambiar el signo de uno de los vectores de direccién. Si u# y v forman un
angulo obtuso, entonces el dangulo suplementario es el formado por los vectores
—u 'y v, o bien por u 'y —v. Usando el primer par obtenemos

—u' ~ (0.447214,—0.894427,0)

Vv & (—0.624695, —0.468521,0.624695)

De aqui que su suma, y = —u’ +V ~ (—0.177481,—1.36295,0.624695), da la
direccion de Ny, cuyas ecuaciones simétricas resultan ser

ooox=7  y+1  z—4

" —0.177481  —1.36295  0.624695

Ny

Comprobemos.

Ya habiamos calculado el angulo obtuso entre Ly M, 0 ~98.0297°. No es dificil
confirmar que los dngulos entre L y N, y entre N, y M miden cada uno precisa-
mente 49.0148°, es decir %9.

Por otra parte, el dangulo agudo entre Ly M es 180° — 0 ~ 81.9703°, y los dngulos
agudos entre M y N y entre N; y L miden justamente la mitad, 40.9852°.
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Como una tdltima comprobacion, vemos también que los vectores de direccion
de N; y de N, son perpendiculares:

0

_

(—1.07191,0.425906,0.624695) - (—0.177481,—1.36295,0.624695)

Q

Ejercicios
Encuentre el punto de interseccion, si existe, entre las rectas dadas.

9. 6x—3=-5y+7=z-5y (x,y,2)=(—1,4,-3)+1(—1,2,-5)

10. (x,y,z) =(5,32,3)+r(-2,7,8) y dx—3=y—2=9—¢

11. (x,y,z) = (8,—-5,7)+1(—5,6,—2) y (x,y,z) = (12,—9,3) +s(—4,4,4)
12, 3x—-9=6y+3=2z—-3 y x=-2,3y+8=2z+11

13. Encuentre los angulos entre los pares de rectas de los ejercicios 9} [11]y

14. Encuentre las ecuaciones de las dos rectas que pasan por el punto de interseccion entre
cada par de rectas en los ejercicios 9] [I 1]y [I2] y que bisecan los dngulos entre ellas.

15. Sea L larecta en IR® con ecuacién vectorial (x,y,z) = (—=3,1,—4) +1(3,—1,1).
a. Encuentre el punto P de interseccion entre L y el eje Z (el eje Z estd formado por los

puntos de la forma (0,0, z)).

b. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto P y es perpendicular tanto a
la recta L como al eje Z.

16. Dadas las rectas %(x— 2)=1—-y=2z-2y (x,y,2) =(3,2,1)+1(2,1,—1), encuentre
una ecuacion de la recta que pasa por su interseccion y es ortogonal a ambas.

10.2. Planos en IR’

Algo que no se estudia en IR? es el concepto de plano, y eso, claro, es porque IR? es
todo un solo plano. Pero en IR3, el espacio tridimensional, existe una infinidad de ellos.
Vamos a estudiar cémo representarlos algebraicamente, e investigar como se encuentran las
intersecciones y los dngulos entre dos de ellos o entre un plano y una recta.
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10.2.1. La ecuacion estandar de un plano

Recuerde que en IR? la forma mds general de describir una recta es con su ecuacion
estandar, ax+ by = c con a, b y c constantes. Aunque esta forma no es muy usual, si permite
describir cualquier recta incluyendo una vertical. Resulta que si al pasar de IR? a IR? exten-
demos la ecuacion para incluir las tres coordenadas y escribimos ax + by +cz =d, con a, b,
c y d constantes, entonces el conjunto de puntos que satisfacen esa ecuacion es un plano en
el espacio IR>.

En IR? una recta puede determinarse a partir de un punto y un vector de direccion, y
vimos que de la misma manera se identifica una recta en IR>. Para describir un plano en
IR?, en cambio, se necesitan un punto y un vector normal. En efecto, dado un punto Py =
(x0,¥0,20) Y un vector n = {(a, b, c), existe un dnico plano que contiene a Py y que es normal
(perpendicular, ortogonal) a n. Este plano estd compuesto por todos los puntos P = (x,y,z)
tales que ByP L n.

n=(a,b,c)

P = (x,y,2)

o

Py = (x0,¥0,20)

Es decir, un punto P = (x,y,z) pertenece al plano si y solo si

(x—x0, y—Y0, 2—20) - {a,b,c) =0

Eso lleva a lo siguiente.
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Definicién (ecuaciones estdndar y general de un plano en R?)

La ecuacion estdndar del plano en IR® que contiene al punto Py = (x0,¥0,20) y es normal
al vector n = (a,b,c) es

a(x—xo) +b(y —yo) +c(z—20) =0
La forma general o cartesiana de la ecuacién es
ax+by+cz=d

donde d = axg + by + czp.

Un punto (x,y,z) pertenece al plano si y solo si satisface alguna de sus ecuaciones (y en-
tonces satisfara ambas).

Recuerde que para encontrar las ecuaciones de una recta siempre necesitamos partir de
un punto y un vector de direccion. De manera anédloga, en cualquier problema en que nece-
sitemos encontrar la ecuacion de un plano necesitaremos dos datos bdsicos: un punto y un
vector normal.

Ejemplo 11: plano dados un punto y un vector normal

El plano que contiene al punto Py = (—1,6,—6) y es perpendicular al vector
n = (—5,4,3) tiene ecuacion estandar

—5(x+1)+4(y—6)+3(z+6)=0
Para encontrar su ecuacion general podemos desarrollar los productos en el lado
izquierdo y despejar:
—5x—5+4y—-244+3z4+18=0 = —Sx+4y+3z=11
(esa es la forma ax+ by +cz =d, donde d = axg+ byg+czo = —5(—1)+4(6) +

3(—6) = 11). |

Repaso

Dé las ecuaciones estandar y general del plano que contiene a (9,—4,6) y que
es perpendicular a (—3,2,7).

Respuesta: —3(x—9) +2(y+4)+7(z—6) =0, —3x+2y+7z=7
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Ejemplo 12: encontrar algiin punto en un plano

Escribir una ecuacion estandar del plano con ecuacion general 8x+ 7y + 6z = 2.

Para la ecuacion estdndar necesitamos un vector normal y un punto Fy. El vector
es inmediato por los coeficientes de las variables en la ecuaciérﬂ: n=(8,7,6).

El punto Py puede ser cualquier punto que satisfaga la ecuacion, para lo cual
tenemos muchas opciones. Entre las mds sencillas estd fijar dos de las coordena-
das iguales a cero y despejar la tercera. Por ejemplo, si x =y = 0 en la ecuacién
del plano, 8x+ 7y + 6z = 2, entonces z = 1/3. Asi obtenemos Py = (0,0,1/3),y
una ecuacion estdndar es

8x—0)+7(y—0)+6(z—1/3)=0

También pudimos haber tomado, por ejemplo, y =z = 0 y calculado x = 1/4,
asi que otra ecuacion estandar es

8(x—1/4)+7(y—0)+6(z—0)=0 J

Ejemplo 13: plano dados tres puntos

Encontrar una ecuacion del plano que contiene a los puntos P = (7,—1,4), 0 =
(8,5,0) yR=(-3,—1,2).

Como recién dijimos, necesitamos un punto y un vector normal para escribir la
ecuacion del plano. El punto puede ser cualquiera entre P, Q y R. Veamos como
encontrar el vector normal.

SEste es un vector normal al plano pero hay muchos otros, como (—8,—7,—6), (80,70,60), y en general
cualquier vector paralelo a (8,7,6).
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Como vemos en la figura, los vectores u = PO y v = PR son paralelos al plano.

El vector n, normal al plano, necesariamente serd perpendicular también a u y

a v. Podemos entonces tomar n = u X v, que sabemos que tiene esa propiedadﬂ
n=PQxPR=(1,6—4)x (—10,0,-2)

— —

i j k L
=| 1 6 —4=—121+42j+60k
~10 0 -2

Notando que todos los componentes de n son multiplos de 6, y recordando que
cualquier vector paralelo a u X v es normal a u y a v, podemos tomar mas sim-
plemente n = (—2,7,10). Asi, una ecuacion es

—2(x=7)+7(y+1)+10(z—4)=0

usando como base el punto P = (7,—1,4). O bien, usando Q, la ecuacién es
—2(x—8)+7(y—5)+ 10z =0, y usando R podemos escribir —2(x+3)+7(y+
1)+10(z—2) =0.

Todas esas ecuaciones en forma estandar llevan a la misma ecuacidn cartesiana,
—2x+7y+10z=19

Podemos confirmar su correctitud sustituyendo cada uno de los tres puntos dados
en la ecuacidn, y verificando que los tres la satisfacen.

Repaso
Dé una ecuacion del plano que contiene a (3,4, —4), (2,3,—3) y (—5,1,2).
Respuesta: 3x 42y +5z= -3

Ejemplo 14: plano dados un punto y un plano paralelo
Encontrar una ecuacién del plano que contiene a S = (—3,0, 1) y que es paralelo
al plano del ejemplo anterior.

Si dos planos son paralelos, sus vectores normales también son paralelos, asi que
podemos usar el mismo n = (—2,7,10). Combindndolo con el punto (—3,0,1)
obtenemos la ecuacion

—2(x+3)+7y+10(z—1)=0

—2x+7Ty+10z=16

0, en forma general,

Esa es una entre muchas posibilidades. También pudo ser n = v x u, y los vectores u y v pudieron ser otros

entre QP, QR, EP, etc.
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Repaso

Dé una ecuacion del plano que contiene al punto (4,1, —8) y que es paralelo al
plano 8x+5y+5z=0. Respuesta: 8x+5y+5z= -3

En el ejemplo |12 vemos que no existe una ecuacion estindar para un plano dado, sino
infinitas porque Py puede ser cualquier punto del plano. Tampoco la ecuacién general (carte-
siana) es unica, porque los vectores normales son muchos. En el mismo ejemplo, la ecuacién
dada, 8x+7y+46z=2, esequivalente a 16x+ 14y+12z=4,a —%x— %y—z = —% y a muchas
otras ecuaciones generales que describen al mismo plano (los distintos vectores normales en
cuestion, (8,7,6), (16,14,12) y <—‘3—‘, —%, —1), son paralelos entre ellos).

Vectores coplanares

En la seccién 9.4.1, pagina 206, hablando de determinantes como volimenes en IR?,
dijimos que tres vectores son coplanares si la matriz que forman tiene determinante cero.
Relacionemos eso ahora con planos.

El concepto geométrico es que tres vectores son coplanares si son paralelos a un mismo
plano; esto es, si existe un plano al cual los tres vectores son paralelos.

Tomemos tres vectores u, vy w en IR? y veamos que los dos conceptos coinciden. En el
ejercicio |54 del capitulo 9 (pigina 208) se pide demostrar que

detuvw)=u-(vxw)

Si los vectores son coplanares, el determinante a la izquierda es cero y entonces el pro-
ducto escalar a la derecha es cero, lo que significa que u L (v x w).

SiITes un plano paralelo a vy a w, entonces su vector normal n es perpendicular a ambos
y entonces paralelo a v x w. Y como u | (v X w) se concluye que u | n'y por eso u es paralelo
al plano I1. Por todo lo anterior, los tres vectores u, v y w son paralelos a I1.

En resumen, las tres siguientes afirmaciones son equivalentes para cualesquiera tres vec-
tores u, vy wen IR3:

= u, vy w son coplanares.
» det(uvw)=0.

= Existe un plano II tal que u, v y w son paralelos a I1.
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Ejemplo 15: encontrar plano paralelo a vectores coplanares
En el ejemplo |16|del capitulo 9 (pdgina 207) vimos que los vectores
a=(—4,2,6), b=3,1,-1) y ¢c=(9,8,4)

son coplanares. Encontrar un plano paralelo a los tres.

Podemos tomar el producto cruz de dos cualesquiera de ellos, y eso serd un
vector normal al plano buscado. Por ejemplo,

axb=(—8,14,—10)

Buscamos entonces un plano con vector normal n = (—8, 14, —10). ;Y el punto?
Puede ser cualquier punto en el espacio, digamos el origen (0,0,0).

Con ese punto y ese vector normal obtenemos el plano con ecuacion

—8x+14y—10z=0

Este plano en efecto es paralelo aa, aby a ¢, porque
a-n=(—4,2,6)-(—8,14,—

10
b-n=(3,1,—1)-(—8,14,—10
con=1(9,8,4)-(—8,14,—10) =0

) =0
) =0

Sustituyendo el vector normal por (4,—7,5), paralelo a n, vemos que mds en
general cualquier plano con ecuacion

4x—Ty+5z=k
para cualquier k € IR, serd paralelo a los tres vectores a, b y c. Es mds, esa
ecuacion describe todos los planos en R3 paralelos a los tres vectores.
Repaso

¢ Cudles son las ecuaciones de todos los planos paralelos a (4, —3,4), (2,—1,—3)
y (0,—1,—2)? Respuesta: 5x + 4y — 2z = k, para cualquier k£ € IR

En el ejemplo anterior, note que se pudo empezar calculando el producto cruz a X b =
(—8,14,—10), como hicimos, o también a x ¢ = (—40,70,—50) o b x ¢ = (12,-21,15),
porque todos esos tres vectores son paralelos entre si.
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Ejercicios
Encuentre una ecuacion del plano que. ..

17. ... contiene al punto (7,7,—2) y es normal a la recta con ecuacion
(x,y,z) = (_3707 _4) +t<57 _17 1>

18. ... pasapor (5,9,7) y es paralelo al plano x+y+9z = 0.

19. ... pasapor (3,—2,5) y no interseca al plano x — 4y + 2z = 1.

20. ... contiene a los puntos (3,—3,4), (0,0,7) y (5,9,4).

21. ... pasapor (—4,0,3) y es normal a los planos 5x —7y+3z=8 y 2x—3y =6.

22. ... contiene a los puntos (—1,3,2) y (1,6,1), y es perpendicular al plano
3x—y+3z—7=0.

23. ... es perpendicular al segmento de recta que une a (4,0,6) y (0,—8,2), y pasa
por el punto medio de ese segmento.

24. ... pasapor (8,6,1)yesparaleloa (—3,—1,4) ya (5,—4,1).
25. ... pasapor (10,4,1) y por (—2,1,3), y es paralelo al eje X.

26. ... contiene al punto P = (2,1,2) y a la recta con ecuacion
—x+2)=10+1)=1(z+1).

27. ... contiene a las rectas (x,y,z) = (3,0,—4) +1(2,—1,9) y
(x,y,2) = (5,—1,5)+r(1,-3,6).

28. ... contiene al eje Z'y alarecta (x,y,z) = (4,—2,1)+1(2,—1,3).

10.2.2. Interseccion y angulo entre planos

Dados dos planos en el espacio tridimensional, lo mds probable es que ellos se interse-
quen (a diferencia del caso de dos rectas en el espacio). Y si se intersecan, lo mas probable
es que su interseccion sea una recta (si la interseccion no fuera una recta seria porque los dos
planos son el mismo y su interseccion es el mismo plano). En definitiva, existen estas tres
posibilidades para dos planos en el espacio:

= Los planos son paralelos y no se intersecan.
= Los planos no son paralelos, en cuyo caso su interseccion necesariamente s una recta.

= [os planos son iguales, por lo que su interseccion es el mismo plano.
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Para encontrar la interseccion entre dos planos se toman juntas sus ecuaciones respecti-
vas, formando un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas. Si el sistema tiene solucio-
nes (y eso es lo més probable, dado que son mds incdgnitas que ecuaciones), el conjunto de
soluciones serd la interseccion entre los planos.

Por otra parte, con respecto al dngulo que forman dos planos, es claro que si ny y ny son
vectores normales de dos planos respectivos, entonces:

= Siny || ny, los planos son paralelos.
= Sing L ny,los planos son perpendiculares.

En cualquiera otro caso, la situacién con “el” dngulo entre los planos es semejante a la
del angulo entre dos rectas: dos planos no paralelos se intersecan formando cuatro dngulos,
dos agudos y dos obtusos (o bien cuatro rectos), congruentes en parejas. Especificamente, si
0 es el angulo entre los vectores ny y ny, entonces dos de los dngulos entre los planos miden
0 y los otros dos miden 180° — 6.

En forma andloga al dngulo entre dos rectas, el dngulo agudo (o a lo sumo recto) entre
dos planos con vectores normales nj y n, es

O = arccos (M)
[Tz

Ejemplo 16: interseccién entre dos planos

Encontrar la recta de interseccion y el dngulo entre los planos con ecuaciones
4x—6y—10z=5y3x—4y+z=3.

Empecemos notando que como dos vectores normales son n; = (4,—6,—10) y
ny = (3,—4, 1) respectivamente, entonces los planos no son paralelos porque 7
y np no lo son. Deducimos que los dos planos si se intersecan en una recta, y
para encontrarla unimos las dos ecuaciones de los planos en un sistema:

4x—6y—10z=35
3x—4y+z=3
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Por el método de Gauss-Jordan transformamos

4 —6 —10 5 . . 1 0 23 -1
3 4 1 3 01 17 —15
asi que
x+23z=—1
y+17z=—-1.5

En este punto tenemos dos opciones para continuar.

Opcion 1: Al despejar x y y obtenemos x = —1 —23zy y= —1.5—17z. Recor-
dando la observacién al final de la seccion 5.3, en la pagina[I10} podemos
escribir z =t para ¢ € IR (queriendo decir que z, como no estd especificado
en la solucion, es cualquier numero; z es igual a cualquier ¢ real). Con eso

llegamos a
x=—1-23¢
y=—-15-17t
z=t

que son las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion.

Opciodn 2: Si despejamos mas bien z en cada ecuacién obtenemos

x+1  y+1.5
23~ —17  °

que son las ecuaciones simétricas de la recta.
Para las ecuaciones paramétricas, es facil comprobar que ellas realmente descri-

ben una recta contenida en ambos planos, ya que al sustituirlas en las ecuaciones
de los planos vemos que ambas se cumplen:

4(—1—-23t) —6(—1.5—17t) — 10(t) = —4+9—92r + 102t — 10t =5
para el primer plano, y
3(=1—-23t)—4(—1.5-17t)+ (1) = —3+6— 69t + 68t +1 =3

para el segundo, como debia ser.

Otra forma de comprobacidn consiste en ver que, por una parte, el punto base en
las ecuaciones de la recta, Py = (—1,—1.5,0) satisface las ecuaciones de ambos
planos y por lo tanto pertenece a su interseccion, y por otra parte, el vector de
direccién, v = (—23,—17,1) es perpendicular a ambos n; y ny, por lo que es
paralelo a los dos planos.

235
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Para contestar la segunda pregunta, calculemos el 4ngulo entre los planos.

O = arc cos (M) — arccos ( |<47 _67 _10> : <37 _47 1>| )
][ [}z 1(4,—6,—10)]| (3, —4,1)]]

26
= arccos ( 26| ) ~ arccos0.413585 ~ 65.5698°

V15226 ]

Repaso
Encuentre la recta de interseccion y el dngulo entre 2x+y+2z =4y x—2z=1.
Respuesta: (x,y,z) = (1,2,0) +1(2,—6,1), 72.6539°

Si usaramos el método del ejemplo anterior para buscar la recta de interseccion entre
dos planos paralelos (que no tienen una recta de interseccion), ;qué saldria mal? Como los
planos son paralelos, sus vectores normales son paralelos, y al plantear el sistema con las
dos ecuaciones, cada fila de la matriz de coeficientes serd un mdaltiplo de la otra. Entonces,
la operacioén entre filas que consigue el cero en la posicion 2,1 provocaré ceros también en
las posiciones 2,2 y 2,3. Eso hard que la matriz aumentada en ese momento sea de la forma

1 b] C1 d]

0 0 0 4
Si dy = 0 habrd infinitas soluciones, correspondiendo a dos planos iguales. Y si d; # 0 no
habré soluciones, en el caso de planos paralelos y distintos.

Ejercicios
Encuentre la recta de interseccion y el angulo entre los planos dados.

29. 3x+4y=3y 8x—6y+5z=9

30. 10x—2)+2(y—1)—8z=0y Ix+3(y+2)=2z+5
31. 2x—y—3z=8y 2y—6z=5

32. 5x—3)+7y—2(z+1)=0y 4x+7y—4z+6=0

33. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta de
interseccion entre los planos 2x —y—z =2y 4x+2y—4z=1.

34. Encuentre una ecuacién del plano que contiene al punto (0,2, 1) y a la recta de intersec-
cion entre los planos x =2y —z=—-3yx—3y+z=—2.
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35. Encuentre una ecuacion del plano que cumple estas tres condiciones:

= Pasa por (0,1,2).
= Es perpendicular al plano 2x+z =1+y.
= Esparaleloalarecta (x—1)/2=(y—2)/3=z-3.

36. Encuentre una ecuacion del plano que cumple estas tres condiciones:

» Esparaleloalarecta (2—x)/3=(y—2)/2=—z/3.
= Es perpendicular al plano 2x — 3y +z=2.

= Contiene al punto de interseccion entre las rectas (x,y,z) = (—2,0,1) +7(0,—1,1)
y (%,y,2) = (0,—1,0) +r(—1,—1,2).

37. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por P = (10,4, —4) y es perpendicular al
plano 7x —y+3z=12.

38. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por (0,—1,6) y no interseca a los planos
x—Ty4+z=5n3x+5z+2=0.

39. Sea L la recta de interseccion entre los planos x +z = 2y y 2x — 2z = 3. Encuentre una
ecuacion del plano que es paralelo a L y contiene a (3,0,2) y a (4,1,—1).

10.3. Rectas y planos

Cuando hay una recta y un plano en el espacio, lo mas probable, geométricamente, es
que se intersequen. La tnica forma de evitarlo es que la recta y el plano sean paralelos; en
ese caso puede ser que no se intersequen o que la recta esté contenida en el plano. Pero si no
son paralelos, con seguridad se intersecan en un punto.

10.3.1. Interseccidn y angulo entre recta y plano

Algebraicamente, la situacién es asi. Una recta estd descrita por tres ecuaciones con
cuatro incégnitas en su forma paramétrica, o por dos ecuaciones con tres incognitas en la
forma simétrica (con la salvedad de que no siempre existe la forma simétrica). Y un plano
tiene una ecuacion con tres incognitas. Al unir todas esas ecuaciones resulta un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro incognitas (forma paramétrica) o de tres ecuaciones con tres
incognitas (forma simétrica), que lo mas probable es que tenga solucion tnica. Esa solucidn,
si existe, es el punto de interseccion entre la recta y el plano.

Cuando hablamos de encontrar el punto de interseccion entre dos rectas vimos que la
combinacion Optima era ecuaciones paramétricas para una recta y ecuaciones simétricas para
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la otra. Para la interseccion de un plano y una recta resulta muy sencillo (aunque no mini-
mice el tamafio del sistema) combinar las ecuaciones paramétricas de la recta con cualquier
ecuacion del plano, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 17: interseccion entre recta y plano

Encontrar la interseccion entre la recta con ecuaciones simétricas

x+6 2y z-7

4 5 3

y el plano con ecuacion general

—3x+4y+3z=4

Podriamos reunir las tres ecuaciones (dos de la recta y una del plano) con tres
incognitas y buscar su solucién, pero veamos por qué es mejor convertir las
ecuaciones de la recta a la forma paramétrica, aunque eso resulte en un sistema
de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.

x=—6+4+4t

y=2.5t

z="T+3t
—3x+4y+3z=4

La ventaja de esta transformacion es que ahora las tres primeras ecuaciones
pueden sustituirse en la cuarta para conseguir una sola ecuacion con una sola
incognita.

—3(—6+41)+4(2.5t) +3(7+3t) =4
3947t =4
t=-5

Luego, x = —6+4(—5) = =26,y =2.5(-5)=—-12.5y z=7+3(-5) = -8.
El punto de interseccion es entonces (—26,—12.5,—8).

Repaso

¢En qué punto se intersecan la recta (x,y,z) = (8,—1,3) +#(1,—6,—1) y el plano
dx—y—5z7=37 Respuesta: (7,5,4)
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(Coémo podiamos haber sabido, antes de resolver el sistema del ejemplo anterior, si la
recta y el plano se intersecaban o eran paralelos? No es dificil de ver, luego de pensarlo un
momento: para que una recta y un plano sean paralelos, el vector de direccion de la recta y
el vector normal del plano deben ser perpendiculares. Y si los vectores (direccion de la recta
y normal del plano) son paralelos, entonces la recta es perpendicular al plano.

En el ejemplo, v = (4,2.5,3) era un vector de direccion de la recta, y n = (—3,4,3) un
normal del plano, y ellos no eran perpendiculares.

En general, para encontrar el dngulo o entre una recta con vector de direccién v y un
plano con vector normal 7, notemos que el angulo 6 entre v y n es complementario con Q,
como muestra la figura.

O bien los vectores v y n podrian apuntar en direcciones opuestas del plano (con producto
escalar negativo, como si uno de ellos, pero no ambos, apuntara hacia abajo en la figura
anterior), y entonces ¢ seria el complemento del suplemento de 6. En cualquier caso,

a:90°—arccos< [v-n| )
[v[[n]]

Ejemplo 18: angulo entre recta y plano

’Eel ejemplo anterior tenfamos v = (4,2.5,3) y n = (—3,4,3). Su producto
escalar es v-n = 7, positivo, por lo que la situaciéon es como la de la figura
(ambos vectores apuntan hacia el mismo lado del plano). El angulo entre los
vectores es

~ 77.5991°

0 = arccos ( \vn] ) = arccos (;)
[v[H[n]] V31.25+/34

de modo que el dngulo entre la recta y el plano es su complemento,
o =90°— 6 ~ 12.4009°

Repaso

Calcule el angulo entre la recta (x,y,z) = (8,—1,3) +7(1,—6,—1) y el plano
4x —y—5z=3. Respuesta: 22.0533°
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Ejercicios

Encuentre el punto de interseccion y el angulo entre la recta y el plano
dados.

40. (x,y,z) =(—2,0,4)+1(—4,5,3) y x+z=3

41. x—5=(5-y)/3=z+1y 10x=0

42. —%(x—Z):%(y—Z)zz y 2x—y+5z=0

43. {x=—4+4t,y=1+43t,z=4—t} y 3x—4dy=1
4. (x,y,2)=(-1,2,0)+1(-3,4,4) y 4x+5y—2z=6
45. (x,y,2) =(—1,2,0)+1(-3,4,4) y 5x+5y—2z=—1

46. Sea P el punto de interseccion entre el plano 2x —y+z =15y la recta (x —2)/4 =
y+ 1 =z/3. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por Py es perpendicular al
plano 3+z—y=0.

47. Encuentre una ecuacion de la recta que cumple estas dos condiciones:

= Es perpendicular al plano que contiene a (3,4,2), (—1,5,3) y (2,1,4).
= Pasa por el punto de interseccion entre el plano 2x —y —z =1 y la recta —x/2 =
l—y=z+1.

48. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por (2,1,—4), estd contenida en el plano
x+3y =15y es paralela al plano 4y 4z = 6.
49. Encuentre una ecuacion de la recta L que cumple estas tres condiciones:

» Es perpendicular a la recta R: %(x—i— 1) = %(1 —y) = }‘z.

= Es paralela al plano IT: 2x —y+3z=35.

= Pasa por el punto de interseccion entre el plano X: x —3y+z = 15 y la recta
M: (x,y,z) = (2,0,5) +1(=2,-3,1).

50. Sea L larecta con ecuaciones 4 —2x =y =2z — 6, y sea M larecta de interseccion entre
los planos x —2y+z =1y 2x+ 3z = 4. Encuentre una ecuacién del plano que contiene
a Ly es perpendicular a M.

51. Encuentre una ecuacion del plano IT que cumple estas tres condiciones:

= Es perpendicular al plano X: 2x+y+2z = 3.

= Contiene al punto 7 de interseccién entre las dos rectas L: (x,y,z) = (3,2,10) +
1(—2,2,3) y M: {x=3+t,y=2—t,z=-3+5t}.
= Contiene al punto Q = (—1,3,4).
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52. Encuentre una ecuacion del plano que contiene a larecta L: (x—1)/2 = (y+1)/3 =
z—2 y pasa por el punto S de interseccion entre el plano x —2y+z = 1 y la recta
M:3x=8—-2y=12—6z.

53. Sea II el plano que contiene a (2,—1,1), (3,2,—1) y (5,3,2), y sea L la recta con
ecuacion (x,y,z) = (—1,13,1)+1(1,0,2).
a. Encuentre una ecuacion de I1.
b. Encuentre el punto P de interseccion entre [Ty L.

c¢. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por Py es normal a I1.

54. Encuentre una ecuacion de la recta L que cumple estas tres condiciones:
» Pasa por (3,2,4).
= Es paralela al plano 3x — 2y —3z=17.

= IntersecaalarectaM: x—2=—y—4=z—1.

10.4. Distancia de un punto a una recta o a un
plano

Cuando un punto no pertenece a una recta o a un plano, no es dificil calcular la distancia
entre ellos por medios algebraicos. Por supuesto, al hablar de la distancia entre un punto
y una recta, o entre un punto y un plano, nos referimos a la distancia perpendicular, a la
distancia desde el punto dado hasta el punto mas cercano en la recta o el plano.

De un punto a una recta

Empecemos por considerar el caso de una recta L que pasa por el punto Py y tiene la
direccion del vector v, y un punto P; que no esta en la recta.

Tomemos w = P(;Pl, 0 el angulo entre v y w, y d la distancia de P; a L, como en la
siguiente figura.
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Notando el tridangulo rectdngulo con hipotenusa ||w||, sabemos por trigonometria que el
seno de 0 es

cateto opuesto
sen O = < —p >

lwl| hipotenusa
Y por el teorema de la pagina[202} el seno de 8 (dngulo entre v y w) es también

ceng — >l

[wif{v]

Igualando las dos expresiones para sen 8 tenemos

d |wxv|
T T[]
o]

[[v]]

En la figura supusimos que 6 era agudo. Si no, el angulo del tridngulo sera 180° — 6,
cuyo seno es igual al de 6, asi que la férmula anterior se mantiene.

Teorema

En IR3, si P; es un punto y L es la recta por Py, paralela al vector v, entonces la distancia
del punto P; alarecta L es

Ejemplo 19: distancia de un punto a una recta

Calcular la distancia del punto (—6,1,—1) a la recta con ecuaciones
4
x_yt4
3 -2
Aqui tenemos P; = (—6,1,—1), By = (0,—4,2), v=(3,-2,0) y w = PyP| =
(—6,5,—3). Entonces,

Repaso

Calcule la distancia de (3,3,2) a (x,y,2) = (4,5,2) +1(4,1,-3).
Respuesta: 1.90142

Note que el enunciado del teorema no pide que P; sea un punto fuera de la recta L. Si P;
estuviera en L, el vector PyP; seria paralelo a v, el producto cruz entre los dos seria 0 y la
formula del teorema diria que d = 0, como debe ser.
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De un punto a un plano

Para la distancia de un punto a un plano, consideremos un plano Il que pasa por el
punto Py y es perpendicular al vector n, y por otro lado un punto P; que no pertenece al
plano.

Tomemos el vector w = PyP; como antes, y 0 el dngulo entre n y w, como en la figura
siguiente, y denotemos con d la distancia de P; a I1.

En realidad la figura ilustra el caso en que 0 es agudo; si fuera obtuso (cuando w y n apun-
tan hacia lados opuestos del plano), el 4ngulo que nos interesa seria su suplemento 180° — 6.
Asi, en el tridngulo rectangulo de la figura, el cociente d/||w|| serd cos @ o cos(180° — 0)
dependiendo de si 6 es agudo u obtuso respectivamente, pero ese cociente en cualquier caso
es igual a | cos 0. Entonces,

d )
—— =|cos O] = —‘W 7
Iwli [[wll{|n]]

g lw-n|
7]

Otra derivacion mas concisa, que no depende de si 6 es agudo u obtuso, es la siguiente:
la distancia de Py a IT es la longitud de la proyeccion de w sobre n,

w-nl
Inf| =
]

‘_ w-n
]2

w-n
d = || proy,w|| = HWH

Teorema

En IR?, si P; es un punto y IT es el plano por Fy, normal a n, entonces la distancia de P; al
plano IT es
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Ejemplo 20: distancia de un punto a un plano

Calcular la distancia de (2,9, —1) al plano con ecuacién 6x — 4y +3z+9 = 0.

Denotemos P, = (2,9,—1), Py = (0,0, —3) (en el ejemplo|[12] pagina 229, vimos
como encontrar un punto dada la ecuacion de un plano), n = (6,—4,3) y w =
PyPy = (2,9,2). Entonces,

||<67_473>|| \/6_1
Repaso
Calcule la distancia de (6,—3,4) a 2x+ 9y + 6z = 8. Respuesta: 0.09

Tampoco aqui es necesario suponer que el punto P; estd fuera del plano I1. Si Pj estuviera
en I, entonces el vector PyP; seria normal a n, 1o que haria que su producto escalar sea cero
y la distancia resulte correctamente ser 0.

Ejercicios
Encuentre la distancia del punto a la recta.

55. De (5,1,—1) a (x,3,2) = (0,1,3) +1(—3,-2,4)
56. De (—3,5,7) a (x,3,2) = (9,—1,6) +1(7,2,—1)
57. Delorigena (x,y,z) =(0,1,1)4+#(1,1,4)
58. De (2,1,3) a (x,y,z) =(6,1,3)+1(4,0,0)

En R, encuentre la distancia del punto a la recta.

59. De (—1,0) a (x,y) = (1,—3) +1(6,0)
60. De (5,2) a (x,y) = (2,7) +1(3,—2)



10.4. Distancia de un punto a una recta o a un plano 245

Encuentre la distancia del punto al plano.

65.

66.
67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

61. De (—1,—1,7) a x+9z+1=0 63. De (—1,5,1) a 2x+3y=8+z2
62. Del origena 5x+ 10y =6 64. De (6,9,—1) al plano XY

(Cudl es el punto de la recta (x,y,z) = (6,—2,5) +(5,0,4) mds cercano al punto
(7,9,-3)2

(Cual es el punto del plano 2x +y — z = 1 mas cercano al origen?
(Cudl es el punto del plano 8x+ 4y + 7z = 3 mds cercano al punto (6,—4,2)?

Las rectas (x,y,z) = (3,2,—1)+1(10,6,5) y (x,y,z) = (1,8,6)+1(10,6,5) son paralelas
y no se intersecan. ;Cudl es la distancia entre ellas?

La recta (x,y,z) = (1,5,—2) +1(0,2,5) no interseca al plano 3x — 5y + 2z = 12. ;Cudl
es la distancia entre ellos?

Los planos 6x+ 9y —3z =2y z— 3y — 2x = 5 son paralelos. ;Cuadl es la distancia entre
ellos?

Las rectas (x,y,z) = (—2,—3,—1)+r(1,9,6) y (x,y,z) = (=2,0,1) +5(—1,8,10) no
son paralelas pero tampoco se intersecan. ;Cudl es la distancia entre ellas?

Encuentre las ecuaciones de todos los planos que sean paralelos al plano con ecuacion
x—2y+z+5 =0y que estén a una distancia de 9 unidades del origen.

Demuestre que la distancia entre los planos paralelos con ecuaciones ax+ by + cz = d;
y ax+by+cz=d; es |dy —ds|/||{a,b,c)|.
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En resumen...

—

= La recta que pasa por el punto Py = (xq,y0,20) y tiene la direccién del vector v =
(a,b,c) tiene ecuaciones. . .

. vectorial: P = Py+tv, o bien (x,y,z) = (x0,y0,20) +1{a,b,c), parat € R
... paramétricas: {x =xo+at, y=yo+bt, z=z9+ct }, parat € R

x_xo:y_byozz_zo,sia#O,b%chséO

. simétricas:

= Si dos rectas con vectores de direccion respectivos u y v se intersecan:

a. Su interseccion es la solucidn del sistema con las ecuaciones de ambas rectas
(més fécil de resolver con las paramétricas de una y las simétricas de la otra).

b. El dngulo entre ellas es arccos [ |u-v|/(Ju]| ||v]])].

= El plano que contiene a (xg,yo0,20) y es perpendicular a n = {(a,b,c) tiene ecuacion. ..
... estandar: a(x —xp) +b(y —yo0) +¢(z—20) =0
... general: ax+ by+ cz = d, donde d = axg + byy + czo

= Si dos planos con vectores normales respectivos n; y np se intersecan:
a. Su interseccion es la solucion del sistema que retine las ecuaciones respectivas.

b. El dngulo entre ellos es arccos [ |ng - na|/(||n1]| ||n2]])]-

= Si una recta con vector de direccién v y un plano con vector normal n se intersecan:

a. Su interseccion es la solucion del sistema con las ecuaciones de la recta con la
ecuacion del plano (mas facil de resolver con las ecuaciones paramétricas de la recta).

b. El dngulo entre ellos es 90° — arccos [ |v-n|/(||v]|[|n]])].

= La distancia del punto P; a la recta por Py con direccién v es |[PoPy x v|| / ||v]].

= La distancia del punto P; al plano por IT con normal n es |PyP; -n| / ||n]|.

]
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CAPiTULO 11

Espacios vectoriales

Acabamos de estudiar a IR? y IR> como conjuntos no solo de puntos sino de vectores.
Vimos que en estos espacios los vectores tienen propiedades algebraicas, referidas a las ope-
raciones de suma y producto, y propiedades referentes a la geometria del plano R? y del
espacio IR>.

En este capitulo y los siguientes vamos a abstraer las principales propiedades algebraicas
de los vectores y a estudiar otros posibles tipos (no geométricos) de vectores.

11.1. Definiciones y ejemplos

Tomemos como punto de partida el teorema de la pagina que enuncia algunas de
las principales propiedades algebraicas de la suma de vectores y del producto de escalar por
vector, en el contexto de vectores en IR? o en IR>. Por ejemplo, recuerde, para cualesquiera
vectores u y v, y cualquier escalar ¢ € IR, se tiene

—

O+u=u, u+v=v+u, clu+v)=cu+tcv,

entre otras propiedades.

Podemos notar que todas esas propiedades no solo las cumplen los vectores en IR? o
en IR?, sino que también son ciertas si u, v’y w son, por ejemplo, matrices del mismo tamafo
(y 0 es la matriz cero de ese tamafio). Como otro ejemplo, se cumplen también si u, vy w son
polinomios. O sucesiones, o funciones. En fin, existen muchos conjuntos cuyos elementos
comparten todas esas propiedades de los vectores en IR o IR>.

Con base en esa idea, vamos a definir un espacio vectorial como un conjunto en el que
los elementos pueden sumarse entre ellos y multiplicarse por escalares, cumpliendo las pro-
piedades del teorema citado. Mds exactamente, definimos un espacio vectorial como sigue.
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Definicién (espacio vectorial)

Un espacio vectorial es un conjunto V, cuyos elementos se llaman vectores, en el que se
han definido la suma de dos vectores y el producto de un escalar por un vector, operaciones
que cumplen las siguientes propiedades para cualesquiera u, vy w en V' y cualesquiera ¢ y
den R.

1. u+vevV, Yu,veV (lasuma es cerrada)
2. u+v=v+u, Yu,v €V (lasuma es conmutativa)
3. (u+v)+w=u+(v+w), Yu,v,w €V (lasuma es asociativa)

4. Existeun 0 € V, llamado vector cero o vector nulo, tal que u +0=u Yucv (existe
un elemento neutro para la suma)

5. Para cada u € V existe un opuesto, —u € V, tal que u+ (—u) = 0 (existen opuestos
para la suma)

6. cucV, VeeRyVYueV (el producto por escalar es cerrado)

7. c(u+v)=cu+cv, Vc€RyVYu,v €V (el producto por escalar es distributivo con
respecto a la suma de vectores)

8. (c+d)u=cu+du, Ve,d € RyVuecV (el producto por escalar es distributivo con
respecto a la suma de escalares)

9. c(du) = (cd)u, Ve,d € RyVYueV
10. lu=u, VvueV

Cuando hablamos de escalares, nos hemos referido a nimeros reales. Pero en algunos
espacios vectoriales también los nimeros no reales pueden considerarse escalares. La defi-
nicion anterior se refiere, en realidad, a un espacio vectorial real. Si en las propiedades 6-9
cambiamos IR por € entonces estaremos definiendo un espacio vectorial complejo.

Veamos algunos ejemplos de espacios vectoriales.

Ejemplo 1: el espacio vectorial R”

Habiendo conocido R? y R?, 1a primera generalizacién podria consistir en au-
mentar el nimero de coordenadas. Tomemos entonces un n € IN y denotemos
con IR" al conjunto de n-tuplos ordenados con componentes en IR:

R" = { (x1,x2,....%,) [xi € RVi=1,....n}
Definiendo la suma como

(xlax27”'7xn)+(y17y27"'7yn) = (xl +)’1, X2+y2, ceey xn""yn)
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y el producto por escalar como
c(x1,X2,...,x) = (cx1, cx2, -, CXp)

es facil comprobar que IR"” es un espacio vectorial real.

Por ejemplo, si n =5 y tomamos x = (0,1,—-2,4,-2), y = (2,0,-2,5,—3), en-
tonces resultan

x+y=1(2,1,-4,9,-5)
7y = (14,0,—14,35,—21)
2x—3y = (0727_4787_4) - (6707 _67 157 _9) = (_672727_775)

Note que IR"” no es un espacio vectorial complejo, porque si se permitieran esca-
lares ¢ € ( fallaria la propiedad 6 de la definicién. Por ejemplo, con ¢ =1y con
n=>5,¢(1,0,0,0,0) = (i,0,0,0,0), que no pertenece a IR>.

Por supuesto, ", el conjunto de n-tuplos ordenados con componentes en @, si es
un espacio vectorial complejo.

Ejemplo 2: espacio vectorial de matrices

’?ejemplo anterior puede extenderse en dos direcciones (vea este ejemplo y el
siguiente). Notando que la suma de vectores y el producto por escalar en IR" son
practicamente idénticos a las operaciones respectivas entre matrices, tomemos V
como el conjunto de todas las matrices complejas de tamafio 2 x 3. Este resulta

ser un espacio vectorial complejo, como es facil de comprobar (y ademads es

andlogo a €%, porque cada matriz (f, le’ ]Cc) € V puede identificarse con el vector

(a,b,c,d e, f) €T°).

Por supuesto, lo mismo podriamos decir sobre las matrices de cualquier dimen-
sién m X n. Pero es necesario fijar un tamafio: no es cierto que el conjunto de
todas las matrices (de cualquier tamafio) sea un espacio vectorial, porque la su-
ma de matrices se define solo entre matrices de tamaiios iguales.

Ejemplo 3: el espacio vectorial R”

Veamos otra direccién en la que puede extenderse el primer ejemplo. En vez
de tomar los n-tuplos de nimeros reales, con n finito, definamos IR como el
conjunto de los co-tuplos (¢ “infinituplos”?) con componentes reales:

IRW:{(xl,xz,...) ]xjelRijl,Z,...}
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Asi, IR” resulta ser el conjunto de todas las sucesiones reales con indice inicial 1.
La suma de sucesiones y el producto de un escalar por una sucesién son simple-
mente extensiones de las mismas operaciones en IR”, y con ellas IR resulta ser

un espacio vectorial real.

Ejemplo 4: el conjunto de polinomios de grado 3

’Siitomamos W como el conjunto de polinomios cubicos con coeficientes com-
plejos, casi tenemos un espacio vectorial complejo. Definir la suma de dos poli-
nomios y el producto de un escalar (complejo) por un polinomio no es problema.
Es claro que si p = a3z’ + axz® +a1z+ag, q = b3z> +byz> +biz+byyc <,
entonces

p+q= (a3 +b3)z3 + (az ~|—bz)z2 + (a1 +by)z+ (ap + bo)

cp = (ca3)z’ + (caz)z® + (cay)z+ (cap)

Las propiedades de conmutatividad, asociatividad y distributividad se cumplen
evidentemente. jPero falla la propiedad 1! La suma no es cerrada en W, ya que
es posible sumar dos polinomios cubicos cuyo resultado no sea un polinomio
cubico. {Como? Obviamente no va a resultar un polinomio de grado 4 o mayor,
pero si podrian cancelarse los términos cibicos, como en este ejemplo en el que
la suma de dos polinomios cubicos resulta ser un cuadratico:

(222 =522+ 1)+ (=22 + 622 +3z) =22 +3z+1

El ejemplo mis sencillo, sin embargo, es (z}) + (—z%) = 0. Y entonces nos da-
mos cuenta de que falla también la propiedad 4 de la definicién: el elemento
neutro para la suma, el polinomio constante 0, no pertenece a W. Y falla también
la propiedad 6: c¢p no siempre serd un polinomio ctibico para cualesquiera ¢ €,
p € W. Especificamente, sic =0,cp=0¢ W.

En resumen, el conjunto de todos los polinomios ctbicos no es un espacio vec-
torial. Pero vea el ejemplo que sigue.
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Ejemplo 5: el espacio vectorial de polinomios con grado <3
@Pg, el conjunto de polinomios complejos de grado menor o igual que 3:
Py ={a2 +m +aiz+ao | az,az,a1,a9 €€}
(note que en el ejemplo anterior los elementos de W tenian la restriccion de que

fuera a3 # 0, restriccion que ya no se da aqui).

Ahora si tenemos un espacio vectorial complejo. ;Coémo se corrigieron los pro-
blemas del ejemplo anterior? Con solo permitir que los coeficientes sean nime-
ros complejos cualesquiera, incluyendo cero, ya estamos abarcando todos los
polinomios cubicos, cuadréticos, lineales y constantes. Y este conjunto Pz si
cumple con las diez condiciones de la definicién de espacio vectorial.

Ejemplo 6: espacio vectorial de funciones continuas

Sea F ={f:[0,1] = R | f es continua }. Veamos que se cumplen las diez pro-
piedades.

1. La suma de dos funciones reales continuas en [0, 1] es una funcién real
continua en [0, 1].

2. La suma de funciones es conmutativa.

3. La suma de funciones es asociativa.

4. El elemento neutro para la suma es la funcién 0, constante en cero, que es
continua.

5. Para cada funcién f continua, su opuesto es la funcién —f definida por
(—=f)(t) = —f(¢), también continua.
6. El producto de un escalar real por una funcién real continua es una funcion

real continua.

Las propiedades 7-10 también son faciles de comprobar. Se deduce que F es un
espacio vectorial real.

Ejemplo 7: un plano en R? como espacio vectorial

SeaS={(x,y,z) € R3 | 2x—y+5z=0 }, un plano que pasa por (0,0,0). Como
S es un subconjunto de IR?, ya sabemos que la suma y el producto por escalar
cumplen las propiedades 2, 3,7, 8, 9 y 10. Comprobemos las otras cuatro.
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1. Sean u = (x,y,z) y v = (a,b,c) en S. Debemos comprobar que u+v € S.
Comoues, 2x—y+5z=0,y como v € §, también 2a — b + 5¢ = 0.
Abhora, ;los componentes de u+v = (x+a,y+b,z+ ) satisfacen la misma
ecuacion? Veamos:

;
2(x+a)—(y+b)+5(z+¢c)=0
2x42a—y—b+5745¢ =0

(2x—y+5z)+ (2a—b+5c¢) 2o
0+0=0

Entonces, en efecto, u+v € S.

4. (El vector 0 = (0,0,0) pertenece a S? Si, ya que sus componentes satisfacen
2(0)—(0)+5(0)=0

5. Sea u = (x,y,z) € S. Para confirmar que también —u = (—x,—y, —z) estd
en S, lo sustituimos en la ecuacién:

2(—x) (=) +5(-2) =0

—2x+y—SZlO
—(2x—y+5z)=—(0)=0

6. Para u = (x,y,z) € Sy ¢ € IR, comprobemos que cu = (cx,cy,cz) € S:
(7
2(cx) = (cy) +5(cz) =0

2cx—cy+5czio
c(2x—y+5z) =c(0)=0

Concluimos entonces que S si es un espacio vectorial real.

El siguiente teorema menciona algunas propiedades adicionales de las operaciones entre
vectores y escalares.

Teorema
Si V es un espacio vectorial, u € V y ¢ es un escalar, entonces

1. ou=0

<l

2. c0=
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Estas tres nuevas propiedades son evidentes en IR? y en R?, pero no es inmediato que

cualquier espacio vectorial las satisfaga. Veamos la demostracion.

1. Llamemos w = Ou, para demostrar que w = 0. Por distributividad,
wH+w=0u+0u=04+0u=0u=w

asi que w+w = w. Sumando el opuesto —w en ambos lados de esa igualdad tendremos

wH+w|+ (—w) =w+ (—w)
w+ [W + (—W)] =0 (por las propiedades 3 (izquierda) y 5 (derecha))
w+0=0 (por la propiedad 5)
w=0 (por la propiedad 4)

2. Tomemos ahora w = ¢0. Como en el punto anterior, notemos que
w4+w=c04c0=c(0+0)=c(0)=w
Y a partir de w+w = w ya vimos como se demuestra que w = 0.
3. Seaw = (—1)u. Como

wHu=(—Du4u=(—Du+lu=(—1+1Du=0u=0

se deduce que w es el opuesto de u, w = —u.

Ejercicios

1. El conjunto de polinomios complejos de segundo grado no es un espacio vectorial.
(Cudles de las propiedades de la definicion fallan?

2. El conjunto S = { (x,y) €R?| x>0 }, con las mismas operaciones de vectores en IR2,
no es un espacio vectorial. ;Cudles de las propiedades de la definicién fallan?

3. Elconjunto 7 = { (x,y) € IR? |xy >0 }, con las mismas operaciones de vectores en IR,
no es un espacio vectorial. ;Cudles de las propiedades de la definicion fallan?

4. Determine si el conjunto V = { (z,z) € €*| z €€ }, con las operaciones usuales de suma
y producto por escalar, es un espacio vectorial complejo. Si no, ;cudles propiedades de
la definicion fallan?

5. Demuestre que P, = {ax?+bx+c|a,b,c €T}, el conjunto de todos los polinomios

complejos de grado menor o igual que 2, es un espacio vectorial complejo.
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6. Demuestreque U ={Y.~_ an | ¥, |an| converge }, el conjunto de todas las series reales
absolutamente convergentes, es un espacio vectorial real.

7. Demuestre que L = { (x,y) € R? |ly=2x }, la recta en IR? que pasa por el origen y tiene
pendiente 2, es un espacio vectorial real.

8. Sean v un vector en algun espacio vectorial, y ¢ un escalar, tales que cv = 0. Demuestre
que necesariamente c =0 o v =0.

11.2. Combinaciones lineales

Aunque muchas de las caracteristicas de los vectores en IR? y en IR no se generalizan
facilmente a espacios vectoriales generales, al menos un concepto importante si se conserva,

el de combinacidn lineal de vectores.

Definicién (combinacién lineal)
SineNyvy, vy, ..., v, son vectores en un espacio vectorial V, una combinacion lineal de
ellos es un vector de la forma

n
Z CiVi = C1V] +C2V2 +C3V3 + -+ CpVy
i=1

donde ¢y, ca, ..., ¢, son escalares.
La combinacioén lineal trivial se da cuando ¢y = ¢y = -+ = ¢, = 0 (y su resultado es 0 en

cualquier caso).

Note que el nimero n de vectores puede ser tan pequeiio como n = 1. Asi, dado un
solo vector v, podemos decir que cualquier multiplo cv es una combinacion lineal de v. En
particular, el mismo v = 1v y el vector nulo O = Ov son combinaciones lineales de v.

Ejemplo 8: combinaciones lineales de polinomios

En el ejemplo [5| vimos que P3, el conjunto de todos los polinomios de grado
menor o igual a 3, es un espacio vectorial complejo. Sean ahora

p=22-22-3, q=-3z+5 y r=—7—4z22+z

en Ps.
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= Algunas combinaciones lineales de p, g y r son
5p+4r= (102 — 102> —15) + (42> — 162> + 42)
=62’ —262* +4z— 15
—2p+q—3r=(—422+422+6) + (—3z+5) — (—32° — 1227+ 32)
=22+ 162 —6z+11
= (Es posible escribir el vector v = 5z + 8z — 21 como combinacién lineal
de p,qyr?

Para eso se necesitan tres escalares o, 3 y v tales que v= ap + Bg+ yr.
Veamos si existen.

v=op+Bqg+yr
57 4+8z—21 = (2az° — 2022 — 3a) + (=3Bz+5B) + (—y2° — 47> + 12)
553 48:—21 = 2a—1)Z 4+ (=20 —4y)2 + (=3B +7)z+ (—3a+5p)
Igualando Coeﬁciente obtenemos

20—y=5, 2a—-4y=0, -3B8+y=8 y —-3a+58=-21.

Este sistema de ecuaciones tiene como tnica soluciéon o =2, f = -3y
Y = —1. Concluimos entonces que v si es combinacion lineal de p, gy r:
v=2p—3qg—r

» /El vector w = 5z° + 8z — 20 puede escribirse como combinacién lineal de
los mismo vectores p, gy r?

Para investigarlo resolvemos una ecuacién como la del punto anterior:
w=ap+Bq+yr
52 +82-20= (2a— )2 + (=20 —47) 2 + (=3B + ¥)z+ (=30 +5B)
de donde separamos las ecuaciones
20—y=5, —2a—-4y=0, -3B+y=8 y —3a+58=-20,

Este sistema, a diferencia del anterior, no tiene solucién. La respuesta en-
tonces es que w no es combinacién lineal de p, g y r.

'La demostracién no importa aqui, pero es cierto que si dos polinomios son iguales entonces sus coeficientes
deben ser iguales. Especificamente, si } Xk = Yio bix* para todo x, entonces a; = by parak =0,1,...,n.
La implicacién es cierta incluso para series de potencias: si Yi_qax(x — ¢)¥ = Yoo bi(x — ¢)* en algin
intervalo de convergencia mayor que un punto, entonces ay = by, para todo k.
Para la demostracion en el caso de n = 2, vea el ejemplo EI del capitulo 12 (pagina 271).
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Repaso
Escriba el polinomio w = z3 —z — 5 como combinacién lineal de p = 223 —z+5,
g=572-2zy r=2—7>+4. Respuesta: w =3p — g — 5r
Ejercicios

9. Sea P, el conjunto de todos los polinomios complejos de grado menor o igual que 2. Sean
p=2x>—5ixy g =3x—1+idos vectores en P».

a. Escriba el vector v = 2x?> — (9 + 5i)x + 3 — 3i como combinacién lineal de p y g.
b. Escriba el vector w = 10x> + (12 —25i)x — 4+ 4i como combinacién lineal de p y g.

¢. Encuentre algtin vector en P, que no pueda escribirse como combinacion lineal de p
yq.

10. Sea W el conjunto de todas las matrices reales 2 x 3 de la forma (8 (c) 8), y sean P =
(7101) = (200) R— (0 0 3)
030/ 010/ 0100/

a. Bscribav= (3 % §) como combinacién lineal de P, Q y R.

b. Demuestre que cualquier matriz (8 (C) ’(’)) € W se puede escribir como combinacién
lineal de P, Q y R.

11.3. Subespacios

En el ejemplo |7| teniamos un espacio vectorial, § = {(x7 y,2) € R3 | 2x—y+5z= ()},
que estd contenido en otro mayor, IR*. Cuando un subconjunto de un espacio vectorial es en
si mismo un espacio vectorial, el subconjunto se llama subespacio del espacio mayor.

Definicién (subespacio vectorial)

Si V es un espacio vectorial y el subconjunto W C V es también un espacio vectorial con
las mismas operaciones, entonces W es un subespacio vectorial de V.
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Por eso S en el ejemplo (7| es un subespacio vectorial de IR?. En general, todo espacio
vectorial V contiene al menos dos subespacios: el mismo V, en el extremo mayor, y el con-
junto {0} en el extremo menor (aunque estos dos podrian ser iguales si V consta solamente
del vector nulo).

Para probar que un conjunto es un subespacio vectorial no es necesario verificar las diez
propiedades de la definicion, gracias al siguiente teorema.

Teorema
Si V es un espacio vectorial y W es un subconjunto no vacio de V tal que cualquier com-
binacidn lineal de dos vectores de W estd a su vez en W, es decir, si

u,veW = ou+fveW paracualesquiera escalares a, f3,

entonces W es un subespacio vectorial de V.

Para demostrarlo vamos a suponer que W cumple la hipotesis, que para cualesquiera
u,v € W y cualesquiera escalares a, 3, se tiene ou+ Bv € W, y entonces vamos a ver que
W satisface las diez propiedades en la definicién de espacio vectorial. De las diez, como en
el ejemplo [/, las propiedades 2, 3, 7, 8, 9 y 10 son inmediatas porque ya se cumplen en V.
Veamos las otras.

1. Sean u y v en W. Como u + v es una combinacion lineal de ellos, entonces u 4 v € W, por
la hipoétesis del teorema.

4. Como W no es vacio, existe algin w € W. Por el teorema en la pagina , el vector 0 es
igual a la combinacion linea Ow, que pertenece a W.

5. Dado u € W, su opuesto es, de nuevo por el teorema mencionado, la combinacién lineal
(—1)u, que también pertenece a W.

6. Dado u € W y dado el escalar c, el vector cu es una combinacién lineal de u, asi que
pertenece a W.

Ejemplo 9: subespacio de un espacio de funciones

Tomemos el conjunto
V ={f:[0,1] = R| f es derivable dos veces y f"(x)+ f(x) =0Vx € [0,1] }

Este es un subconjunto del espacio F = { f: [0,1] — IR | f es continua } que vi-
mos en el ejemplo[6] Veamos que es un subespacio, comprobando que cualquier
combinacién lineal de dos elementos en V estien V.

2Formalmente, la hipétesis del teorema actual habla de una combinacidn lineal de dos vectores en W, aunque
no pide que ellos sean distintos. Pues bien, Ow 4+ 0w = 0.
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Sean g,h € V, y sean o y B dos escalares. Vamos a probar que
og+PheV

Sabemos entonces que g y & son funciones reales derivables dos veces en [0, 1]
y que cumplen

g'(x)+g(x)=0 y HK'(x)+h(x)=0 paratodox € [0,1].

Denotemos f = ag+ Bh. (Es cierto que f € V, es decir, que " + f = 0?

Es claro que la combinacién lineal f es una funcién derivable dos veces en [0, 1],
porque sabemos del Calculo diferencial que la suma y el producto de funciones
derivables son derivables. Ademads, para cualquier x € [0, 1],

(%) + f(x) = (g + Bh)" (x) + (0tg + Bh)(x)
= ag” (x) + Bh" (x) + ag(x) + Bh(x)
= a(g"(x) +g(x)) + B(h"(x) + h(x))
=0-0+p-0=0

Es asi que f = ag+ Bh € V, como debiamos probar.

Repaso
Demuestre que el conjunto

W=/{f:[0,1] = R| fesderivable y f'(x) —2f(x) =0 Vx € [0,1] }

es un subespacio del mismo F del ejemplo anterior.

Ejemplo 10: subconjunto de un espacio de matrices

Sea M, el espacio vectorial formado por las matrices complejas de tamafio
2x2,ysealU ={A € My, |det(A) =0}, el subconjunto de matrices con de-
terminante O (en otras palabras, matrices no invertibles, segtn el teorema en la

pégina [T65).
Determinar si U es un subespacio de M.

Un criterio practicamente inmediato para descartar que un conjunto sea subes-
pacio es que no contenga al vector cero (recuerde el ejemplo 4, donde W era el

espacio de polinomios cubicos). En este caso, 0= (8 8) si pertenece a U porque
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su determinante es cero. Entonces, no descartamos aun la posibilidad de que U
sea un subespacio.

Dados dos vectores A, B € U (es decir, dos matrices 2 X 2 con determinante cero)
y dos escalares & y 3, debemos determinar si la combinacién lineal

N=aA+ BB

pertenece a U. Es claro que N es 2 x 2, pero jserd |[N| = 0?. Para eso debemos
contestar la pregunta: ;si det(A) = det(B) = 0, necesariamente serd det(QA +
BB) =0?

Nunca habiamos hablado de que el determinante de una suma fuera igual a la
suma de los determinantes, por lo que no podriamos asegurar que det(aA +
BB) = det(aA) + det(BB). Por eso no sabemos que det(N) sea igual a cero.

Busquemos, al contrario, un ejemplo que confirme que A + 3B podria no estar
en U aunque A, B € U. La busqueda no toma mucho tiempo: podemos tomar

o) v (o)

ambas con determinante cero, y tomar & = 3 = 1. Entonces,

veanpo1 (3 )1 (5 0= (3 0)

cuyo determinante es 1, no 0. Entonces, A€ Uy B e U,peroA+B ¢ U.

Confirmamos asi que no cualquier combinacion lineal de dos elementos de U
serd a su vez un elemento de U. Por eso, U no es un subespacio vectorial.

Repaso

Dado M» ., como en el ejemplo anterior, pruebe que el subconjunto
R={A €M, |det(A) =1} no es un subespacio de My».

Ejemplo 11: subespacio de matrices simétricas
En el mismo espacio M., de matrices 2 x 2, determinar si el conjunto V de
matrices 2 x 2 simétricas (iguales a su transpuesta) es un subespacio.

Sean A,B €V, y sean a, 3 escalares. ;Podemos probar que aA +bB € V, es
decir, que aA + bB es simétrica?
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Por definicion de simetria (una matriz es simétrica si es igual a su transpuesta),

Ay B son de la forma
_(a b _(x Yy
(o) v ()
Entonces,

ason=ay ) oo(s 1) = (Gh iR

que también es una matriz 2 X 2 simétrica, por lo que pertenece a V.

En conclusion, V si es un subespacio de Mj .

Repaso

En el mismo espacio M7, pruebe que S = {A € Mp.» | A es diagonal}ﬂ es un
subespacio.

Cuando se tiene un conjunto finito de vectores en un espacio vectorial, el conjunto de sus
combinaciones lineales forma un subespacio vectorial, como veremos.

Definicién (subespacio generado)

Siwy, wa, ..., wy, son vectores en el espacio vectorial V, el subespacio generado por los w;,
denotado gen(wy,...,wy), es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los w;:
gen(wi,...,wy) = { ¥, ciwi | ¢; es un escalar paracadai=1,...,n}

De momento es un abuso hablar del subespacio generado sin haber justificado que el
conjunto de combinaciones lineales de los w; es en efecto un subespacio. Pero podemos
justificarlo con el teorema anterior, demostrando que cualquier combinacién de dos vectores
en W = gen(wy,...,w,) estd a su vez en W.

Para eso tomemos u,v € W, y probemos que au+ v € W para cualesquiera escalares o
y B. Que u 'y w estén en W, significa que son combinaciones lineales de los w;:

n n
U= ZCiWi y v= Zdiwi
i=1

i=1

3Una matriz cuadrada es diagonal si todos sus elementos fuera de la diagonal son cero. Para el tamafio
2 x 2, las matrices diagonales son las de la forma (§ 9).
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para algunos escalares ¢y, ..., ¢, d1, ..., d,. Entonces,

n

au+fv= aZciwi—Fﬁ Zdiwi = Z(aci+ﬁdi)wi
i=1 i=1

i=1

resulta ser una combinacion lineal de los w;, por lo que si pertenece a W.
Conclusién: W = gen(wy,...,w,) es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo 12: espacio generado por tres matrices

En el subespacio V del ejemplo (matrices 2 X 2 simétricas), tomemos los

vectores
10 01 0 0
A=(o o) #=(1 o) v =0 V)

y veamos que gen(A,B,C) =V.

Ya sabemos que gen(A, B,C) es un subespacio de V. Para ver que gen(A,B,C)
no es cualquier subespacio sino el espacio completo V, falta ver que cualquier
vector M € V estd en gen(A, B,C); esto es, que M es combinacion lineal de A, B
y C.

Para eso tomemos una matriz M € V: M = (¢ %). Es evidente que
a 0 0 b 00
=5 0)+ (6 o)+ (0 2)
(1 OY (0 1), (00
—“\o o 1 0)7%N0 1

de manera que, en efecto, M es combinacion lineal de A, By C.
Con eso hemos demostrado que gen(A,B,C) =V.

Repaso

Para el subespacio S del repaso anterior (matrices diagonales), compruebe que
S=gen(A,C),donde A= (}3)yC=(39).
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Ejercicios

Determine si cada conjunto W es un subespacio del espacio
vectorial V.

1. W={(0,y,2)eR'}, V=R

12. W:{( xyx—y) ER}, V=R

13. {(¢24)|a,bed}, V elconjunto de todas las matrices 2 x 2 complejas

14. W={p(x)=ax*+bx+c|a,b,ceTyp(l)=0}, V el conjunto de polinomios

complejos de grado menor o igual que 2
15. W={f: R=>R|f(x)=f(—x)Vxe R}, V={f: R—= R}

16. W = {sucesiones convergentes }, V = R”

17. Sea A una matriz compleja de tamafio n X n, y sea ¢ € €.
Demuestre que W = {w €C" | A-w = cw } es un subespacio de C".

18. En P = {a3z3 +ayz?? +ajz+ag | az,az,ay,a9 €QC }, determine si el vector g = 47> +
157 pertenece al subespacio generado por u = 27> — 3iz> y v = 5iz —27%.

19. En el espacio M, de matrices tamafio 2 x 2, determine si x = (1) o y= (2 73)
estdn en el subespacio generado porv= (1 1) y w= (] ).

20. Determine si los vectores u = (10,—15), v = (—2,3) y w = (—6,9) generan IR?.
21. Determine si los vectores u = (3,0, —1),v=(2,2,1) y w= (6,—1,1) generan R>.

22. Determine silos vectores A= (31),B= (1 ') yC= (3 ) generan el espacio My .»
de matrices 2 x 2.
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En resumen...

—

= Un espacio vectorial es un conjunto en el que sus elementos, llamados vectores, pueden
sumarse entre ellos y multiplicarse por escalares, con las propiedades enumeradas en

la pagina

m Siuy, ...,u, son vectores, una combinacion lineal de ellos es una suma de la forma
ojuy + ous + - - -+ ou,, donde oy, ..., Q, son escalares.

= Si V es un espacio vectorial y el subconjunto W C V, con las mismas operaciones,
también lo es, entonces W es un subespacio vectorial de V.

= Para probar que un subconjunto W es un subespacio vectorial del espacio V, basta
mostrar que para cualesquiera u,v € W y cualesquiera escalares o y 3, la combinacién
lineal au+ PBv esta en W.

= Siwy, wo, ..., w, son vectores en el espacio vectorial V, el subespacio generado por
ellos, denotado gen(wy,...,wy), es el conjunto de todas sus combinaciones lineales.

]






CAPIiTULO 12

Independencia lineal y bases

En el capitulo anterior revisamos la idea de combinacion lineal de vectores y vimos un
concepto relacionado con ella, el del subespacio generado por un conjunto de vectores. En es-
te capitulo estudiaremos un segundo concepto relacionado con las combinaciones lineales:
el de independencia lineal. Luego combinaremos el concepto de espacio generado con el de
independencia lineal para definir lo que es una base de un espacio vectorial y a partir de ahi
definir la dimension del espacio.

12.1. Dependencia e independencia lineal

A grandes rasgos podemos decir que un conjunto de vectores son independientes si nin-
guno de ellos pertenece al subespacio generado por los otros. Pero empecemos por definir lo
contrario: que un grupo de vectores sean linealmente dependientes.

Vectores linealmente dependientes

Definicién (dependencia lineal)

Si V es un espacio vectorial, entonces los vectores vi,va,...,v, € V son linealmente de-
pendientes (abreviado [d) si el vector nulo 0 puede escribirse como una combinacion lineal
no trivial de ellos; es decir, si existen escalares c1,c¢3,. .., c,, no todos cero, tales que

civit+eva+---+cpvp =0

Una formulacién equivalente es que los vectores vi,vs,...,v, son linealmente depen-
dientes si alguno de ellos puede escribirse como combinacién lineal de los demds. Veamos
por qué es equivalente.

= Suponiendo que vy, vy, ..., v, son linealmente dependientes, segtn la definicién exis-
ten c1,ca,...,c, tales que cjvy +cavy + -+ -+ ¢,v,, = 0 pero no todos los ¢; son cero.
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Asi es que al menos uno de ellos, digamos ¢ (solo para simplificar la notacion, pero
podria ser otro), es distinto de cero. De aqui que se pueda despejar

CIVI = —C2V2 — =+ — CpVy

V1 = __Cl

de manera que alguno de los vectores puede escribirse como combinacion lineal de los
demas.

= Reciprocamente, si uno de los vectores, digamos v, es combinacién lineal de los otros,

Vk=CIVi+ -+ Chk1Vk—1 T Chr1Vir1 T+ CaVn
entonces tenemos una combinacion lineal de todos ellos que resulta en el vector nulo:
cvi et (D vet+crevisr - epvn =0

donde no todos los coeficientes son cero (al menos, con toda seguridad, el coeficiente
de v es distinto de cero).

Lo anterior demuestra el siguiente teorema.

Teorema

Los vectores vy, v, ..., v, en el espacio V son linealmente dependientes si y solo si alguno
de ellos puede escribirse como combinacidn lineal de los otros.

Note que el teorema anterior no dice que si los vectores son 1d entonces cualquiera de

ellos es combinacion lineal de los demads. Vea el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: tres polinomios linealmente dependientes

Comprobar en que IR? los vectores v; = (2, —4), v» = (1,5) y v3 = (—3,6) son

linealmente dependientes.

Busquemos una combinacién lineal avy 4 bv, + cv3, no trivial (es decir, que no
todos los coeficientes a, b, ¢ sean cero) que dé 0. Para eso planteamos

—

avi+bvy+cv3=0
(2a,—4a) + (b,5b) + (—3c,6¢) = (0,0)
(2a4+b—3c,—4a+5b+6c) = (0,0)

Eso nos lleva al sistema
2a+b—3¢c=0

—4a+5b+6¢=0
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cuya solucion general es a = %c, b =0, c € IR. Entonces, una solucién particular
esa=3,b=0,c=2, con lo que hemos encontrado una combinacién lineal no
trivial de vy, vo y v3 que da O:

3v1 4 0va +2v3 = (6,—12) + (0,0) + (—6,12) = (0,0)

Por un lado, segtin la definicidn, al existir una combinacién lineal no trivial que
resulta en cero, los vectores v{, v, y v3 son linealmente dependientes.

Por otro lado, segtn el teorema anterior debe ser posible escribir alguno de los
vectores como combinacién lineal de los otros. En efecto, de la igualdad 3v; +
Ovy 4+ 2v3 = 0 se puede despejar

vi=0v—3v;  (cierto: (2,—4) = —2(-3,6))

y también
V3 = —%Vl +0v, (cierto: (—3,6) = —3(2,—4))

No es posible despejar v, en términos de vy y v3, y ahi vemos lo que dice el

teorema: si los vectores son 1d entonces alguno de ellos es combinacién lineal

de los demas (tal vez algunos), pero no necesariamente todos. J
Repaso

Compruebe que vi = (7,—2), vo = (1,8) y v3 = (4,3) son linealmente depen-
dientes en R?, y escriba v, como combinacion lineal de vy y v3.
Respuesta: vy = 2v3 — vy

En el ejemplo anterior, note que la solucién particulara =3,b =0y c =2 nos llev a la
combinacién lineal 3v; + 0v, +2v3 = 0. Cualquier otra solucidn particular habria correspon-
dido con otra combinacion lineal que también da cero. Por ejemplo, la solucién a = —15,
b=0,c=—10nos lleva a

—15v +0vy — 10w, = (—30,60) + (0,0) + (30, —60) = (0,0)

que es otra combinacidn lineal que también da cero (y por cierto, es simplemente el resultado
de multiplicar la primera, 3v| 4+ 0v; 4 2v3, por —5).

De hecho, existen infinitas combinaciones lineales no triviales de vy, v2 y v3 que dan
cero, porque el sistema de ecuaciones en el ejemplo tiene infinitas soluciones. Pero note
que a partir de cualquier combinacién tal resultard siempre que vi = Ovy — %V3, que v3 =
—%vl + 0vy, y que v; no se puede despejar en términos de vy y v3.

Por regla general, si los vectores vy, v2, ..., v, son ld en cualquier espacio, existiran
infinitas combinaciones lineales de ellos que dan cerd{'}

IEsto es facil de probar. Si vy, ..., v, son ld entonces por deficién existe una combinacién no trivial de ellos
quedaO:civi+--+cpvy = 0.
Entonces, para cualquier nimero ¢ que no sea 0 ni 1, la combinacion (¢¢; vy + (tc2)va+ - -+ (t¢y v, = 10 =0
es otra combinacién no trivial que también da 0 (es otra porque ¢ # 1, y es no trivial porque t # 0).
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Ejemplo 2: tres polinomios linealmente dependientes

En Ps, el espacio de polinomios complejos de grado menor o igual que 3, los
vectores

p=5i2 — 224341, q=27+(@4—i)z—2 y r=52+42+87—3-3i

son linealmente dependientes, dado que existe al menos una combinacion lineal
no trivial que resulta en cero:

—2ip+4q—2r = (102> +4iz+2 — 6i) + (822 + (16 — 4i)z — 8)
— (102 + 8z% + 16z — 6 — 6i)
=0

Como sabemos, si existe una combinacion lineal, existen infinitas, porque pode-
mos multiplicar ambos lados de la igualdad —2ip +4g —2r = 0 por cualquier
escalar distinto de cero y la igualdad se mantiene. Por ejemplo, multiplicando
por 3i obtenemos

—

6p+12ig—6ir =0
lo que muestra otra combinacién lineal de p, ¢ y r que también es igual a 0.

Equivalentemente alguno de los vectores puede escribirse como combinacion
lineal de los otros. Por ejemplo, al despejar r resulta

r=—ip+2q

_

Repaso

Con los polinomios del ejemplo anterior, compruebe que 6p + 12ig — 6ir =
0, y escriba p y g como combinaciones lineales de los otros dos polinomios.
Respuesta: p =ir—2igy g =5p+ %r.

Vectores linealmente independientes

Si un conjunto de vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente
independientes (abreviado [i). Inmediatamente de la definicién vemos que esto significa que
no exista una combinacion lineal no trivial que dé por resultado el vector 0; en otras palabras,
que la unica combinacién lineal que da 0 sea la trivial. En simbolos, v{, Vo, ..., Vv, son
linealmente independientes si

civit+evy+--+evy =0 = ci=c=--=c,=0
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Equivalentemente, los vectores son linealmente independientes si ninguno de ellos es
combinacion lineal de los otros, o, como dijimos al inicio de la seccidn, si ninguno de ellos
pertenece al subespacio generado por los demas.

Probablemente el ejemplo mds sencillo de vectores li sea el de u = (1,0) y v=(0,1)
en IR2. Si tenemos una combinacién lineal de ellos igual a cero, au+bv = 6, entonces

a(1,0)+5(0,1) = (a,b) = (0,0)

implica que a = b = 0. En otras palabras, solo la combinacion lineal trivial resulta en cero.

Veamos otros ejemplos. En ellos, tengamos en cuenta que para investigar si un conjunto
de vectores son li o 1d, el procedimiento estdndar es plantear una combinacién lineal de ellos
que dé 0,e investigar si los escalares deben ser todos 0. Hay dos resultados posibles:

1. Si la unica solucidn es que los escalares sean todos 0, los vectores son li.

2. Si existe alguna solucion con algun escalar distinto de 0, los vectores son 1d (y en este
caso existiran infinitas soluciones asi).

Ejemplo 3: tres polinomios linealmente independientes

En el espacio de polinomios de grado menor o igual que 2, sean

Comprobar que ellos son linealmente independientes.

Para eso planteamos una combinacién lineal de u, v y w que dé cero y la llama-
mos p:
p=au+bv+cw=0

Esto es,
p(x)=ax* +bx' +ex® =ax> +bx+¢c=0 para todo x.

Veamos que los tres escalares a, b 'y ¢ deben ser cero.

Esto se puede resolver usando calculo diferencial. Recuerde que estamos supo-
niendo que p(x) = ax? + bx+ ¢ = 0 para todo x.

= En particular, p(0) = 0, pero como p(0) = a(0)? +b(0) +c = c, resulta
que ¢ = 0. Uno de tres.

» Si p(x) = 0 para todo x, entonces también p’(x) = 0 para todo x. Y como
p'(x) =2ax+b, y en particular p'(0) = 2a(0) +b = b, se deduce que b = 0.
Dos de tres.
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= Por dltimo, también p”(x) = 0. Pues p”(x) = 2a, y si eso es cero, conclui-
mos que también a = 0. Listo.

Como alternativa, el asunto se podria resolver también usando algebra. Como
p(x) = 0 para todo x, entonces en particular (sustituyendo sucesivamente x = 0,
x =1y x=—1, aunque cualquiera tres valores distintos de x funcionarian igual)
p(0) =a(0)* +b(0) +c=c=0
p(1)=a(1)?+b(1)+c=a+b+c=0
p(=1)=a(-1)?+b(-1)+c=a—b+c=0

El sistema anterior tiene como solucién tnicaaa =0,b =0y c =0.

Vimos entonces, por dos métodos muy distintos, que
au+bv+ecw=0 = a=b=c=0

lo cual demuestra que los vectores u = x%, v =x! y w = x° son linealmente

independientes.

Ejemplo 4: investigar la independencia de un grupo de vectores

Determinar si los vectores u = (—4,4,4), v=(1,6,13) y w = (=3,5,7) en IR?
son 1d o li.

Para esto debemos averiguar si existe alguna combinacion lineal no trivial de
u, vy w que dé 0 (Id) o si, por el contrario, la inica forma de escribir 0 como
combinacion lineal de u, v y w es multiplicar cada uno por 0O (li).

Como se dijo antes del ejemplo anterior, el procedimiento serd plantear una
combinacién lineal au +bv+cw =0 e investigar si necesariamente deben ser
a =b = c =0 (y entonces los vectores son li) o si es posible que alguno de los
escalares sea distinto de cero (y entonces los vectores son 1d).

Planteemos entonces la ecuacion au + bv + cw = 0, con incégnitas a, b y c:

a(—4,4,4)+b(1,6,13) +¢(—3,5,7) =0
(—4a+b—3c, 4a+6b+5c, 4a+13b+7c) = (0,0,0)

Lo anterior equivale al sistema

—4a+b—3c=0
4a+6b+5¢c=0
4a+13b+7T7c =0
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cuyas soluciones son de la forma a = —23¢/28 y b = —2¢/7, con ¢ € RR.

Existen entonces infinitas soluciones, lo que implica que son muchas las combi-
naciones lineales de u, v y w que resultan en cero, ya que cada solucién particular
da lugar a una combinacion lineal. Por ejemplo, tomando (para evitar fracciones)
c=28,a=-23, b= —8, tendremos
—23u—8v+28w = —23(—4,4,4) —8(1,6,13) +28(—3,5,7)
=(92,-92,-92) — (8,48,104) + (—84,140,196)

= (0,0,0)
Asi concluimos que los vectores u, vy w son Id.
Repaso
Determine si (3,5,3), (2,2,—4) y (—2,0,13) son 1d o Ii. Respuesta: 1d

En el ejemplo anterior, si el sistema hubiera tenido solucién tnica, esta habria sido nece-
sariamente a = b = ¢ = 0 (esta siempre es una solucion, ya que la combinacion lineal trivial
siempre resulta en 0; la pregunta era si habria otras). En caso de que hubiera una solucién
tnica, la trivial, habriamos concluido que los vectores eran li.

De nuevo: la combinacion lineal trivial siempre da 0. Sies la unica, los vectores son li;
si hay otras, los vectores son Id.

Por otra parte, note que la matriz de coeficientes del sistema en el ejemplo anterior es

—4 1 =3
4 6 5
4 13 7

cuyas columnas son precisamente los vectores en cuestion. Que el sistema tuviera o no so-
lucién unica podia averiguarse también por el determinante de la matriz de coeficientes (re-
cuerde el teorema en la pagina 158 que dice que para sistemas de ecuaciones con matriz de
coeficientes cuadrada, el sistema tiene solucidn tnica si y solo si el determinante es distinto
de cero). Aqui,

4 1 -3
4 6 5|=0
4 13 7

lo que confirma que el sistema tiene infinitas soluciones, por lo que los vectores son depen-
dientes.
El siguiente teorema enuncia la propiedad general.

Teorema
Sivy, va, ..., v, son vectores en IR" o en C", entonces

Vi,...,vpsonli siysolosi det(v; --- v,)#0

donde (v; --- v,) es la matriz cuyas columnas son vy, ..., v,.
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En el ejemplo anterior, que el determinante sea 0 implica que los vectores son 1d, como
vimos.

Debemos enfatizar que este teorema tiene una gran restriccion: se aplica solamente al
caso de n vectores en IR" o0 en " (lo que corresponde a la condicion de que la matriz de
coeficientes sea cuadrada). En el ejemplo anterior teniamos tres vectores en IR3. Bien. Pero
no podriamos haber usado el mismo teorema para investigar la dependencia o independencia
de cuatro vectores en IR?, o de tres vectores en €. El nimero de vectores debe ser igual a la
dimensién del espacio.

(La dimension? Nos estamos adelantando, pero ya estamos a punto de llegar al concepto
de dimension de un espacio Vectoria]ﬂ Vea la siguiente seccion.

Por ahora, notemos que al combinar este teorema con los de las paginas [139] [158]y [163|
resulta que las siguientes cuatro condiciones son equivalentes para una matriz cuadrada A:

= Cualquier sistema de ecuaciones lineales con matriz de coeficientes A tiene solucién
Unica.

A es invertible.

El determinante de A es distinto de cero.

Las columnas de A son linealmente independientes.

Note que la matriz que contiene a los vectores como filas es simplemente la transpuesta de
la matriz que los contiene como columnas, y entonces tiene el mismo determinante (porque
el determinante de cualquier matriz cuadrada es igual al determinante de su transpuesta). Por
eso, la afirmacion “las columnas de A son linealmente independientes” es equivalente a “las
filas de A son linealmente independientes”.

Ejemplo 5: investigar la independencia de un grupo de vectores

Determinar si los vectores (3, —8) y (—2,6) son li o Id en IR?.

Como son dos vectores en IR?, esto serd rapido. El determinante de la matriz que
contiene a esos vectores como columnas es

3 =2
e =3O - (-8 =2

Que el determinante sea distinto de cero implica que los vectores son indepen-

dientes. J

2Si acaso la palabra “dimensién” suena natural, probablemente sea porque los espacios IR, IR? y IR? tienen
dimensiones geométricas iguales a 1, 2 y 3 respectivamente (recta, plano y espacio). De aqui que el instinto
sugiera que IR" tiene dimensién n. Asi es, en efecto. Vea el ejercicio
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Ejemplo 6: investigar la independencia de un grupo de vectores

Suponiendo que v y w son li en algin espacio vectorial V, determinar si los
vectores p=4v—2w y g=w—3vsonliold.

Aqui no podemos usar el atajo del determinante, porque no sabemos si p y ¢
son vectores en algin R" o C". El espacio V podria ser cualquiera. Usemos
en cambio la definicién: si planteamos una combinacion lineal op + Bg = 0,
(necesariamente seran oo =0y 8 = 0? Veamos.

0=oap+Pg=a(dv—2w)+B(w—3v)
=4ov—2aw+ Bw—38v
= (4a=3B)v+ (B —20)w

Pero v y w eran li. ;Cémo es que aqui tenemos una combinacién de ellos que
da 0? Solamente la combinacion trivial de v y w puede resultar en 0, asi que esta
combinacion, (4o —3B)v+ (B —2a)w, tiene que ser la trivial.

Eso significa que los escalares 40t — 38 y B — 2 deben ser iguales a cero:
4a -3 =0
—2a+p=0

Ese sistema tiene como solucién tdnica a ¢ =0y B = 0, por lo que concluimos
que py ¢ son linealmente independientes.

Vectores coplanares

En la seccién 9.4.1, pagina dijimos que tres vectores en IR® son coplanares si la
matriz que forman tiene determinante 0. Luego, en la secciéon 10.2.1, pagina dijimos
que los vectores son coplanares si son paralelos a un mismo plano.

En vista del teorema anterior encontramos una tercera caracterizacion: tres vectores
en IR? son coplanares si son 1d (porque entonces el determinante de su matriz es 0).

Resulta que las siguientes cuatro afirmaciones son equivalentes para cualesquiera tres
vectores u, vy w en IR3:

= u, vy w son coplanares.
» det(uvw)=0.
= Existe un plano IT tal que u, v y w son paralelos a I1.

= u, vy w son linealmente dependientes.
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Ejercicios

Determine si cada grupo de vectores son li o Id. Si son Id, escriba uno
de ellos como combinacion lineal de los otros.

A A RO S e

u=(-3,6,4), v=(5,-2,2), w=(-2,—1,2)

x=1(2,0,2), y=(5,6,3), z=(0,-3,1)

w=(1,1,4,2), x=(6,-1,2,5), y= (4,6,2,4), z=(~3,-2,0,1)
w=(2—i,4), v={3,-50), w=(5—3i,3+4i).

u=27-3z v=—2422% w=>52—z+2

p:x2—|—4x+3, qg=2x—1, r=x*4+x+2, s=6x24+x—3
a=3t>—-5t4+2, b=2-8t, c=1>—1>+1
u=(%1%).v=(241%). w=023%)

A=, B= () c= ()

10. Determine los valores de ¢ para que los vectores (1,0,c), (—1,¢,1) y (1,1,2¢+ 1)
sean li.

11. Demuestre que las funciones sent y cost son li.

12. Demuestre que las funciones €’ y e’ son li.

Suponiendo que los vectores u, v y w son li en algun espacio vectorial,
determine si los siguientes grupos de vectores son li o Id.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

X=u+vyy=u—v

p=2u—vy q=u+3v

a=2u—v, b=u+3vyc=v—u
p=u—v+2wy g=u+v—-3w
X=u+v=22w, y=u—v—wy z=u+w
a=u+v-=3w, b=u+3v—wyc=v+w
p=(1420)u—5y g=-"2u+i(v—w)
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12.2. Bases y dimensién de un espacio

Supongamos que vy, vy, ..., v, son vectores linealmente independientes en el espacio V' y
que ademds generan todo el espacioﬂ (es decir, gen(vy,...,v,) = V). Que sean li significa que
ninguno de ellos pertenece al subespacio generado por los demds. No hay entonces ningin
subconjunto propio de ellos que genere al espacio V (porque al suprimir uno cualquiera de
ellos, al menos este mismo vector ya no pertenece al espacio generado por los demads). Esto
significa que vy, v, ..., v, generan a V sin ninguna holgura; ninguno de ellos sobra. Cuando
esto sucede, se dice que los vectores forman una base del espacio vectorial.

Definicién (base de un espacio vectorial)

SiV es un espacio vectorial, una base de V es un conjunto de vectores vy,vy,...v, € V que
son linealmente independientes y que generan al espacio V.

Ejemplo 7: una posible base del espacio de matrices M,

En el espacio M, de todas las matrices complejas de tamafio 2 x 2, veamos si
los vectores u = (g (3)), V= ((1) _01) yw= ((3) _21) forman una base.

= Para ver si son linealmente independientes, planteamos una combinacion
lineal au+ Bv+yw = 0:

a4O+BO—1+3—1_00
0 3 1 0)" "o 2) 0o
4a+3y —B—-v\ (0 O
B 30+2y) \0 O
Comparando las entradas en la posicion 2,1, izquierda vs derecha, vemos
que B = 0; luego la posicion 1,2 implica que también y = 0, y por tltimo

vemos en 1,1 o en 2,2 que @ = 0. Entonces, la dnica solucién es o = 8 =
Y = 0, de modo que los vectores si son li.

= Veamos si u, vy w generan M;,. Para eso tomemos un elemento cual-
quiera del espacio, una matriz z = (¢ %), y veamos si z se puede expresar
como combinacion lineal de u, v y w. Planteemos entonces la ecuacion
ou+ Bv+yw = z (con incégnitas @, B y ) e investiguemos si existe una
solucién.

3Enla péginahabiamos definido el subespacio generado por un conjunto de vectores, y en la pégina
definimos lo que son vectores li.
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4doo+3y —B—vy
B 3a+2
De ahi obtenemos el sistema
4oa+3y=a
—B-y=0b
p=c
3a+2y=d

Su matriz aumentada se reduce asf:

w o O B
;_\l
[S—
=
QLo &
S O O
S O = O

(o ) 2
7)2

o = O O

Capitulo 12. Independencia lineal y bases

a+b+c—d
c
—b—c
—3a—b—c+4d

En la ultima fila vemos que el sistema tiene solucion solamente si —3a —
b —c+4d = 0. Pero esto no siempre se cumple. Por ejemplo, para una
matriz como z = (} ), enla que —3a —b—c+4d = —3 # 0, el sistema
no tiene solucidn; es decir, esta matriz no es combinacién lineal de u, vy w
(o, en otras palabras, esta z no esta en el subespacio generado por ellos).
Por eso, estos tres vectores no generan todo el espacio M5 5.

Finalmente concluimos que u, v, w no son base de M7, ya que no lo generan.

Repaso

| Lo

(Los vectores

(0,1,4) y (3,—1,—1) forman una base de R*?

Respuesta: no, porque no lo generan
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Ejemplo 8: una posible base del espacio R’

Determinar si los vectores x = (3,5), y = (=2, 1), z = (4,—1) forman una base
de IR?.

» Veamos que x, y y z si generan IR, Si (a,b) es cualquier vector en IR?,
debemos encontrar tres escalares &, 3, y ¥ tales que

ox+ By+7yz=(a,b)
o(3,5)+B(=2,1)+y(4,—1) = (a,b)
(Ba—2B+4y,500+B —v) = {(a,b)

Esto nos lleva al sistema

3a0—2B+4y=a
S0+B—y=5b

con incégnitas &, By ¥ (a'y b no son incognitas; se supone que sus valores
son dados). La matriz aumentada se reduce asi:

3 -2 4 a 10 2/13 (a+2b)/13
<5 -1 b) - (0 1 —23/13 (3b—5a)/13>

de modo que las soluciones son de la forma

a={(a+2b-2y), B=i5(-5a+3b+23y), YER

El punto es que para cualquier (a,b) € IR? si existen escalares o, By 7 (una
cantidad infinita, de hecho) tales que (a,b) = ax+ By+ yz. Por lo tanto, x,
y 'y z generan al espacio IR?.

= Veamos ahora si x, y y z son linealmente independientes (ver que el sistema
del paso anterior tenia infinitas soluciones puede hacernos sospechar que
no, pero investiguémoslo).
No podemos usar el atajo del determinante, ya que estos son tres vectores
en IR?. Planteemos entonces una combinacién lineal de x, y y z que dé 0,
ou+ Pv+yw = 0, para ver si los escalares necesariamente son cero o
podrian ser distintos.

Por lo que vimos en el punto anterior, tomando ahora (a,b) = (0,0), sabe-
mos que las soluciones son de la forma

o =150+2(0)-2y), B=5(-50)+3(0)+23y), veR,

0 sea
2 23
x=—13% B:13% veR.
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Por ejemplo, @ = —2, B = 23, y = 13 es una solucién distinta de 0, que
produce la combinacién lineal no trivial —2x 423y + 13z =0.

Los vectores son, entonces, linealmente dependientes.

En conclusién, x, y y z no forman una base de IR?, porque no son li.

Repaso
i Los vectores (9,—2), (5,—8) y (—1,4) forman una base de IR*?

Respuesta: no, porque no son li

Ejemplo 9: una base del espacio de polinomios P,

Sea P, el espacio de todos los polinomios de grado menor o igual a 2, y en P»

tomemos

u=x>, v=x'"y w=x"

como en el ejemplo 3| (pdgina 271). Veamos que { u,v,w } es una base de P».

= Ya en el ejemplo 3| habiamos visto que u, v y w son li.

= Para ver que generan P, sea ¢ = ax” + bx + c cualquier vector en P;. Es
claro que ¢ = au + bv + cw, combinacién lineal de u, v y w. Concluimos
que u, vy w generan P.

Asi queda demostrado que {u,v,w } es una base de P>.

Repaso

Demuestre que pg = 1y p; = x forman una base de Py, el conjunto de polinomios
de grado menor o igual a 1.

Ejemplo 10: una base del espacio de matrices M;»

Probar que u; = (| 3'), uo = (C3).us=(}2) yus=(373') forman una
base de M>», el espacio de todas las matrices complejas de tamafio 2 x 2.
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= Para probar que son li, planteemos una combinacién lineal que dé cero:

1 —i 341 4 2 2 2 -1\ (0 0
O‘(o 2)“3(—1 3)”(1 4i)+5<2 3)_(0 o)
o+ 3+i)p+2y+26 —ia+4Bf+2y—8\ (0 O
—B+7y+28 2a0+3B +4iy+36) \0 0

Como es usual, pasamos a un sistema de ecuaciones, donde ya sabemos
que una solucién posible es o = = y= 6 =0, para la combinacién lineal
trivial, y nos preguntamos si existirdn otras soluciones no triviales.

a+(3+i)B+2y+26=0
—io+4B+2y—-6=0
—B+y+26=0

20+ 3B +4iy+36=0

La matriz de coeficientes del sistema tiene determinante 36 — 91, diferente
de cero. Esto significa que el sistema tiene una solucion unica, especifica-
mente la solucién trivia]ﬂ por lo que uy, us, u3 y us son li.

= Para ver que uy, up, u3 'y uy generan Ma,», sea x = (%) una matriz cual-

quiera en M,.;. ;Existen escalares o, 3,7, € ( tales que oy + Buy +
Yus + dug = x? Esta dltima igualdad significa que

1 —i 3+i 4 2 2 2 —1\ f(a b
O‘(o 2)+B(—1 3>+7(1 4i>+6(2 3)_<c d)
oa+B+1)p+2y+20 —io+4B+2y—6\ (a b
—B+7y+28 20+3B +4iy+38) d

El sistema es
o+ (3+1)f+2y+26=a
—ia+4B+2y—-6=0>b
—B+v+28=c
200+ 3B +4iy+36 =d
cuya matriz de coeficientes es idéntica a la del punto anterior, y su deter-
minante tampoco ha cambiado: todavia es 36 — 9i. Entonces, también este

nuevo sistema tiene solucion unica. Bueno; tiene solucion, que es lo que
nos interesaba averiguar. De aqui que uy, us, u3 y us si generan Mo ;.

En conclusién, el conjunto { uy,uy,us, us } es una base de Mo .

4Ya sabfamos que la trivial era una solucién. Si por otra parte averiguamos que el sistema tiene solucién
dnica, esta unica solucion debe ser la trivial.
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Repaso
Demuestre que (§ _02), (51g 2), (_43 _19) y (g *56) forman una base de M» .

—

Un espacio vectorial puede tener muchas bases distintas, pero una propiedad fundamental
de ellas es que todas tienen el mismo nimero de elementos.

Teorema

Si {vi,v2,...,v, } es una base del espacio V, entonces cualquiera otra base de V también
tiene n elementos.

Como muestra: ya que en el ejemplo [9] encontramos una base de P; con tres elementos,
se sigue que todas las bases de P, tienen tres elementos.

Definicién (dimensién)

Siel espacio V tiene una base con n elementos, entonces la dimension de V, denotada dimV,
es el ndmero 7.

Segtin la definici6n anterior y los ejemplos [9]y[10} la dimensién de P es dimP, =3, y la
de M>y» es dimM»y» = 4.

Teorema
SidimV = n, entonces:

(a) Cualquier conjunto de n vectores li en V es una base de V.

(b) Cualquier conjunto de n vectores que generen V es una base de V.

Este teorema implica que para probar que un conjunto de n vectores es base de un espacio
de dimension n, serd suficiente comprobar que se cumple alguna de las dos condiciones en la
definicion de base: que los vectores son li 0 que los vectores generan el espacio. Hay libertad
para escoger cudl de las dos condiciones se quiere verificar, pero si es necesario saber que el
nimero de vectores es igual a la dimensién del espacio.

Ejemplo 11: otra base del espacio de polinomios P,

Probar que g1 =z+31, ¢ = 272 —2iz+1 yq3= iz2 — 2 forman una base de P,
el espacio de polinomios con grado menor o igual a 2.

Acabamos de ver que dim P, = 3, y como estamos investigando tres vectores (un
numero de vectores igual a la dimension del espacio) basta con verificar una de
las condiciones en la definicion de base. Escojamos la segunda.
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Para probar que ¢, g2 Y g3 generan P>, tomemos un vector cualquiera v = az> +
bz+ c en V, e intentemos escribirlo como combinacién lineal de g1, ¢> y ¢3; es
decir, busquemos tres escalares a, B y 7 tales que ag| + g2 + Yq3 = v:

o(z+3i) + B(22% —2iz+ 1) + Y(iz* —2) = az* + bz +c
(2B +1y)22 + (o —2iB)z+ (Biot+ B —2y) = az® + bz +c

Esto lleva al sistema

2B+iy=a
o—2ip=>b
Bio+ B —2y=c
cuya matriz de coeficientes es
0 2 i
I =21 0
31 =2

y tiene determinante igual a 4 — 5i. Por ser distinto de cero, este determinan-
te indica que el sistema tiene solucién unica. En particular, el sistema si tiene
solucidn, y eso era todo lo que queriamos saber.

Con lo anterior concluimos que, en efecto, g, g2 y g3 generan P> y que, por lo
tanto, forman una base.

Repaso
Demuestre que 2x —x%, x> —3x+4 y 2x> —6x+9 forman otra base de P;.

Cuando un espacio tiene dimensidn n, este resulta ser el nimero “justo” de vectores li
y el nimero justo de vectores que generan el espacio. Menos que n vectores no bastan para
generarlo, y més que n no pueden ser li, como dice el siguiente teorema.

Teorema
Si dimV = n, entonces cualesquiera vectores vy, ..., v,+1 en V no pueden ser li, y cuales-
quiera vy, ..., v,—1 no pueden generar V.

Dicho de otra forma, si vy, ..., v son li entonces k < n, y si gen(vy,...,v;) =V entonces

k> n.
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Ejercicios
Determine si los vectores forman una base del espacio dado.

20. v; =(6,5,-3), vy =(2,2,7), v3=(3,—1,-2) en R?

21. p; =5x>—3x+4, py=—-2x>4+3x—7, p3 =3 —x enel espacio P, de todos los
polinomios de grado menor o igual a 2

22. v; =(0,6,—5,-3), vo =(—1,5,6,7), v3=(5,-3,3,—2) en R?*
23. wy =(1,7,6), wp = (—1,3,0), w3 = (6,—4,—5), wy = (5,0,1) en R?

24. g, =27 -3 +4z, qp =472+ 47 — 5z, g3 = —2° +3z%> +4z enel espacio Q de
todos los polinomios complejos p(z) de grado menor o igual a 3 tales que p(0) =0

25. x= ((1) 8), y= ((1) (1)) 7= (8 (1)) en el espacio V de todas las matrices simétricas
de tamafio 2 x 2 (esto es, V = { (l“7 lc’) |a,b,c E([})

26. Demuestre que dim R = 1, dimR?> =2 y dim R = 3.

27. Los vectores v; = (3,—4,2) y v, = (—2,1,5) son li pero no son base de IR>. Encuentre
un vector v3 tal que { vy, v, v3 } sea una base de IR3.

28. Encuentre una base del espacio W de todas las matrices complejas 2 x 3 de la forma
(a 0 b)
0cO/"
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En
—

resumen. ..

Un grupo de vectores son linealmente dependientes (1d) si alguna combinacion lineal
no trivial de ellos es igual a 0, o equivalentemente si alguno de ellos puede expresarse
como combinacion lineal de los demas.

Los vectores son linealmente independientes (li) si no son 1d; es decir, si la tUnica
combinacioén lineal que da O es la trivial, o equivalentemente si ninguno de ellos es
combinacion lineal de los otros.

En R" y en ", los vectores vy, va, ..., v, son li si y solo si det(v; --- v,) #DO.

Un conjunto de vectores es una base de un espacio vectorial si ellos generan el espacio
y ademas son li.

Para cualquier espacio vectorial, todas sus bases tienen el mismo nimero de vectores.

La dimension de un espacio vectorial es el nimero de vectores en cualquiera de sus
bases.

SiV es un espacio con dimension n, entonces cualquier conjunto de n vectores li en V
es una base de V, y cualquier conjunto de n vectores que generen V es una base de V.

]






CAPiTULO 13

Valores propios
y vectores propios

En algunas aplicaciones geométricas de las matrices se acostumbra representar los vec-
tores en IR” o0 en T como matrices columna (y en este capitulo usaremos “vector” y “matriz
columna” como sinénimos). En IR?, por ejemplo, usaremos a veces la notacién (3) para
denotar el vector (x,y).

En ese contexto, algunas transformaciones geométricas de vectores, como por ejemplo
rotar un vector 90° a la izquierda y duplicar su longitud, pueden representarse como el pro-
ducto de una matriz de transformacion, 7, por el vector. En otras palabras, al aplicar la trans-
formacion al vector v el resultado es 7 - v.

Como ejemplo, la matriz T = (g 52) tiene justo ese efecto: dado cualquier vector v =

(x,y) en R, el producto T -v es el resultado de rotar el vector 90° a la izquierda y duplicar
su longitud. El vector v = (2, 1), por ejemplo, se transforma en (—2,4):

Mis en general (y menos en serio) podriamos decir que para cualquier (3 ) € IR?,

L=
13.1. Definiciones y propiedades basicas

Pero ya nos desviamos del tema. El punto es que es comuin multiplicar una matriz cua-
drada por una matriz columna (de hecho, ya vimos en la seccion pagina 136, que esa es
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una forma de representar el lado izquierdo de un sistema de ecuaciones). A veces sucede que
el producto de una matriz 7 por un vector v es un multiplo escalar de v; dicho de otra forma,
multiplicar el vector por T es equivalente a multiplicarlo por un nimero, lo cual geométri-
camente significa cambiar solo su longitud pero mantenerlo paralelo al vector original. En
esos casos el vector se llama vector propio de la matriz.

Definicién (vector propio, valor propio)

Si A es una matriz n X n, v es un vector n x 1 distinto de cero, A es un escalar, y si los tres
satisfacen la igualdad
Av=2»Av

entonces v es un vector propio de A, y A es un valor propio de A.

En ese caso se dice que A es el valor propio asociado al vector propio v.

A los vectores y valores propios también se les llama vectores y valores caracteristicos.

Cuando hablamos de matrices y vectores complejos, la interpretacion geométrica no es
facil de visualizar, pero el concepto es el mismo. En general trabajaremos con valores com-
plejos.

Ejemplo 1: vector propio asociado a un valor propio

6 -1
propio A = 2, porque

o= (0 2) ()= () =2 () =7

La matriz M = <_2 2 ) tiene el vector propio v = (5,10) asociado al valor

Repaso

Muestre que (—2,3) también es un vector propio de la misma matriz M del
ejemplo, asociado al valor propio —35.

Ejemplo 2: matriz sin vectores propios reales

) 0 — ) ) ., . .
La matriz T = (2 0 ), que vimos en la introduccién del capitulo, no tiene

vectores propios reales, porque al multiplicarla por cualquier vector en IR?, el
vector resultante siempre sufre un cambio de direcciélﬂ

'En la pdgina anterior dijimos que cualquier vector en IR> cambia de direccién al ser multiplicado por esta
matriz 7, pero no hablamos de vectores en € (vectores complejos). Vea el ejercicio
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Si una matriz tiene vectores propios, ellos nunca estdn solos. Suponga que A es una
matriz cuadrada y que v es un vector propio con valor propio asociado A; esto es, A-v = Av.
Si ademds w # 0 es un vector paralelo a v, es decir, w = c¢v para algin escalar c € C — {0},
entonces

A-w=A (cv)=c(A-v)=c(Av) =A(cv) = Aw

lo que demuestra que también w es un vector propio de A asociado al mismo valor propio A.

Teorema

Si v es un vector propio de A con valor propio A, entonces cualquier miltiplo escalar de v,
distinto de cero, también es vector propio de A con el mismo valor propio A.

10) excepto 0 también es un vector propio
= (—2i, —4i), entonces

o= (8 2)-(20) = (56) =2 (58) =2

De hecho, dada la matriz A,,«, y dado su valor propio A, el conjunto

En el ejemplo 1}, cualquier multiplo de v =

(5,
de M asociado a A = 2. Por ejemplo, si w = —%v

W={wel"|A-w=Aw}

formado por los vectores propios de A con valor propio A, junto con el vector 0 (que nunca
es vector propio), es un subespacio de " (vea el ejercicio[9).

Ejemplo 3: vector propio asociado a un valor propio dado

Encontrar un vector propio de A = (_2 4 _13) asociado al valor propio A = 5.

Debemos encontrar algin vector v = (x,y) tal que

(& )0)=C)

Multiplicando en cada lado llegamos al sistema

2x—3y=>5x . (2—-5)x—3y=0
o bien
—4x+y =15y —4x+(1-5)y=0

Note que la matriz de coeficientes es

2-5 -3 2 -3 10
(—4 1—5):<—4 1>_5<0 1):A_512X2
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(en la pagina retomaremos este asunto de A — A1), y la matriz aumentada es
-3 -3 0 1 10
4 _4 0 que se reduce a 00 0

Asi es que x4y = 0, y una solucién particular es x = —1, y = 1. Por lo tanto, un

vector propio es v = (—1, 1).

Repaso
Encuentre un vector propio de la matriz A del ejemplo, asociado al valor propio
o=-2. Respuesta: puede ser (3,4)
Ejercicios

1. Con referencia al ejemplo |1, compruebe que u = (—2,3) también es un vector propio de
la matriz M. ;Cudl es el valor propio asociado?

) 2.0 6 ;
2. Compruebe que v = (3,—1, 1) es un vector propio de A = (—11 —31 —42). (Cudl es el valor
propio asociado? ;Cudl es otro vector propio asociado al mismo valor propio?

3. Compruebe que w = (4 —i,2i — 8) es un vector propio de B= (%), _,',.). ;Cudl es el

valor propio asociado? ;Cudl es otro vector propio asociado al mismo valor propio?

4. La matriz (8 *56) tiene valores propios A; =5 y Ay = 7. Encuentre un vector propio
asociado a cada uno.

. 4120 . ) )
5. La matriz (8 41 61) tiene valores propios A; =4 y A, = 2. Encuentre un vector propio
asociado a cada uno.

2 6 -2
6. SeaB= (8_01 é),yseanv:<1,0,0>yw:(0,1,3>.

a. Compruebe que v y w, sin ser paralelos, son ambos vectores propios de B asociados
al mismo valor propio. ;Cudl es ese valor propio?

b. Compruebe que cualquier combinacién lineal av + bw # 0, con a,b € (€, también es
un vector propio de B asociado al mismo valor propio.

7. En el ejemplo [2 dijimos que la matriz T = ((2) _02) no tiene valores propios ni vectores

propios reales (vea el ejercicio [10). Pero compruebe que vi = (i,1) y vo = (—i,1) son
vectores propios complejos. ;Cudles son los valores propios respectivos?
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8. Suponga que A es una matriz, que A es uno de sus valores propios y que vy, ..., vy
son vectores propios de A asociados a A. Demuestre que cualquier combinacion lineal
civi + -+ cpvy # 0 es también un vector propio de A asociado a A.

9. Demuestre que si A es una matriz de tamafo n x n'y A € @, entonces el conjunto W =
{wel"|A-w=Aw} es un subespacio vectorial de C". (Note que si A no es un valor
propio, entonces W = {0 }, que también es un subespacio.)

13.2. Calculo de valores y vectores propios

Veamos ahora cdmo se encuentran los vectores y los valores propios de una matriz dada.

Empecemos por suponer que A es una matriz cuadrada y que de alguna forma hemos
encontrado un valor propio A. Consideremos la ecuacion A - v = Av, con incdgnita v. Segin
el teorema en la seccion anterior, hay infinitos vectores propios, de modo que la ecuacion
tiene infinitas soluciones. Denotando con / la matriz identidad del mismo tamafio de A, y
recordando que /- v = v, la ecuacién A - v = Av puede reescribirse como

Av=AIv) & Av—Al-v=0 &  (A—Al)-v=0

Recuerde que un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse como M - X = B, donde
M es la matriz de coeficientes, X es la columna de inc6gnitas y B es la columna de lados
derechos (vea la seccion . Por eso nuestra ecuacién (A —Al)-v = 0 representa un sistema
de ecuaciones donde la matriz de coeficientes es M = A — A1, laincégnitaes X = v y los lados
derechos son todos cero, B = 0. Y ese sistema, acabamos de decir, tiene infinitas soluciones.
De todo lo anterior resulta que la matriz A — A tiene determinante igual a cero (por el
teorema en la pagina|l58| el que dice que un sistema de ecuaciones con matriz de coeficientes
cuadrada tiene solucidn tnica si y solo si el determinante de la matriz es distinto de cero).

El siguiente teorema resume lo que acabamos de ver.

Teorema
Si A es una matriz cuadrada, entonces:

= Los valores propios de A son las soluciones de det(A — AI) = 0, con incdgnita A.

= Si A es un valor propio de A, sus vectores propios son las soluciones del sistema
(A—AI)-v =0, con incdgnita v # 0.

La expresion det(A — AT), con variable A4, resulta ser un polinomio de grado n, que se co-
noce como el polinomio caracteristico de 1la matriz A. Segun el teorema, los valores propios
(o caracteristicos) de A son los ceros del polinomio caracteristico.
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Como un polinomio de grado n tiene en total n ceros complejos, posiblemente repetidos
(recuerde el teorema fundamental del Algebra, seccién |1.3), resulta que cualquier matriz
n X n tiene n valores propios complejos, también posiblemente repetidos.

El teorema anterior sugiere el método para encontrar los valores y los vectores propios
de una matriz A:

1. Resolver la ecuacion |[A — AI| = 0. Cada solucién A serd un valor propio.

2. Para cada valor propio A, resolver el sistema (A — A1) -v = 0. Las soluciones distintas
de cero serdn los vectores propios asociados a A.

Ejemplo 4: encontrar valores y vectorios propios de una matriz

’7 2 0 6

Encontrar los valores propios y los vectores propiosde A= | —1 —1 =2
1 3 4

= Para los valores propios resolvemos la ecuacién |[A — 11| = 0:

2 0 6 100 -1 0 6)

0=|{-1 -1 =2]-a2f0 1 0f|=]| -1 —-1-2 =2

1 3 4 00 1 1 3 4-A
—1-2 =2 -1 —-1-4
:(2_1)‘ 3 4—A’+6 I3 '

=Q2-A)((-1-A1)4d—-21)+6)+6(-3+1+4)
== —A+51% 21 -8

Los valores propios son los tres ceros de ese polinomio: A} =4, A, =2y
Az =—1.

= Para encontrar los vectores propios asociados a cada A; resolvemos el sis-
tema (A — Ajl)v; =0, con i = 1,2,3 respectivamente.
-2 0 6
a. Para A =4 tenemos A — 41 = <71 -5 72>.
1 3 0
Al aumentarla con la columna de ceros y resolver por Gauss-Jordan obte-
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nemos
-2 0 6 0
-1 -5 =2 0
1 3 0 O
Fi < F 1 3 0 0
-1 -5 -2 0
-2 0 6 0
1 3 0 O
mh+F — 0O -2 -20
F+2F—\0 6 6 0
1 300
Re(-2)=]0 110
06 60
F —3F2 — /1 0 =3 O
01 1 O
F; —6F2 —\0 O 0 0

Por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones, pero eso ya lo sabiamos:
jde eso se tratan los valores propios! Las soluciones estdn dadas por

x=3z
y=-z

Cada solucioén distinta de cero corresponde a un vector propio. Por ejemplo,

z=1dax=3,y=—1, z=1, asi que un vector propio es
3
V], = —1
1
Efectivamente,
2 0 6 3 12 3
Avi=[-1 -1 =2 —1|=-4]=4-1]| =M
1 3 4 1 4 1

Pero ya sabemos que cualquier multiplo de v; excepto 0 también es un
vector propio asociado a A; = 4. De hecho, la solucién general del sistema
también podia darse en la forma

x =3t

y=—t conteld

=t



294 Capitulo 13. Valores propios y vectores propios

como vimos en la pagina|l10, Por eso la solucién general es
vi=|—-t]=t|-1 cont €

Los vectores propios asociados a A; = 4 son entonces los multiplos, excep-
to cero, de (3,—1,1):

3
vi=t| -1 cont€C—{0}
1
Por eso podemos decir que v’f = (3,—1,1) es un vector propio bésico aso-
ciado a A; = 4. Todos los demds son multiplos de esteﬂ

b. Para A, = 2 la matriz de coeficientes es

0 0 6
A=-2[=|-1 -3 =2
1 3 2

) 00 60
La matriz aumentada’| ahora es (—11 —33 —22 8>’ que por Gauss-Jordan se

1300
reducea.(oo 10).
0000
Despejando las incégnitas tenemos x = —3y, z = 0, o bien

—3¢

cont €@

X
y=t
z=0
asi que los vectores propios asociados a Ay = 2 son los vectores de la forma

=3t -3
w=| 1t | =t 1 conte€C—{0}

que son los miltiplos del vector bdsico v5 = (—3,1,0).

Lo llamamos vector propio bdsico porque forma una base del subespacio W = { we@ |A-w=4w } (que
W es un subespacio de @ se deduce del ejerciciol?l, pagina 291).

3En realidad aqui no es necesario aumentar la matriz con una columna de ceros. Durante todo el proceso
de GJ esa columna serd siempre igual a cero, por lo que no aporta ninguna informacién. Puede omitirse,
recordando al final que cada fila de la matriz debe igualarse a cero para despejar.
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c. Para A3 = —1 la matriz es
3 0 6
A+I=1-1 0 -2
1 3 5

b

. o 102
Luego de aplicar GJ (omitiendo la columna de ceros) llegamos a (8 (1) (1) )
e los

de donde despejamos x = —2t, y = —¢t, z =1, con t € €. De ahi qu

vectores propios para A3 = —1 son los de la forma
-2
vy=rt|—1 cont €C—{0}
1

En resumen, los vectores y valores propios son:

(3,—1,1) y sus mdltiplos distintos de 0, asociados a A; = 4.

W

= 5 = (—3,1,0) y sus miiltiplos distintos de 0, asociados a A = 2.
b
V3

Repaso

Encuentre los valores propios y los vectores propios de (g :‘2‘).

Respuesta: A1 = 1, vy =1(1,1); Ao =2, v, =1(3,1) (t #0)

Ejemplo 5: valores y vectores propios no reales

e

eaB= ( :i ;) . Al plantear la ecuacién |B — AI| = 0 obtenemos

—2—-A 5

0:‘ —4  2-A

’ = (—2-A)2-1) = (—4)(5) =A% +16

cuyas soluciones son A} =4iy A, = —4i.

a. Para A = 44, reducimos la matriz B — 4il,

—2-4i 5 _>”__>1i—%
—4  2—4i 0 0

(=2,—1,1) y sus miltiplos distintos de 0, asociados a A3 = —1.

295
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de manera que el vector propio v; = (x,y) cumple x = —(i — %)y, y tomando
y = 2t (para evitar fracciones) llegamos a

Vi :t(1_221> conteC—{0}

b. Para A, = —4i, corresponde reducir la matriz B + 4il,

—24+4i 5 %,_.%1—1—%
—4 244 0 0

asf que v» = (x,y) cumple x = (i+ 3)y:

vz:t(lzm) conreC—{0}

_

Repaso
Encuentre los valores propios y los vectores propios de ( % ).

Respuesta: A1 = 6+2i, vy =#(1 —1i,1); A =6—2i, vo =#(1 + %i,1) (t #0)

En el ejemplo |5 vemos que los valores propios son +4i, conjugados entre si, y que los
vectores propios son 7(1 +2i,2), también conjugados. En general, los valores propios y los
vectores propios de cualquier matriz cuadrada real se dan en pares conjugados, como garan-
tiza el siguiente teorema (compare con el teorema de los ceros conjugados, pagina|(l7).

Teorema

Si A es una matriz real y v es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces
su conjugado v es un vector propio de A asociado al valor propio A.

La demostracién es sencilla. Como A es real, A = A, as{ que si A-v = Av entonces

AT=A-T=Av=Av=AV

Es decir A - v = A7, que es lo que dice el teorema.

Este podria llamarse el “teorema de los v propios conjugados” (donde v puede significar
valor o vector), ya que implica que los valores propios y los vectores propios de una matriz
real vienen en pares conjugados: si A es un valor propio, también A lo es, y si v es un vector
propio, también v lo es.

Y si A no es real, al menos se cumple que 7 es un vector propio de A asociado al valor
propio A.
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Ejemplo 6: valores y vectores propios conjugados

-1-3 -5 0

1 2 4 1
Vamos a encontrar los valores y vectores propios de C = ( 0 5 8 2 ) . Para
0 —8 16 —3

eso resolvemos la ecuacion

-1 2 4 1
o_| 0 5-2 8 2
-1 3 —5-1 0

0 -8 —16 —3-21

= =244 227 167 — 424 +23 = (A% +42 +23)(A — 1)?

Hay una solucion real, A = 1 con multiplicidad 2, y dos no reales simples, A =
—2+1v/19. Empecemos por los valores propios no reales.

a. Para 4| = —2+1/19, la matriz por reducir es

3—iv/19 2 4 1
. 0 7 —1v/19 8
C—(—2+iV19)I = o I 3 ivT® 0
0 -8 —16 —1—1iV19
1 00 1/4
R 010 1/2
0 0 1 &(-3+iV19)
000 0

Podemos escribir entonces (tomando x4 = 16¢ para evitar fracciones)

—4
. cont€C—{0}
R IV T
16
b. Para 4, = —2 —iv/19 no necesitamos mas que invocar el teorema anterior.

Como C es una matriz real, los vectores propios para A, = A; son los conjugados
de los de A;:

—4

-8
vy =t 3 1iVI0 cont€C—{0}
16

297



298 Capitulo 13. Valores propios y vectores propios

c. Para encontrar los vectores propios asociados a A3 = 1, reducimos por GJ

la matriz
0o 2 4 1 1 00 —-3/2
| 0 4 8 2 012 1)2
C=I=1_1 3 26 ol " 7|ooo o
0O -8 —-16 —4 0 00 0
Entonces, llamando las incognitas xi, . ..x4, tenemos la solucion
x1 =3t
3
X1 = 35X X) = —25—1t
P : = 2 con s,t €C@
Xy = —2x3— 5X4 xX3=s¢
x4 =2t

Finalmente, los vectores propios son de la forma

3t 0 3
—2s—t -2 —1 )
v= s =S | +1t 0 con s,t € @, no ambos iguales a cero.
2t 0 2

Existen entonces dos vectores propios bédsicos asociados al mismo valor propio
real A3 = 1:
b b
v3=(0,-2,1,0) y vi=(3,—1,0,2)
Como antes, los llamamos bdsicos porque {vé’, vﬁ } es una base del subespacio

{we | C-w=Aw }. Entonces, todos los demds vectores propios para A3 = 1
son combinaciones lineales de vé’ y vﬁ.

En el ultimo ejemplo, el hecho de que A = 1 sea un cero doble del polinomio caracteristi-
co (A% +4A +23)(A —1)? se expresa diciendo que él es un valor propio doble. En general, un
valor propio miiltiple es una raiz multiple del polinomio caracteristico. Los valores propios
con multiplicidad k pueden tener hasta k vectores propios basicos linealmente independien-
teﬂ Otra forma de decir esto es que si A es un valor propio de A,x, con multiplicidad &,
entonces el subespacio W = {w € (" | A-w = Aw } tendrd dimensién dimW < k.

Una tltima observacion. Que A = 0 sea un valor propio de la matriz A es equivalente a
que |A —0I| = |A| =0, lo cual a su vez es equivalente a que A no sea invertible. De aqui
resulta el teorema siguiente.

“Enel ejemplo@vimos que el valor propio doble (k = 2), A = 1, tenia dos vectores propios bésicos lineal-
mente independientes: (0,—2,1,0) y (3,—1,0,2).
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Teorema
Una matriz cuadrada A es invertible si, y solamente si, A = 0 no es un valor propio de A.

Combinando este teorema con los de las paginas [139] [158] [165] y 273| tenemos que las
siguientes cinco condiciones son equivalentes para una matriz cuadrada A:

Cualquier sistema de ecuaciones lineales con matriz de coeficientes A tiene solucién
unica.

A es invertible.

El determinante de A es distinto de cero.

Las columnas de A son linealmente independientes.

Cero no es un valor propio de A.

Ejercicios
10. Confirme que la matriz T = ((2) _02) del ejemplo [2 no tiene valores propios reales pero
si dos complejos: +-2i.

11. Con respecto al ejemplo @ compruebe que A, = —2 —1iv/19 tiene asociados los vectores
propios vy = t(—4,—8,3+1v/19,16) con r # 0.

3 9 -6
12. Encuentre dos vectores propios linealmente independientes de | =2 —6 4 |, sa-
biendo que o = 0 es un valor propio doble. 1 3 =2
0 0 O
13. Encuentre dos vectores propios linealmente independientesde | 1 —1 5 |, sabiendo
que & = 1 +1 es un valor propio. 0 —1 3

Calcule los valores caracteristicos, indicando si son multiples,
y los vectores caracteristicos para cada matriz.

0 -2 30 —1
14. (2 o) 17. [0 0 1

32 1 -8

16 3+3i 1 18. {0 —1 1
T \—4-21 —1+2i
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21 1 -2 -1 1
19. 1 21 22 -1 2 -3

1 1 2 -2 -1 1

0o 1 (30
20. 1 -1 5 : | 3 4

0 -1 3

0O 1 0 O

32 2 24, -1 0 0 O
21. 2 40 0O 0 0 1

2 0 2 0O 0 -1 0

13.3. Resultados adicionales

Veamos algunas propiedades adicionales de los valores propios y de los vectores propios.

13.3.1. Valores propios de matrices triangulares

Recuerde que en la pagina dijimos que una matriz cuadrada es triangular si todos sus
elementos sobre la diagonal, o todos bajo la diagonal, son iguales a cero. Vimos también que
el determinante de una matriz triangular es igual al producto de su diagonal.

Ejemplo 7: valores propios de una matriz triangular

| 35 7

Para encontrar los valores propiosde N= | 0 2 7 | planteamos la ecuacion
0 09

—-3—a 5 7
O=dettN—al)=| O 2—a 7 |=(3-a)2-a)9—a)
0 0 9-«a
cuyas soluciones son, de inmediato, a; = —3, op =2y o3 = 9, justo los ele-
mentos en la diagonal. Estos son los tres valores propios de N. J
Repaso

. . .- . 7 0 0
Encuentre el polinomio caracteristico y los valores propios de ( 46 - %1 g))

Respuesta: (¢ —7)(a¢+11)(a—3); 7, —11y3

Teorema
Los valores propios de una matriz triangular son los elementos de su diagonal.
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13.3.2. Valores propios y vectores propios de potencias
de matrices

Si A es un valor propio de una matriz A, y v es un vector propio asociado, entonces la
igualdad A -v = Av implica que

A2 v=A-(Av)=A-(A) =A(A-v) =A(Av) =A%

lo cual muestra que v es un vector propio de A2, asociado al valor propio A°2.
Ahora bien,

A v=A-(A%V)=A-A)=2%A-v) =22 (Av) =213

por lo que v es también un vector propio de A3, asociado al valor propio A3.

Continuando de la misma manera nos convencemos facilmente de que v es un vector
propio de A" con valor propio A", para cualquier n = 1,2,3,... (vea el ejercicio [42).

Para n = 0, la afirmacién es que v es un vector propio de A? = I, con valor propio A° = 1
(pero solo si A # 0, porque 0° no existe), lo cual también es cierto: 1-v = 1v.

.Y para exponentes negativos? Se entiende que A" = (A~!)", la cual existe solo si A es
invertible. En tal caso, sabemos que 0 no es un valor propio de A, asi que si A es uno de ellos,
necesariamente es A # 0. ;Serd A ~! un valor propio de A='? Veamos si A~ -v=21"1y,

Aloy=a"1. A ) (porque A~ 'Av = 1v =)
=271A7t ()
=A71A7 (A) (porque A-v = Av)
=211y (porque A-A~1 =1)

Es cierto: v es un vector propio de A~! asociado al valor propio A ~!. Entonces, para
cualquier n € IN (por el ejercicio v es un vector propio de (A_l)”, asociado al valor
propio (A~1)".

El siguiente teorema resume estas observaciones.

Teorema

Si v es un vector propio de A, asociado al valor propio A, entonces v es también un vector
propio de A" asociado al valor propio A", para cualquier n € IN.

Si ademads A es invertible, la afirmacién anterior se extiende a cualquier n € Z.

Ejemplo 8: valores y vectores propios de potencias de una matriz

Dada la matriz R = (_22 _13) , encontrar los valores y los vectores propios de

R~ 'ydeR*.
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No es necesario calcular R~! ni R*. Empecemos por encontrar los valores y
vectores propios de R resolviendo la ecuacion

0= det(R— AI) = ‘2__27“ 1__3/1‘ (2 A)(1—A)—6=A2—3A—4
Las soluciones son A} = —1 y A, = 4, con vectores propios basicos v; = (1,1)

y vo = (—3,2), respectivamente.
Entonces:
= Para R~! los valores propios son A, = —1y A,"' = 1/4, con los mismos
vectores propios basicos, vi = (1,1) y vo = (—3,2) respectivamente.

= Para R*los valores propios son ),f =ly 7[24 =256, con los mismos vectores

propios bésicos.

Repaso

Encuentre los valores propios y los vectores propios de (g 762)—2‘
Respuesta: 1/49y 1/16; (3,1)y (—2,3)

Ejemplo 9: multiplicar una potencia de una matriz
322
Sabiendo que w = (1,—2,2) es un vector propiode Q= [ 2 4 0 |, calcular
2 0 2
0% - w.
Si w es un vector propio de Q asociado al valor propio 3, entonces el mismo
w es un vector propio de Q%, asociado al valor propio 3. Para encontrar f3

planteamos
322 1 3
OQw=1[2 40| -{-2]=|-6|=Bw
2 0 2 2 6

de donde es claro que 8 = 3.
Se concluye que Q% -w = B8w =38(1, -2, —2) = (6561, —13122, —13122).

Repaso
Sabiendo que v = (1,4) es un vector propio de C = (§ '), calcule C° - v.
Respuesta: (32,128)
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13.3.3. Independencia lineal entre vectores propios

En el ejercicio |8 vimos que cualquier combinacion lineal (excepto 0) de vectores propios
de una matriz, asociados a un mismo valor propio A, es también un vector propio asociado

al mismo A.
Por otro lado, los vectores propios asociados a distintos valores propios son mds bien

linealmente independientes entre si.

Teorema

Si A1, A2, ..., A, son valores propios de A, distintos entre ellos, y si v, v, ..., v, son
vectores propios asociados a ellos respectivamente (cada v; asociado a A;), entonces vy,
..., vy son linealmente independientes.

Veamos la demostracién para el caso de n = 2. Supongamos que A; y A, son valores
propios de A, distintos. Tomemos v; un vector propio de A asociado a A1, y v, uno asociado
a Ay (recordando que todos los vectores propios son distintos de 0). Para probar que vy y v
son li, tomemos una combinacién lineal de ellos que dé cero: c1v) +covy = 6, y veamos que
c1y ¢y deben ser 0.

De cyvi +covy = 0 obtenemos c1v] = —cpva, y de aqui

A-(cv1)=A-(—cam) = —c2(Avp) = —c2 oy
mientras que también
A-(c1vi) = Ai(c1v) = Mi(—cam) = —caA v

Restando las dos igualdades vemos que 0= c2(A —2A2)vp, ycomo A — Ay 0y vy # 0,
debe ser ¢; = 0. Pero entonces c¢1v; = 0v, =0, y como también vy # 0, se deduce que ¢; = 0.

—

Vemos asi que si c;vy +cpv2 = 0, deben ser ¢; = ¢o = 0. Por tanto, vy y v son li.

Ejercicios
Encuentre los valores propios de cada matriz, indicando multiplicidad
i-8 3 -6 0 0
25. (0 —1) 28. 4 2 0
" \9-i 6 0 0 0
71 8 29. 8 —05 8
27. [ 0 5 6
0 05 30. I,
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31. Encuentre una matriz 2 X 2 cuyos valores propios sean 2y 5.

32. Encuentre una matriz 3 x 3 cuyos valores propios sean 4 (doble) y —1 (simple).

Encuentre los valores propios de cada matriz

(41 2 0 o\’
" \0 -1 36. -1 1/2 0
4 1\ 3 6 -1 0
34. 0 1
0o 1 0\°
s (305) 37. |0 -1 —1
T \—-4 -5 0O 5 3
: : 0 4 5
38. Sabiendo que v = (—2,1) es un vector propio de A = ) o) calcule A - v.
i -1 0
39. Sabiendo que w = (1,0, —i) es un vector propiode B= | 3i 2 3|, calcule B> -w.
1 1 0

40. Se dice que una matriz A es nilpotente si alguna potencia positiva de A es igual a la
matriz cero; es decir, si existe n € IN tal que A” = 0. Demuestre que si A es nilpotente
entonces su unico valor propio es 0.

41. Demuestre que si A es idempotente (es decir, si A> = A) entonces solamente 0 y 1
pueden ser valores propios de A (aunque no necesariamente lo son).

42. Demuestre el teorema en la pagina 301} si v es un vector propio de A, asociado al valor
propio A, entonces v es también un vector propio de A" asociado al valor propio A", para
cualquier n € IN.
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En resumen...

—

= Si A es una matriz cuadrada, A un escalar y v 0 un vector, y si A-v = Av, entonces
A es un valor propio de A y v es un vector propio de A (asociado a A). También se les
puede llamar valor caracteristico y vector caracteristico.

= Cualquier combinacion lineal (excepto 0) de vectores propios asociados a un mismo
valor propio, es también un vector propio de la misma matriz, asociado al mismo valor
propio.

= Los valores propios de A son las soluciones A de la ecuacion det(A — A7) = 0.

= Dado A un valor propio de A, los vectores propios asociados son las soluciones v # 0
del sistema de ecuaciones (A —AI)-v=0.

= Si A es una matriz real y v es un vector propio de A asociado a A, entonces también v
es un vector propio de A, asociado a A.

= Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si 0 no es uno de sus valores propios.
= Si A es triangular, sus valores propios son los elementos en su diagonal.

= Si v es un vector propio de A asociado a A, entonces v es un vector propio de A" aso-
ciado a A", para cualquier n € IN. Si A es invertible, lo anterior es cierto para cualquier
nelf.

= Los vectores propios de una matriz, asociados a distintos valores propios de la misma
matriz, son linealmente independientes entre si.

]






APENDICE A

Sugerencias

Capitulo 1

El algebra de los nUmeros complejos

6. Sustituya t = y%.

15.

33.

35.

37.

38.

44.

46.

48.

51.

5S.

56.

59.

a. Despeje x y eleve al cuadrado. Muestre que x* +y> = 0 y concluya que x = y = 0.
b. Note que (a —c¢) + (b —d)i = 0 y use el resultado del ejercicio anterior.

Z'y w son conjugados si 7 = w.

Conjugue cada lado de la ecuacion, aplicando las propiedades en el teorema en la pagi-
na[I0] O bien despeje w y luego aplique conjugado.

Para que sea real, su parte imaginaria debe ser cero.

Para que sea imaginario puro, su parte real debe ser cero.
Primero factorice por agrupacion.

Primero factorice por tanteo (inspeccion).

Aqui las divisiones sintéticas se complican. Tal vez mejor use el método 1 del ejem-

plo

Primero factorice por agrupacion.
Primero factorice por férmula notable.
Primero factorice por agrupacion.

Aqui las divisiones sintéticas se complican. Tal vez mejor use el método 1 del ejem-

plo
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Capitulo 2
La geometria de los numeros complejos

2. (y siguientes) Escribaz =a+biy w = c+di.

7. (y siguientes) Note que el enunciado le esta dando el valor absoluto y el argumento: las
coordenadas polares. Todo lo que se necesita es convertir a coordenadas rectangulares.

13. Note que el enunciado le estd dando el valor absoluto y el argumento de 2 — 51+ x.
Convierta 2 — 51 4 x a coordenadas rectangulares y despeje x.

36. Primero sea n > 0. Demuestre por induccion que (rcis0)" = r"cis(n6) para cuales-
quierar,0 € R.

Ahora sean < 0. Tome k = —n y escriba

1cisO

(rcis 9)" = [(FCiS Q)k} - = m
Como k > 0, se aplica la férmula del parrafo anterior a k en el lugar de n.

52. Escriba u = 3.

Capitulo 3
Funciones de numeros complejos

8. Note que x> +y? = zZ y que y* — x> + 2ixy = (i2)>.
16. En este y los dos siguientes, escriba w = a+biy z = c+di, y use las definiciones.

19. Para z >= 0 use induccién. En el paso inductivo note que e”(¢t1) = e"ze.
Para z < 0 tome z = —k y use el ejercicio anterior.

36. 47/3 no es el argumento principal.
anz.

38. Use laregladelacadenaenz‘ =e

39. Use la regla de la cadena en ¢? = e?l¢,

40. Recuerde que e = w.
57. Recuerde que e % = 1/e% y que e""" = w.
58. Recuerde que e % = 1/e% y que e""" = w.

59. Recuerde que el dominio de Ln es@ — {0 }. Demuestre que w+iv1 —w? y v/ 1 —w2 +
iw nunca son iguales a cero.



309

60. a. tan(a + bi) esta indefinido si cos(a + bi) = 0; encuentre las partes real e imaginaria
de cos(a + bi) y muestre que ambas son cero solo si cosa =0y b = 0.
e. Use la definici6n, tan = sen / cos, en vez de la férmula en la parte (b).

Capitulo 4
Matrices

31. A3=A-A-A

39. Primero note que X debe ser 2 x 2. Plantee entonces X = (‘; Z), desarrolle el producto
a la izquierda y averigiie los valores de a, b, c y d.

40. Primero note que Y debe ser 2 x 2. Plantee entonces ¥ = (? 3) , desarrolle el producto
a la izquierda y averigiie los valores de a, b, c y d.

41. a. Si M es p X g y al multiplicarla por una matriz 2 x 3 el resultado tiene tamafio 2 x 3,
(cuanto deben ser p y g?
b. Escriba M = (? Z) y plantee un sistema de ecuaciones con incognitas a, b, c y d.

42. Vea la sugerencia del ejercicio anterior. Note que el sistema de ecuaciones tiene cuatro
incognitas y seis ecuaciones.

44. Escriba B = <Ccl Z) , calcule B> = B- B y despeje las incégnitas a, b, ¢ y d.

Para eso, note que una de las ecuaciones es ab + bd = 1, que implica que a+d # 0
(¢por qué?).

Otra de las ecuaciones es ac + cd = 0, que implica que ¢ = 0 (;por qué?).

La tercera ecuacién es a®> +bc = 1, que implica que a = +1. Y la cuarta es ch+d* = 1,
que implica que d = *+1.

Deduzcaque a =+1,d = +1,y a+d # 0, y de ahi que que solo puede sera =5b =1
0a=>b= —1.Calcule b.

Capitulo 5
Sistemas de ecuaciones lineales

20. x50+ x100 = 43, 50x50 + 100x109 = 2850
21. a+n="17, 3000a+ 1800n = 16200
22. g+c=18, 2g+4c =46

23. 25+ 5m =345, 20s+48m = 3344
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24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32,
33.
34.

35.
36.
37.
38.

39.
40.

41.
42.

43.

Apéndice A. Sugerencias

12x+ 5y =269, 7x+6y =234

30a+20b = 600, 10a+20b =400

a+b =14, 70a+55b =905

p+s=100, 0.5p+s=280

n+p =25, 4800n+ 11200p = (6464)(25)

X090 + X105 = 60000, 0.09x090 + 0.105x195 = 5745
0.10a+0.20b =20, 0.06a+0.02b =6
x+y+100 =500, 4.8x+3.6y+3(100) = 1884
x+y=9, 0.2x+ 0.5y =0.3(9)

1.6(a+v) =500, 1.8(a—v) =500

Sean #1 y f, los tiempos de ida y vuelta, en horas. Entonces #; +#, = 4, y la distancia
recorrida es 21¢; = 29¢,.

2b+3h =46, b+2c =27, 20b+24c <420
a+b+c=15, c=4a, b:%(aqLc)
a(—1)>+b(=1)+c= -5, a(2)*>+b2)+c=1, a(3)?>+b3)+c=—-9

a(—2)?>+b(—2)+c=-9 y a(2)>+b(2) +c = 7. Para la tercera ecuacién, recuerde
que y =0enel vértice (y/ (1) = 0 donde y' = 2ax+b), o bien recuerde que x = —b/(2a)
en el vértice (1 = —b/(2a)).

x5+ x7 +xg = 16 (en millones), xg = 3x5, 0.05x5+0.07x7 +0.08xg = 1.15

Si p es el numero de horneadas de pastel de manzana, y asi g y r, entonces
3p+2q+2r=15, 2p+5q+4r=24y p+2q+2r=11.

O bien, si p es el nimero de porciones de pastel, y asi g y r, entonces
(3/6)p+(2/8)g+ (2/10)r =15, etc.
a+b+c =300, 0.30a+0.20b +0.15¢ = 0.25(300), ¢ = b+ 50.

Sean ¢ el nimero de minutos que tarda Carlos solo, y asi g y m. Entonces,
l/ce+1/g+1/m=1/85 1/c+1/g=1/120 y 1/g+1/m=1/140.

Sean a el nimero de horas que tarda A sola, y asi b y c. Entonces, a = 8,
l/a+1/c=1/6y 1/b+1/c=1/10.



311

44. Sean x, y, z las poblaciones en Geranio, Gladiola y Girasol. La poblacién en Geranio
el afo entrante serd la actual menos un 10% (que vuela a Gladiola), m4s un 5% de la
poblacién de Girasol (que viene a Geranio): x —0.10x+0.05z, y es igual a x porque la
poblacion es estable.

45. x=2(y+z) y x+y-+z=180. El sistema tiene infinitas soluciones, pero x es el mismo
en todas.

46. 8x+4y =24, 6x+ 3y = 18, 600x -+ 400y = 2000.
47. 8x+4y =24, 5x+ 3y =18, 600x-+400y = 2000.

48. Sean t; y 1, los tiempos de ida y vuelta, y v la velocidad del viento. Entonces,
(200—v)t; =300, (200+v)t, =300 y t; +1t, = 3.01. La dos primeras no son lineales,
pero despeje | de la primera y #, de la segunda, para sustituirlos en la tercera.

Capitulo 6
Inversa de una matriz

6. Basta con multiplicar las dos matrices.

31. Puede despejar la incégnita B multiplicando cada lado de la ecuacién por B como factor
derecho y por C~! como factor izquierdo. Con eso llegardia B=C~! - A.

32. Puede despejar la incognita X restando B y luego multiplicando ambos lados de la
ecuacion por A~ como factor derecho.

33. Puede despejar la incégnita X distribuyendo la inversa en el lado izquierdo de la ecua-
cién (con la férmula (M -N)~! = N=!. M~"), multiplicando ambos lados de la ecua-
cién por A como factor derecho y luego invirtiendo y trasponiendo cada lado. Puede
expresar todas esas operaciones “en letras” y no hacer ningin calculo numérico hasta

haber despejado X, que resulta ser ((A -B)_I)T.

Capitulo 7
Determinantes

16. Si A es idempotente, denote d = |A| y explique por qué d?> = d. Luego resuelva esa
ecuacion, con d € (.

18. F4+3F

19. /o, +iFy, Fi — B
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20.

32.

33.

34.

35.
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Ci1+2C, G+ Cy

Calcule el determinante de cada matriz de coeficientes. Para que haya solucion tnica,
este debe ser distinto de cero. Para los valores en que el determinante es cero, puede
que haya infinitas o cero soluciones; revise la regla de Cramer o intente el método de
Gauss-Jordan.

Vea la sugerencia del ejercicio anterior.
Vea la sugerencia del ejercicio anterior.

Vea la sugerencia del ejercicio anterior.

Capitulo 8

10.

12.

13.

14.

15.

21.

22,

Vectores en R? y IR?

Six || (1,2), existe un ¢ € IR tal que x = (¢,2¢). Luego, y = (2,2) — x, y la condicién
||ly|| = 1 se escribe como una ecuacion con incdgnita ¢.

La velocidad del avion puede representarse con el vector v = (—678.438,423.935), y
la del viento con w = (0, —40).

Demuestre que las longitudes de los lados cumplen la igualdad de Pitigoras, a®> + b*> =

2.

Escriba u = (x,y) y use las definiciones. Recuerde que v¢2 = |c|.

Escriba u = (a,b) y v = (x,y) y plantee la desigualdad ||u+ v|| < |ju|| + ||v||- Eleve
al cuadrado, despeje la raiz, vuelva a elevar al cuadrado. Cuando llegue a 8abxy <
4c12y2 + 4b%x?%, recuerde que (2ay — 2bx)2 > 0 siempre que a, b, x, y sean nimeros
reales.

b. Escriba la ecuacioén (x,y,z) = au + bv+ cw como un sistema de ecuaciones con
incognitas a, by c.

Six| (—2,0,—2),existeun € R tal que x = (—2¢,0,—2¢). Luego, y = (—2,1,—1) +x,
y la condicién ||y|| = v/2 se escribe como una ecuacién con incégnita 7.

Capitulo 9

Producto escalar y producto vectorial

5. Escriba x = au+ PBvy plantee las otras condiciones en términos de las incognitas o y 3.
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6. Sean P, Q, Ry S los vértices consecutivos de un rombo Los lados PQ QR RS y SP
tienen todos la misma magnitud, y de hecho PO = SR y OR = PS. Escriba las diago-
nales como PR = PQ + QR y QS QR + RS, notando que RS = —PQ Desarrolle el
producto PR - 0S.

7. Tome u = {a,b) y v = {(c,d), y demuestre que ||u||? ||v||> — (u-v)? = (ad — bc)?. De ahi
deduzca que ||u|?||v||> > (u-v)? y concluya.

8. Escriba ||u+v||? = (u+v) - (u+v) y desarréllelo segiin el teorema anterior. Demuestre
que es menor o igual que (||u|| + ||v||)? y concluya.

21. cos(m/3) = (x-y)/([[x[l Iyll)

24. Escriba y = cw y plantee las otras dos condiciones en términos de la incdgnita c.
27. Recuerde que u-u = ||ul?.

32. Esto se resuelve mds facilmente con trigonometria que con vectores.

33. Esto se resuelve mds facilmente con trigonometria que con vectores.

35. Escriba x = ap y plantee las otras condiciones en términos de la incégnita o.

37. Recuerde que la proyeccién de cualquier vector sobre x es un vector paralelo a x. En
este caso, x || proy, a implica que x = #(—3,2,—3) para algin 7 € R.

51. Despeje [|ul|||v|| en la ecuacién 5 ||ul|[|v|| sen(/3) = 14, y luego despeje u-v en la
ecuacion cos(m/3) = u-v/||ull||v]].

53. Recuerde que vy w son perpendiculares a v X w.

54. Denote u = (a,b,c),v=(p,q,r) y w=(x,y,z), y compruebe que tanto det(u v w) como
u- (v x w) son iguales a agz — qry — bpq + brx + cpy — cqx.

Capitulo 10
Rectas y planos en R’

15. Una ecuacién del eje Z es (x,y,z) = (0,0, 1).
19. Si no interseca el plano, es paralelo a él.
24. Si un plano es paralelo a los vectores u y v, su vector normal es paralelo a u X v.

25. Sicontiene a Py y a Py, el plano es paralelo a PyP;. Si también es paralelo al eje X (que
tiene la direccion del vector 1) su vector normal es paralelo a P0P1 X 1.
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26.

27.

28.
34.

35.

36.

38.
48.

50.

51.

54.

64.
65.

Apéndice A. Sugerencias

Si Q es un punto en la recta, el plano buscado es paralelo a PO y al vector de direccién
de la recta. Vea las dos sugerencias anteriores.

Si un plano contiene a dos rectas entonces contiene a cualquier punto de cualquiera de
ellas, y su vector normal es perpendicular a los dos vectores de direccidn de las rectas.

El eje Z pasa por el origen y tiene la direccion del vector K. Vea la sugerencia anterior.

Si la recta de interseccion pasa por Py y tiene direccién v, entonces tanto v como el
vector de (0,2,1) a Py son perpendiculares al vector normal del plano.

Su vector normal debe ser perpendicular al vector normal del plano dado y también al
director de la recta dada.

Su vector normal debe ser perpendicular al vector normal del plano dado y también al
director de la recta dada.

Si no interseca a los dos planos, es paralela a ambos.

Si una recta estd contenida en un plano o es paralela a un plano, entonces su vector de
direccion es perpendicular al vector normal del plano.

Para el punto, puede tomar cualquier punto en L (porque L esta contenida en el plano
buscado).

Para el vector normal n, note que debe ser paralelo a la recta M. Y como M esté conte-
nida en los dos planos que se intersecan, su vector de direccion debe ser perpendicular
a cada uno de sus normales.

La tercera condicion da el punto. Para el vector normal, use el normal de la primera
condicidn y el vector entre los puntos de las otras dos condiciones.

Sea v = (a,b,c) un vector de direccion de la recta. Entonces, v L (3, —2,—3), y exis-
te algtn 7 tal que el punto (x,y,z) = (3,2,4) +tv satisface x—2 = —y—4 =z7—1.
Esto significa que (3+ta) —2 = —(2+1tb) —4 = (4 +1tc) — 1. Plantee un sistema de
ecuaciones con incognitas ta, th y tc.

Una ecuacion del plano XY es z = 0.
Calcule la distancia d de la recta al punto, y plantee la ecuacion
dist((6, —2,5)+41(5,0,4),(7,9, —3)) =d

con incognita z.

O considere la funcién f(¢) = ||(6,—2,5) +¢(5,0,4) — (7,9,—3)|| y encuentre donde
alcanza su minimo.

O use el hecho de que el punto P; mds cercano a Py cumple la ecuacién de la recta y
también cumple P(;Pl L.
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66. El punto mas cercano forma, junto con (0,0,0), un vector paralelo al vector normal del
plano. Ese punto es entonces de la forma (0,0,0) +#(2,1,—1), y ademds satisface la
ecuacion del plano.

67. El punto mas cercano forma, junto con (6,—4,2), un vector paralelo al vector normal
del plano. Ese punto es entonces de la forma (6,—4,2) +1(8,4,7), y ademas satisface
la ecuacion del plano.

68. Tome cualquier punto de la primera y calcule su distancia a la segunda.
69. Tome cualquier punto de la recta y calcule su distancia al plano.
70. Tome cualquier punto del primero y calcule su distancia al segundo.

71. Calcule la distancia de un punto (x,y,z) = (—2,—3,—1) +r(1,9,6) ala segunda recta,
como funcién de r; luego encuentre el minimo de esa funcion.

O use el hecho de que si la distancia minima se alcanza desde un punto
P=(-2,-3,—-1)+r(1,9,6) en laprimera recta
hasta un punto
0=(-2,0,1)+s(—1,8,10) en la segunda recta,

entonces PO es perpendicular a los vectores de direccion (1,9,6) y (—1,8,10), y en-
tonces paralelo a su producto cruz.

Capitulo 11
Espacios vectoriales

8. Basta mostrar que si ¢ # 0 entonces debe ser v = 0. Para eso, suponga que ¢ # 0 y note

que v = %(cv).

Capitulo 12
Independencia lineal y bases
11. Plantee la ecuaciéon asent + fcost = 0. Si la expresion a la izquierda es cero pa-
ra todo ¢, su derivada también lo es, con lo cual se obtienen dos ecuaciones con las

incognitas o y 3.
Alternativamente, puede obtener dos ecuaciones sustituyendo ¢ por dos valores reales.

12. Vea la sugerencia del ejercicio anterior.
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13. Si ax+ By = 0, entonces (a + B)u+ (o — B)v = 0, asi que estos escalares (a + f y
o — ) deben ser ambos cero.

24. Demuestre que Q = {az3 +bz* +cz|a,b,c e }

26. Pruebe que una base de R es {1}, que una base de IR? es {H} y que una base de R>
es {T,I, K }

Capitulo 13
Valores propios y vectores propios

9. Siv,w € W, hay que demostrar que cualquier combinacién lineal de ellos también esta
en W, esto es, que A- (av+ Bw) = A(av+ Bw) para cualesquiera o, € €. Use las
propiedades enunciadas en el teorema de la pagina

13. Encuentre un vector propio v asociado a o. Entonces, ¥ serd un vector propio asociado
ad.

16. El polinomio caracteristico es A%+ (—2 — 5i)A +5i — 5; use la férmula cuadrética para
encontrar sus Ceros.
Note que los valores propios y los vectores propios no son conjugados, y es que el
“teorema de los v propios conjugados” no se aplica porque esta no es una matriz real.

24. El polinomio caracteristico es (A2 +1)? = (A +1)%(A —1)2.

40. Si A es valor propio de A, entonces A" es valor propio de A" = 0. Y note que la matriz 0
es triangular.

41. Si A es valor propio de A, entonces A2 es valor propio de A> = A. Y si A2 es valor propio
de A, también lo son A4, A3, etc. (;por qué?). Pero A solo puede tener un niimero finito
de valores propios.

O bien tome un vector propio v asociado a A. Entonces, A -v = A%y pero también
AZ.y=A-v=Av. Deduzca que (A2 —A)v =0y (porque v # 0) que entonces 12 — A =
0. ;{Cudles son las tnicas soluciones de esa ecuacion?

42. Use induccion. Para el paso inductivo, suponga que la afirmacién es cierta para algin
n € IN. Para demostrarla para n + 1, note que A"*!v = A(A"v) = A(A™v) por hipétesis
de induccién. Continte.



APENDICE B

Soluciones

Capitulo 1
El algebra de los nUmeros complejos

1. r=3+i
7=—1/243i/2
x=1/2+i/2
z=+V3,z==4iV3
2/544i/5

0 » b

y==+1/2,y=+2i

2(22+30) (22— 30)

(x+iv/10)(x —iv/10)

V3 +iV5) (V3 =iV3) (1V3 +V5) (W3 - V5)
10. 3(r +2i)(t — 2i)

A A

11. a=3,b=2
12. a=0,b=-5
13. a=1,b=-2
14. a=1,b=3
16. 5+ 101

17. 53
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18. —1—-2iV2
19. —142i
20. —1/2

21. —7/5+1i/5
22. 2i

23. 2+3i

24. 0

25. z=1-1/2,w=1/2

26. x=-9/13—-19i/13,y=—15/13+29i/13
27. u=99/37—113i/37, w = —32/37—30i/37
28. w=3—-i,x=1+5i

29. x=-7/3,y=125/2

30. x=25/7,y=2/7

3l. x=—-1,y=0

32. x=4,y=3

3. x=+£1,y=—4

34. 1/10+3iv/3/10

35. 1/5-2i/5

36. Imz=0

37. y=—-3x/2

. x=—d=>w=1TTox=1=w=-28i
43. 3/2, —-3/4, —-3/4

4. +2, -2i

45. 1+2i, 2, -3

46. —1, 2, $+3iV3, —1£iV3



47. 141, 1+i
48. 2, 2, —2+2iV/2

49. 0, 31, 341

50. +i/3, —1, —1, —1

51. 42, +i, £2i

52. 2(x—1/2)(x —iV3)(x +iV/3)

53. —(t—1)(r—1+43i)(r—1-3i)

54. 2(z—1/2)(z—2+i)(z—2—1)

55. (z+ivV7)*(z—iV7)?

56. (y—2)(y+1)(y—3—3iv3)(y— 3 +3iV3)

57. 6w(w—1/3)(w+1+3ivV2)(w+1— Jiv2)

58. S(w—3—i)(w—3+i)(w+1/2)(w+6/5)

59. 3(r4+14+iV3)(r4+1—iv3)(r—1/2)(r+2/3)
60. 45¢(t —3 —i)(t —34i)(t 4+ 10/3)?

61. —3(x—2+i)(x—2—i)(x+1)%(x+1/3)
Capitulo 2

La geometria de los numeros complejos
1.a>0yb=0

7. —3v/10/2—3iv/30/2

8. 13i

9. —\V2/4+iv2/4

10.
11.

12.

-1
12
—i\/§

319
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
37.
38.

—V2/2+ (5+V2/2)i
No hay solucion

2i

—1+3i

—4-2i
—2—-+/3/3—i
—1+iV3
3/2+iv/19/2

3+i

1/2+iv/3/2
1/2+iy/3/2

—k+ 2ki/3
243/2 —243i/3/2
1.68108 +0.147075i
2—100

—8 —8i

—8+8iV3
1/2—iv3/2
—3.36082 +2.17286i
55380 —47817i

i/4

024 02%4\/3

i

+(v6/2+i1v2/2)

+1

Apéndice B. Soluciones



39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

+(1+i)

+(1/2+iv/3/2)

i, £/3/2—i/2

—1,1/2+iV/3/2

1.58740 + 1.58740i, —2.16843 +0.581029i, 0.581029 — 2.16843i
1.49167 — 0.542923i, —0.275649 + 1.56328i, —1.21602 — 1.02036i
+(0.923880 + 0.382683i), +(0.382683 — 0.923880i)

4(1.17903 +0.155223i), +(0.155223 — 1.17903i)

+(v3+1), (1 —iV3)

+v2/2+iV2/2

0.965156 4 0.809862i, —1.18394 +0.430918i, 0.218783 — 1.24078i
+2, £2i

2,0.618034 +1.90211i, —1.618034 4+ 1.17557i

2, —1+iV3

Capitulo 3
Funciones de numeros complejos

1.

0 Wb

341
—i/Z2
2z
4iz—4
—2i
8z—1
8z+12i

—1/Z2

321
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32,
33.
34.
35.
36.
37.
41.

I1+1

2cosx

-3

0.769239 +0.638961 1
—8.35853 — 18.2637i
1.53848 —1.277921
—4.82900 4 124.9071
0.831900 + 1.944441
0.769239 —0.638961 1

3.80479 —4.958431

a‘lna

in/2

In2/3 —in/3
In3+im

5+ (10 —4m)i
2305.69 — 109448.01

—0.309744 — 0.8576581
—5im/6

7im /6

—3in /4

S5im/4

—2im/3

4im/3

11.5920

Apéndice B. Soluciones
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42. 1.24937i
43. —3.72455—0.511823i
44. 1.16781 —0.768163i
45. 0.917152i

46. m—iln(2++/3)

47. m, por supuesto

48. /2 —iln(1++2)

49. 1/2—iln(3+2v/2)
50. 0.666239 — 1.06128i

60. a. C—{z=a+bi|cosa=0yb=0}

Capitulo 4
Matrices

10.4 147 176 170

1. a 5 110 172 159
© o\ 6.8 120 167 166 |-

9.9 140 170 161

b. 4 x 4.

<172 172)
a. | 169 277 ).
133 208

172 169 133
b. (172 277 208)'

c.3x2y2x3.
2820 1470
a. <1240 980 )
830 560

2820 1240 830
b. (1470 980 560)'

¢. 1470 y 830.
d.2,3.

1564 834 1000 2430
4. a. .

N

w

175 65 66 230
79 144 137 6.2

b. 3 x 4.
¢.230y 7.9.
d.3,1.

2 5
5. <71 2
-6 -3

S Lo
—
woo
—

o anirs
N———
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1564 175 7.9
6. | 834 65 144
* | 1000 66 13.7
2430 230 6.2
104 5 68 9.9
7. a. [ 147 110 120 140
© 4\ 176 172 167 170 )°
170 159 166 161
b. 10.4, 110, 167, 161.

8. a.(6 -2 40).

(i)

9 (2820 1240 830) + (240 120 90) — (3060 1360 920)
* \1470 980 560 190 90 60/ — \ 1660 1070 620/ "

También pueden sumarse las transpuestas.

531 560
10. a. 1(G{+G,) = (510 540)
2(Gr 2) 511 491
48 70
b.G,— G| = (60 60
68 587 166 2284
c. 1000, 4 10005, ~ (2080 2203)
430 500 2 2084 2003/
8451 -7 11
11. ( 1-12i —9— 51)
3471 —242i 4-3i
12 (PH 72 A5
3+51 i
13. ( —4+21 10+3i)

1—-4i  3+49i
14, [ —1-151 1+3i
5431 —5i

15 (V5 25 57

16. (7 0% 5)

17. a.B-A= (33 4] 33). donde la posicion i, j da el nimero de unidades del
ingrediente j necesarias para el encargo i.
También puede ser AT - BT = @2 %é), donde la posicion i, j da el nimero de
unidades del ingrediente i necesarias para el encargo ;.
b.A-C= %%%), obien CT-AT = (1770 3750 4380).

42720\ . . .
c. (2 1 660). el costo en ingredientes para cada encargo.

18. a. P = (1623%0 1607550).
1850 1900
b.C=(2 4 1).
¢. Puede ser C- P = (6770 6700) o PT-CT = (6779).

d. En La Bodega.



19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.
26.

27.

30.

32,
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

42,

43.

(
(

-5 —2-i 4 5)
5i —1—i 2i 2i

1

1)

—-53 16-7i
10+13i —9-3i

22
—18+12i

No hay solucién

No hay solucion

a=0

a=1
a=2,=-3
X:(? —25)
v=(3 1)

a.2 x?2.
b. (

3 -1
0 1

a.2x?2.
b. No hay solucion.

(

i1
01

)y (

).

-1
0 1

)

19
—16+12i

)

325
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1 1{2) y <Bl 7_1{2>.

0

44.

45. 212

46. 4+ 3i

b. En general, AB # BA, por lo que AB+ BA # 2ABy (A +B)? # A> + 2AB + B>.

47. a. (A+B)?=A2+A-B+B-A+B%

Sistemas de ecuaciones lineales

Capitulo 5

24i )

0
2

1

0
—6i —1 22—
-5 0

-3
4
1

1)

0
—6i —1
=5 0

-3
4
1

(

2.

)

3

-1

.1
M

o
e
ey
27
T<o
N———
/N
G
e
70
T<eo
N——

e

,1)
2 2

2 -1 1 1-3i
1

30 2

4

3
-2 1+7
2

1

2 -1 1
e
1 -3

2 -1 1
5. (3 2 —2>,

1 -3 1
6. (

)

1 -3 21 -3 5
3 2 72>, 3 2 —2°5
5 -3 -1 5 -3 -1 16

2

)

-1 1 2
3 1 2
1

3 3
2 2
-3 21 2401

—4 14 -4 0 -5

)

3
2

S1 a0

14 -4 0

(%
8. (

7.

)

5
1

-2 -2
1 -2 3 ) <1 -2 3 2-
4 -1 4 4 —1 4

2 3
1. (

)

1

4i

2
3
—2i

2
3 -2 -1
2 =5
1 4

1

)

2
3
—2i

2
3 =2 -1
2 =5
4

1
1

1 2 1 -3 -5
11 —18), (3 ~1 11 —18 78>
—4 1 3 -4 3

-3

2 1
11. (3 -1
1 0



13.

14.

15.

16.

), parax,y,z, v, w

2 1 11 2 15

31 72>, (421 g —31 -2 %), parax,y,z, w
-2 1 3 11 =2 1 31

12 2 6), (g S 228 %).parax,y,z,w,v
l.p=-13,¢4=22/3.
2.a=22,b=4,c=66.
3.r=1,s=—4,t=-5.
4.x=3-2i,y=2i,z=—-5+3i.
5.a=14+1,b=-0.5i,c=1-2.5i.
6.p=37/17,q=—25/17,r = —12/17.

7.t =69, u=5/2,v=—-59,w=—-51/2.

17. Vea las soluciones de los ejercicios [25-28 del capitulo 1.

18.

20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.

8. No hay solucién.
9. x=142i—w,y=2—i+w,z=3+3i.
10.x=2,y=1,z=—1.
l.a=Yd-9,p=25-3d,c=4+3a.
12. No hay solucién.
13.x = —%w,y: gw— l,z= 17—8w,v:w+2.
14. No hay solucién.
1S.x=1,y=2z,w= —3v.
29 de ¢50 y 14 de (¢ 100.
Tres adultos y cuatro nifios.
Trece gallinas y cinco cerdos.
40 sillas y 53 mesas.
(12000 cada arbusto y ¢25000 cada arbol.

Diez horas A y quince horas B.

Nueve modelo A y cinco modelo B.

327
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27. Cuarenta modelo P y sesenta modelo S.

28. 18.5 kg de nueces y 6.5 kg de pasas.

29. $37000 al 9% y $23000 al 10.5 %.

30. 80gde Ay 60gdeB.

31. 120 g de Colombia y 280 g de Costa Rica.

32. 6L al20% y 3L al 50 %.

33. Avion 295.139 km/h y viento 17.361 km/h.

34. 48.72km

35. Once horas en Alajuela y ocho en Heredia.

36. 2,5y8.

37. y=—-3x>+5x+3

38. y=—2x*+4x+7

39. ¢3000000 al 5%, ¢4 000000 al 7% y ¢9 000000 al 8 %.
40. Doce porciones de pastel, dieciséis de queque y veinticinco de rosquete.
41. 190kg de A, 30kg de By 80kg de C.

42. Carlos 216.36 min, Gabriela 269.43 min y Martin 291.43 min.
43. 4.4 horas

44. 10000 en Geranio, 5000 en Gladiola y 20 000 en Girasol.

45. El mayor mide 120°. No se puede saber cuanto miden los otros (hay infinitas
soluciones).

46. Dos pastillas de cada marca.

47. No hay solucion.

48. 11.528 km/h, 1.592 horas de ida 'y 1.418 horas de regreso.
4. a=-3,b=5,c=2,d=4

50. w=1,x=3,y=-5,2=0

51. p=4,qg=3,r=—4,s=2,t=1



52. r=0,s=2,t=3, u=4,v=

53. Vea las soluciones de los ejercicios [25}-28 del capitulo 1.

Capitulo 6

Inversa de una matriz

7. (23 0%)
8. (5 73)

0 1/5
9. (1/7 9//35)

to- (213 32)

—1/5 8/15
15 —1/5
12. No existe

B35 )

1

[

4. 5 (5 %)
15. No existe

16.

17.

_i =)
18.

(=
(
(5
. (
(
(

-Ti

2 4i-3 21

b 2 2
5 10i—8 51
1/2—i/2 0

20.
1451 —1-i

473 4)
3 -3 4

22. No existe

21.

3+ 14i —21 —2— 101)

—1-2i 1/24i/2 0

—4

329
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1 0 0 0
2 -1 0 0
4 =2i —i 0
1

1 -1 0 -1

0o -1/2 0 0
24. (-1/5 11ys 3/5)

2/5 —-1/2 =2/5 —-1/5
2 4 —11 -4 6 —11 —4 6
-1 1), ( 2 0 —1) y < 2 0 —1>
3 8 2 1 -1 2 1 -1
1 2 1 3+14i -1 -7 34141 -1 —T7i
2 -1 3), —2i 0 i y —2i 0 i
2 4—i 2 —2—-10i 1 5i —2—-10i 1 5i

3 6 11 -8 3 1 -8 3 1
27. (4 7 13), <727 4 5) y (727 4 5)
13 27 49 17 -3 -3 17 -3 -3

23.

25.

26.

5-2i 7+ 9—4i —4-22i 514260 29+432i —4-22i 514260 29+432i
28. [ -1 -5 —2-i ], 3 6i—5 3i-5 3 6i—5 3i-5
4 9 8+i 11i  —22—171 —11—18i 111 —22—17i —11—18i
8 i -3 2 —3-4i —3-2i 2 —3-4i —3-2i
29. —512),(0 2 1)y(0 2 1)
10 -1 —4 5 —8—10i —8—5i 5 —8-10i —8-5i
1 0 0
30. a (—7 1 o)
58 —8

—00 —oo |

N—" — —

3LB:< '
n.xz(%fg
(

~1/12 —1/4
3/4 13/4)

33. X =
4. a=—-4,b=-10,c=7

35. x=—-49/3,y=—-8,z=168/3
36. p=—43,g=—14,r=24
37. u=1,v=14,w =10

38. p=4,g=—-1,r=2i

39, x=4+10i,y=5,z=9+25i



Capitulo 7
Determinantes

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

17.
18.
19.
20.
21.

—20, 4

(49 ). —80. —80

( a1/ ) ~1/20, —1/20

~1/4 -2/5

144141, 144141, 14— 14

74
—36+27i
156

~72
—1—11i
~286

1, -2, —1
1+i, 1—1
0, i, —i
1+i, 4—2i

a. 10 —-51

b.2 —4i

¢. 254501

d. 162

e. 0.04+0.02i
f. —13286025i

—405
—1600
—1700i
340 + 440i

2421, 1-21
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

-8
8i

8

240
qg=(-3)/5
c=(9+18i)/5

Vea la solucion del ejercicio[16|del capitulo 5.

w=—-51/2

Vea las soluciones de los ejercicios [25}-28 del capitulo 1.

12

a.k=+3
b. Nunca
c.k=3

a k¢ {21}
b.k=-2
c.k=1

a. k¢ {-3+6i}
b. Nunca
c.ke{-3+6i}

a.k¢{0,+i}
b. k= 4i
c.k=0
-3, 4

Cualquier o

0 200 0
<710i 0 0)
0 4+12i 8

Vea las soluciones de los ejercicios [16-24 del capitulo 6.

Apéndice B. Soluciones
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Capitulo 8

Vectores en R? y R?

1. (0,3)

2. (—6,-21)

3. (—28,50)

4. 2v/2,2/5,3

5.a=—-1,b=5,c=-3

6. (—8/v/13,12/4/13)

7. (12//53,—-42/+/53)

8. (—5/13,12/13) y (5/13,—12/13)

\o

.a=5/11,b=20/11

10. x=(1,2),y=(1,0),0x=(1.4,2.8), y = (0.6,—0.8)

11. v=(-1,\/3)

12. 779.542 km/h en direccién 29.5060° norte del oeste

13. Los lados miden \/5, 25 y 5.

16. PQ = (4,—10,14), OR = (—11,18,—6), RP = (7,—8,—8)
17. (2.5,5,-8) y V177

18. No (por ejemplo, PO y OR 10 son paralelos)

19. 52.8994

20. (24/V/AT,8/VAT,4/VAT) y (24/\/AT,~8 VAT, —4/V/AT)

21. a. —4u—3v+2w.
b. (x,y,z) = au+bv+cw donde a = x/13 —4y/13 — 127/65,
b=—2x/13—5y/13—3z/13, c = z/5.

22. x=(2,0,2),y=(0,1,1), 0x=(1,0,1), y = (—1,1,0)
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Capitulo 9
Producto escalar y producto vectorial

1. 11
(364,-91,91)

125y 125

—477y —477

(35,13,16) y (—35,—13,—16)

A O O

143.130°

10. 132.162°

11. 102.240°

12. 80.0738°

13. 71.1150°

14. 180°

15. x=(8,64), y=(—112,14); x-y=0

16. /P =143.191°, /Q = 3.75568°, /R = 33.0530°
17. (0.894427,0.552786)
18. (—0.973472,1.54465)

19.

{
{
(0.974506,0.928279,0.330758)
{

20. (0.693198,—0.221793,1.70530)
21. 14

22. (1/v/2,0,1/v2)y (=1/v/2,0,1/v2)

23. (V2/4,/3/2,V2/4) y (V2/4,—\/3/2,\/2/4)
24, x = (22,-32,-20),y = (18,-36,—18)

25. x=42,y=2

28. (—20/53,—70/53)

29. (—1/3,-2/3,-5/3)



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

S1.

52,

(—27/41,27/41,~72/41)
(58/41,—174/41,—29/41)
23492.3N

20705.5N

a=-—10,b=10
x=(3,-3,-3),y=(2,-3,-2)
(—5,11,15) y (—289/41,423 /41,601 /41)
(1.8,—1.2,1.8)

(—58,—41,-21)

—80

(—128,-96,—56) y (—128, 96, —56)
40y 40
+(v/30/30,-+/30/15,—-+/30/6)

50
17

2V14

132

387

2V43

(=2,0,—2) y (4,0,4)
(0.4,0.4,—0.8) y (—0.4,—0.4,0.8)
28/1/3

(1,3/2,0)
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Capitulo 10
Rectas y planos en R’

1. a. Puede ser v = (3,—13,6) o cualquier vector paralelo a este.
b. Vectorial: (x,y,z) = (7,—4,8) +1(3,—13,6);
paramétricas: {x =7+43t, y=—4—13¢, z=8+6t };
simétricas: (x—7)/3 = (y+4)/(—13) = (z—8)/6.
c. Psi, O no.
d. Algunos son (10,—17,14), (13,-30,20), (16,—43,26), (1,22,—4), (—2,35,10).

2. Si: los vectores de direccion son paralelos.

3. (0,3,2) =(-2,1,5)4+1(—4,3,8); {x=—2—4t, y=1+3t, z=5+8 };
(x+2)/(-4)=(-1)/3=(z—5)/8

4. (0,,2) = (—3,1,6) +1(—3,4,10); {x =331, y=1+41, z= 6+ 10t };
(x+3)/(=3)=(—1)/4=(z—6)/10

5 (6y,2)=(=3,—1,7)+¢(5,11,-3); {x=-3+5t, y=—1+11t, z=7-3t};

(x+3)/5= (y+1)/11 =(2=7)/(=3)
6. (x,y,2)=1(0,1,8); {x=0, y=t, z= 8¢ }; no hay simétricas

7. (x,y,2) = (4,6,1)+1(—15,33,57); {x=4—15¢, y=6+33t, z= 1457t };
(x—4)/(=15) = (y—6)/33 = (z—1)/57

8. (x,y,2) =(5,0,0)+1(0,0,1); {x=15, y=0, z=1}; no hay simétricas
9. (0,2,2)

10. No existe

11. (8,-5,7)

12. (—2,-3,-6)

13. 9. 10.4085°
11.49.8715°
12. 35.3756°

14. 9. (x,y,2) = (0,2,2) + #(—2.12839,17.1600,5.48710)
y (x,3,2) = (0,2,2) +1(3.43865,—5.58697, 18.8061)
11. (x,y,2) = (8,—5,7) + +(—11.9752,13.2156,3.29281)
y (x,,2) = (8,=5,7) +1(—4.28234,16.6858, —82.5420)
12. (x,y,2) = (—2,—3,—6) + 1(5.34522,8.21961,16.3383)
y (63.2) = (=2, —3,—6) +1(53.4522, —28.7439, —3.02666)



15

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

. a.(0,0,—3)
b. (x,y,z) = (0,0,—3)+£(1,3,0)

(x,y,2) =(7/5,6/5,9/5) +1(0,5,5)
Sx—y+z=26

x+y+9z=177

x—4y+2z=21

6x—y+7z=49

9x+6y —z= -39

—8x+9y+ 11z =57

x+2y4+z=-2

15x 423y + 17z =275

2y+3z=11

3x+18y—16z=—8

21x—3y—5z=283

x+2y=0

{x=1.08-04t,y=-0.064+0.3t, z=1}, 90°
{x=17/3+4+5t/3, y=—-52/3—13t/3, z=1}, 26.9693°

{x=525+3¢t,y=2.5+3¢t, z=1},47.4586°
{x=23-2t,y=—14412t/7, z=1t}, 14.3671°
(x,y,z) = (3t,2¢,4t)

x—5z=-5

x—2z=—-4

Tx+3y—5z=—43

(x,y,2) = (10,4, —4) +1(7,—1,3)
(x,9,2) = (0,—1,6) +1(—35,-2,21)

x—y=3
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40. (2,-5,1),5.73917°

41. (0,20,—6), 17.5484°

42. (0.5,3.5,0.5), 9.64491°

43. No se intersecan

44. La recta estd contenida en el plano
45. (—7,10,8), 3.65553°

46. 2,—1,0)+£(0,—1,1)

x7y7‘z

48. 2,1,—4)+1(3,—1,4)

X,),2)

( )
( (
47. (x,y,2) = (1/2,5/4,—5/4) +1(5,7,13)
( (
( (

49. (x,y,z) =(0,—3,6)+1(—5,2,4)
50. 6x+y—4z=0

51. 3x+2y—4z=—13

52. 5x—3y—z=6

53. a. 1lx—7y—5z=24
b. (130,13,263)
c. (x,y,2) = (130,13,263) +¢(11,—7,-5)

54. (x,y,2) = (3,2,4) +1(10,—3,12)
55. 2.80394

56. 9.07275

57. 0.781736

58. 0

59. 3

60. 2.49615

61. 6.95719

62. 0.536656

63. 1.06904
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64. 1
65. (111/41,-2,97/41)
66. (1/3,1/6,—1/6)
67. (10/3,—16/3,—-1/3)
68. 8.53491

69. 6.16441

70. 1.51448

71. 0.291351

72. x—2y+z=9V6 0 x—2y+z=—-9V6

Capitulo 11
Espacios vectoriales

1. 1,4y6

2.5y6

3.1

4. No; falla al menos la propiedad 6. Por ejemplo, (1,1) € V peroi(1,1) = (i,i) ¢ V.

9. a.v=p—3¢g
b. w=5p+4q
c¢. Hay infinitas soluciones; algunas son: 2, x, 1.

10. a.v=—177P —87Q + 61R

b. (89%) =xP+yQ+zR, conx=—3a—20b+6c,y=—a—10b+3c,

z=a+Tbh—2c
11. Si
12. Si
13. Si
14. Si
15. Si
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16. Si

18. Si, g =2u —3iv

19. xno; y = —v+4wsi

20. No (por ejemplo, (1,0) ¢ gen(u,v,w))
21. Si

22. No (por ejemplo, (| ) ¢ gen(4,B,C))

Capitulo 12
Independencia lineal y bases

1. Independientes
Dependientes: x = 0.4y + 0.8z

Independientes

0 WwW b

Dependientes: w = (2+1)u —iv
S. Independientes

6. Dependientes: s = —7p+8g+ 13r
7. Independientes

8. Dependientes: u = —2v+ 3w

9. Independientes

10. Cualquier ¢ # +1

13. Independientes

14. Independientes

15. Dependientes

16. Independientes

17. Independientes

18. Dependientes



341

19. Independientes
20. Si son base

21. No son base
22. No son base
23. No son base
24. Si son base

25. Si son base

27. Puede ser vz = (1,0,0), o cualquier v3 que no sea combinacién lineal de v y v

28.Puedeser{((1) ),(8 )(8(1)8)}

Capitulo 13
Valores propios y vectores propios

1. M -u = —5u: el valor propio es —35.

2. A-v =4v: el valor propio es 4. Cualquier multiplo de v también es vector propio
asociado a 4; por ejemplo, 2v = (6,—2,2).

3. B-w = (1+3i)w: el valor propio es 1+ 3i. Cualquier miltiplo de w también es vector
propio asociado a (1 + 3i); por ejemplo, w; = (1,—2).

4. Hay muchas soluciones; pueden ser vi = (3,1) y vo = (1,0)
5. Hay muchas soluciones; pueden ser vi = (1,0,0) y vo = (12,-2,1)

6. a. B-v=2vy B-w=2w: el valor propio es 2.
b. av+bw = (a,b,3b),y B- (av+bw) = (2a,2b,6b) = 2(av+ bw).

7. A1 =2iy Ay = —2i respectivamente
12. Pueden ser (—3,1,0) y (2,0, 1), pero hay muchas soluciones.

13. Pueden ser (0,2 —1i,1) y (0,241, 1) (siguiendo la sugerencia), pero hay muchas
soluciones.

14. QL] =21, vj :t<i,1>;
/12 =21, v, = l‘<—i7 1)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

A =2+2i, v =t(—1-2i,1);
Ay =2-2i, vy =1{—1+2i,1)

M=14+2i, v :t<—2—|—i,5>;
P = 1430, v =1(1,-2)

7[,1 = _3’ V] :t<1a_2ﬂ6>;
Ay = —1 (doble), v, =1(1,—4,4)

AM=—1, v :t<2,—1,0>;
2> = 2 (doble), v» = £(1,0,0) +s(0,1,3)

7L] =4, v :t<1,1,1>;
A = 1 (doble), vo = #(1,—1,0) +s(—1,0,1)

M =0, v :l‘<—2,3,1>;
Ao =1+i, vo =1(0,2—1,1);
Az=1—i, v3=1(0,2+i,1)

ll =0, v :t<—2, 1,2>;
12:39 V2:t<1a_272>;
A3 =6, V3:t<2,2,1>

7Ll =0, »n :t<—1,7,5>;
Ay = —2, V2:t<1,1,1>;
Az =3, V3:l‘<1,—4,1>

M=-1, v :l‘<—2,—1,1>;

A =2, v, =1(3,—1,0);

A3=4, vs=1(3,—1,1)

A1 =i (doble), vi =1(—1,1,0,0) +s(0,0,—1,1);
A, = —i (doble), v, =1(i,1,0,0) +5(0,0,1, 1)
i—8, —1

2V3, 6

=7, 5,5

-6, 21, 0

0, 0, =5

1,1, 1,1

Puede ser (% g)

Apéndice B. Soluciones
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33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

Puede ser (

OO
[=F N

5)

4096, 1

1/64, —1

(4i—3)/25, (—4i—3)/25
32,1/32, 0

0, 16, 16

(64, —32)

(i,0,1)

343
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