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Proélogo

En este material se busca mostrar de una manera simple y resumida la teoria que se desarrolla en
el curso de Calculo Diferencial e Integral que se imparte en el Instituto Tecnoldgico de Costa Rica,
junto con una serie de ejemplos representativos sobre cada tema.

El Célculo Diferencial e Integral suele ser el primer curso universitario que deben cursar los
estudiantes al ingresar a la universidad, en ¢l se estudian los tépicos de Limites, Derivadas e
Integrales en una variable. El enfoque principal es en la parte operativa del célculo y no en la
formalidad. De esta forma, el lector podra encontrar en esta obra la explicacién de la teoria,
encontrando sélo algunas demostraciones en los casos donde se consideren de utilidad didéctica, en
las demds se presentan sin entrar en la formalidad propia de la matematica, sino que se dirige mas
hacia los ejemplos practicos.

En el tema de Derivadas y en las integrales se presentan algunas de las aplicaciones usuales que
se estudian en el curso: regla de Newton, recta tangente y normal, tasas de cambio relacionadas,
optimizacién, area entre curvas, longitud de una curva, ley de Hooke e integrales impropias.

De esta manera, se le desea hacer llegar a los nuevos estudiantes una obra clara y concisa para el
abordaje del curso con el material necesario para enfrentarse a los temas mencionados.

Siempre se recomienda complementar este texto con la practica que la Catedra ofrece, la cual
profundiza atin mas en ejercicios que no son posibles de abarcar en las lecciones.
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Capitulo 1

Loégica proposicional

Se iniciara con una introduccién basica a la légica proposicional, dando énfasis a las tablas de
verdad y a la leyes e inferencias logicas, también se mencionaran algunos métodos para realizar

demostraciones, se espera mostrar una vision general de este tema.

En matematica hay algunos términos que se utilizan de manera frecuente, se debe iniciar conociendo

la definicién de dichos conceptos.

r—(Deﬁnicién 1.]

Las definiciones se utilizan para describir y caracterizar los objetos matematicos.

Los axiomas son proposiciones que se aceptan sin demostracion y son la base de las
teorias matematicas, se presuponen como “evidentes”.

Un teorema es una proposicion cuya validez se puede verificar a partir de los axiomas
y las definiciones dadas.

Una demostracion o prueba es una serie de pasos estructurados en donde se verifica
y constata de forma irrefutable y convincente que una proposicién es verdadera.

Un corolario es un teorema que se deduce de forma directa a partir de un teorema
anterior o es un caso particular de él.

Un lema es un teorema que es necesario para demostrar un teorema posterior pero que
no tiene relacién directa con el tema que se esté desarrollando (aunque puede ser un
teorema central en el desarrollo de otro tema).

Un escolio es un resultado que se obtiene durante el desarrollo de una demostracion
pero que no tiene relaciéon con el tema desarrollado.

Una conjetura es una proposicion de la que no se puede asegurar su validez.

Una paradoja es una proposicién que no puede ser ni verdadera ni falsa.
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— Ejemplo 1. N

= Una circunferencia se define como el conjunto de los puntos que se encuentran a la
misma distancia (llamada radio) de un punto (llamado centro).

= Uno de los axiomas en geometria euclidea indica que por dos puntos cualesquiera pasa
una unica recta por ellos.

= Un teorema en geometria euclidea es que los angulos internos de cualquier triangulo
suman 180°.

» Una paradoja muy famosa es la conocida como la paradoja del barbero: “El tinico
barbero de la ciudad dice que afeitara a todos aquellos que no se afeiten a si mismos;
entonces, jquién afeitara al barbero?”

1.1. Conectivas légicas y tablas de verdad
r—[Deﬁnicién 2.}

Una proposicién es un enunciado el cual se puede indicar claramente si es verdadero o falso.

Toda proposicién debe cumplir los principios de:
» Identidad: Si una proposicién es verdadera entonces siempre es verdadera.
= No-contradiccién: Una proposicion no puede ser verdadera y falsa a la vez.

» Tercero excluido: Una proposicién es falsa o es verdadera, no existe otra opcion.

— Ejemplo 2. \

1. Las siguientes son proposiciones:

= Ayer llovié toda el dia®. " 244=7
- 157 et @ JugEe ool » El cuadrado de todo nimero impar es
= Kl televisor se dano. impar.

2. Las siguientes NO son proposiciones:
= jMuy bien!

= ;Por qué juegas tenis?

%En este tipo de expresiones se sobreentiende entre las personas que conversan, el dia y el lugar al que se
refiere, de no ser asi se tendria que escribir la fecha exacta y el lugar exacto al que hacen referencia.

\ J

Estas proposiciones se conocen como proposiciones simples o atéomicas, a partir de ellas se pue-
den formar proposiciones mas complejas o moleculares mezclando las proposiciones simples con
los conectores logicos de: negacion, conjuncion, disyuncion, disyuncién exclusiva, implicacién y
equivalencia. Las proposiciones simples se pueden denotar con letras mayusculas: P, Q, R, ...
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1.1.1. Negacién (—)

Si P es una proposicion, por ejemplo, P: me gusta tocar la guitarra, entonces su negacion se denota
como —P que seria =P : NO me gusta tocar la guitarra. Como otro ejemplo, si P: 3 < 4 entonces
su negacion seria —P: 3 = 4.

Una tabla de verdad de una proposicién compleja permite determinar la veracidad de una afirmacion
al estudiar todos las posibles posibilidades dadas por las proposiciones simples que la forman. En
la tabla de verdad se utilizan las abreviaturas V': verdadero y F": falso.

La tabla de verdad para la negaciéon se muestra a continuacion, el primer reglén de la tabla indica
que si P es una proposicién verdadera entonces su negacién debe ser falsa.

P|-P
V| F

F|V

1.1.2. Conjuncién (A)

Si P: Me gusta el tenis y (: Me gusta bailar, entonces la conjuncién de ambas se denota como
P A Q y selee “Me gusta el tenis y me gusta bailar”, se conoce como un “y” logico.

La tabla de verdad para la conjuncién es:

He < < |
H<d <O
g < | >

1.1.3. Disyuncién (v)

Si P: Ayer jugué futbol y QQ: Ayer toqué guitarra, entonces la disyunciéon de ambas se denota como
P v Q y se lee “Ayer jugué futbol o toqué quitarra”.

La tabla de verdad para la disyuncion es:

He < <Y
H< <O
H << <<

1.1.4. Disyuncidén exclusiva (v)

Si P: Ayer jugué futbol y Q): Ayer toqué guitarra, entonces la disyunciéon exclusiva de ambas se
denota como P v @) y se puede leer “Ayer jugué fitbol o toqué quitarra, pero no ambas” u otra
forma de leerlo es “Ayer o jugué futbol o toqué quitarra”.
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La tabla de verdad para la disyuncion exclusiva es:

P Q|PxvQ
V V| F
V F| V
F V| V
F F F

1.1.5. TImplicacién (—)

Si P: Amanece lloviendo y @: Tengo que usar paraguas, entonces la implicacion de ambas se denota
como P — @ y se lee “Si amanece lloviendo entonces tengo que usar paraguas”.

La tabla de verdad para la implicacién es:

P Q|P-Q
vV Vv \Y
V F F
F V Vv
F F \%

1.1.6. Doble implicacién (<)

Si P: Iré a ver jugar a la seleccion y ): La seleccion juega contra Argentina, entonces la doble
implicacién de ambas se denota como P < () y se lee “Iré a ver jugar a la seleccion si y solo si
la seleccion juega contra Argentina” lo cual implica dos cosas: “Si voy a ver jugar a la seleccion
entonces es porque juega contra Argentina” y “Si la seleccion juega contra Argentina entonces
voy a verla jugar”. En la doble implicaciéon se dice que () es necesario y suficiente para que se
cumpla P, es decir, si fui a ver a la seleccién es porque necesariamente la seleccion juega contra
Argentina y suficiente porque sélo esta razén basta para que vaya a ver jugar a la selecciéon. Esto
también implica que cada vez que se cumple P también se cumple ) y viceversa.

En conclusién la doble implicacién P <> @ es lo mismo que (P — Q) A (Q — P)

La tabla de verdad para la doble implicacion es:

P Q|PoQ
vV V Vv
V F F
F V F
F F \%

1.1.7. Tablas de verdad de proposiciones complejas

Conociendo las tablas de verdad para las conectivas logicas, ahora se pueden realizar tablas de
verdad para expresiones mas complejas.
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Ejemplo 3.
Realice la tabla de verdad para la proposicién (P A —=Q) — (=P v Q)
P Q|-P —-Q PA—-Q —-PvQ (PAr—-Q)—(-PvQ)
V V| F F F \Y% \Y%
VvV F| F A% \Y F F
F V|V F F \Y% \%
F F| V V F \Y% \Y
f
Ejemplo 4.
Realice la tabla de verdad para la proposicién [—(P A =Q)] — (Q — P)
P Q[-Q Pr=Q ~(Pr-Q)] Q=P [~(Pr-Q)]—(Q—P)
V V| F F \Y% \Y% \Y
V F| V \Y% F \Y% \Y%
F V| F F \Y% F F
F F| V F \Y% \Y% \Y
l

r—[Deﬁnicién 3.}
Si el resultado final de una tabla de verdad es siempre verdadero entonces se dice que la
proposicion es una tautologia. Si, por el contrario, siempre es falsa se dice que es una
falacia o contradiccion. Si no es una tautologia o falacia se dice que es una contingencia
o eventualidad.

— Ejemplo 5.

Verifique que la proposicién (P — Q) v (P A —Q) es una tautologia

P QP>Q —-Q Pr-Q (P—=Q) v (PAr—Q)
V V| V F F \
V F| F V v v
F V| V F F v
F F| V V F \Y

Ejemplo 6.

Una falacia muy simple de probar es P A =P
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P =P ‘ P A—=P
vV F F
F V F
f
~ Definicién 4. )
Se dice que P implica tautolégicamente a () y se escribe P = ) si y s6lo si P — () es
una tautologia.
Se dice que P es tautolégicamente equivalente a () y se escribe P < () siy sélo si P < @)
es una tautologia (también se puede escribir P = B).
— Ejemplo 7. \
Verifique mediante una tabla de verdad que P — () es tautolégicamente equivalente a =P v ()
P Q‘P—>Q —-P =PvQ@ (P->Q)e(—-PvQ)
vV VvV \Y F \Y% \Y
vV F F F F \Y%
F Vv \Y \Y% \Y \Y
F F \Y \Y% \Y \Y
Nota: Otra manera de escribir el enunciado de este ejercicio es:
Verifique que (P — Q) < (=P v Q). T

Definicién 5. |

La contrapositiva de la proposicion P — ) es —() — —P y la reciproca de P — () es
Q— P.

Nota: La contrapositiva de P — () es una proposicién cierta mientras que la reciproca no necesaria-
mente es cierta (demuestre con una tabla de verdad que P — Q = —Q — —P).
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— Ejemplo 8. N

Escriba la contrapositiva y la reciproca de las proposiciones siguientes:

1. P:Si5 > 3 entonces x = 4
Contrapositiva: Si £ 4 entonces 5 < 3

Reciproca: Si x = 4 entonces 5 > 3

2. P: Si almuerzo en el ITCR entonces me quedo a estudiar.
Contrapositiva: Si no me quedo a estudiar entonces no almuerzo en el ITCR.

Reciproca: Si me quedo a estudiar entonces almuerzo en el ITCR.

1.2. Leyes e inferencias légicas

Para demostrar una proposicion a partir de otras que se conocen se pueden utilizar las leyes logicas
y las inferencias logicas:

Leyes logicas Equivalencia
Implicacion y P = Q=—-PvQ
Disyuncién (ID)
Contrapositiva P = Q=—-Q = —P
Doble Negacién (DN) ——P=P
De Morgan (DM) —(PvQ@)=—-PnAr—Q
~(PAQ)=—P v —Q
Conmutativa (Con) PArQ=QAP
Pv@Q=QvP
Asociativa (Aso) (PAQ)AR=PA(QAR)

(PvQ)vR=Pv(QvVvR)
Distributiva (Dis) P A(Qv R)=(PAQ)v (P AR)
Pv(QAR)=(PvQ)A(PvR)
Idempotencia (Idem) PvP=P

PAP=P
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Reglas de Inferencia  Premisas Conclusion

Simplificacién (Simp) PAQ P
Q
Adjuncién (Adj) P PAQ
Q
Adicién (Adi) P PvQ
Separacién (Sep) o P = Q Q
Modus Ponens (MP) P
Contraposicién o P = Q —-P
Modus Tollens (MT) —Q
Silogismo Disyuntivo (SD) PvQ Q
~P
Silogismo Hipotético (SH) P —= @ P = R
Q = R
PvQ
Dilema Constructivo (DC) P = R Rv S
Q = S
—Rv =S
Dilema Destructivo (DD) P = R  —P v —Q
Q = S

Ejemplo 9.

Demostrar R A (P v @) dadas las premisas P v Q, Q = R, P — T, =T

(1) Pv@
2)Q = R
B)P = T

(4) =T

(5) =P MT 3.4
(6) @ SD 1,5
(7) R MP 2.6

SRAPVQ) AdjT1

Ejemplo 10.}
Demostrar R A () dadas las premisas P — ), - R — —-S, P A S

1) P = Q
(2) -R = —S

(3) PAS

(4) P Simp 3
(5) Q MP 1.4
(6) S Simp 3
(1) R MT 2,6

RAQ Adj 5,7
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f
,—[Ejemplo 11.}
Simbolice las proposiciones involucradas de la siguiente argumentacion y demuestre la validez
de la conclusion:
Si Luis va al partido de fitbol, entonces Laura se ird a nadar. Si Manuel ve televisién toda la
noche, entonces Carolina se ird a nadar. Si Laura va a nadar o Carolina va a nadar, Jorge las
acompanara. De hecho, Jorge dijo que no las acompanara. En consecuencia, no ocurre que:
Luis fue al partido de fatbol o Manuel ve televisién toda la noche.
1) P = @Q
(2) R = S
B)(QvS) =T
P: Luis va al partido de fatbol (4) =T
Q: Laura se ird a nadar (5) =(Q v S) MT 3,4
) (6) =Q A =S DM 5
R: Manuel ve television toda la noche (1) —Q Simp 6
S: Carolina se ird a nadar (8) =P MT 1,7
T: Jorge las acompanara (9) =5 Simp 6
(10) =R MT 2,9
(11) =P A =R Adj 8,10
.. —(P v R) DM 11
f

1.3. Cuantificadores

1.3.1. Cuantificador existencial

El simbolo utilizado para el cuantificador existencial es 3, la expresion 3z, P(z) se lee: “Existe al
menos un z tal que se cumple P(x)”.

Ejemplo 12.}
dz € N tal que v/z € N

Lo cual es cierto ya que si # = 4 se cumple que 4 e Ny v/4=2¢€e N

1.3.2. Cuantificador universal

El simbolo utilizado para el cuantificador universal es V, la expresion Va, P(x) se lee: “Para todo x
se cumple P(x)”.
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f—[Ejemplo 13.} N
1. VeeR,2° >0

Lo cual es cierto ya que no importa el valor que tome z, siempre se cumple que 22 = 0
2. Ve >0,—2 <0

Lo cual es cierto ya que para todos los valores de x positivos se cumple que —zx es
negativo.

1.3.3. Negacion de Cuantificadores

b2

De manera intuitiva, la negacién de la expresién “para toda x se cumple P(z)” es que “existe al

menos un = que no cumple P(x)”.

Asi se tiene que —(Yz, P(z)) = 3z, —P(z).

Ejemplo 14.}

Considere la expresién Vz, |z| = x

Esta expresion es falsa, ya que para cualquier nimero negativo no se cumple, es decir,
Az, |z| % x, por ejemplo, si x = —3

2

Ademas, la negacién de la expresién “existe un z tal que P(z)” es “para toda x no se cumple

P(z)”.
Asi se tiene que —(3x, P(x)) = Va, - P(x).

Ejemplo 15.}

Considere la expresiéon 3z € R, 22 < 0

Esta expresion es falsa, ya que todos los niimeros negativos al cuadrado son positivos, es
decir Vz e R, 22 > 0

1.4. Métodos de demostracion

En esta seccion se estudiard la forma en que se puede demostrar que una proposicion de la forma
P = () es cierta.

De acuerdo a la tabla de verdad del implica se tendria que demostrar que si la hipétesis (P) es
cierta entonces la conclusién () también lo es. La hipétesis no necesariamente es tnica, es decir,
una demostracién puede partir de varias hipotesis.

1.4.1. Demostracion directa

Se asume que P es verdadera y, mediante las reglas de la logica y utilizando las definiciones, axiomas
y otros teoremas conocidos se deduce que () es verdadera. Las inferencias demostradas en el ejemplo
anterior se demostraciones directas.
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Ejemplo 16.}

Considere la funcién lineal con criterio f(x) = ma + b. Demuestre que si m < 0 entonces
r1 <xy = f(x1) > f(x2) (la funcién es decreciente).

Demostracién (directa):

En este caso la hipétesis es que m < 0 y se debe demostrar que z; < x93 = f(x1) > f(x9), es
decir, que f es una funcién decreciente.

Asi, se parte de x1 < x5 y se tiene que concluir que f(z1) > f(z3), sabiendo que m < 0.
T < Ty = MIT1 > Mo ya que m < 0 (hipétesis).

= mx;+b>mxy+b

= fl&1) > f(a2)

Por lo que la funcién es decreciente. T

1.4.2. Por contradiccion

En este caso se asume que la hipotesis P es cierta y se parte de que —(@) es cierta, por medio de las
reglas de la légica y utilizando las definiciones, axiomas y otros teoremas conocidos se deduce —P,
por lo que se tendria P A —P que seria una falacia o contradiccion. Por lo tanto, como conclusion,
la hipotesis que —(@Q es falsa y, por tanto () es cierta, que es lo que se queria demostrar.

En el fondo aca lo que se esta demostrando es la contrapositiva de P = (), es decir, se demuestra
que () = —P y se cumple que =) = —P =P = (), por lo que se demuestra la original.

Ejemplo 17.}

Demuestre que la funcién lineal f(z) = ma + b, con m # 0, s6lo tiene una interseccién con el
eje .

Demostracién (por contradiccion):

Suponga que una funcion lineal tiene mas intersecciones con el eje x, es decir, que existen x; y xs
distintos z; + x5 tal que ambos son intersecciones con el eje = de la funcién f(x) = mz + b, es
decir, que f(x;) = f(z2) =0.

—b
Como f(x1) = mzy +b =0 entonces z; = —.

m

—b

Y como f(x3) = mzy + b =0 entonces zo = —.
m

Por lo que z;1 = x5 que contradice la hipdtesis, por lo tanto la interseccién es unica. T

1.4.3. Reduccién al absurdo

Este método es muy similar al anterior, se parte de que la hipdtesis P es cierta y que —() es cierta,
por medio de las reglas de la légica y utilizando las definiciones, axiomas y otros teoremas conocidos
se llega a alguna afirmacién que ya se sepa con anterioridad que es falsa (por lo que se llega a un
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absurdo). Por lo tanto, como conclusién, la hipétesis de donde se partié —@ es falsa y, por tanto @
es cierta, que es lo que se queria demostrar.

Ejemplo 18.}

Sean Ay ~ B dos puntos distintos de una recta y P un punto externo a ella. Si AB 1L AP
entonces AB no es perpendicular a BP

Demostracién (por reduccién al absurdo)

Supongamos que AB sf es perpendicular a BP, asi se tendria que AB 1L APy AB | BP.

Asi se tendria un tridngulo con dos dngulos rectos (ver figura), lo cual es un absurdo ya que la suma
de los tres dngulos de un tridngulo es de 180° (un tridngulo no puede tener dos dngulos rectos).

P

Iy

1.4.4. Otros métodos

Para demostrar que P = () es falso solo basta con dar un contraejemplo en donde no se cumpla.

Para demostrar P < () se deben demostrar P — Qy ) — P.



Capitulo 2

Limites

2.1. Idea intuitiva de limite

Los limites permiten investigar el comportamiento de una funcién alrededor de un punto.

Para aproximar un limite de manera intuitiva se puede hacer una tabla con valores que se aproximen
al valor deseado y se observa el valor al que se aproxima la funcion, la grafica también puede ayudar
en este proceso, para esto, se observa el valor al que se aproxima la funcién en el eje y cuando se
aproxima en z al valor indicado.

Ejemplo 19.}

Si f(z) = 2* — x, investigue el comportamiento de esta funcién para valores cercanos a 3,
utilizando una tabla de valores y la grafica de la funcién.

Para investigar el comportamiento se puede realizar una tabla de valores y observar el comporta-
miento en la grafica conforme se aproxima z a 3:

x [2]25 |29 [299]2999 |3]3.001|3.01] 31354
f(@) 21375 ]551]595]5995|7]6.005|6.05|6.51 875 |12

8 i
Ne)
,:: % | A partir de los datos de la tabla y observando
g 0 la grafica de la funcién se puede suponer que
“~ la funciéon se aproxima a 6 conforme z se
4 i . .
aproxima a 3, es decir, f(z) — 6 conforme
x — 3 o, en notacion de limites
2 i
lim f(z) =6
x z—3

x tiende a 3

f

En este ejemplo la funcion tiene al 3 en su dominio, por lo que era muy evidente que la funcion
se aproximaria a f(3) = 32 — 3 = 6. En el siguiente ejemplo se utilizard una funcién que no esté

18
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definida en el valor al que se aproxima la x, por lo que no se puede evaluar directamente en la
funcién.

Ejemplo 20.}

, _ ., x2—x—2
Realice una conjetura del valor de lim ——
z—>-1 x+1

Se puede utilizar una tabla de valores y la grafica:

x |-2|-15]-1.1|-1.01 |-1.001 | -1 |-0.999 | -0.99 [ -0.9 | -0.5 | 0
flz) | -4]-35]-31]-3.01|-3.001] 7 [-2999 |-2.99 |-29|-25]-2

2,,
Y
1,,
K tiondp a—1

La conjetura es que

2

—z—2
lm =% — 3

z——1 x+1

+ f tiende a —3

Ejemplo 21.}

Realice una conjetura del valor de lim (—z° + 42* + 22* + 10)

r—2,2

Para hacer la conjetura se puede realizar una tabla de valores y la gréfica de la funcién:

x| 21 [215[219] 2199 | 21999 [ 2.2 | 22001 | 2201 | 221 | 2.25 | 23

f(x) ] 10.85 | 5.94 | 1.28 | 0.1323 | 0.0155 | ? | -0.0105 | -0.1278 | -1.321 | -7.106 | -15.52
50 1Y
— " N_
222\ 25
50 |
—100 *

De la tabla anterior y de la grafica se puede conjeturar que h’lng(—ﬂz:6 + 42* 4+ 227 + 10) = 0, sin
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embargo, no es asi, en realidad

39
1i _ .6 4 2 - " N
xlgl2( z° + 42" + 22° 4 10) 15625 0,002496

De los ejemplos anteriores se pueden deducir los siguientes resultados:

1. lim f(x) = L significa que la funcién f(x) se aproxima tanto como se quiera a L conforme x
T—a

se aproxima a a.

f se aproxima a L
™~

\

> Q<
T se aproxima a a

2. Debe quedar muy claro que al calcular lim f(z) se estd interesado en un vecindario alrededor
r—a

de a pero nunca se toma el valor de a, es decir, x + a.

Observe los siguientes casos:

Yy f(z) Y g()

I I
I I
I |
! o
I I
I I
| |
I I
| |
I I
a a

Aunque las tres funciones representadas son distintas, se cumple que

lim f(z) = lim g(z) = lim h(z) = L

r—a r—a r—a

3. En el tercer ejemplo se observa que el uso de tablas y graficos para aproximar un limite es
una herramienta importante pero nos puede llevar a cometer errores, por lo que se necesitan
técnicas méas confiables para obtener el valor exacto del limite.
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4. En los ejemplos 1 y 3 se observa que el valor que se obtiene en el limite es el mismo valor
que se hubiera obtenido al evaluar directamente el valor buscado en la funcién, mas adelante
veremos que esta es la primer técnica para calcular limites.

2.1.1. Limites laterales

En los ejemplos anteriores, al aproximar los limites se construyé una tabla aproximandose al valor
de x por ambos lados, seria muy natural que se quiera aproximar sélo por la izquierda o por la
derecha, éstos se conocen como los limites laterales, asi:

1. lim f(z) = L significa que f(x) se aproxima tanto como se quiera a L conforme z se aproxima

r—a~

a a tomando valores menores que a (se aproxima a a por la izquierda).

2. lim f(x) = L significa que f(x) se aproxima tanto como se quiera a L conforme x se aproxima
z—at

a a tomando valores mayores que a (se aproxima a a por la derecha).

f se aproxima a L
f se aproxima a L

x se aproxima a a x se aproxima a a

por la izquierda por la derecha
lim f(z) =1L lim f(z) =1L
T—a— z—at

Teorema 1.

lim f(z) = L < lim f(z)=L = lim f(z)

T—a T—a~ z—at

Es decir, que para que un limite por ambos lados exista, debe dar el mismo valor por la izquierda y
por la derecha.

,—[Ejemplo 22.} \

Al tomar el Ejemplo 1 de la seccién anterior se cumple que

lim (2 — 1) =6
r—3~

2 2 _

Y, por lo tanto, h’n;)(xZ —z) =06
r—
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f—[Ejemplo 23.]

Considere la funcién f(z) = m, mediante una tabla, investigue los posibles valores para
x
cada uno de los limites dado.
1. lim f(x) 2. lim f(x) 3. lim f(z)
L z—0— z—0+ z—0
1. lim f(x)
z—0~
z |-0.1]-0.01|-0.001 0
f@ | 1] -1 ] -1 [?
/ f()
10 s
2 se aproxima a 0
desde la izquierda
. I E— - t i
—2 -1 1 2
< —+0
f se aproxima a —1
Pareceria que lim f(z) = —1
z—0~
2. i
257
x | 0]0.0010.01]0.1
f@ v 1
' Y f(@)
f seaproximaal 1o N
x se aproxima a 0
desde la derecha
9 1 1 2

A
H
O
19

Pareceria que lim f(z) =1
z—0+

3. lim f(z)

z—0

Como lim f(z) % lim f (x) entonces h’n% f(z) no existe.
z—0 r—

z—0~
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— Ejercicio 1.

En la figura se muestra la gréfica de una funcién f, utilicela para dar los valores (si existen)
de los siguientes limites:

1
2
3. lim f(z)
4. lim f(x)
5 (
6

. lim f(x)

r—5

.

Solucidn:

1. Para lim f(x) se tiene que ir aproximando la z a 2 desde la izquierda (con valores menores

r—2~

a 2) e identificar a qué valor del eje y se va aproximando la funcién.

1Y

[=p)

f tiende a 5
wr—

1 . —>2
x tiende a 2
desde la izquierda

-1t

Se tiene que lim f(x) = 5.

r—2~
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2. Para h’m+ f(z) se tiene que ir aproximando la z a 2 desde la derecha (con valores mayores a
r—2

2) e identificar a qué valor del eje y se va aproximando la funcién.

6+Y

w

f tiende a 2
DO —

2<— 3 4 5 6
x tiende a 2
) desde la derecha

Se tiene que lim f(x) = 2.

r—27t

3. Como lim f(z) + 11’1@1+ f(z) entonces lim f(z) no existe.
T2~ T—

T—2

4. Para lim f(x) se tiene que ir aproximando la 2 a 5 desde la izquierda (con valores menores

r—5~

a 5) e identificar a qué valor del eje y se va aproximando la funcién.

6+Y
5 i
4 i
o £
<
k5
~2
1 4
1 2 3 4 —5 6
x tiende a b
) desde la izquierda

Se tiene que lim f(x) = 3.

r—5~
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5. Para h’m+ f(z) se tiene que ir aproximando la x a 5 desde la derecha (con valores mayores a
T—5

5) e identificar a qué valor del eje y se va aproximando la funcién.

6+Y

f tiende a 3

) 6
x tiende a 5
desde la derecha

-1t

Se tiene que lim f(x) = 3.

r—5Ht

6. Como lim f(z) =3 = 11’1%1+ f(z) entonces lim f(z) = 3.

r—5— r—5
,—[Ejemplo 24.} \
Realice la gréfica de una funcién f(x) que cumpla, de manera simultdnea, las siguientes
condiciones:
1. f(-2)=1 3. lim f(z)=2 5. h’r%f(:v)=f(2)=1
xr—0~ T—
2. lim f(z) = -1 4. lim f(z) = -1 6. Dy = R — {0}
Solucion:

Lo primero que se recomienda dibujar son los puntos que son fijos, de las condiciones se tiene que

f(=2)=f(2) =1
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Posteriormente se va haciendo que los limites tengan el valor de acuerdo a lo indicado, por ejemplo,
se requiere que h’m2 f(z) = —1, para que se logre este limite lo mas sencillo es colocar un punto
T——

abierto y que, tanto por la izquierda como por la derecha, la funcién llegue a dicho punto (primero
se hacen las lineas de la funcién cortas para luego unir todo el dibujo).

Y
3,,
2,,

L A - .
- e
-3 22 -1 1 2 3

o 1+

Se hace lo mismo con las otras condiciones, a saber lim f(z) = 2 (al acercarse a cero en x desde la
z—0—
izquierda, la funcién debe aproximarse a 2 en el eje y), lim f(x) = —1 (al acercarse a cero en x
z—0+
desde la derecha, la funcién debe aproximarse a —1 en el eje y) y lim f(z) = 1 (al acercarse a dos
r—2

en x por ambos lados, la funcién debe aproximarse a 1 en el eje y).

Yy
3,,
2—¢
o= - —-
. e
-3 22 -1 1 2 3

Por 1ltimo, como ya se estan cumpliendo todas las condiciones excepto la tltima, se finaliza el
dibujo uniendo las lineas y rellenando los puntos, en esta parte se puede ser tan creativo como
se quiera, a continuacion se presentan dos graficas que cumplen con lo que se pide y, por tanto,

correctas.
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2.2. Técnicas para calcular limites

Como se observé en la seccion anterior, aproximar un limite utilizando tablas o fijaindose directamente
en la grafica de la funcién es 1til, sin embargo, puede producir errores; esto nos lleva a buscar
técnicas eficaces para encontrar el valor de los limites.

Antes de iniciar, es de suma importancia indicar el siguiente teorema:

Teorema 2.
Si un limite existe entonces su valor es tnico. ]

Es decir, no es posible que un mismo limite de dos valores distintos.

2.2.1. Sustitucion directa

Para esta técnica se utilizan las siguientes propiedades:

,—ETeorema 3. Propiedades de los Limites}

Si ¢ es una constante real, ademds lim f(x) = L y lim g(x) = M (es decir, que existen y dan
r—a r—a

estos valores reales) entonces:

1L lim[f(2) + g(2)] = lim f(2) + lim () = L + M
2. 1im[f(2) — g(@)] = lim f(z) — lim g(a) = L~ M

[
3. lim[c- f(x)] =c-lim f(z) =c- L
[ .

r—a Tr—a

4. lm[f(z) - g(z)] = im f(z) - limg(z) =L - M

r—a r—a Tr—a

5. 9151—15 ﬁg; = T;;g(@ =" siempre que M =+ 0

6. lim[f(z)]" = [h’m f(x)]n =L" conneNlN

r—a Tr—a

7. llmc=c

r—a

8 limz =a

r—a

9. limz" =a", conne N

r—a

10. lim {/x = </a, con n € N (Si n es par entonces a > 0)

11. lim &/ f(z) = {/h’m f(x) = VL, con n e N (Si n es par entonces L > 0)

Nota: En conclusién, lo que indican estas propiedades es que si se tiene una funciéon polinomial,
racional o radical y a pertenece al dominio de la funciéon entonces el limite se puede obtener
directamente evaluando f(a). Mds adelante se verd con detalle que si una funcién f(x) es continua



Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 28

entonces lim f(z) = f(a); interesante es que la mayorfa de las funciones que se han estudiado
r—a

anteriormente (polinomios, racionales, exponencial, logaritmica, etc) son continuas en su dominio.

Ejemplo 25.}

Determine el resultado de h’rr% (22 — 42 + 3) utilizando las propiedades anteriores, justifique

cada paso con la propiedad correspondiente.

31611%(2172 —dx +3) = i%(?xQ —4x) + i%3 (Prop 1)
= lim 227 — lim 4z + 1fm 3 (Prop 2)
=2-£in§x2—4-iir%$+iirr%3 (Prop 3)
=2.22-4.2+3 (Prop 7, 8, 9)
=3

Nota: Observe que se hubiera obtenido lo mismo si se evalia directamente.

Ejemplo 26.}

2

Determine el resultado de lim utilizando las propiedades anteriores, justifique cada

=1 T +
paso con la propiedad correspondiente.

I 2? +1 zlin_l1(x2 +1) (Prop 4)
im =
e——1 1 + 2 liml(m + 2) P

lim 2% + lim 1

r——1 r——1
h’m1 T+ h’m1 2 (Prop 1)
(—1)2+1
= P 9
=2

Nota: Observe que se hubiera obtenido lo mismo si se evalia directamente.

Ejemplo 27.}

. . T . 132 — 1
Determine, mediante evaluacién directa, el limite hr% 5
r— T

o 13z-1 13-2-1
iﬂ% 2 92
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DN | Ot

Ejemplo 28.}

. . o , o, 2r2—zx+1
Determine, mediante evaluacién directa, el limite lim ———
z—>—1 31242

L, 207 —z+1  2-(-1)2—(-1)+1
lim =
z—>-1 322 +2 3-(—1)2+2

4
)

2.2.2. Forma indeterminada %

Aunque muchos limites se pueden encontrar mediante una sustitucién directa, en esta seccion y en
las siguientes el interés principal se dara sobre las formas indeterminadas.

Se va a iniciar en el caso que al evaluar directamente se de la forma indeterminada o’ el limite aun

se puede encontrar utilizando algunas técnicas que tratan de eliminar el factor que provoca esta
forma.

Limites que involucran factorizacién

0
En los limites de la forma — lo que se busca es simplificar el factor que provoca dicha forma, para

esto, se factoriza el numerador y el denominador para simplificar la fraccion resultante.

Ejemplo 29.}

Determine el valor de lim
z—1 :L‘Q -1

: . 0 - .
Observe que al evaluar directamente se obtiene la forma o’ tal como se indico, se va a factorizar el

numerador y el denominador y simplificar.

| r—1 1 x—T
im = lim
e>122 — 1 21 (z—T1)(z + 1)
, 1
= lim
z—>1x + 1

La eliminacién del término x — 1 se puede realizar porque en el limite la x se aproxima al 1 pero
nunca toma este valor, por lo que x + 1. Ahora que se eliminé el término que hacia la forma
indeterminada, se puede evaluar el limite de manera directa.

1 1 1

lim =
z—>1x + 1 1+1 2
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Ejemplo 30.]

2

. , i+ x—2
Determine el valor de llm ————
z—>-2 12 + 3z + 2

Se tiene la forma %

24+ 1r—2 . (zA42)(z - 1)

lim ——— = lim

z>-222 +3r+2 o2 (xA42)(x+1)

Ejemplo 31.]

5_32
Determine el valor de lim Ym0
y=2y>+y—6
. 0
Se tiene la forma o
L yP =32 o (y—2T(y* + 293 + 4y* + 8y + 16)
lim —— = lim
y—2 y2 —+ Yy — §) y—2 M(y + 3)
oyt 2% +4y? + 8y + 16
= lim
y—2 Yy +3
_ 80
5
=16

Limites que involucran racionalizacion

En este caso también se busca eliminar el factor que provoca la forma indeterminada, sélo que se
debe racionalizar primero antes de factorizar.

Ejemplo 32.}

—1-2
Determine el valor de 11rr% \/T—l

Se tiene la forma g

VBt—1—-2  \ht—1—2 /5t—1+2
_— hm .
t1 t—1 t1 t—1 Vot—14+2
5t—1—4
(t—1) (bt —1+2)
lim 5(t—t)
=11
t—=1 (£ —1)(\/5t — 1 + 2)

= lim
t—1
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Ejemplo 33. |

U2

Determine el valor de llm ——
u—0 /1 —u? — 1

Se tiene la forma 9

u? y u? V1—u2+1
- — |lim .

u—=04/1 —uy2 —1 w2041 —u2—-1 /1—u2+1
A (VT =2+ 1)

= lim

u—0 I_%_I

zh’m—(\/l—u2+1)

u—0

= -2
Limites que involucran valor absoluto

: . .. 0 .
Si se tiene un limite de la forma — y contiene un valor absoluto que al ser evaluado da cero entonces

el limite debe ser evaluado por medio de los limites laterales, recordando el Teorema 1, que indicaba:
lim f(z) = L < lim f(z)=L = lim f(z)
T—a T—a~ z—at
Si la expresion dentro del valor absoluto no da cero, entonces se obtiene directamente el valor
absoluto analizando si la expresion es positiva o negativa en el valor al que tiende el limite.

T si =0

Para estos ejemplos recuerde que |x| = :
—x st x<0

Ejemplo 34.]

. |z
Determine el valor de lim u
x—0

Se tiene la forma 8

Al calcular los limites laterales:

= Por la izquierda, es decir, lim u
z—0~ T
Siz >0 = <0 = |z| = —z, por lo que
.| . =X
lim u = lim —
z—0- T -0~ &
= lim —1=-1
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|2
= Por la derecha, es decir, lim —
z—0t T
Siz > 0" = >0 = |z| =z, por lo que
x
T T
-0t T -0t %
=1liml=1
z—07t
x
Por lo tanto, como lim | | £ lim | | , entonces lim — =1 no existe. T
z—0—- T z—0t T z—0 T
Ejemplo 35.}
2z% — 3z

Determine el valor de lim ———

Se tiene la forma %

Al calcular los limites laterales:

= Por la izquierda:

Six—>; — m<g — 2r<3 = 2x—3<0.
Es decir, 20 — 3] = —(22 —3) =3 — 2z
2% — 3z . x(2x—=3)

hm —— = lim

oo 20 -3 3 —(22—=3)

= lim —=x

3—
Z‘—>2

s Por la derecha:
. 3+ 3
Sl$—>§ :>a:>§:>2x>3:>2x—3>0.

Es decir, |22 — 3| =22 — 3

h’m = lim
L |2z — 3| z—37 22=3
= lim x
P
2
3
2
212 — 202 — 3w 202 — 3w
Por lo tanto, como hm :I: l ——  , entonces lim ———— no existe.

v 3" |2x—3| Sat |20 -3]7 o3 |22 — 3|
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Ejemplo 36.]

9 _
Determine el valor de lim &
z—2 422 — 16

Se tiene la forma g

Al calcular los limites laterales:
» Por la izquierda:
Sig—>2 = <2 = 0<2—2

Porloque |2 —z|=2—-=z

o 278 o 2T
r—2~ 4.1'2 — 16 r—2~ 4M(£E + 2)
— lim _—1
T2~ 4(1’ + 2)
1
" 16

s Por la derecha:
Sizg—»2t —= 2>2 — 0>2—x

Porloque |2 —z|=—-(2—2) =2 -2

tim 2=y 22
z—2+ 422 — 16 z—2+% 4M(33 + 2)
— 1’ 1
T oo Az + 2)
1
"~ 16
Por lo tanto, como lim M { u entonces lim M no existe. T
’ e—2- 42 — 16 252+ 422 — 167 2 422 — 16

Ejemplo 37.}

+1/—6
Determine el valor de };I_)Hé %

0
En este ejemplo se tiene la forma —, sin embargo, al evaluar el 5 en los valores absolutos no da cero

directamente, estos valores absolutos se pueden analizar de manera directa sin necesidad de hacer
limites laterales:

s Siz—>5 —= z+1—-56>0

Asi |z +1| =z + 1.
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m Sig—H = 7T—2r—> —-3<0
Ast [T —2x| = —(T—22) =22 -7
Por lo tanto

., |x+1]-6 , r+1-—6

hm—: m —F——-:
w53 — |T—2x] 253 — (20 —17)
. x—5H
= lim
z—5 10 — 22
T
a5 —2(z—5)
!
2

Ejemplo 38.}

2_3zx|-2
Determine el valor de lim u
rz—1 |1 — x2|

Por tltimo, se puede tener una combinacion de los casos anteriores, donde también se puede hacer
uso de la propiedad de valor absoluto |a - b| = |a| - |b| para tener un valor absoluto que se aproxima
a cero y el otro no, tal como en el denominador de este limite.

. |23z -2 ,  |x*—3z| -2
lim ———— = 1lim
w=1 |1 — 22| w=1 [(1—z)(1 + )]
. |e? =3z -2
= lim
=1 |1 — x| |1+ x|

Primero se van a trabajar los valores absolutos que no dan cero al ser evaluados:
s Siz—>1 = 22-32z—>—-2<0.
Asi |z? — 3z| = — (2% — 3z) = 3z — 2%
s Siz—>1 = 14+2—>2>0.
Asi[14+2z|=1+x.
Por lo que se tiene:

|z — 32| — 2 |z? — 3z| — 2

lim = lim
r—1 |1—$2| x»1|1—:1:|-|1—|—x|
, 3z — 2% —2

= lim

el |l —z|- (142

|
&
[N}
|
w
&
+
[\
~

En este punto se hacen los limites laterales para trabajar el valor absoluto que si da cero:
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» Por la izquierda
Siz—->1" = <1l = 0<1—ux.

Asi [l —z|=1-—=.

) —(x—1)(z—2 1
1m = [1m
z—1— |1—{L’|(1+.I') xﬁl‘M(l‘l‘.ﬁ[)
-1
T2

s Por la derecha
Siz—-1tT —m 2>1 —= 0>1—=z.

Asi|l—z|=—-(1—-2)=2—-1.

lim —(r—1)(x—2) I —(z—T)(x — 2)
r—1— |1—.T|(1+£L’) xﬁl‘M(l‘l‘%’)
1
2
—(r — — —(r — — 2 _ —
Por lo tanto, como lim (r=D(z=2) £+ lim (z -1 2)7 entonces lim |#* — 3x| -2 no
ool- 1=z (1+2) 2o+ |1—x-(1+2) -1 |1 —2?|

existe.

Limites que involucran cambio de variable

Hay algunos casos en los que realizar una racionalizacion es demasiado complicado por lo que es
mejor utilizar un cambio de variable (esta técnica también es aplicable en otros limites que se veran
més adelante).

Ejemplo 39.]

. . /1952 +1-8
Determine el valor de lim
z—21 /1952 + 1 — 16

Se tiene la forma % Se va a hacer el cambio de variable:

Sea u'? = 1952 + 1, si x — 21 entonces u — 2, asi

y V1952 +1—8 y vul2 —8
1m = 11m —
=21 /1952 +1—16 uw—2 Fyl2 — 16

ud —8

T (u—2J(u? + 2u + 4)

= lim

u—2 (u—2J(u? + 2u? + 4u + 8)
, w? 4+ 2u+4

= lim —
u—2 3 + 2u? + 4u + 8
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Ejemplo 40.}

/o5t —1+1
Determine el valor de lir% \/T—t—i_

0
Se tiene la forma ik Se va a hacer un cambio de variable:

u +1

Sea u’” = 5t — 1, entonces t = ;sit — 0 entonces u — —1, asi

WAt —1+1 VUt +1
hm— hm—

t—0 3t u——1 3. %

5(u+1)
im ———~
u——13(u” + 1)

S5(uA+1y

_ulggliiw(uﬁ—u5—|—u4—u3+u2—u—|—1)
= lim L

u——13(ub —ud +ut —ud +u? —u+1)
95 5

3.7 21

Limites trigonométricos

Para evaluar los limites con forma 0 que involucren funciones trigonométricas se utilizan dos

resultados importantes:

1 —
lfm — 1l lim L=< _
z—0 €T z—0 a5

sen(z)

Para verificar el primero se necesita hacer una construccién geométrica y aplicar el Teorema del
Emparedado o del Encaje, que se enuncia a continuacion.

,—[Teorema 4. Teorema del emparedado}

Si f, g y h son funciones tales que

alrededor del punto x = a y ademas

lim f(z) = L = lim h(z)

r—a r—a

entonces
lim g(z) = L

r—a
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Este Teorema también sera util mas adelante cuando se estudien los limites al infinito.

sen(z) —1en

Posteriormente se estudiara el Teorema de L’Hopital, que permitird verificar que h’r%
xr— €T

un solo paso, por el momento, se tiene que realizar la construccién siguiente.

Considere un circulo de radio uno centrado en el origen,
tal como se muestra en la figura, en donde se define el
angulo x y se forman los triangulos ABD y ACE.

Se nota claramente que el area del triangulo ABD es - C
menor que el drea del sector circular centrado en A y
definido entre B y E, el cual a su vez es menor que el
area del triangulo ACFE. tan x
Se cumple ademas que la longitud de los segmentos
AB 'y AF es uno pues son radios del circulo. T
Aplicando reglas de trigonometria en el tridngulo ABD Al cosz p E
se obtiene que el cateto opuesto mide senx y el cateto

adyacente mide cos x.

Ahora al aplicar semejanza de triangulos con AABD y

ANACE se obtiene que C'E tiene una longitud de tan z.

Asi, asumiendo el caso en que x > 0 en el primer -1
cuadrante donde todas las funciones trigonométricas

son positivas se cumple que:

senx

Area AABD < Area del sector circularABE < Area AACE

senrcosr _ T sen
it gt
2

-~
2 2cosx
SEN L CosST < r <

senx

cos T
T 1
CosST < <

~
senr  Cosx
1 sen x
>

= = COST
Ccos T

senx

T
lim > lim > lim cosz
z—0t COS T z—0t X z—0t

. senx
1> lim >1
z—0t x

R

sen
=1

Por lo que, al utilizar el teorema 4 se cumple que h'm+
z—0 X

De una forma similar se procede cuando z < 0.

El segundo resultado es mas sencillo de probar:

1—cosx , 1—cosxz 1+cosz
—— = lim

z—0 T z—0 T 1+ coszx
1 —cos?zx
m —_—
20 (1 + cosz)x
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sen x sen x
= lim .
z>0 x  (1+cosx)

Nota: Este proceso de multiplicar por el conjugado de 1 — cosx es aplicable en muchos ejemplos
donde aparece dicha expresion.

Ejemplo 41.}

sen (bu
Determine el valor de h’r% (5u)
uU—> u

0
Se tiene la forma o Se va a hacer el cambio de variable:
Sea t = 5u, si u — 0 entonces t — 0, asi

L 50 (5u) i sent

u—0 Su t—0 ¢
=1
Nota: En general lim M =1
f-o  f(x)
Ejemplo 42.]
1 _
Determine el valor de lim ﬂ
=0 sen(x)
) 0
Se tiene la forma ik
1— 1—cos(x)
i L= o08(@) _
=0 sen(x) 70 sen(x)
0
1
=0
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Ejemplo 43.}

2
Determine el valor de lim sen(2z)
x—0 5{E
: 0
Se tiene la forma o
" sen(2z) 1 I 2sen(2x)
1 _— - = — . 1 - >~ 7
z—0  bx 5 x—0 2z
2 I sen(2x)
= — -1
5 -0 2z
2
—_ — . ]_
5
2
5
Ejemplo 44.}
Determine el valor de HH(I) 2% - cse(27) - cot(22)
: 0
Se tiene la forma ik
x? cos(2z)

;2 Y
glﬁliI(l)l’ cse(2x) - cot(2x) = glgli% sen(22) sen(22)

B 42% cos(2)

z—0 4 sen(2z) sen(2z)
Y 2x 2x
~ 4450 sen(2z)  sen(2z)

- cos(2x)

] =

2.2.3. Forma indeterminada % (limites infinitos y asintotas verticales)

Ejemplo 45.]

1
Mediante una tabla, investigue el comportamiento de h’r% —
x—0

. 1 . . . . .
Observe que se tiene la forma 0’ para investigar el comportamiento de la funcién se puede realizar

una tabla:

z | 03 [-01]-0.01 | -0.001 [0] 0001 | 0.01 |0.1]| 03
f(z) | 11.11 | 100 | 10000 | 1000000 | ? | 1000000 | 10000 | 100 | 11.11
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200, 5
T T f crece infinitamente
15
Por lo que se conjetura que
10
L1
lim — = +oo
x—0 1'2
5
15 -1  —05 " 05 1 1.5

"2 tiende a 0

f

En este ejemplo se observa que la funcién crece sin limite conforme x se aproxima a 0, para denotar

este comportamiento se escribe
1

lim — = +oo
x—0 1‘2

Esto no significa que el limite exista, sino que expresa la forma en que no existe, asi:

e lim f(z) = +oo significa que la funcién f(z) toma valores arbitrariamente grandes (tanto

r—a

como se quiera) conforme x se aproxima a a.

e lim f(z) = -oo significa que la funcién f(z) toma valores arbitrariamente grandes negativos

r—ra

(tanto como se quiera) conforme z se aproxima a a.

También se pueden definir los limites laterales que tiendan a infinito de una manera similar, de
manera grafica:
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En estos casos se dice que x = a es una asintota vertical de la funcion.

Definiciéon 6.]

Si lim f(z) = oo, entonces la recta z = a es una asintota vertical de la funcién.
r—a

Asi, se tiene que si k es una constante distinta de cero, entonces:

— — T+
0

Para saber si el infinito es positivo o negativo se debe encontrar “el signo” de 0 y se utiliza la regla
de signos comun para la division.

Ejemplo 46.]

2x
Determine el valor de lim
2= L — 2

4
Observe que se tiene la forma o
Siz—>2 — 1r<2 = 1-2<0 = 12-2->0".

4
La forma ahora es F (0— — ‘oo)

2z
Por lo tanto, lim = ~00.

z—2- T — 2

Ejemplo 47.}

-2
Determine el valor de 1lim
rz—>—1t T + 1

Observe que se tiene la forma %

Siz—» -1t —m 2>-1 —= 24+1>0 = x+1—0".
—2

La forma ahora es F (0—+ — 'oo>

-2
Por lo tanto, lim = -00
z>—1t T+ 1

Ejemplo 48.}

Determine el valor de lim
33 —

Este limite se tiene que hacer calculando los limites laterales:
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, 1
s lim
53— 3 — &

1
Six—3 —= 12<3 = 3—-22>0 = 3—x—>0+:F<——>+oo)

0+
Por lo tanto, lim = +00
r—3~ — X
1
s lim
=3+ 3 —x

1
-3 = 1r>3 = 3-1r<0) = 3—:1:—>0:F(0—_—>-oo)

Por lo tanto, lim = -0
-3t 3 —x
z. 1 e 7’ .
Y como lim £ lim , se concluye que lim no existe.
-3~ 90— T -3t O — T 33— T

Ejemplo 49.}

Determine el valor de lim ———
z—2 (JI — 2)2

En algunos casos, como este, no es necesario analizar los limites laterales, pues se sabe que un
nimero distinto de cero, elevado al cuadrado, siempre es positivo, es decir:

Siz—>0 = (z—2)?>0 = (z—2)?>0"

1
Por lo que el limite tiene la forma F <O—+ = +oo)

Se concluye que lim +00

=2 (3 —2)2

2.2.4. Formas indeterminadas £, 2 oo — o (limites al infinito y asintotas

07 om0’
horizontales)

Ejemplo 50.}

2
Realice una tabla para observar el comportamiento de la funcién f(z) = — cuando = toma

D
valores grandes.
x | 10 | 100 | 1000 | 10000 | +oo
f(z) ] 0.02 | 0.0002 | 0.000002 | 0.00000002 | ?
Por lo que la conjetura es que lim — = 0. T

r—too .172

2
Nota: Observe que la forma de este limite es =
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Ejemplo 51.]

1— 3z2

Realice una tabla para observar el comportamiento de la funcién f(z) = TZ cuando x
x

toma valores grandes.

z | 10 | 100 | 1000 | +oo
f(z) | -2.93 | -2.9993 | -2.999993 ‘ ?
1— 322
Por lo que la conjetura es que lim St —3. T

zotoo T2+ 2

o0
Nota: Observe que la forma de este limite es —.
o0

Para estos casos se tiene que:

» lim f(x) = L significa que la funcién se aproxima tanto como se quiera a L conforme z
z—too

toma valores cada vez mayores.
» lim f(z) = L significa que la funcién se aproxima tanto como se quiera a L conforme z toma
r—" 00

valores cada vez mayores negativos.

Graficamente se tienen las siguientes posibilidades:

~ Yy Yy
2 '\
g
=L f(x)
21l
a1 ~
< <
D) <
% £
= eyl
—
Q‘T
9]
/ ’
wn
x S~ x
r aumenta hac1a [ee] r aumenta hama o r aumenta hacm o0

En estos casos lim f(z) = L, aqui se dice que y = L es una asintota horizontal.

z—too

Y
3
;é

J-g Aqui lim f(x) = L, y = L es una asintota horizontal.

o r—"00

E T 4
]
n
Ty
T

x se dirige hacia —
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Definicién 7. Asintota horizontal}

Si lim f(x) = L, entonces y = L es una asintota horizontal de la funcién.
r—0

En el primer ejemplo se observa que si una constante se divide cada vez por valores mayores, el
resultado es cada vez mas pequenio (tendiendo a cero), es decir, se tiene el resultado

k

250

o0
En el segundo ejemplo se tenia la forma o esta forma puede dar cualquier valor como resultado y

para calcular un limite con esta forma se debe realizar trabajo algebraico previo que la elimine.

Si el limite que se calcula es una divisién de polinomios entonces, por lo general, funciona “sacar a
factor comun” la variable de mayor grado tanto en el numerador como en el denominador.

Ejemplo 52.]

1 — 3x2
Determine el valor de lim ————
ot T2 4+ 2

. 1— 322 . =322 +1
hm —_— = hm —_—

r—+0o .CEQ + 2 z—to0o I’z + 2

2 (—3 + z%)

o (14 3)

(-

= lim ———%
z—to0o
<1+ )

— -3

Propiedades del infinito

Estas son algunas propiedades del infinito que nos pueden ayudar al calcular limites (aqui se hace
un abuso del lenguaje al hablar simplemente del infinito, cuando lo correcto seria tomar limites que
tiendan a infinito, nos valemos de este recurso para mejorar la comprensién), en todos los casos se
toma a ¢ como constante real.

1. 00 + ¢ = +o© 5. ¢-~00 =-00, ¢ > 0.
2. -0+c¢c=-0 6. c--00 = +o0, c < 0.
3. ¢-+oo =+, ¢ > 0. 7. +00 + +00 = +00

4. ¢c-+o0 =-00, c < 0. 8. “00 + 00 = "0
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9. +00 - +00 = +0 11. ~00 --00 = +0

10. -00 - +00 = +00 - ~00 = ~O

Nota: La forma +oo0 — +00 es una forma indeterminada que puede dar cualquier valor, para calcular
un limite con esta forma se debe primero realizar trabajo algebraico para eliminarla.

Ejemplo 53.]

2
. , T+ 2rx+1
Determine el valor de llm ————
Tr—" 00 x3 + 3

) o0
Se tiene la forma —
o0

2+ 2041 i $2(1+2+%)
lim = lim r T
T—"00 3 +3 PG (1 + :c%)
1+24 4
= lim ( T 322)
z—>"0 & (1 + p=:3
Q+%~%- ) 14040 1
En este caso se tiene la forma F ® (3°O>2 = (_004_(1 :O)) - — 0
s (1 + <-oo>3)
242 1
Por lo tanto lim vy =0 T
r—"00 1'3 + 3
Ejemplo 54.}
22° +x + 2

Determine el valor de lim
r—To0o 3r—1

) o0
Se tiene la forma —
o0

En este caso se tiene la forma F = = = +00

212 2
Por lo tanto lim artrte
z—To0o 3r—1
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Ejemplo 55.]

3x3 +1
Determine el valor de llm ——m————
z—+oo 203 + 222 + 1

] o0
Se tiene la forma —
o0

323 + 1 ) ® (3+ %)
lIlm —————— = 1lim 5 z -
oot 203 + 202 + & aotoo 283 (24—;"‘?)
3+
= lim T
3+ s 340 3
En este caso se tiene la forma F' 5 (+oo)31 = ==
24+ %t 21040 2
3
1
Por lo tanto lim Sx——i— = § t

oot 203 + 222+ 2
Notas:
= Observe que en los tres ejemplos anteriores se hubiera obtenido el mismo resultado tomando

los monomios de mayor grado del numerador y el denominador, este resultado es vélido y se
puede utilizar, asi:

L 4241 . a2 1
e lm ———— = 1lim — = lim — =0
Tr—" 0 x3 + 3 Tr—" 00 SL’3 rz—"00 L
202 + 1 + 2 . 222 2x
e lim = lim — = lim — =+
r—1oo 3r—1 z—Too 3X ot 3
) 322 + 1 . 38 3 3
e lm —— = lim — = lim - ==
z— oo 2[13'3 + 233'2 +x r—tTo0o 21‘3 z—to0 2 2

» Cuando se calcula un limite (de cualquier forma), una vez que se evalia el limite se debe
evaluar en toda la expresion de una vez, no es valido evaluar “por pedazos” porque entonces
un limite podria dar cualquier cosa, se tomard como ejemplo el ultimo ejemplo anterior:

0
4 1
3 x ]?‘i‘x—zl
3z° +1 ,

m o= lim 0
zotoo 203 + 222+ z—otw 0 )
.T4 + 2 + CC_3
4(1
R x (x4)
= lim i
et 2t (35)
1
= lim —
r—too T
=0

3
cuando en realidad ya se vio que este limite da 5
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Ejemplo 56.]

Determine el valor de lim
z—otoo 20— 1

] o0
Se tiene la forma —
o0

2 (14 3)
1 = lim
z—>taw 20 — z—>to I ( — %)
[y (1+ )
= lim ———— Si  — +o0 entonces |z| =z
et a2 7)
o (1 + m%)
IR
(1+7)
= lim

Se recalca que, en este caso,  — +00, entonces se estd interesado en los valores positivos (y muy
grandes), por lo que |z| = z.

Ejemplo 57.}

242
Determine el valor de lim vE e
x—"00 21’ - 1

) o0
Se tiene la forma —
o0

2] (1 + )
= lim ———— Si z — -0 entonces || = —x
e
—zq/(1+ %)
= lim
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Contrario al ejemplo anterior, en este caso r — -0, es decir, se estd interesado en los valores

negativos, por tanto |z| = —z.

Ejemplo 58.}

Determine el valor de lim (va? + 1 — x)

z—too

Se tiene la forma oo — oo, en este caso se debe racionalizar.

~—

2+1
lim (Va2 +1—2) = lim (\/;1;2-1-1_3;).(%4_—”

Z—too z—+oo (V2 + 14z

24+ 1—2x2

~—

= lim

et /22 + 142

. . 1 _ 1 _ 1 _ 1 _
De aqui se obtiene la forma F <\/(+oo)2+l++oo = Fortw  Fo+to - Fo O)

Por lo tanto, lim (Va2 + 1 —x) = 0.

z—too

Ejemplo 59.}
Determine el valor de lim (V% + z — z)

z—tw

Se tiene la forma oo — 00, en este caso se debe racionalizar.

~—

. TN 1 s oy WPt ata
ocl—l>r‘l"100( S :L‘)_xl—lgloo( S fL’) (\/er:c

~—

; 22 4+ x — 22
= lim —
e—to 22+ + o
x o0
o P ()
st/ 12 + o+ o0
) x
= hrB
N (14 ) e
x
= lim

zfoo || (1 + i) +x
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T
= lim
x_’+oox4/(1+%)+x
i z
= lim
“”_’+°°93(4/(1+%)+1)
= lim !
z—to0
(H ;j r1
1
2

I

Existen algunos casos de limites al infinito con expresiones trigonométricas que se resuelven
utilizando el Teorema del Emparedado (Teorema 4).

Ejemplo 60.}

. , r +senx
Determine el valor de lim ———
r—tToo T

Se sabe que

—1l<senr <l —m z—-1<zx+senx<x+1 Se suma z.

z—1 r+senxr x+1
- < < xr — +00, entonces x > 0.
T T T

-1 , T +senx . x+1
lim < lim — < lim
z—>too X r—too T r—>too X

T+ senx

l

1< lim
z—Too xXr

l

, Tr+senx
lim —— =1.
z—too T

Ejemplo 61.}

. 2+ coszx
Determine el valor de lim ——

x—" 00 x

Se sabe que

1<2+cosz <3 Se suma 2.
1 2+ cosx 3
_ >
T T

z — =
T
o1 . 2+ cosx o3
Im — > llm —— > lim —
z—"w T T—" 00 T rz—"oo L
,  24cosx
= 0= llm — =0
xr—" 00 T

—1<cosr <]l =

= x — 00, entonces x < 0.

!

2+ cosx

r—" 00 x
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2.2.5. Funciéon Exponencial y Funcién Logaritmica

A continuacién se muestran las gréaficas de la funciéon exponencial y la funcién logaritmica y, a
partir de ellas, se observaran algunas de sus propiedades.

Funcién Exponencial (a")

m Sia>1
y De aqui:
o lim a*" =0
r—" 00
o lim & =+
r—too
o lim a* =1

z—0~

/ f(z) =a” o lima* =17
T z—0t

o lima* =1

z—0

m Si0<a<1

y De aqui:
e lim a* =+
T—" 00
o lim a* =0
r—1To0o

e lima®* =17

r—0~

I % o lim a" =1"
x—07+

o lima* =1

z—0
Funcién Logaritmica (log, z)
» Sia>1
)
r) = log,x
f(@) I De aqui:
o lim log,x =+
z—too
T e lim log,x = -0
xz—07t

1 e lim log,z =0"

z—1+t
e lim log,z =0~

r—1-
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n Si0<a<1

De aqui:

e lim log,x = -0
z—too

T e lim log,z = +o0
x—0+

e lim log,z =0~
z—1+t

e lim log,z=0"

r—1-

—

f(z) =logax

Al tener en cuenta estos resultados se pueden calcular limites que presenten estas funciones.

Ejemplo 62.}

Determine el valor de lim 2ﬁ

r—3

Se tiene la forma F (2%), se deben calcular los limites laterales.

, 1
s lim 23-=

r—3"
Siz—>3 —= <3 = 3—-2>0 = 3—z—-0"
AsiF(2o% =92 =+oo)
oL lim 257 = +o0
r—3~

1
s lim 232,
z—3+

Sig—>3" —= >3 —= 3—2r<0 = 3—z—>0"
AsfF(zo% :2‘@:0)

, _1
Joolim 23— =0
z—3t

Como lim 23— % lim 23—+ entonces lim 23—+ no existe.
T—3~ r—37+ z—3

Ejemplo 63.}

1\ =42
Determine el valor de lim <—>

r—>—2 2

0

Se tiene la forma F' <(%) >, se deben calcular los limites laterales.
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1\ =
= lim (—)
r—>—2" 2

Sig—>—-27 —m 1r<—-2 = 124+2<0 = 2+2—-0"

() -6) )

Sizx—> 2" = 2>-2 = r4+2>0 = r+2—-0"

-2 -
1\ o+ 1\ *
Asi F ((—)0 = (—) = +oo>
2 2
N\ s
. lim (—) = +00
r——21 2

1\ 72 1 72 1) 72
Por lo tanto, como lim (5) £+ lim (5) entonces se concluye que h’m2 (5) no

r—>—2" r——2+
existe.

Ejemplo 64.}

2
Determine el valor de lim x——i—3
x—2 ln(5 = 233)

Se tiene la forma F' (ﬁ = %), se deben calcular los limites laterales.

, 2x + 3
» lfim ————
e—2- In(5 — 2x)

Sizg—>2 = <2 =— —2r>-4 =—5—-2r>1 = 5—2r—>1"

i (1n<71+> 5 - “O)

o 20+ 3
Jolim ———— = 40
e—2- In(5 — 2x)
, 2¢ + 3
s lim

e—2+ In(b — 2x)

Sig—>2"T —= r>2 — 2r<—4 = 5—-2x<1 = 5—220—>1"

, T T
ASIF(W—O—— OO)

o 2x + 3
. hm I ea——
rz—2t 1H(5 — 2.%’)
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2x + 3 , 2x + 3 2x + 3

Por lo tanto, como xlin;l_ m Mmoo s (5= 22) entonces se concluye que igr% o 22 (5= 22) no
existe.
Ejemplo 65.}
T+ 2

Determine el valor de lim e
z==1 (In(2x + 3))

) —1+2 1 1 1

Se tiene la forma F 5 = 5 = — = — = +00
(In(2- -1+ 3)) (In(1)) (0) 0+
o T+ 2
lim =+
e==1 (In(2z + 3))

Nota: En este caso no se necesito calcular los limites laterales ya que si se acerca a 0 por la derecha
o por la izquierda se cumple que (0)? = 07, T

,—[Ejemplo 66.} \

Utilice la grafica de la funcién f para determinar el valor (si existe) de los limites siguientes

\ J

Solucidn:
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1. Para lim f(z) se toman los valores de = hacia -co (hacia la izquierda al inicio de la gréfica) y
T—" 0
se nota que la funcién sigue hacia arriba, es decir, sigue aumentando infinitamente en el eje y.

Por lo que lim f(z) = +o0.
T—" 00
2. Para lim (x) se toman los valores de = hacia +oo (hacia la derecha al final de la gréfica) y
Tr—>T0
se nota que la funcién se aproxima a la asintota horizontal y = 3.

Por lo que lim f(z) =3.

T—>T00
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3. Para lim f(z), si la 2 se aproxima a 2 desde la izquierda, entonces la funcién en y se va

r——2"

aproximando a —1.

Por lo que lim f(z) = —1.

r—>—2"
4. Para lim f(x), sila z se aproxima a 2 desde la derecha, entonces la funcién en y se va
r——2+

aproximando a 2.

Por lo que lim f(z) = 2.

z——2%

5. Como lim f(x) + lm | f(z) entonces Hme(x) no existe.
r—>—2" z——2 T——
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6. Para HII(I) f(z), si la z se aproxima a 0 por ambos lados, entonces la funcién en y se va
T—>

aproximando a 1.

Por lo que h’ng) f(z) =1.

7. Para lim f(x), si la x se aproxima a 1 por ambos lados, entonces la funcién en y se va hacia
rz—1

Q0.

Por lo que lirr% f(z) =-c0.
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f—[Ejemplo 67.] N
Utilice la grafica de la funcién f para determinar el valor (si existe) de los limites siguientes

f(x)

Ot = W N =
B
s
—~
8

- J

Solucién:

1. Para lim f(x) se toman los valores de x hacia -oo (hacia la izquierda al inicio de la grafica)
T—" 00
y se nota que la funcién se aproxima a la asintota horizontal y = 2.

Por lo que lim f(x) = 2.

T—" 00
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2. Para lim f (x) se toman los valores de = hacia +oo (hacia la derecha al final de la grafica) y
Tr—T00

se nota que la funcién se aproxima a la asintota horizontal y = 4.

Por lo que h'rP flz) =4

T—>T00
3. Para h’m1 f(z) se toman los valores de x que se aproximen a —1 por ambos lados y se nota
T——

que la funcion va creciendo infinitamente en y, es decir, que f — +o0.

f(z)

Por lo que h’r£11 f(z) = +o0.
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4. Para lim f(z) se toman los valores de = que se aproximen a 2 por la izquierda y se nota que

r—2~

la funcién tiende hacia -oo.

Por lo que lim f(z) = -co.

r—2~

5. Para lim+ f(z) se toman los valores de x que se aproximen a 2 por la derecha y se nota que
r—2

la funcion crece infinitamente, es decir, que f — +o0.

Por lo que lim f(x) = +o0.

z—27F
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f—[Ejemplo 68.] N
Realice una posible grafica para la funcién f de forma que se cumplan, de manera simultanea,
las siguientes condiciones:

1. Df =R —{-1} 5. lim f(z) =3
r—" 00
2. lim f(x) = f(0) = —2 6. lim f(z)=-o0
z—0 z—towo
3. f(1)=1 7. miirg_f(:y):mo
4. ll'rri flz)=3 8. HI_I]l+ f(z) =-©
Solucion:
Lo primero que se recomienda es poner los puntos fijos de la funcién, en este caso f(1) = 1, f(0) = —2.

También las asintotas horizontales y verticales, como se indica que lim f(z) = 3, entonces la recta
r—"00
y = 3 es asintota horizontal en -c0. Como lim f(z) = +c0y lm f(z) = -oo0 entonces la recta
rz——1" r——1

r = —1 es asintota vertical de la funcion.

—2 e

Para las asintotas se va a marcar la manera en que se debe comportar la funcién en sus alrededores,
por ejemplo, para la asintota vertical en —1 se debe cumplir, que al acercarse por la izquierda, la
funcién debe tender a +oo, por la derecha debe tender a -oo.

Por otra parte, para la asintota horizontal la funcién se debe aproximar a ella conforme z tiende
hacia —-00, sin embargo, se podria aproximar desde arriba, abajo, oscilando o constante, inicialmente
se pondra por arriba.

Por tdltimo, a ambos lados de x = 0, la funcion se debe aproximar a —2, pues h'r% flzr) =-2,a

ambos lados de x = 1, la funcién debe aproximarse a 3 ya que h’rq f(z) = 3 y cuando z tiende a
Tr—>



Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 61

-o0, la funcién debe tender a -0 para que cumpla la condicién lim f(x) = -oo.

z—too
7 Y
o4

Ahora sélo falta unir las lineas para que se cumple el dominio Dy = R — {—1}, se presenta una
posible solucion, ya que se podria hacer de muchas formas.
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f—[Ejemplo 69.] N
Realice una posible grafica para la funcién f de forma que se cumplan, de manera simultanea,
las siguientes condiciones:

1. Dy =R — {2} 5. Vo >3,-1< f(z) <1

2. lim f(z)=-o

3 x;;— s 6. xlirfoof@) no existe
o2+

4. acll)n_llf(x) = +a0 7. xlilpoof(x) = -2

\ J

Siguiendo un proceso similar al anterior, primero se dibujan las asintotas, en este caso hay verticales
enx =2y x=—1, ademas se tiene a y = —2 como asintota horizontal en -co. Para este ejemplo
no se indica ningin punto fijo.

1 1 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘
4 -3 -2 -1 12 3 4

Se marca el comportamiento en las asintotas y para Hm+ f(z) = 3, por la derecha del 2 se debe
z—2

aproximar a 3.

La condicién lim f(x) no existe, se puede cumplir de muchas formas, una opcién es que tienda a
z—Too

-o0 0 +o0 (recuerde que si un limite da oo entonces el limite no existe). Sin embargo, con respecto
aVe > 3,—1 < f(z) < 1, lo que indica es que la funcién sélo puede estar entre —1 y 1, desde
x = 3 en adelante, asi, el limite no debe existir y la funcién debe estar entre —1 y 1, asi que lo més
sencillo es hacer un funcién que oscile (tal como se comportan seno o coseno).
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R — {2}, se muestra una posible

Por tltimo, se unen las lineas y se hace que calce el dominio Dy

solucién.

ANVANY/




Capitulo 3

Continuidad

De manera intuitiva, una funcién es continua si no presenta “brincos”, ni “cortes” o “huecos”. Otra
definicién que es muy comun de utilizar de manera informal es: una funcién es continua si su gréfica
puede ser trazada sin tener que levantar el lapiz.

Estas definiciones se pueden utilizar de manera intuitiva, sin embargo, con los limites ahora se
tienen las herramientas necesarias para definir mejor esta idea.

Para que una funcién sea continua en un punto x = a se debe cumplir que tanto por la izquierda
como por la derecha la funcién se vaya aproximando a f(a).

Definicién 8. Continuidad |

Una funcién f es continua en un nimero a si

lim f(z) = f(a)

r—ra

Esta definicion requiere que se cumplan tres
cosas:

1. f(a) existe

2. lim f(z) existe

r—a

3. lim (x) = f(o)

ﬁ a <«
z tiende a a

64
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f—[Deﬁnicién 9. Continuidad lateral}

Una funcién f es continua desde la derecha en x = a si

lim f(z) = f(a)

rz—at

y f es continua desde la izquierda en x = a si

lim f(z) = f(a)

Tr—a

\. J

r—[Deﬁnicién 10. Continuidad en un intervalo}

Una funcién f es continua en un intervalo si es continua en todo nimero de ese intervalo (en
los extremos se entiende que es continua por la derecha o por la izquierda segin corresponda).

r—[Deﬁnicién 11. Discontinuidad evitable e inevitable]

Si una funcién es discontinua en x = a entonces se dan las siguientes definiciones.

» Si lim f(x) existe, entonces se dice que f posee una discontinuidad evitable en = = a.
T—a

» Si lim f(x)y lim+ f(z) existen, pero lim f(x) no existe (los limites laterales dan como
r—a— r—a T—a
resultado ntimero reales distintos), entonces se dice que f posee una discontinuidad
inevitable de salto finito.
» Si lim f(z) no existe pues uno de los limites laterales (o ambos) dieron oo, entonces se
r—a

dice que f posee una discontinuidad inevitable de salto infinito.

\. J

~ Teorema 5.

Si f y g son funciones continuas en x = a y ¢ es una constante, entonces las funciones
siguientes también son continuas en x = a

1. f+yg 4. f-g
2. f—g
3. C.f 5' 57 Si g(a/)4:0

Recuerde que en los limites la primer técnica que se vio fue la sustitucién directa, en ésta se dieron
varias propiedades en las que se cumplia que lim f(z) = f(a), de estas propiedades se obtiene el
r—a

siguiente teorema.
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~ Teorema 6.

Los tipos siguientes de funciones son continuas en todo su dominio:

1. Polinomios 5. Trigonométricas inversas
2. Racionales

3. Raices

6. Exponenciales

4. Trigonométricas 7. Logaritmicas

. J

Asi, basicamente con este tipo de funciones, para determinar donde son continuas tan solo se debe
obtener el dominio e indicarlo en intervalos.

Ejemplo 70.}

Indique el o los intervalos en donde es continua la funcién f(x) =

vz + 2 tiene como dominio x > —2

In(x — 1) tiene como dominio z > 1

In(x —1)=0siz +2

El dominio de la funcién es Dy :|1, +oo[—2
". f(z) es continua en |1,2[ y ]2, +oo].

A continuacion se muestra la grafica de la funcién, donde se puede corroborar el resultado obtenido,
se tiene una asintota vertical en x = 2 y, por lo tanto, en © = 2 se tiene una discontinuidad
inevitable de salto infinito.
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Ejemplo 71.}

V1—122

Indique el o los intervalos en donde es continua la funcién f(x) =

v/1 — 22 tiene como dominio [—1, 1]

1
2x—1:|:()sia::|:§

1
El dominio de la funcién es Dy = [—1,1] — {5}

1 1
". f(x) es continua en l—l, 5[ y ]5, 1]

De igual forma, se muestra la grafica de la funciéon para corroborar el resultado, esta funcién

presenta una asintota vertical en z = 2 en este valor también se tendria una discontinuidad

inevitable de salto infinito.

,—[Ejemplo 72.} \

Para la funcion f dada, determine si es continua en todos los niimeros reales.

f(x: 2 4+1 si <0

\ J

) {x—i—l si =0

En esta funcion, el polinomio z + 1 tiene a R como dominio, por lo que siempre es continuo en R vy,
por supuesto, si es continuo en el intervalo |0, +oo|. No se puede asegurar que sea continuo en x = 0
pues para continuidad en un punto se deben analizar por ambos lados

El polinomio 22 + 1 tiene a IR como dominio, por lo que también es continuo en R y, por supuesto,
si es continuo en el intervalo |-oo, 0].
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Sélo falta analizar la continuidad en = = 0, se debe cumplir que:

lim f(z) = £(0) = lim f(a)
z—0~ z—0t
— lim (2 +1) =0+ 1 = lim (v +1)
z—0~ z—0
— 1=1=1
Por lo que la funciéon dada si es continua para todo nimero real.

Se muestra la grafica de esta funcion, donde se puede observar que los trozos se unen de manera
continua.

,—[Ejemplo 73.} \
Para la funcién f dada, determine si es continua en todos los niimeros reales.

z2+2—2 2
{ g si o x£1

1 si x=1

fx) =

2
-2
El dominio del trozo “—xl es R — {1}, por lo que es continua en los intervalos |-co, 1[ y |1, +oo].
'I j—

Sélo falta verificar la continuidad para z = 1. Se debe cumplir:

) ? P tr—2
tin flo) = f(1) =l ——— =1
. h,m(a:—|—2)(x—1) 2
r—1 1’—1

— lm(z+2) =1

rz—1
". f(z) no es continua en x = 1y, por lo tanto, no es continua en todos los nimeros reales.

Se muestra la grafica de la funcién para corroborar que no es continua en z = 1, como el limite
existe, pero no hay continuidad, entonces es una discontinuidad evitable.
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,—[Ejemplo 74.} \
Para la funcion f dada, determine si es continua en x = 2.

2_ . .
=22 o r>2

=2
flz)y=1< 3 si x=2
-l s z<2

Note que en este ejemplo sélo se pide determinar si la funcién es continua en x = 2, por lo que no
importa si la funcién es continua o no en los deméas puntos, se debe cumplir:

? 2:{3‘—1? ? $2—$—2
1i Ly L i 1i =3=1
Jim f(@) = /2) = lim o) =l 2 R
— 3<3< lm (z+1)
r—2—
= 3=3=3

". f(x) es continua en x = 2.

Observe la gréfica donde se nota que la funcién es continua en x = 2 (no importa que no sea
continua en x = 1 pues ese punto no interesa para el ejercicio).

a0
377 I

2,,
\ :
‘ ‘ ‘
—4 -3 —2 -1 1 2 3 4
—1 + |
-2
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f—[Ejemplo 75.}

Para la funcién f dada, determine si es continua en todos los niimeros reales.

224223

= si < —3
flx) =< 2(x+1) si —-3<x<0
3+2 o
= si x>0
: ooat 420 =3 - .
El primer trozo de la funcion —————— tiene a R — {—3} como dominio, por lo que es continua

x+3
en |-oo, —3|.

El segundo trozo es un polinomio de dominio R por lo que es continuo en todos los nimeros reales
y, por supuesto, es continuo en | — 3,0][.

3
: x° +2x . . ) :
El dltimo trozo es ———, que tiene como dominio R — {0}, por lo que si es continua en |0, +oo|.
x

Ahora se debe verificar que los distintos trozos se unen de forma continua, es decir, que es continua
enx=-3yxz=0.

1. Enz = -3
24223 5 ?
If Zop=3) L i m 2T T2 2o 3412 m 20z 41
Am f@ 28 = i f@) = lim g S22 lim 2w+ )
— lim (x—l);—ll;—ll
r——3"
= —4=-4=-4
2.Enx=0
lm f(2) 2 F(0) % lim f(z) — lm 2@ +1) 220+ 1) 2 i St 2
11m ) = = 111m X 1m T = = 11um ————-
z—0— z—0t rz—0— rz—0Tt xT
— 2=2= lim (2” +2)
x—0
= 2=2=2

". f(z) es continua para todo nimero real.

Note en la gréfica como los trozos se unen de forma continua.
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,—[Ejemplo 76.} \
Determine el o los valores de a (si es posible) de modo que f(z) se continua, en donde

ar?+1 si x>1
3ax si rx<1

\ J

En este ejemplo se debe encontrar el o los valores de la constante a de forma que f sea continua en
R

Note que los dos trozos son polinomios, por lo que su dominio es R y, por lo tanto, seran continuos
en su intervalo correspondiente.

Asi, la funcion serfa continua en R si los dos trozos se unen bien en x = 1, para ello se debe cumplir:

lim f(z) = f(1) = lim f(z) = lim 3axr = 3a = lim (az® + 1)

r—1— r—1t r—1— r—1t
= 3a=3a=a+1
i 1
Deaqui3a=a+1 = a=§

1
". f(z) es continua si a = 3

Se muestra la gréafica resultante con este valor de a.
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Este es el inico valor para el cual la funcién es continua, como ejemplo, se muestran ademas las
graficas de f para otros valores de a.

y y
a=-1 31 a=1 31
2 2
1 A4
T ‘ T
-2 1 1 2 3 -2 -1 1 2 3
-1+ —
-2 -2
-3 f(x) =31 f(z)
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f—[Ejemplo 77.} N
Segtn la figura, jen cudles valores de x es f discontinua? ;Por qué? Indique el tipo de
discontinuidad.

e o f(z)

\ J

Es discontinua en:
» z =1 yaque f(1) no existe.

Como lim f(x) = 1 (existe, pues da un nimero real), entonces se tiene una discontinuidad
z—1

evitable,

» =3 yaque h’né f(z) no existe (da distinto por la izquierda y por la derecha).
z—

Como lim f(z)=-2y lim_f () = 2 entonces los limites laterales existen, pero dan distinto,
z—3

r—3~

por lo que es una discontinuidad inevitable de salto finito.
= x =5 yaque hrréf(a:) =1y f(5) =4, por lo que hnéf(m) + f(5).

Como h/rr% f(z) =1, es decir, existe, entonces la discontinuidad es evitable.
Tr—



Capitulo 4

Derivadas

4.1. El problema de la recta tangente

En esta seccién se dard una idea de lo que se entiende por una recta tangente a la funcién f(x) y el
problema que se trabajard es encontrar el criterio de dicha recta.

4.1.1. Idea intuitiva de recta tangente

Seguramente, el primer recuerdo que se tenga al hablar sobre rectas tangentes es en geometria,
donde se define que la recta tangente a un circulo es la que interseca al circulo en un punto.

Esta definicién es correcta en este contexto pero a veces se trata de utilizar también esta definicién
para funciones, sin embargo se tienen algunos inconvenientes. Veamos de manera grafica una funcion
con varias rectas tangentes en algunos de sus puntos.

74
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\

Si se alarga alguna de las rectas tangentes seguro intersecara a la funcién en otro punto. Se veran
ahora otras ideas que pueden resultar méas convenientes.

1. La recta tangente a una funciéon f(z) en un punto x = a es la recta que se obtiene al
“enderezar” la funcion en ese punto.

€T

\

2. Si se hacen acercamientos sucesivos a la funcién f(z) en los alrededores del punto z = a, si la

funcién tiende a convertirse en una recta, esta recta es la recta tangente a la funcién f(z) en
el punto = = a.

3. Si a partir del punto de tangencia se parte de manera recta en la direccién que lleva la funcion,
entonces la recta que se forma es la recta tangente a la funcién en el punto.
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4.1.2. EIl problema de la recta tangente

En este caso lo que se va a buscar es un procedimiento para encontrar la recta tangente a una
funcion f en z = a.

Hasta el momento sélo se conoce el procedimiento para encontrar el criterio de una recta si se
conocen dos puntos, al buscar primero la pendiente y luego la interseccion, el problema es que
en este caso jsélo se conoce un punto!. Sin embargo, en este problema también se encontrara la
pendiente primero y se hara acercandose a la tangente por medio de rectas secantes.

La pendiente de la recta secante P(Q estd dada por

f(z) = f(a)

M~ =
PQ r—a

Ahora, si se hace que el punto @) se aproxime a P (haciendo que x tienda a a) se logra que la
pendiente tienda al valor de la pendiente de la recta tangente. Asi

@ @)
T—a r—a

Una vez que se determina la pendiente se puede encontrar la intersecciéon con el procedimiento ya
conocido.

Esta pendiente de la recta tangente se conoce como la derivada de la funcién f(z) en el punto
x = a, es decir:

Ejemplo 78.}

Encuentre el criterio de la recta tangente a la parédbola f(z) = z? en el punto (1,1).

En este caso

RS (R (61

rx—1 x—l
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El criterio de la recta, hasta el momento, es y = 2z + b, al sustituir el punto (1,1) se obtiene
1=2-14b = b=-1

Por lo tanto, la recta tangente tiene por criterio y = 2z — 1.

Ejemplo 79.}

Determine el criterio de la recta tangente a la pardbola f(z) = 2> —z en x = —2.

En este caso

= lim
z—>—2 r+2
= -5
El criterio de la recta, hasta el momento, es y = —5z + b, al sustituir el punto (—2,6) se obtiene

6=—5-—2+4b — b=—4

Por lo tanto, la recta tangente tiene por criterio y = —bx — 4.

4.2. La derivada como funcion

Ya se sabe, de la seccién anterior, que la derivada de una funcién f en un punto a se define como

r—a Tr— Qa
Si se hace el cambio de variable h = z — a se obtiene

o) -t L0 1) = F(@)

h—0 h

Esta es otra definicion alternativa de derivada, ambas son equivalentes.

Ahora, si se usa esta tltima férmula para encontrar la derivada de una funcién f(z) en un punto
cualquiera (z, f(z)) se tendria:
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[+ h) = f@)

/ p—

Fe) =l =

Nota: Si y = f(z) es una funcién entonces las siguientes notaciones se utilizan para representar la
d d d

derivada: f'(z) =y’ = ﬁ = é = %f(x) = Df(x) = D,f(x)

Ejemplo 80.}

Si se tiene la funcién f(z) = 2* — z, determine una férmula para f’(x) utilizando la definicién
y utilice esta férmula para determinar f'(1), f'(—2), f'(10).

En este caso

, f@+h) — f(z)
) = Jim h
— tm (z+h)?*—(x+h)—2?+z
h—0 h
:h,m%+2xh+h2—x—h—,%+x
h—0 h
. KR2x+h—1)
_lllli%T
=2r—1

Asi, f'(x) = 22 — 1.
De aqui se obtiene facilmente que f'(1) =1, f'(=2) = =5, f'(10) = 19.

Ejemplo 81.}
Determine, utilizando la definicién, la derivada de f(z) = vz + 1.

flx+h) - f(x)

f'(z) = lim

h—0 h

o Vr+h+1l—vVr+1 Ve+h+14+Vz+1
= lim .

h—0 h Vr+h+1+yr+1

oy A1
=0 h (Vo +h+1+vz+1)
= lim A
=0 ff (Vo +h+ 1+ vz +1)
1

2vVr +1

1
Wr+1

Por lo tanto f'(z) =
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Ejemplo 82.]

Determine, utilizando la definicién, la derivada de f(x) = 2® + .

o) — 1 LED) =)

h—0

Ml (x+h)*+ (x+ h) — (2% +2)
h—0 h

_ limxg+3x2h+3xh2+h3+Z+h—zg—x
h—0 h

~ K(3z% + 3zh + h* + 1)
h—0 %

=322+ 1

Asi, f'(x) = 322 + 1.

,—[Ejemplo 83.} \

Dada la gréfica de la funcion f, realice la grafica de su derivada f’.

Yy

3 /()

N A B
-1+

\ J

Para resolver este ejercicio se debe analizar como si se trazara la pendiente de la recta tangente en
distintos puntos de la funcién y calcular la pendiente que tendrian.

Los puntos méas importantes son aquellos en donde se presenta una recta tangente horizontal
con pendiente cero, esto es en las cuspides o en las depresiones de la funcion, estas rectas y sus
correspondientes puntos se muestran en la grafica de la solucién en color verde.

Otros puntos importantes son aquellos en donde la pendiente de la recta tangente alcanza el valor
maximo o minimo, estos puntos se muestran en rojo en la grafica y més adelante se denominaran
puntos de inflexién. Al hacer un calculo del valor de la pendiente se puede ubicar qué tan alto o
bajo quedan dichos puntos y también analizar si en los extremos tiende a algiin infinito o a algin
valor.

Por dltimo, se unen estos puntos mediante una curva revisando que calce bien la pendiente de la
tangente con el valor aproximado que da en la grafica de la derivada.
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Note que donde la funcién crece, la derivada es positiva y donde la funcion decrece, la derivada es
negativa. También observe que donde la funcién tiene un minimo, la derivada pasa de negativa a
positiva y donde la funciéon presenta un maximo, la derivada pasa de positiva a negativa.

,—[Ejemplo 84.} \

Dada la gréfica de la funcién f, realice la grafica de su derivada f’.

Y

3 f(=)
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De igual forma, se tomaran los puntos mas importantes, es decir, aquellos en donde se presenta
una recta tangente horizontal con pendiente cero (se muestran en la gréfica de la solucién en color
verde) y los puntos en donde la pendiente de la recta tangente alcanza el valor maximo o minimo
(se muestran en rojo en la grafica).

y
3+ f(z)

,—[Ejemplo 85.} \

Dada la gréfica de la derivada de una funcién (f'), realice la gréifica de la funcién original (f).

Y

30 f'(x)

NS B
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En este caso el procedimiento es el inverso al de los ejemplos anteriores, ahora se nos presenta
la gréafica de la derivada, por lo que cada punto indica el valor de la pendiente. Observando los
ejemplos anteriores se puede notar que, donde la derivada posee un cero es donde la funcién original
presenta un maximo o un minimo (estos se muestran en la grafica en verde) y donde se tienen
méximos o minimos de la derivada se dan puntos de inflexién en la funcién original (en la gréfica se
muestran de color rojo.

En los extremos la derivada devuelve valores que tienden a infinito, por lo que la funcién original
tiene pendientes que tienden a infinito a ambos lados; asi, inicia desde abajo y finaliza hacia arriba.

Recuerde ademas que si la derivada pasa de positivo a negativo, entonces la funcion presenta un
maximo y si pasa de negativo a positivo, presenta un minimo. En este caso, la funcién original
tiene un maximo en x = 1,1 y un minimo en x = 2,6.

y

3 f'(x)

-1+
Y
2 f(@)
1 4
It It It It ’1‘
1 5(% 3 ¥ 4 ) 6
—1 +
—2 4+

Al realizar la grafica de la funcién original f a partir de la derivada f’, esta puede variar, pues si se
traslada f verticalmente se tiene la misma derivada.
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f—[Ejemplo 86.] N

Dada la gréfica de la derivada de una funcién (f'), realice la grifica de la funcién original (f).

Y
4+

. J

Se va a seguir un procedimiento similar al anterior.

Primero, en la gréfica de la derivada solo se tiene un cero en z = 1, donde la funcién tendra un
maximo, pues la derivada pasa de positiva a negativa en este punto.

Al inicio y al final de la grafica de la derivada, se va acercando a una asintota horizontal y = 1,
esto indica que la funcién original se debe comportar como una recta con pendiente 1.

En z = 2 la derivada tiende a —oo por la izquierda y a +o0 por la derecha, es decir, la funciéon debe
bajar hasta ser horizontal (o pegarse a una asintota horizontal) por la izquierda y subir de forma
horizontal (o venir pegada a una asintota horizontal) por la derecha de dicho punto.
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r—[Deﬁnicién 12.] ~

Una funcién f es derivable en un punto x = a si f’(a) existe.

Una funcién f es derivable en un intervalo abierto si es derivable en todo niimero del intervalo.

\.

~ Teorema 7.

Si f es diferenciable en = = a, entonces f es continua en z = a.

\. J

Nota: Se debe tener cuidado con este teorema ya que lo contrario NO es cierto, es decir, existen
funciones que son continuas en un punto pero no diferenciables, como cuando presenta un “pico”
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como valor absoluto.

Ejemplo 87.}

Determine el o los intervalos en donde es derivable la funcién f(z) = |z|

Para determinar la derivada de esta funcién se debe realizar por casos:
1. Primer caso (si z > 0, f(z) = |z| = x)

[z +h) = f(x)

7 R
fz) = Jim h
., X+ h—x
= lfim —=
h—0 h
=1
2. Segundo caso (si x <0, f(z) = |z| = —x)
[+ h) — (@)
! p—
fia) = Jim h
. —(r+h)——x
o h
gy AT
b0 h
— 1

3. Tercer caso (si z = 0)

f(O+h) = f(0)

! — 1/
f1(0) = lim Y
o m=o
h—0
. |h)
= 1 _—
hli% h
En donde:
. A —h
s ] — =1 — =1
hi%lf h hir(IJl* h
s lim m: lim E:1

h—0t+ h h—0+ h

Por lo que |z| es derivable en cualquier nimero excepto en = = 0.

Y f@) = |a Y f'(x)




Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 86

Ejemplo 88.]

Determine el o los intervalos en donde es derivable la funcién f(z) =

! _ ’
f(w) = lim
1 1
_ 14 T+ T
=
., X—x—h
=1i
h—0 z(x + h)h
B —K
h—0 x(z + h)K
—1
e

1
Por lo tanto, la funcién f(x) = — es derivable para todo nimero excepto = 0 (donde la funcién

no era continua). T

Nota: Para que una funcion sea derivable, su grafica debe ser “suave”, es decir, debe ser continua
(no tiene brincos ni saltos) y no puede presentar “picos”. Las siguientes funciones NO son derivables
en r = a.

y y Yy
flz
N A \ o

ok-=-=-----
Y

4.3. Propiedades de las derivadas

4.3.1. Derivadas de potencias

= Si se tiene la funcién f(z) = ¢, con ¢ constante, determinemos su derivada f'(x)

o) -t L) = @)

Por lo tanto



Por lo tanto

» Si f(z) = 22 se tiene que

f(z)

vy e Jl@+h)—
fiz) = Jim h
2 _ 2
:h,m(x—l—h) x
h—0 h

v omh+ 2
= lim
h—0 h
 lim K(2z + h)
h—0 )3
= 2x

Por lo tanto

[xz]’ = D1t

= De manera similar se puede determinar que

[xB]' = 3z [x4]/ = 423

Observando el patréon que siguen estas derivadas se puede generalizar para obtener la féormula
general

Nota: Esta formula también se cumple para potencias negativas y fracciones, incluso para cualquier
nimero real.

Ejemplo 89.}

Determine la derivada de la funcién f(z) = 29%.

f'(x) = 9002%%
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Ejemplo 90.}

Determine la derivada de la funcién f(x) = —.

8

1 —1
Ob — — — -1 ) :_1—2:_
serve que f(x) — =17, asi f(x) x p
Ejemplo 91.}
Determine la derivada de la funcién f(z) = /.
Observe que f(z) = vz = z2, asi f'(z) = lm’% _ b
E vEEES 20 T o
Ejemplo 92.}
Determine la derivada de la funcién f(x) = z™.
Fle) = mam?

4.3.2. Derivada de la suma, resta y multiplicacion por una constante

Si ¢ es una constante y f y g son dos funciones diferenciables, entonces

L [e- f@)] =c-[f(@)] =c- f(2)

3. | [f(@) —g(@)] = [f@)] = [9(=)] = f'(2) — g'(x)

Ejemplo 93.}

Determine [z7 + 5z — 2¢ + 1]".

[27 4+ 52® — 2° + 1]" = [27] + [62%] — [2°] + [1]
= 72% + 5[2%] —ex® ' +0

=725 + 1522 — ex®™!

Ejemplo 94.}

d
Determine o (2:1:5 — ¥z — 3).
x

i(2355—€F—z3)=1():c4— 31

dx 3V x?
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Ejemplo 95.}

d
Determine T (33:u5 — 23 + 2%/u + $)
U

2

d
— (3xu5 —2u® + 2 /u + x) = 15zu* — 6u® +

du 2\/u

Ejemplo 96.}

Encuentre el o los valores de z para los cuales la curva y = 2% — 42 + 1 tiene una recta
tangente horizontal.

Para que la recta tangente sea horizontal debe tener 0 por pendiente, es decir, 3’ = 0.

Y =0 = [2°—42+1] =0
— 322 —4=0
, 4

— I = —

3
2

— r=+—

V3

-2 2
La curva y = 23 — 4z + 1 tiene una recta tangente horizontal en — y —.

V313

4.3.3. Derivadas de las funciones exponencial y logaritmica

Para encontrar la derivada de las funciones exponencial y logaritmica se utilizan las siguientes
formulas:

1

z-lna

1.|[a] =a" - Ina

3. | [log, z]" =

1
T x 4. 1 A
2. | [e] =e [In ] p

Ejemplo 97.}

Calcule [e” + log, = + x|’

[e” + logyz + 2] =€ + +1

zln?2

Ejemplo 98.}
Calcule [logﬂx — <\/§)I]I
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[log,r:c — (ﬁ)x]/ - (\@)x -In(v2)

rlnr

4.3.4. Derivadas del producto y del cociente

Al contrario de lo que se podria pensar, en este caso las reglas no son simplemente separar los
términos, sino que si f y ¢ son diferenciables entonces

L | [f@) - g@)] = [f@)] - g(x) + f(z)  [9(@)] = f(z) - g(x) + f(2) - ' (2)

) [@] U@ 9@ = f@) @) _ f(@)-9@) = f@) - ¢'(@)
9(2) (9(2))° (9(2))

Ejemplo 99.}

T

Calcule la derivada de la funcién f(z) = 2% - z.

flle) =127z + 2" [z]

=2"In2 -2+ 2"
Ejemplo 100.}
: ., Inz
Calcule la derivada de la funcién g(z) = —-.
x

J(x) = [In z] -xz;llnx- [2%]

%-%j—lnxﬂx

1—2lnz
23
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f—[Deﬁnicién 13. Recta normal}

La recta normal a una funciéon f en z = a es la recta perpendicular a la recta tangente a f
en x = a, que pasa por el punto de tangencia.

NG

Recta normal

Recta tangente

,—[Ejemplo 101.}

Determine la ecuacién de la recta normal a la curva y = z - Inz en el punto (€%, 2 - €?).

\

Se calcula primero la pendiente de la recta tangente en el punto.
mi=vy =lnz+1

Y evaluando en el punto z = e? se tiene

y' =3
. 1
Pero como la normal es perpendicular a la tangente entonces m,, = -3
—1
Por lo que la normal, por el momento es y = ?x +b.
Ahora se sustituye el punto (€?,2 - e?) en esta ecuacién.
-1 7
2 = — .2 +b = b= ¢
3 3
Por lo tanto, la recta normal buscada es y,, = ?:17 + §6 )
4.3.5. Derivadas de las funciones trigonométricas
» Primero se determinard la derivada de la funcién f(x) = senx
fl@+h) - fx)
! — 1/
1) . h
sen(z + h) —senx
= lim
h—0 h
, senxcosh+senhcosx —senx
= lim
h—0 h

. |senxcosh —senx senhcosz
= lim

h—0 h + h
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Por lo tanto

[senz] = cosx

= De manera similar se puede encontrar que

[cosz] = —senwx

» Ahora se determinard la derivada de la funcién f(z) = tanx

t ’z[
[an:c] COS T

[senz]| - cosz —senz - [cos x|

sena:]’

cos? x
cos® x + sen’x
cos? x

1
cos? x
= sec’ r

Por lo tanto

[tan 2] = sec® z

= De igual forma se obtienen los siguientes resultados.

[secz]’ =secx - tanz

[escz] = —cscx - cotx

[cotz] = —csc®z

Ejemplo 102.]

Encuentre la derivada de la funcién f(z) = senz - /.

f(z) = [senz] - v/x +senz - [\/5]/

1
= cosT\/T +senz - ——

5

Ejemplo 103.}

Encuentre la derivada de la funcién f(x) = ces

~ tanz — 1
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lescx] - (tanz — 1) — cscx - [tanz — 1]

, j—
Jw) = (tanz — 1)?
—csca - cotx - (tanz — 1) — csca - sec?
B (tanz — 1)2

4.3.6. Derivada de la funcién inversa (las trigonométricas inversas)

Si se tiene una funcién inversa y = f~'(x) entonces se cumple que

YT )

Asi, por ejemplo, si se tiene el arcoseno (se debe recordar que esta funcién es la inversa de la funcién
seno) que se define como:

, -7 m
y = sen ! x siempre que seny = z, con — < y < 5
entonces
y/ — ;
cos(sen~! )
1

cos?(sen—! x)
Este ultimo paso es cierto ya que

A -
cos(sen ! ) > 0 si > <sen~'z <

| S

, —T
07<y<

S

Entonces
1
cos?(sen~! )
B 1
/1 —sen?(sen~! z)

!/

y:

B 1
\/1 — (sen(sen! z))?

B 1

V-2

Por lo tanto

De manera similar se obtiene que

cos 'z S = _—1 tan 'z ' =
[ |

V1 —x2
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IR —1 I T 1
[cot x] = 1522 [sec x] ——$ =1
—1
-1 7" _
[ese™ 2] = Il =1

Ejemplo 104.}

T

Encuentre la derivada de la funcién f(z) = ———.
tan " x

[z] - tan™'z — 2 - [tan™! 2]’
(tan~! z)°
tantax — 1z - m2—1+1

(tan! z)°

f'(x) =

Ejemplo 105.}

T

—— g(z) =sen"'x - /z.

Encuentre la derivada de la funcién f(x) = ———
tan™" x

g'(x) = [sen '] - r+sen "tz [Va|

4.3.7. Regla de la cadena

Si tanto f como g son funciones derivables entonces

[f (g@)]' = f' (9(2)) - ¢' ()

Ejemplo 106.}

Encuentre la derivada de la funcién f(x) = sen(e”).

Ejemplo 107.}

Encuentre la derivada de la funcién g(z) = cos (v/z).
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Ejemplo 108.}

Encuentre la derivada de la funcién h(z) = 2°"°.

h'(z) = 2°"" - In2 - [sen z]’

=2%"" . In2-coszx

Ejemplo 109.}

Encuentre la derivada de la funcién f(z) = (tan™' x)2.

f'(x) = 2tan 'z - [tan ' 2]
_ 2-tan"'w
a4l

Ejemplo 110.}

Encuentre la derivada de la funcion y = v/3x2 + z.

1
, _ —— .
4 2v312 + o

6x + 1

2v3r2 + o

[32% + ]’

Ejemplo 111.}

Encuentre la derivada de la funcién g(x) = sen (cos(tan x))

g'(x) = cos(cos(tan x)) - [cos(tan z)]’
= cos(cos(tanx)) - —sen(tan ) - [tan x]’

= cos(cos(tan z)) - — sen(tan x) - sec® x
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Ejemplo 112.}

Encuentre la derivada de la funcién h(z) = €*** - tan™"(2* + 1)

h/(SC) _ [esenz]l . tanfl(xQ + 1) + esenm X [tanfl(xz + 1)]/
1

=¥ [senx]' : tan_l(:vQ + 1) + e . m . [.I'Q + ]_],
x
1
_ senx | .t -1 2+1+sena}_ )
e cosx - tan™ (x )+e (CESEES x
f
Ejemplo 113.}
Encuentre la derivada de la funcién —
tan(z?)
J = [7] - tan(2?) — 7*° - [tan(2?)]’
tan?(z2)
7 In(w) - [2¢] - tan(z?) — 7% - sec?(2?) - [22]
B tan2($2)

4.3.8. Derivadas de orden superior

Hasta el momento se ha encontrado la derivada de una funcién f(z) y se ha visto que ls derivada es
una funcién f’(x) por lo que a esta funcién se le puede calcular su derivada obteniendo la segunda
derivada de f(x), esta se puede volver derivar y asi susesivamente, asi:

f(z) es la funcién original.

f'(x) es la primera derivada.

[/ ()] = f"(z) es la segunda derivada.
[f"(x)] = f"(z) es la tercera derivada.

[f"(x)] = f®(z) es la cuarta derivada.

f™(x) es la n-ésima derivada.

Notacién: Otras notaciones que se utilizan para las derivadas de orden superior son

f”(l’) — y// — D2f(l’) — ﬁ _ d f(l‘)

dr?2  dx?




Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 97

En fisica, por ejemplo, si s(t) representa la distancia entonces:
s'(t) = v(t) es la velocidad.

s"(t) = v'(t) = a(t) es la aceleracion.

Ejemplo 114.}

Considere la funcién f(z) = x - senx, determine f”(z). ]

f'(z) =senx + - cosx

= f"(z) =cosz + cosx —x-senx = 2coST — x - sen x

Ejemplo 115.}

Considere la funcién g(x) = 22® — 2* + 2x — 1, determine g”(z). ]

Considere la funcién h(z) = —, determine h”(z).
et -x—e"
W) =
N [ Z_ T T
:>h”(x)—[6 x—e) af —(e* x—e") 2%
at
e W) = (e -x+;2“’—;2‘”)3-x—26 (x —1)
x
T2
e W) = e*(x 32m+2)
x

Ejemplo 117.}

Considere la funcién y = sen(tan z), determine y”.

y = sen(tanx) - sec’ x

= 3 = —sen(tanx) - sec’ z + cos(tanz) - 2sec’ x - tan
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4.3.9. Derivacion implicita

Hasta el momento todas las funciones que se han derivado se han podido expresar de la forma
y = f(z), tales como y = vx3 +1 6y =z -senxz.

Sin embargo, hay funciones que son dificiles de expresar en esta forma o es imposible hacerlo,
algunas de estas funciones son 2® +y* = 25, 2 —y® = 2zy, e*¥ = y* —x, sen(x +y) = \/y - cos(z-y)

En estos casos, lo que se hace es derivar de manera implicita, se toma la variable y como una
funcién de x (y = f(x)) y se aplica la regla de la cadena, luego se despeja /.

Ejemplo 118.}

Considere que y esta definida de forma implicita en términos de x mediante la expresién
2% + y? = 25, determine y'.

P+t =25 = 20+2y-y =0
—x

= y/ = —_—
)
Si en este ejercicio se pidiera la derivada en el punto (0,5), simplemente se sustituyen las variables
=0

x y y por sus respectivos valores obteniendo i’ = % (la derivada en este punto es cero).

Ejemplo 119.}

Considere que y esta definida de forma implicita en términos de x mediante la expresién
23 — 9% = 22y, determine 7/

x3—y3=2xy — 3x2—3y2-y'=xy+2x-y
— 3P —ay=22-y +3y* -y
3x? —
sy = xz Ty
2x + 3y?

Ejemplo 120.]

Considere que y esta definida de forma implicita en términos de x mediante la expresién
e = y® — x, determine y/'.

eV =y = V. (y+ay) =3 —1

= ™.y — 3y = —1—-e".y
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Ejemplo 121.}

Considere que y esta definida de forma implicita en términos de x mediante la expresién
sen(z +y) = /Y - cos(z - y), determine ¢/

sen(r +y) = \/y - cos(x - y)

— cos<w+y>.<1+yf>:%.y«mg(z.y)_@.%n(w.y).<y+xyf)

cos(x - y)
2
. —y\/y - sen(z - y) — cos(z + y)

=y = .
cos(:Cer)—%Jr:c\/@sen(x-y)

= cos(z+y) -y — Y+ ysen(x - y) cay = —/y-sen(x - y) -y — cos(z + y)

Ejemplo 122.}

Determine el criterio de la recta tangente a la curva x3 + y = 62y en el punto (3, 3).

Se quiere encontrar la recta tangente y = mx + b. Al derivar de manera implicita se obtiene

234y = 6y = 322+ 3y* -y = 6y + 6zy/
— 3y%y' — 6xy’ = 6y — 327

_ 9.2
sy = W
3y? — 6x
Qg — 2
———N y, = g z
y? — 2x
En el punto (3,3) se cumple que m =y = 2:3-3° _ 1
p , ple que m =y’ = s5——— =
Por el momento la tangente tiene el criterio y = —z + b. Al sustituir el punto (3, 3) por donde pasa

dicha recta se obtiene
3=-3+b = 0b=6

Por lo tanto, la recta tangente a la curva 2 + y* = 6zy en el punto (3,3) es y = —x + 6.

4.3.10. Derivacion logaritmica

Esta técnica se utiliza para derivar expresiones de la forma y = f(2)9) o para simplificar la
derivada de funciones con muchas multiplicaciones o divisiones.

Lo que se hace es aplicar logaritmo natural a ambos lados del igual

Iny = In (f(x)g(x))

Luego se “baja” el exponente por propiedades de logaritmos

Iny = g(x) - In(f(z))
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Y se deriva de manera implicita.

Ejemplo 123.]

Determine la derivada de y = x*.

y=12" = Iny =In(2%)

— lny =2 In(z)
1 /
— — -y =lnzx+1
Y
= ¢ =y(lnx +1)
= ¢y =2"(Inx + 1)
Ejemplo 124.}
Determine la derivada de y = x%"7.
y — xsenx _ lny — 1n (xsenlf)

— Iny =senx - In(x)

1, sen x
= — -y =cosx-Inz+
x
/ sen T Sen
— y ==z (cosa:-lnx—i— )
x
Ejemplo 125.}
Determine la derivada de y = (tanz)® 1.
y=(tanz)* ' = Iny=1In ((tan x)$2_1)
— Iny = (2 — 1) - In(tan )
/
— L _ 9. In(tanx) + (z° — 1) - -sec’ x
Y tan x
2
— = (tan2)® 1 |20 - In(tanz) + (22 — 1) - 2 2
y = (tanz) x-In(tanz) + (z ) —

Ejemplo 126.}

Determine la derivada de y = tanx - (2% — z + 2) - €.
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y=tanz- (" —2+2)- " = Iny = (tanz- (2> -z +2) - ")
= Iny = In(tanz) + In(2* —  + 2) + In(e”)

Yy’ 1 9 1
— = = sectr+ ——— (20 —1)+ 1
y  tanx x?—x+2
. [seczx 20— 1

tanx a2 —x+2

= y =tanz- (2 —x+2) ¢ +1

Ejemplo 127.}

2=l . gen x

arctanx - /—x )

Determine la derivada de y =

2¢=1 . gen x 1 1 2¢=1 . gen x
y arctanx - v/—x Y arctanx - v/—x

= Iny = In(2*"") + In(senz) — In(arctanz) — In (v/—z)

Y 22 T.1n2  cosz 1 1
= — = + — — . _]_
y 22T senz arctanz - (22 +1) /—x-2¢/—x
) 27~ . senx In% + cot 1 N 1
Y7 arctang - -z (2 4+ 1)arctanz ~ 2|z|

— Ejercicio 2.

Resuelva las situaciones que se presentan a continuacion

1. Si f(z) =lnz - g(x), donde g(e) = 1y ¢'(e) = —2 determine f'(e) R/ % —2
2. Si f(z) =sen(g(z)) y se sabe que g(1) =0y ¢'(1) = 1, determine f'(1) R/ 1
3. Si f(z) = h(e®-g(x)), donde g(0) =2, ¢’(0) = =1 y h'(2) = 3, determine f'(0) R/ 3

( )

4. Si f(x) = +x - g(2?), donde f'(1) = 4, determine ¢'(1) R/ 3
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— Ejercicio 3.

Resuelva los siguientes problemas de rectas tangentes y normales.

1. Determine la ecuacién de la recta tangente a la funcién f(x) = 52—111 en el punto
(1,1).

R/y= 713(: + ;

2. Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcién f(z) = e * — x en el punto

(—l,e+1). R/y=(—e—1)x

3. Determine los puntos en la funcién f(z) = z° + 42 + 22 — 1 en donde la recta tangente

es paralela a la recta y = —2x — 1 R/ (%2, _2—273>, (—2,3)

5
4. Determine los puntos en la funcién f(z) = — en donde la recta tangente es perpendicular
x

1 )
alarectay=§x+2 R/ \/7\[ \/7\[

5. Determine la recta normal a la curva 2 + y? = 16 en el punto (1,4/15) R/ y = v/15z

2
-2
- en el punto (—1,1)

6. Determine la recta normal a la funcién f(z) =
-1 4

4.4. Diferencial de una funcion

Suponga que se tiene una funcién f(z) y un punto P = (a, f(a)) de dicha funcién. Por P se traza
la recta tangente a la funcién f(z), esta recta se llamard g(x).

Si al punto a se le suma una distancia Az (cuando esta distancia tiende a cero se conoce como el
diferencial en x 6 dx) entonces el cambio real de la funcién f en y se conoce como Ay, mientras
que el cambio de la recta tangente se conoce como el diferencial en y y se denota dy.

Ay _dy

Ay y dy tienden al mismo valor conforme Ax tiende a cero y ademas hm0 N = f'(2).
T x
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9(x)

fla+dx)|---------+ dy = g(a +dx) — f(a)

Se va a determinar primero la ecuacién de la recta tangente g(x), esta recta tiene como pendiente
f'(a) y pasa por el punto (a, f(a)), asf:

g9(x) = fla) = fi(a) - (x — a) = g(z) = f'(a) -z~ f(a)-a+ f(a)
Se nota entonces que dy = g(a + dx) — f(a), asi:

dy = g(a + dzr) — f(a)
= f'(a) - (a +dz) - f'(a) - a + fha] — fta]
— fiay=a + f'(a) - dv — fiay—a
= ['(a) - dx

Por lo tanto, en un punto general x, el diferencial de la funcién f(z) se denota dy y se cumple que

dy = f'(x) - dz

Ejemplo 128.}

Realice una aproximacion de /4,01 utilizando el diferencial de la funcién.

Se cumple que 4/4,01 = /4 + 0,01 = V4 + dy = 2 + dy, con f(z) = /z

1
En este caso dy = f'(x) - dz = dy = —— - dx.

2e

Asi, para x = 4 y do = 0,01 se tiene dy ~ -0,01 = 0,0025.

1
2v/4
Por lo tanto /4,01 ~ 2 + 0,0025 = 2,0025 (el valor real es 2,002498).



Capitulo 5

Aplicaciones de la Derivada

5.1. Rectas tangentes y normales

En la introduccién a derivadas se mencioné que la pendiente de la recta tangente de una funcién f
en un valor z = a es la derivada de dicha funcién evaluada en el punto, es decir, f'(a).

Asi, la recta tangente a una funcién f (derivable en x = a) en el punto (a, f(a)) es

y—fla) = f'(a)- (x—a)

Ejemplo 129.}

Determine la ecuacién de la recta tangente de la funcién f(z) = y/x en = = 4.

El punto de tangencia es (4, f(4)) = (4,2).

entonces la pendiente de la tangente en dicho punto es f'(4) = }l. Por lo que la

Como f'(z) = NG

recta tangente de f en z =4 es

1
—2=--(xr—4
y 7 (2—4)
A continuacién se muestra la grafica de la funcién f, el punto de tangencia y la recta tangente.
Y
2 S
A

104
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Ejemplo 130.}

Determine la ecuacién de la recta tangente de la funcién f(z) = 2* — 7 en z = 2.

El punto de tangencia es (2, f(2)) = (2, 1).

Como f'(x) = 3z* entonces la pendiente de la tangente en dicho punto es f'(2) = 12. Por lo que la
recta tangente de f en z =2 es
y—1=12(x —2)

A continuacién se muestra la grafica de la funcién f, el punto de tangencia y la recta tangente.

Y

Definicién 14. Recta normal}

La recta normal a una funcién f (derivable en x = a) en un punto (a, f(a)) de la funcién es
la recta perpendicular a la recta tangente de f en dicho punto.

Como la recta normal es perpendicular a la recta tangente, entonces su pendiente es m y, por
a
tanto, su ecuacién es
—1
y—fla) = (z —a)
f'(a)

Ejemplo 131.}

Determine la ecuacién de la recta normal de la funcién f(z) = y/x en z = 4.

En el ejemplo 129 se determiné que la recta tangente a la funcién f(z) = /zr en z = 4 es

y—2= 1 (x —4), por lo que la recta normal tiene por ecuacién

y—2=—4-(xr—4)
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A continuacién se muestra la grafica con la funcién, la recta tangente (en rojo) y la recta normal
(en verde).

Ejemplo 132.}

Determine los puntos de la funcién f(x) = 2* —82? en donde se tiene recta tangente horizontal.

Para que la recta tangente sea horizontal se necesita que su pendiente sea cero, como la pendiente
de la recta tangente es la derivada, entonces se busca donde f'(z) = 0.

fl(r) =0 = 42° — 162 =0
= 4r(2*—4) =0
— dzx(z—-2)(x+2)=0

== r=0vzer=2ve=-2

Por lo que los puntos donde la funcién f(z) = x* — 82 posee recta tangente horizontal son
(0, £(0)) = (0,0), (2,f(2) = (2,—-16) y (=2, f(—=2)) = (—2,—16). La grafica con las rectas
tangentes horizontales se muestra a continuacion.

Y
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Ejemplo 133.}

Determine el o los puntos de la funcién f(x) = 2° donde se tiene una recta normal paralela a
la recta y = —3z.

Se pide que la recta normal sea paralela a la recta y = —3x, es decir, que la pendiente de la recta
normal sea 3, asi, se quiere que ,_ =—-3
/(@)
-1 1
— 3 — / = —
= 32° — 1
3
— 92’ — 1=
-1 1
r=-—VZIr=-—
3 3

Por lo que lo puntos donde la funcién f(z) = 2* + 2% posee recta normal paralela a y = 3z + 2

-1 —1 -1 1 1 1 11
- ) ) == = - )l === Lagrafi 1 1
son ( 3 ,f( 3 )) ( 3 ,27> y (3,f<3>) <3,27) a grafica con los puntos, la recta

y = —3x y las rectas normales paralelas se muestra a continuacion.

Ejemplo 134.}

Determine el o los puntos de la funcién f(x) = 2* donde la recta tangente a la funcién pasa
por el punto (1, —3).

Se tiene que f'(x) = 2z y sea (a, f(a)) el punto de tangencia, se tiene que la recta tangente es

y—fla)=f(a)-(z—a) = y—a’=2a-(v—a)
Pero la recta debe pasar por el punto (1, —3), por lo que

—3-a*=2a-(1—a) = —3—a*=2a—2d°
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— a*—2a—-3=0
= a=—1va=3
Por lo que lo puntos donde la funcién f(x) = 2* posee una recta tangente que pase por el punto

(1,-3) son (-1, f(-1)) = (—1,1) v (3,f(3)) = (3,9). La grafica con los puntos y las rectas
tangentes se muestra a continuacion.

10

5.2. El método de Newton

El método de Newton es una manera muy ingeniosa de utilizar la recta tangente para aproximar
un cero de una funcién, es un método numérico, pues lo que hace es buscar la aproximacién por
medio de repeticiones.

En general, si se tiene una funcién f y un valor inicial x = xg, con f derivable en este punto tal
que f'(xg) # 0, el método sigue los siguientes pasos:

1. Determine la recta tangente en el punto (xg, f(zo)).

2. Determine la interseccion de la recta tangente del punto anterior con el eje x, esta sera la
primera aproximacion del cero de la funcion, se denotard x;.

3. Se repite el proceso con x; en vez de xg.

El método se repite una cantidad de veces o hasta que se obtenga la precisién deseada. El método
de Newton converge (aproxima al cero de la funcién) siempre y cuando la derivada sea distinto de
cero (ya que la recta tangente no intersecaria al eje x) y los valores que da el método no se repiten
(pues sino se repite infinitamente), es decir, que f’(z,) £ 0 para toda n y que f(x,) + f(x) para
toda k < n.

Ejemplo 135.}

Aproxime un cero de la funcién f(z) = cos(z), iniciando en x = 0,1, con tres iteraciones,
realice la representacion grafica de la situacion.




P
AN f
1WF)6789101112
_1,,

El punto de la funcién donde se inicia es (0,1, cos(0,1)) = (0,1,0,995), en la grafica se va a dibujar
este paso en rojo.

Ahora se calcula la recta tangente de la funcién en dicho punto, para esto se necesita la derivada
f'(x) = —sen(z), asi la recta tangente es y — cos(0,1) = —sen(0,1) - (z — 0,1).

Se determina la interseccién con el eje x.

— cos(0,1)
0— 0,1) = — 0,1)-(x —-0,1 — = =x—-0,1
cos(0,1) sen(0,1) - (x — 0,1) = “een(0.1 x —0,
= =01+ cos(0.1)
sen(0,1)

= 1z = 10,0666

Esta es la primera aproximacién del cero de la funcién coseno.

Este procedimiento se vuelve a repetir en = = 10,0666, el punto es (10,0666, 0) (la siguiente iteracién
se realizara en verde).

Y
e
1W56789101112
_1,,

El punto de la funcién es (10,0666, cos(10,0666)) = (10,0666, —0,801).

La recta tangente de la funcién en ese punto es y — cos(10,0666) = — sen(10,0666) - (x — 10,0666).
Se determina la interseccion con el eje x.

— ¢0s(10,0666)
0— 10,0666) = — 10,0666) - (z — 10,0666 =z — 10,0666
cos(10.0666) = —sen(10.0666) - (2 = 10.0060) —> =“ o == o

cos(10,0666)

— 10,0666 4+ “222"000)
T O 1 (10,0666)

= 1z ~ 11,4045

Esta es la segunda aproximacién del cero de la funcién coseno, la idea es que esta sea mejor que la
anterior.

El punto (11,4045,0) y la siguiente iteracién se realizard en azul, este procedimiento se vuelve a
repetir en z = 11,4045.



y
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1W5678910112

_1,,

El punto de la funcién es (11,4045, cos(11,4045)) = (11,4045, 0,3976).
La recta tangente de la funcién en ese punto es y — cos(11,4045) = —sen(11,4045) - (z — 11,4045).

Se determina la interseccion con el eje x.

—cos(11,4045)
0— 11,4045) = — 11,4045) - (z — 11,4045 = x — 11,4045
cos(11, ) sen(11, )@ ’ ) = = sen(11,4045) ‘ ’

cos(11,4045)

— 11,4045 + 252 20)
T R T,405)

= 1z ~ 10,9711

Esta es la tercera aproximacion del cero de la funciéon coseno.

7
El cero al cual se esta aproximando es a ?ﬁ ~ 10,99557429. El cero al que se aproxima depende

del valor inicial que se tome. En esta misma funcién si se inicia en x = 1 entonces aproxima a
T
5~ 1,570796327, jcompruébalo! T

Se puede determinar una férmula para el método de Newton haciendo el proceso general, es decir,
si se tiene la funcion f y f’ es su derivada, entonces, la ecuacién de la recta tangente a f en el
punto (a, f(a)) es

y—fla) = f(a) (x—a)

Y se calcula su interseccién con el eje x.

r—[Teorema 8. Formula del método de Newton}

Si f es una funcién continua y derivable en xg, con f'(x) # 0, entonces el valor siguiente en
el método de Newton se obtiene como

f(zn)

I CN
n
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Ejemplo 136.}

Determine una férmula general para calcular el siguiente valor de la féormula de Taylor para
la funcién f(z) = x® — 2z. Utilice esa férmula para aproximar el cero de la funcién iniciando
en x = 2, realice cuatro iteraciones.

Si f(z) =2%—2zy f'(x) = 322, entonces la férmula general se obtiene como:

f(zy) . T3 — 22,
Tpil = Ty — Tyt = Ty — —————
+1 fl(xn) +1 3&;'”2 _ 2

3z, — 2%, — 2,2 + 27,

2x,>
_ e L—
$n+1 an2 o 2
Ast:
xo = 2 (valor dado en el ejercicio para empezar).
2.23 8
_ 22 _°%_
T3y 5
2.1,6° 512
= = _—— ~1,442253521.
T3 6 —2 35
2.1,44233
= . ~ 1,415010637.
AN WYDECIS R
21,4153
= —— 1 — ~1.414214235.
BN TT.T D S

El cero de esta funcién es v/2 ~ 1,414213562.

Ejercicio 4.

Aproxime el cero de la funcién f(z) = * — 5 iniciando en z = 1 con cinco iteraciones, para
ello utilice la formula del método de Newton.

5.3. La derivada como razon de cambio

En la seccién anterior se mostré la derivada de manera grafica como la pendiente de la recta
tangente, en esta seccion se generalizara mas este término al mostrar la derivada como una razon
de cambio.

5.3.1. La velocidad como razén de cambio

En fisica, la velocidad se define como la distancia entre el tiempo (v = %); la velocidad promedio es
la distancia total recorrida entre el tiempo total, asi, si se recorrid, por ejemplo, 100km en 2 horas
se dice que en promedio se iba a una velocidad de 50’%”, pero la velocidad varia durante el viaje, si
se quiere saber la velocidad a la que se iba a los @ minutos, si se tiene la gréfica
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Lo que se hace es encontrar la velocidad promedio en un lapso corto de tiempo y el lapso se hace
tender a cero.

fx) = f(a)

T —a

Velocidad instantdnea: lim f(@) = J(a)
r—a T —a

Velocidad promedio:

(Esto en el instante a)

iLa derivada de la distancia es la velocidad!

En este caso se ve que la velocidad se define como el cambio de la distancia con respecto al tiempo.

5.3.2. Otras razones de cambio

f(x2)

f(x1)

Ax se conoce como el cambio en x y se cumple que Ax = 9 — 7.
Ay se conoce como el cambio en y y se cumple que Ay = f(x9) — f(x1).

El cociente

Ay f(x2) — f(z1)

Az To — T
es la razén promedio de cambio de y con respecto a x.

La razén instantanea de cambio de y con respecto a x se define como
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F@) = tim DY~ gy L@ =S

Az—0 Ax  z2—x To — T1

Que es jla derivada!

Es decir, las razones de cambio instantaneas son derivadas, estas son muy ttiles en muchas ramas,
algunos ejemplos son:

» Fisica: El cambio del trabajo con respecto al tiempo (potencia). El cambio de velocidad con
respecto al tiempo (aceleracién).

» Quimica: El cambio en la concentracién de un reactivo con respecto al tiempo (velocidad de
reaccion).

» Fabricante de acero: El cambio del costo de producir = toneladas de acero por dia (costo
marginal).

= Bidlogo: El cambio de la poblaciéon de una colonia de bacterias con respecto al tiempo.

5.3.3. Movimiento rectilineo

Como se indicé en la seccién anterior, al tomar la razén de cambio de una variable con respecto a
otra se tiene la derivada, de esa forma:

» La derivada de la distancia con respecto al tiempo es la velocidad.
» La derivada de la velocidad con respecto al tiempo es la aceleracion.

De esta forma, si se conoce la funcién de la distancia de un objeto a un observador, se puede obtener
la velocidad o la aceleracién.

,—[Ejemplo 137.} \

Suponga que una particula que parte del origen sobre una recta numérica, se mueve de
acuerdo con la funcién z(t) =t + 6sent, donde x es la coordenada de la recta numérica (la
unidad estd en metros) en la que se encuentra la particulo después de t segundos. Determine:

= La posicion, velocidad y aceleracion de la particula a los 2 segundos.
» La posicion, velocidad y aceleracién de la particula a los 5 segundos.

= ; Qué significado tiene la posicion, velocidad o aceleracion negativa?

\ J

En general, se tiene que:
z(t) =t +6sent
v(t) =2'(t) =1+ 6cost

a(t)

v'(t) = —6sent

» 2(2) =2+ 6sen2 = 7,4558m

v(2) =14 6cos2 = —1,4969m/s
(2) = —6sen2 = —5,4558m/s*

=)
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De esta forma, a los dos segundos la particula se encuentra a 7,4558 metros del origen, del
lado derecho; va a una velocidad de 1,4969m/s hacia la izquierda y esté acelerando a la
izquierda a 5,4558m/s%,

« 2(5) =5+ 6sen5 = —0,7535m
v(5) =1+ 6cosb = 2,702m/s
a(2) = —6senb = 5,7535m/s?

De esta forma, a los cinco segundos la particula se encuentra a 0,7535 metros del origen,
del lado izquierdo; va a una velocidad de 2,702m/s hacia la derecha y estd acelerando a la
derecha a 5,7535m/s?.

= La posicion negativa significa que la particula se encuentra a la izquierda del origen, la
velocidad negativa es que se dirige hacia la izquierda y la aceleraciéon negativa es que esta
acelerando hacia la izquierda (o desacelerando cuando la particula se dirige a la derecha).

,—[Ejemplo 138.} \

Suponga que una bola se lanza desde el suelo verticalmente hacia arriba y la altura de dicha
bola se modela por medio de la funcién h(t) = 5t — t*. Determine:

= La altura, velocidad y aceleracién de la bola a los 3 segundos.

= La velocidad cuando la bola llega nuevamente al suelo.

\ J

Se tiene que:

h(t) = 5t — t?
v(t) =5—2t
a(t) = =2
« 1(3)=5-3—3%=6m
v(3)=5—-2-3=—1m/s
a(3) = —2m/s?

Asi, la altura de la bola a los 3 segundos es de 6 metros, la velocidad es de 1m/s y la bola ya
viene bajando y la aceleracién es de 2m/s? hacia abajo (la bola no se lanzé con la gravedad
usual de la tierra).

= La bola vuelve a llegar al suelo cuando la altura h es cero, esto es

5t—t2=0 = t(5—-1)=0

= t=0vit=5

Como es cuando la bola vuelve a llegar al suelo, seria a los 5 segundos y la velocidad en ese
tiempo es de v(5) =5 —2-5 = —5m/s, es decir, la bola va cayendo a 5 metros por segundo.
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5.3.4. Razones de Cambio Relacionadas

La idea de los problemas de tasas relacionadas es observar como cambia una variable conforme se
altera(n) otra(s) cuyo cambio es conocido o se puede averiguar.

Para resolver estas aplicaciones no hay un procedimiento general sin embargo se pueden sugerir
clertos pasos a seguir:

1. Lea bien el problema y comprenda lo que se plantea, si se puede realizar un diagrama para
entenderlo mejor, hagalo.

2. Defina cuéles son las variables del problema y cudles son las constantes (en estos problemas es
importante observar cudles valores se mantienen constantes durante todo el tiempo y cuales
tienen variacién). Defina claramente ademés qué le pide el problema y obtenga los datos
del instante solicitado. Tenga cuidado en el signo de las variaciones ya que si la distancia
disminuye, un liquido sale y el volumen baja, por ejemplo, entonces la razén es negativa.

3. Determine la ecuacion que relaciona las variables dadas y, utilizando ecuaciones auxiliares
(si fuera necesario), deje esta ecuacion en términos sélo de las variables cuya variacién es
conocida o se pide.

4. Derive la ecuacién de forma implicita con respecto al tiempo.

5. Sustituya los datos del problema y obtenga la solucién. Analice que la solucién sea coherente
con el problema y de la respuesta.

,_[Ejemplo 139.] ,

Se apoya una escalera de 10m de longitud en un muro vertical, el piso es completamente
horizontal. Si el extremo inferior de la escalera se resbala y se aleja de la pared a una velocidad
constante de 2 ;Con qué velocidad baja el extremo superior por el muro cuando el extremo
inferior esta a 8m de la pared?

10

) dx m
Se tiene — = 2— y es constante.

dt s

d
Se pide d_?z en el instante cuando x = 8.

Por Pitdgoras se tiene 3% + 22 = 102, se deriva con respecto al tiempo.

Note que en instante en que x = 8, por Pitdgoras se cumple que y = 6. Se sustituyen los datos en
la expresion.
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dy dy —8

En este caso el valor negativo es de esperar ya que la distancia y estda disminuyendo, por tanto el

extremo de la pared resbala a una velocidad de %T ~ —2,67ﬂ.
s s

Ejemplo 140.}

Se infla un globo esférico, de tal modo que su volumen aumenta a una velocidad de 15#.
., Con qué velocidad aumenta el radio del globo cuando su didmetro es de 10cm?

Se observa que el volumen del globo y el radio cambian conforme al tiempo, es decir, ambas variables
son funciones del tiempo.

3
) cm , , .
Se dice que el volumen aumenta a 15—, es decir, el cambio del volumen con respecto al tiempo
s

, av cem?
se mantiene constante y es de v 15—.
S

Se pide la rapidez con que cambia el radio cuando el didmetro es de 10c¢m, es decir, cuando el radio
es de 5em.

dr
Asi, se pide — cuando r = 5.

dt

4 av r
Se sabe que el volumen de una esfera es V = gm’3 y se nota que se conoce i se pide o por lo

que no se necesitan ecuaciones auxiliares.

Se deriva esta ecuacién con respecto al tiempo:

av dr
B
at e
av 3
Se sustituyen los valores en el instante o 15 yr=>5.
s
dr dr 3
15=4n5" — — — = — 0,04
0= dm dt dt 207 0,048
cm

Por lo tanto, el radio del globo cambia a razon de 0,048 —.
s

Ejemplo 141.}

Se tiene un tanque de agua en forma de cono circular invertido, con radio de la base igual a
3

3m y 6m de altura. Si se le bombea agua a una tasa de 3m—,, calcule la velocidad con que

min
sube el nivel del agua cuando el agua alcanza un nivel de dos metros.
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mS

d
Se tiene — = 3—— y es constante.
dt main

Se pide m en el instante cuando h = 2.

2
El volumen del cono es V = mrh

Como no se tiene o entonces se utiliza una ecuacion auxiliar para sustituirla.

P . b ro__ h
or semejanza se sabe que — = — r=—
: MeE =0 2
a2
23" h h3
Porlotanto\/:M - V:L
3 12
Se deriva con respecto al tiempo
AV _ Ty dh
t 4 dt
: , d m3
Se sustituyen los valores en el instante — =3——y h = 2.
dt min
™ dh dh 3 m
3=—-2%. — — == ~0,955——
4 i dt T min

m
Por lo que el nivel de agua sube a una taza de 0,955—— en el instante dado.
min

Ejemplo 142.}

Ana viaja en automovil hacia el oeste a 70’%” y Bruno va hacia el norte a 60’%”. Los dos se
dirigen al cruce de dos carreteras. ;A qué velocidad se acercan entre si cuando Ana esta a
30m y Bruno a 40m del cruce?
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da
Se sabe que i _7OE y es constante, en este caso es negativo porque la distancia a estd
disminuyendo.
L, db
También se conoce — = —60— que es constante.

dt h

d
Se pide d—j en el instante en que a = 0,03km, b = 0,04km

Por Pitagoras se sabe que ¢? = a? + b?.

Al derivar con respecto al tiempo se tiene:

dc da db
2c— = 2a— + 2b—
dt dt dt
Para sustituir se necesita saber el valor de ¢ en el instante, pero por Pitidgoras se tiene que

¢ = 0,05km. Sustituyendo estos valores.
dc dc km

=2-0,03--70+2-0,04- -60 = — = —-90—

2. =
0,05 dt dt h

Es decir, los autos se aproximan entre si a 907 (el signo nos indica que se aproximan, si hubiera

dado positivo los autos se alejan).

Ejemplo 143.}

Un avién viaja a 400km/h a una altura constante de 12km, su ruta lo esta llevando a pasar
justo por arriba de un observador en tierra que lo sigue con su mirada. ;A qué velocidad gira

. . p ., m .
el observador su cabeza hacia arriba cuando el dngulo de elevacion es de 3 radianes?

dx km
be — = —400—.
Se sabe 7 00 .

Se pide o cuando 0 = % (de acuerdo a la figura, este es el valor de § cuando el angulo de elevacién

es de 6 = E)
3
Se cumple que tanf = 1x—2, se deriva y se obtiene

d9_ 1 dx

2 - = -
e =

Al sustituir se tiene que
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2 Z).dﬁ:i._ a _
sec (6 o B 400 = o 25

e}

Es decir, la persona gira su cabeza hacia arriba a una velocidad de 25ﬂ = 0,00694& = 0,3979-.
s S

5.4. Formas Indeterminadas y Regla de L’Hopital

x oe
Si el limite lim M presenta la forma indeterminada 0 0 - f vy g son derivables tal que ¢'(x) % 0
z—a g(T

en los alrededores de a, entonces se cumple que

flx) . f(@)

lim —% = lim
Tr—a (Qj') Tr—a gl([l’,’)

Esta regla también se cumple para los limites laterales y para los limites al infinito.

Notas:

et . . 0, o
= Observe que la regla de L’Hopital sélo se puede utilizar en limites de la forma — 6 —, en esta
seccion se veran otros limites que se pueden transformar a estas formas para poder utilizar la
regla.

= Al utilizar la regla se debe derivar el numerador y el denominador de la fraccién por separado,
es un error comun derivar la expresion como cociente.

Ejemplo 144.}

. Inx
Calcule QIEI_)H% 1

Forma g, L’H

Ejemplo 145.}

e
Calcule lim —.
r—+00 333

o0
lim — Forma —, L'H
o0

— lim Forma —, L'H
Q0
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T

— lim — Forma E, L’H
z—+0 OF 0
, er 0
= zEToo 5 Forma 5
Ejemplo 146.}
Inx
Calcule lim —.
Tl i <
1
lim e Forma 2, L’H
o0

2
2
= lim — Forma —
Tr—+00 T2 o0
=0
Ejemplo 147.}
t _
Calcule lim M.
x—0 J}?’
t — 0
lfm 222~ % Forma —, I’'H
z—0 3 0
2r—1 0
= lim pee & Forma —, L’H
x—0 31’2 O
2
-t
= lim e Totaly Forma 9, L’H
x—0 333‘ 0
. 2sec’x-tan®x + sect
= lim
x—0 3
1
-3
Ejemplo 148.}
Calcule lim ﬂ.
zon— 1 + cosx
0
lim Sy Forma —, L’H
z—r— 1 4+ cosx 0



, Cos & —1
= lim Forma
zor— —Sen T —1-0t

5.4.1. Productos Indeterminados (0 - )

Si se presenta la forma 0 - oo se puede realizar una transformacién de la expresion para poder aplicar
la regla de L’Hopital, asi:

Nota:

= En este procedimiento se realiza un abuso del lenguaje al tratar al término oo como un niimero
cuando lo correcto es utilizar la notacién de limite, se utiliza este recurso para mejorar la
comprension. La idea es trasladar uno de los dos factores al denominador

f(z) _ g(@)
f(x) g({E) -1 T 1
g(x) f(x)
Ejemplo 149.}
Calcule 1im z2Inz.
z—0t
h’m+ 22lnx Forma 0 - o0
x—0
l
= lim nl:v Forma @, L’H
r—0+ o a0
1
a :I:li/{(r)l+ é
2
— lm =
z—0t+ 2
=0

Ejemplo 150.}
Calcule lim ((1 —e€”) - In(z?)).

z—0*t

¢ T 2
mli%ﬁ (1= ¢") - In(z?)) Forma 0 - oo
1 2
= lim n(lx ) Forma 2, L’H
z—0+ o0

1—e®
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— lim —2
z—0+t 1—e")2
2(1 — e*)? 0
= lim ( <) Forma —, L'H
z—0t x - et 0
, Al —e") - —e”
= lim
a0+ 7+ a7
—4(1 —€”
_ iy, 21—
z—0+ 1+
5.4.2. Diferencias Indeterminadas (+o0 — +o0 6 —0 — —®0)
Si se presenta alguna de las formas indeterminadas 4o — +00 é —o0 — —o0 entonces:

= Si se puede realizar la resta y simplificarla entonces esto se hace primero, es muy probable
que quede una forma para aplicar L’Hopital.

= Si no se puede realizar la resta entonces la expresion se transforma de la siguiente manera:

a0
oo—oo=oo-(1——)
a0

o0
Ahora se calcula el limite del término — utilizando L’Hopital; si este limite da distinto de 1

o0
entonces ya el limite original se calcula sustituyendo (el limite dard +oo 6 —o0), sino (si el
limite da 1) entonces se tiene un limite de la forma oo - 0 que se trata como en el caso anterior.

Nota:

e En el dltimo procedimiento se utiliza oo — oo para hacer referencia a los dos casos
+00 — +00 6 —o0 — —o0 que son tratados de igual manera.

e Observe que los casos +00 — —o0 6 —o0 — +00 no son indeterminados ya que dan +o0 y
—oo de forma directa.

e Nuevamente, aca se refiere a dos expresiones que tienden a infinito, el procedimiento
saca a “factor comin” uno de los términos

7(@) = glx) = f() (1 - %)

Ejemplo 151.}

Calcule lim (secz — tanx)

T
TG

lim (secx — tanz) Forma + o0 — +o0

T —
1’*)2
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, 1 sen x
= lim —
z—>Z~ \COST  COST

1—senzx 0
= lim ——— Forma —, ’'H
z—>I~  COST 0
m cos
= lim
J;—>g_ —Senax
=0

Ejemplo 152.}
Calcule lim (e” —In(x))

T—+0

lim (e” —In(x)) Forma 400 — 40
T—+0
= lim e”- (1 - ln(x))
r——+00 e’
In(x)

Ahora se verifica cudnto da lim
z—+o0 eT

In(x)

Forma E’ L’H
o0

Volviendo al limite original

In(z
= lim " -|1-— (z)
T+ S~ er
+oo S~——

0

5.4.3. Potencias Indeterminadas (0°, o' 6 1%)

Si un limite presenta alguna de las formas 0°, c0® ¢ 1%, entonces se puede transformar utilizando la

propiedad
Ina
b
b In(a”) _ eb-lna I

a =e =€
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na
En este caso primero se obtiene el limite de la fraccion —— que se le puede aplicar regla de L’Hopital

b
y luego volver al limite original.

Ejemplo 153.}

Calcule lim z*
z—0t

Forma 0°

1 0
0+ =
=e" x Forma —, I’H
o0

Ejemplo 154.}

Calcule lim (14 )¢ "

r—+0

, —x
lim (1 + x)° Forma, oo"
r—>+00
— lm 61n(1+:r)"‘7m
xr—+00
= lim ee_'r-ln(lJra:)
x—+00
, In(1+x)
= lim e ¢
Tr—>+00

o In(l+x
PR )
= ert® e Forma —, I’'H
o0
1
lfim 1
= eT>+®© e
1
lim ——
— Tt (1 + x) - e
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=¥ =1

Ejemplo 155.}

Calcule lim (1 — 2)

Tr——+00 T

2 xT
lim (1 — —) Forma 1%
T—+00 s
— lim (-2
r—>+00

=e z Forma g, L’H

5.5. Trazo de graficas
Las derivadas brindan mucha informacién sobre la grafica de una funcion, en este apartado se vera

esta informacién y se trazaran algunas graficas.

5.5.1. Primera derivada

Al observar la siguiente grafica se nota que la pendiente de la recta tangente es positiva cuando la
funcién crece y negativa cuando decrece; asi, se cumple el siguiente teorema.
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,—[Teorema 9. Crecimiento y decrecimiento de la funcién}

Si f’(xz) > 0 en un intervalo, entonces f es estrictamente creciente en ese intervalo (7).

Si f'(z) < 0 en un intervalo, entonces f es estrictamente decreciente en ese intervalo ().

. J

,_[Ejemplo 156.] ,

Determine los intervalos en donde la funcién f(x) = 3z* — 423 — 1222 + 5 es creciente o
decreciente.

\ J

f'(x) =122° — 1227 — 240 = 122(2* — 2 — 2) = 122(z — 2)(z + 1)

—00 -1 0 2 +00
12z — - b + +
T —2 - - - b+
z+1 - o+ + +
f'(x) - + - +
f(z) pN / N /

Crece: | — 1,0[ y ]2, +oo|
Decrece: | — o0, —1[ y ]0,2]

Ejemplo 157.}

Determine los intervalos en donde la funcién f(x) = 2z* + 1622 + 5 es creciente o decreciente.

f'(x) = 8% + 32z = 8u(2? + 4)
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—00 0 +00
8x — b +
x? 44 + +
f'(x) - +
f(z) N\ /

Crece: [0, +oo|

Decrece: | — o0, 0]

f—[Deﬁnicién 15. Maximo local}

Una funcién f alcanza un méximo local en z = ¢ si se cumple que f(c) > f(z) para toda x
cercana a ¢ (por ambos lados).

f(e)

r—[Deﬁnicién 16. Minimo local}

Una funcién f alcanza un minimo local en & = ¢ si se cumple que f(c) < f(z) para toda x
cercana a ¢ (por ambos lados).
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r—(Teorema 10. Teorema de Fermat} \

Si f tiene un méximo o un minimo local en ¢y f’(c) existe, entonces f'(¢) =0

Y

\. J

Notas:

= El teorema quiere decir que si la derivada existe entonces en los maximos y en los minimos
locales hay tangentes horizontales (f'(c) = 0).

= Se debe tener cuidado ya que lo contrario NO es cierto, es decir, si f'(¢) = 0 no necesariamente
se tiene un minimo o un maximo.

Y

xT

3‘ )

= También se puede dar el caso que la funcién no sea derivable en ¢ pero que tenga un maximo
0 un minimo en ese valor.

Y Y
Maximo —

Minimo

ok --

Dado que una funcién tiene maximos o minimos en los puntos donde la derivada es cero o se
indefine entonces se tiene la siguiente definicion.
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Definicién 17. Puntos crl'ticos}

Se llaman puntos criticos (o ntmeros criticos) de una funcién f a los valores z = ¢ del
dominio de f en donde f'(c¢) =0 o f'(c) no existe.

Se debe observar que al hacer una tabla de signos para la primera derivada se obtienen también los
valores criticos de la funcion; sin embargo, la primera derivada también ofrece un procedimiento
para saber si estos valores son maximos o minimos.

,—[Teorema 11. Criterio de la primera derivada} \

Si ¢ es un numero critico de la funcién f entonces:
1. Si f’ cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un maximo local en c.
2. Si f’ cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo local en c.

3. Si f/ no cambia de signo en ¢, entonces f no tiene un extremo local en c.

. J

Si f cambia de positiva a negativa entonces la funcién venia creciendo y pasé a decrecer en c.

Y

Maximo

N c \”

Creciente Decreciente

Si f cambia de negativa a positiva entonces la funcién venia decreciendo y paso a crecer en c.

Y

Minimo
|

I
I
I
I
I
c
t

Decreciente Creciente

Si no hubo cambio de signo entonces la funcion siguié creciendo o decreciendo segin sea el caso y
no alcanzo ni un maximo ni un minimo local en ese punto.
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’\y y

Lo -----

\ /

Decreciente Decreciente

Creciente Creciente

,—[Ejemplo 158.} \

1. Determine los méximos y los minimos locales de los ejemplos 156 y 157.

156: En x = —1 se alcanza un minimo que es f(—1) =0
En z = 0 se alcanza un maximo que es f(0) =5
En z = 2 se alcanza un minimo que es f(2) = —27

157: En & = 0 se alcanza un minimo que es f(0) =5

5.5.2. Segunda derivada

Desde que se estudian las funciones cuadraticas se utilizan los términos concavo hacia arriba
y concavo hacia abajo, pero estos nunca se definen formalmente; ahora ya se cuenta con las
herramientas necesarias para hacerlo.

F[Deﬁnicién 18. Concavidad}

= Si la grafica de f estd arriba de sus rectas tangentes en un intervalo, entonces se dice
que f es céncava hacia arriba en ese intervalo.

= Si la gréfica de f queda abajo de sus rectas tangentes en un intervalo, entonces se dice
que f es céncava hacia abajo en ese intervalo.

Definicién 19. Puntos de inﬂexio’n]

Los puntos donde la funcién cambia de concavidad se llaman puntos de inflexion.
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f—(Ejemplo 159.} N

1. Indique los intervalos donde la siguiente grafica es céncava hacia arriba y donde es
concava hacia abajo.

5 1Y

.z

2 1 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
‘ CAB ' CAR " CAB  CAR

Por lo que la funcién es céncava hacia abajo (CAB) en los intervalos | — o0,2[ y 16, 8| y es céncava
hacia arriba (CAR) en los intervalos |2, 6[ y |8, +ool.

Al observar las graficas anteriores se puede deducir de manera visual el siguiente teorema.

r—(Teorema 12. Concavidad}

» Si f”(x) > 0 para toda x en un intervalo I, entonces la grafica de f es concava hacia
arriba en el intervalo I (U)

» Si f’(z) < 0 para toda x en un intervalo I, entonces la grafica de f es concava hacia
abajo en el intervalo I (n)

\. J

,—[Ejemplo 160.} \

Determine los intervalos en donde la funcién f(z) = z* — 62 + 10 es céncava hacia arriba y
coOncava hacia abajo, indique ademés los puntos de inflexion.

f(z) =423 — 122
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fla) =122 =12 =12(z% — 1) = 12(z + 1)(z — 1)

—00 -1 1 400
12 + +
Tz+1 — o +
r—1 — — +
f'(@) + - +
f(z) n U
5 5

Los puntos de inflexién son (—1,5) y (1,5).

Ejemplo 161.}

Describa la curva y = 2* — 423 en cuanto a extremos locales, concavidad y puntos de inflexién;
indique en una sola tabla los datos obtenidos.

y =43 — 1222 = 4% (z — 3)
y" = 1222 — 24z = 12z(x — 2)

—00 0 3 400 —00 0 2 400
4a* + + + 12z - o+ +
-3 — — b + T —2 — — b +
y/ _ _ + 1 _ _ +
Y N\ ¢ a Y U N U
0 —27 0 —16
—00 0 2 3 400
y U NN AVE) U
L N N J
0 —16 =27

Los puntos (0,0) y (2,—16) son puntos de inflexién, el punto (3, —27) es un minimo.

,—ETeorema 13. Criterio de la segunda derivada}

Si f” es continua en los alrededores de ¢ entonces:
» Si f/(¢) =0y f"(c) > 0 entonces f tiene un minimo local en c.

» Si f'(¢c) =0y f"(c) <0 entonces f tiene un maximo local en c.

Nota: Si f”(c) = 0 entonces este criterio no decide, es decir, f(c) podria ser maximo, minimo o
podria no ser ninguno de los dos.
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Observe que la pendiente de las tangentes disminuye (f”(c) < 0), la gréfica es céncava hacia abajo
por lo que la funcién tiene un méaximo en c.

Y

aF--

Si f"(¢) > 0 la funcién es céncava hacia arriba en z = ¢ por lo que presenta un minimo en ese
punto.

Ejemplo 162.}

Determine los méximos y los minimos de la funcién y = 23 — 322

y = 32% — 6z = 3z(z — 2)
Y =0six=056zx=2
y" = 6x — 6, ahora, y"(0) = =6y y"(2) =6

Por lo tanto, en (0,0) hay un méximo y en (2, —4) hay un minimo. T

5.5.3. Resumen para el trazo de una grafica
1. Encuentre el dominio de la funcién
2. Encuentre las intersecciones con los ejes.
Es decir, determine los valores en donde f(x) = 0 y el punto (0, f(0)) si existe.
3. Determine las asintotas:
a) Asintotas horizontales

» Si lim f(z) = k entonces y = k es asintota horizontal.
T—>—+00

» Si lim f(z) = m entonces y = m es asintota horizontal.
Tr——0a0
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b) Asintotas verticales

Determine los valores en donde el denominador de la funcién se hace cero y calcule los
limites laterales en estos puntos, si da infinito alguno de estos limites entonces en ese
punto hay una asintota vertical.

Es decir, se da en los puntos z tales que lim f(z) =

T—T0
c¢) Asintotas oblicuas
x
Es la recta y = mx +b, donde m = lfIJIrl @) y b= lim (f(z) — mx); la asintota existe
T—>1T 0 €T T—00

siempre que m y b existan.
Puede existir una asintota oblicua distinta para +oo y para —oo.

Si hay asintotas horizontales no pueden haber oblicuas.

y=mx+b

4. Intervalos de monotonia (crecimiento y decrecimiento)

Se calcula la primera derivada y se hace su tabla de signos, se calculan maximos y minimos
locales.

5. Concavidad y puntos de inflexion
Se realiza la tabla de signos para la segunda derivada.
6. Cuadro resumen

Se realiza un cuadro resumen con todos los datos anteriores y se traza la curva.

Ejemplo 163.}

x
r+1

Realice la grafica de la funcién f(z) =

1. Dominio: R — {—1}

2. Interseccién con el eje x y con el eje y: (0,0)
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3. Asintotas:

a)

Asintotas horizontales:

lim =1, por lo que y = 1 es asintota horizontal en +co.
z—+o0 1 4+ 1
x
lim = 1, por lo que y = 1 es asintota horizontal en —oo.
z—-—0 r + 1
Asintotas verticales:
La tnica posibilidad es en z = —1, que es el tnico valor en donde la funcién se indefine.
, x
lim =+

z—>—1- T + 1

Yaquer - -1 — < -1 = 24+41<0 = 2x+4+1— 0" y la forma es

F:— = +o0.
07
T
1m =
a—>—1+ T + 1

Yaquezx > —17 = x>-1 = 24+41>0 = z+1 — 0"y la forma es

-1
F.:—=—w.
O+
Por lo que = = —1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas:

En este caso no puede haber asintota oblicua en ninguna de los dos infinitos ya que en
ambos casos hay asintotas horizontales.

4. Intervalos de monotonia

1
La derivada de la funcién es f'(z) = m, su tabla de signos es:
—00 -1 +00
1 + +
(z+1) + +
f'(x) + +
f(z) / /
5. Intervalos de concavidad
-2
La segunda derivada de la funcién es f”(x) = ———, su tabla de signos es:

(x +1)3



Alexander Borbon AIDIZar ......... ... ... 136

6. Cuadro resumen:

—00 -1 +00

) -
1 +o00 —00 1

7. Grafica:

Ejemplo 164.}

z2+1

Realice la grafica de la funcién f(x) =
i

1. Dominio: R — {0}
2. No hay interseccién con el eje x ni con el eje y.
3. Asintotas:

a) Asintotas horizontales:

2 +1

lim
Tr—-+00 €T

= 400, por lo que no hay asintota horizontal en +oco.
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22+ ) )
lim = —o0, por lo que no hay asintota horizontal en —oo.
Tr— —0 €T

b) Asintotas verticales:

La tnica posibilidad es en z = 0, que es el inico valor en donde la funcién se indefine.

o |
lim = —00
z—0~ T

~ ~ 1
Yaquer - 07 = <0 = 2 —0 ylaformaesF:O—_z—oo.
2?41
lim = 40
z—07+ T

1

Yaquer - 0t —= >0 = x—>0+ylaf0rmaesF:O—+=+oo.

Por lo que = 0 es asintota vertical.

c¢) Asintotas oblicuas:

1) En +oo:
2
1
m = lim vl 1
r—too 2
241 1
b=1m1($+ —x)zlml—zo
Tr—+00 i T—>+00 U
Por lo que en +o0 si hay asintota oblicua y es y = x.
2) En —oo:
2
+1
m = lim ¢ =1

2
b=lhl(x+1—x)=lM11=0

T r—>—0 r
Por lo que en —oo si hay asintota oblicua y es y = .

4. Intervalos de monotonia

La derivada de la funcién es f'(z) = (= + 1;296 — 1), su tabla de signos es:
—00 -1 0 1 +00
z+1 >+ + +
z—1 - - - o 4+
z? + + + +
(@) + - - +
f(x) / p p /
9 2

Asi, se tiene un punto maximo local en (—1,—2) y un punto minimo local en (1,2).
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5. Intervalos de concavidad
2 .
La segunda derivada de la funcién es f"(z) = —, su tabla de signos es:
x
—00 0 +00
2 + +
z3 - +
f(x) - +
f(z) n U
6. Cuadro resumen:
—00 -1 0 1 +o0
N NN N AU
/@) s B . )
y=x —2 —00 400 2 y=x
7. Gréfica:
5 .
4 £
3 £
2 4
1 £
" l‘ |
-5 -4 -3 -2 -1 - 1 2 3 4 5
]
¥

Ejemplo 165.}

Realice la grafica de la funcién f(z) = e(==%)

1. Dominio: R
2. La tnica interseccién que se da es con el eje y: (0,1).

3. Asintotas:
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a) Asintotas horizontales:

lfm (%) = 0, por lo que la asintota horizontal en +o0 es y = 0.
r—+00

lim e(fﬁ) = (, por lo que la asintota horizontal en —oo es y = 0.
T—>—00

b) Asintotas verticales:
Como el dominio es R no pueden haber asintotas verticales.
c¢) Asintotas oblicuas:
Como hubo asintotas horizontales en ambos infinitos no pueden haber asintotas oblicuas.

4. Intervalos de monotonia

La derivada de la funcién es f'(z) = —2z - ¢, su tabla de signos es:
—00 0 +00
—2x + D -
e(=+%) + +
f'(@) + -
f(z) / p
1

Asi, se tiene un punto maximo local (y es el maximo absoluto) en (0, 1).
5. Intervalos de concavidad

La segunda derivada de la funcién es f”(z) = 2% - (22® — 1), su tabla de signos es:

V2 Ve
—00 2 2 +00
2¢(=+%) + + +
V2 —1 - - +
V2 +1 - v+ -
f'(=) + - +
f(x) a u
0 0.61 0.61 0

Por lo que se tienen como puntos de inflexién: (—0,71,0,61) y (0,71, 0,61).

6. Cuadro resumen:

—00 —-0.71 0 0.71 400

7. Grafica:
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Yy
i ! x\w
-3 9 1 1 2 :
—1
f
~ Ejercicio 5.
1. Realice la gréafica para las siguientes funciones

222, 4z ; 4(3z% + 1)
) 0= a1 O = - MY T G-
b) flz) =2 —x
¢) f(z) =a2*+ 43

x 249 " 2z(x? + 27)

Dv=m V= Gropa—37Y ~ G+3p@—3p
L, (+9)@E-2) ,_ 2@ - VI @+ V)

V=gV T @+92 V7 (22 + 9)3
)y = 2 , z(z-2) , 2
r—1 (x—1)% (x—1)°
i+2 2

5.6. Valores maximos y minimos

Entre los problemas que se pueden resolver utilizando calculo diferencial, el de maximizar o
minimizar una funcion es de los més importantes y tutiles.

Anteriormente se definieron los méaximos y minimos locales, ahora en los ejercicios de esta seccién
y la siguiente se va a buscar los maximos y minimos absolutos de la funcion. En esta seccion se
trabajara con una funcién continua en un intervalo cerrado y la siguiente seccion tratara problemas
de optimizacion.
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f—[Deﬁnicién 20. Maximo absoluto o minimo absoluto}

El maximo absoluto o méaximo global es el valor mas grande de los maximos locales y el
minimo absoluto o minimo global es el valor mas pequeno de los minimos locales, incluyendo
los extremos si es un intervalo.

Estos valores se conocen como los valores extremos de f.

,—[Ejemplo 166.} \
Segun la siguiente grafica, determine los valores de z en donde la funcién presenta:
1. Maximos locales. 3. Méaximo absoluto.
2. Minimos locales. 4. Minimo absoluto.

1. x =2y el maximo local es 3
x = 6 y el maximo local es 2.
2. x =1y el minimo local es 2
xr =4y el minimo local es —1.
3. x = —1 y el maximo absoluto es 4.

4. x =4 y el minimo absoluto es —1.
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f—[Ejemplo 167.} N

Indique los valores de x en donde la funcién de la gréfica
dada presenta méximo o minimos locales e indique cuales
son los valores extremos de la funcion.

\ J

Minimo local: En x = 1 se alcanza un minimo local, el minimo es 1.
Minimo absoluto: En z = 1 se alcanza el minimo absoluto, el minimo absoluto es 1.
Méximo local: No hay.

Méximo absoluto: No hay.

,—[Ejemplo 168.} \

Indique los valores de x en donde la funciéon de la grafica
dada presenta maximo o minimos locales e indique cuales
son los valores extremos de la funcion.

L J

Minimo local: No hay.
Minimo absoluto: Se alcanza en x = 4 y el minimo local es 1.
Maéaximo local: No hay.

Méximo absoluto: No hay.
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f—(Ejemplo 169.} <

Indique los valores de x en donde la funcién de la gréfica 2
dada presenta méximo o minimos locales e indique cuales
son los valores extremos de la funcion.

\ J

Minimo local: Se alcanza en = 1 y el minimo local es f(1) = 0.
Minimo absoluto: No hay.
Maximo local: Se alcanza en x = 3 y el maximo local es f(3) = 2.

Méximo absoluto: No hay.

Teorema 14. Teorema del valor extremo}

Si f es continua sobre un intervalo [a, b] entonces f alcanza un maximo absoluto y un minimo
absoluto en [a, b]

Si se tiene la funcién f que se da en la gréfica (definida en un dominio cerrado), indique su méximo
absoluto y su minimo absoluto.

Maximo absoluto: 3. Minimo absoluto:

Méximo absoluto: 3. Minimo absoluto: 1.

Nota:
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= Sino se cumplen las condiciones del teorema no se puede asegurar nada (observe el ejemplo
168 anterior).

= Note que si se tiene una funcién f continua, definida en un intervalo cerrado, entonces dicha
funcion presenta su maximo absoluto y su minimo absoluto entre los maximos y minimos
locales y los extremos.

Por lo tanto, para encontrar los valores extremos de una funcién en un intervalo cerrado se deben
seguir los siguientes pasos:

1. Encuentre los valores criticos de f en [a,b] y evalielos.
2. Determine los valores de f en los extremos del intervalo (f(a) y f(b))

3. El valor mas grande de los hallados es el maximo global y el mas pequeno es el minimo global.

Ejemplo 170.}

Encuentre el mdximo y el minimo absoluto de la funcién f(z) = 2® — 32® + 1 en el intervalo

— <z<4
5 x

Valores criticos
f'(z) = 3z* — 6z Nunca se indefine
flx) =0 = 322 —6r=0 = 2=06x=2

Ahora f <_71> = %,f(O) =1,f(2)=-3,f(4) =17

Por lo tanto:

Méximo absoluto: 17

Minimo absoluto: -3

Ejemplo 171.}

Encuentre el maximo y el minimo absoluto de la funcién f(x) = 2® — 32 + 1 en el intervalo

[0,3].

Valores criticos

f'(z) = 3z*> — 3 Nunca se indefine

fl(z)=0 = 322 -3=0 = z=-16x=1
Ahora f(0) =1, f(1) = —1, f(3) =19

Por lo tanto:

Maximo absoluto: 19

Minimo absoluto: -1
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Ejemplo 172.}

Encuentre el méximo y el minimo absoluto de la funcién f(x) = |z| en el intervalo —1 < x < 3.

Sug: Para derivar |z|, lo puede expresar como v z?2

xz

f(z) = Va2 = f(x) = 2 = fi(z) =

1
AR
Este se indefine si x = 0 y no se cumple que f'(x) = 0 para ningtin valor.

Ast f(~1) = 1,£(0) = 0, /(3) = 3

Por lo tanto:

|

Méximo absoluto: 3

Minimo absoluto: 0

5.7. Problemas de Optimizacion

Los métodos para hallar maximos y minimos vistos para graficar funciones tienen muchas aplicaciones
en la vida real.

Por ejemplo, en negocios se busca minimizar los costos y maximizar las ganancias. En la naturaleza
la luz siempre busca recorrer la distancia minima, etc.

En esta seccion se busca resolver este tipo de problemas.
Procedimiento:
1. Comprenda el problema: Léalo con cuidado, defina la(s) incégnita(s) y las cantidades dadas.

2. Dibuje un diagrama: Casi siempre resulta tutil hacer un dibujo para comprender mejor el
problema y plantearlo.

Defina claramente las variables en el diagrama y defina cuédl es la variable a maximizar.
Despeje la variable que se debe maximizar.

Exprese la ecuacion en términos de una variable y defina el dominio esta variable.

O A o

Utilice los métodos vistos para maximizar o minimizar (segin sea el caso) la ecuacién. En
estos casos se busca el maximo o el minimo absolutos.

Ejemplo 173.}

Un agricultor posee 800 metros de cerca para cercar un lote rectangular que limita con un rio
recto, él no necesita cercar el lado que colinda con el rio. ; Cudles son las dimensiones del lote
que tiene el area mas grande?
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Hay que maximizar el area A =z -y

Pero hay dos variables, sin embargo se sabe que la cerca mide 800 metros, es decir:

2 +y =800 = y =800 — 2x

Por lo que:

A = 2(800 — 2x) = 800z — 2% con x € [0, 400]

Ahora, la derivada es A" = 800 — 4x

Y esta derivada se hace cero si
800 —4x =0 = z = 200

Como A(200) = 80000 y en los extremos se tiene que A(0) = A(400) = 0 entonces se tiene que en
x = 200 se encuentra el maximo absoluto.

Six =200 = y=2800—2-200 = 400 y, por lo tanto, estas son las dimensiones que hacen que el
area del terreno sea maxima seguin el diagrama. T

Notas:

= En este ejemplo se realizo el procedimiento general para mostrar todos los pasos dados, sin
embargo, se puede notar que aqui la funcién del area es cuadratica y concava hacia abajo, por
lo tanto tiene su maximo absoluto en el vértice (que es el punto que se encontrd), siempre que
se trabaje con funciones cuadraticas se puede simplificar el procedimiento de esta manera.

= Se debe tener claro al dar la respuesta qué es lo que se esta preguntando, en este caso son
las dimensiones que hacen que el drea sea maxima. Si se pregunta cudl es el area maxima se
tendria que responder 200 - 400 = 80000m>

Ejemplo 174.}

Se va a construir una lata cilindrica que debe tener 100cm?® de volumen. Determine las
dimensiones para minimizar el costo de fabricar dicha lata.
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Se debe minimizar el costo del material, es decir, se debe utilizar minimizar el area.

A = 21r? + 27rh

Pero se debe cumplir que la lata contenga de volumen 100cm?.

1
mr’h = 100 = hzig
mr

Por lo tanto

10 200
A =2mr® 4+ 277 - — = 271 + =— con r €]0, +oo[
s r

2 4 3 _
AsiA’:47rr—ﬂ:M

r2 r2

50
Porloque A/ =0sinmr? —50=0 — r =4/ —
T

200-2¢ 400

C A" =4m + —
omo ™ 774 s 3

/50
Y se cumple que A” [ 4 —) = 127 > 0 por lo que se obtiene un minimo en el valor encontrado y
T

este es el inico extremo local en el intervalo (debe ser el absoluto). Como dato extra se puede observar
200 200
que lim 2 (7‘("/’2 + —) = lim (27‘("/’2 + —) = +o0. Por lo tanto, el minimo encontrado es el
z—0t r T—>+00 r

minimo absoluto.

De igual forma, se pudo realizar el criterio de la primera derivada.

3/50
0 TF +00
4 + N +
mrd — 50 — +
r2 + +
f'(z) - +
f(x) N\ e

/50
Donde también queda claro que en 7 = 4/ — se obtiene el minimo absoluto.
T

5
Por 1ltimo, si r = X —O entonces
T
Vv 100

V=mr’h = h= =

2 s \2
mr
K
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/50
Que al racionalizar y simplificar se obtiene h = 2 - 4/ —.

T
/50

Por lo tanto, la lata se minimiza cuando r = \3/? yh=2 ¢ —. T
T

Ejemplo 175.}

.Cual es el area del rectangulo méas grande que se puede inscribir en un semicirculo de radio
27

Sug: Coloque el circulo centrado en el origen, asi tendrd por ecuacién x? + y> = 4.

2x

Se debe maximizar el area del rectangulo A = 2zy.

Pero la férmula del semicirculo de radio r es 2* 4+ 4? = 4, es decir y = V4 — 22 (se toma la positiva
porque se estd trabajando con la parte de arriba del semicirculo).

Asi, A =22v4 — 22 con x € [0, 2]

—22 2(4 — 22%)
De aqui A’ = 2v/4 — 22 =
¢ Tt T Vs

Se cumple que A’ =0si4—222 =0 = z=+/2

Este es un maximo ya que A(0) = A(2) = 0 que son menores al valor encontrado (A(v2) =4y
ademés es el inico punto critico).

Por lo tanto, el mayor area del rectangulo es de 4 unidades al cuadrado. T

Ejemplo 176.}

Halle dos ntimeros de producto minimo y diferencia 100.

Sean z y y los dos niimeros. Se pide minimizar el producto P = xy.

Pero se dice que la diferencia entre los niimeros debe ser de 100, es decir que x —y = 100 = z =
100 + vy

Asi
P = (100 + y)y = 100y + y* con y € R

Se cumple que P' =100+ 2y y P'=0si 100+ 2y =0 = y = —50
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Este es un minimo ya que la funcién es una cuadratica céoncava hacia arriba.
Si y = —50, entonces x = 100 — 50 = 50.

Por lo tanto, el producto se minimiza cuando los nimeros son —50 y 50. T

Ejemplo 177.}

Encuentre un nimero real positivo tal que la suma de ese niimero y su reciproco sea minima.

Sea z el numero buscado.
) C 1
Se quiere minimizar y =  + — con z €]0, +0|
x
x? =1

2
positivo se descarta —1 y 0 y se trabaja inicamente con z = 1.

Se tiene que ' = , que se hace cero si x = 1 y se indefine si z = 0. Como x debe ser

1 1 -
Observe que en los extremos lim =+ — = lim x + — = +00 por lo que z = 1 es el més pequeno
x—0+ x T—+00 €T

de los puntos criticos y, por tanto, el minimo absoluto.

Otra opcién seria trabajar con el criterio de la primera derivada en el intervalo correspondiente,

, (z+1)(x—-1)
= o i
0 1 +oo

z—1 — +

z+1 + +

z? + +

f'(x) - +

f(@) N\ /

En donde es claro que en x = 1 se alcanza el minimo absoluto de la funcién.

Asi, el nimero que cumple lo que se pide es el 1. T

Ejemplo 178.}

Determine la distancia mds corta del punto (0,0) a la parabola y = 4 — z?

Los puntos de la pardbola dada tienen la forma (x,4 — z?).

La distancia del punto (0,0) al punto (z,4 — 2?) estd dado por

d=+/(z—0)2+ (4 —22—0)2 = Vot — 722 + 16

Pero una raiz cuadrada se minimiza cuando lo de adentro de la raiz se minimiza (entre més pequeno
sea lo de adentro de la raiz menor serd el valor de la raiz), por lo tanto, se debe minimizar la
expresion
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f(z) = a* — 72° + 16

7 7 7
De aqui f'(z) = 42° — 142 = 4x <3: — \/5) <a: + \/;>, que se hace cerosiz =006 x = i\/;.

Por el criterio de la primera derivada se tiene

T 7
—00 2 0 2 +00
4z — — D + +
T — \/g - — - +
z + \/2 - ¢ 4+ + +
f(x) — + - +
f(z) hY e pY S
+00 15 16 15 +00
4 4

Por lo que se observa que el minimo absoluto se alcanza cuando x = i\/g )

/15
Por lo tanto, la distancia minima entre el punto (0,0) y la pardbola y = 4 — 2? es de 7 unidades.

y
5]
5|
(-V53) H (V33)
d d
‘ X
3 J2 (0,0) 1 3, 3

— Ejercicio 6. <

T T
1. Hallar el punto de la grafica y = /x que dista menos del punto (4,0). R/ ( —>

2’V 2

2. Muestre que de todos los rectangulos de perimetro fijo p, el que encierra mayor area es
el cuadrado.




Capitulo 6

Integrales

6.1. Integral Indefinida

La integral y la derivada son (casi) funciones inversas, entonces la notacién / f(z)dz se utiliza

tradicionalmente para denotar la antiderivada de f y se llama la integral indefinida. As{

/ f(2)dz = F(z) si F'(z) = f(z)

Ejemplo 179.}

3 d 3
/x2dx=%+0yaque%(%+0)=x2

6.1.1. Integrales directas

Las primeras antiderivadas se tomaran de la tabla de derivadas (tomadas al revés), esta serd la
tabla de integrales directas:

/c-f(x)dx _ c-/f(x)da:
[ 1@+ 9@z = [ s+ [ gla)aa

/k‘dxzk-x—i-C

xT

+C

a*dx =

Ina

+C senzdr = —cosz + C

z"dx =

dex =Inlz|+ C coszdr = senx + C

SR

e*dr =e* + C sec® rdxr = tanz + C

— — — —

/
/
/

151
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1 1
/CSC2$dl'=—COt$+C /—dm= — - arctan (f) +C

22 + a? a a

/secw-tanxdm=secx+0 r = arcsenx + C

[

x
/Cscx-cotxdxz—cscx—i—C xzarcsen(—)—i—C
a

1
—d
/m
/21 dx = arctanz + C ;dlearcsec |£ +C
P -2 a a

,_[Ejemplo 180.] ,

Utilice las integrales directas para encontrar las siguientes integrales indefinidas

1. /10x4 —2sec® xdx = 22° — 2tanzx + C

1 3
2. /m2+1+ 71 Z%—i—x—i—arctanx—i—C'
T

6.1.2. Integracion por sustituciéon

De la seccién de derivadas se sabe que

L (o) = F (o) - o (0)

[ 6@ g @iz = £ o)
O, si se ve de otra manera, si se tiene
[ @) g @

Se hace la sustitucién v = g(z) = du = ¢'(x)dz

Por lo que la integral queda

[ #a@) - g@ds = [ s

Una integral mas simple que la anterior.

Lo que quiere decir este procedimiento es que se debe buscar una funcién cuya derivada estéd en la
integral.

Ejemplo 181.}

2x
d
2 +1 o

Determine /
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2 1
/ v da:z/ - 2xdx
22+ 1 241
1
z/—du
U

=In|ul+C
=In|z® +1|+C

Sea u=2>+1

du = 2xdx

Ejemplo 182.}

Determine /2&: (:c2 + 1)50 dx.

Seau=2>+1

= w)™ du du = 2xdx
(u)
51
~ 1;—1 +C
2 1 51
_@ - e
Ejemplo 183.}
Determine / cos(bx)dz.
d
/cos(5a:)dx = /cos(u) ?uda: Sea u = bz
1
=z /Cos(u)da: du = 5dz
zé-senu—l—C d?uzdw
5
_ sené x) Lo

Ejemplo 184.}

Determine /\/21’ — ldzx.




d
/\/Qx—ldx—/\/ﬂ-; Sea u = 2xr — 1
uz 1
=5 --+C du = 2dx
i 2
3
(2x —1)2 du
— g
3 ¢ 2
Ejemplo 185. |
Determine /Sen2(3x) - cos(3x)d.
d
/sen2(3x) - cos(3z)dr = /uQ?u Sea u = sen(3z)
1 3
=3 % C du = cos(3x) - 3dx
3
_ 9(3x) + d?u = cos(3x)dx

Ejemplo 186. |

Determine / 4 cos®(4x) - sen(4x)dx.

/4COS3(4ZE) -sen(4x)dr = /u3 - —du

Ejemplo 187.}

Sea u = cos(4x)
du = —4sen(4x)dx

—du = 4sen(4z)dx

Determine /x\/2x — ldz.
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1 1
/x\/Qx— dx—/u+ f— S R

2
1 1
:é_l / w2 du du = 2dx
1 d
=1 / 3 +uzdu gzd:c
1 (ug ug>
4 \3 3
1 x—1% (22 —1)2
= - C

— Ejercicio 7.
Determine / 2V 22z — 1dr mediante el cambio u? = 2z — 1.

\. J

,_[Ejemplo 188.] y

Determine / xvx — 3dzx.

/x\/x—3d:p=/(u+3)\/ﬂda€ Seau=1x—-—3 = x=u+3
3 1
:/u2+3u2du du = dx
us us
:TJFB'ZJFC
2 2
2y — 3)2
:@m(:p—s)hc

— Ejercicio 8.

Determine / v x — 3dx mediante el cambio u? =z — 3

,—[Ejemplo 189.} \
Determine / 3/ a2 + 3dz.
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/333\/372+3d33=/$2\/$2+3-3§d:ﬁ Seaw?=2>+3 = 2>=u*>-3
z/(u2—3)-u-udu 2udu = 2xdx

_ /(u4 — 3u?)du

u 3
=—+u +C
5 u

2 5
=@+(9&2+3)3+C

6.1.3. Integracién por partes

Si se recuerda la regla para la derivada de la multiplicacién de dos funciones

L (@) 9@) = F @) - glo) + @) o (@)

Al integrar estos términos se obtiene

f(x) - g(z) Z/f'(x)'g(l’) d$+/f($)'9'(l’) dx
Asi, al despejar
/f(:l:) g (x)dx = f(x)-g(x) — /f'(x) - g(x)dx

Si se utiliza la siguiente notacion

u= f(x) dv = ¢'(x) dx

= du = f'(z)dx = v = g(x)

/udvzuv—/vdu

La idea entonces es partir la integral en dos términos, uno de ellos sera u y el otro seréd dwv.

Entonces se obtiene

Para escoger el u se puede utilizar como referencia la prioridad:

I L A T E
| | |

Inversas Algebraicas Exponenciales

Logaritmicas Trigonométricas

Ejemplo 190.}

Determine / ze® dx
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Sea U=z dv = e" dx
du = dx v=e"
Asi
/xexd:vzxe”‘"—/exdx
=zxe® —e" +C

Ejemplo 191.}

Determine / 22 - Inxdx

Sea u=1Inz dv = 22 dx
du=14d z*
u = —dx = —
T v 3
Asi
3lnx |
2 Inade == —/—-—d
/3: nzdz 3 e T
2nx 23
= ——+C
3 9 *
Ejemplo 192.}
Determine / % senz dx
Sea u= x> dv = senz dx
du = 2z dx V= —CoSZ

Asi
/mQSenxdatz —x2008m+/cosa:-2xdx

= —22cosz +2/xcosxdx

= —z%cosz + 2rsenx — 2/senxdaz

= —2%cosz + 2xsenx + 2cosx + C

Ejemplo 193.}

Determine / xe®® dx
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dv = e** dx
Sea U=z
62.7,‘
du = dx V= —
2
Asi
2x 2x
/xe2’" dr = A 6—daz:
2 2
$e2z 621‘
= ——+C
2 4 +
Ejemplo 194.}
Determine / r2e® dx
Sea u= x> dv = e* dx
du = 2z dx v=e¢"
Asi
/xze’“" dx = z2e® — /em -2z dx
szex—2/er-xdx
Sea uU==zx dv = e* dx

du = dx v=e¢"

= 22e® — 2 (xex — /egcdx)

= 2%e® — 2xe” + 2% + C

Ejemplo 195.}

Determine / 22 Inxdx

Sea u=Inz dv = 23 dx
duzld:z; v:x—4
T 4
Asi
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41 4
_r'nx 2" c
4 16
Ejemplo 196.}
Determine / Inzdx
Sea u=lnw dv = dz
1
du = — dzx V=2
T
Asi
/lnxdx =zlnx —/ dx
=zhhz—z+C
Ejemplo 197.}
Determine / In? z dx
uw=In’z
Sea dv = dx
1
du=2lnz-—dz V=2
T

Asi

/ln2wda:=a:1n2x—2/lnmd:v

=zxIn’z—2xlnz+2z+C

Ejemplo 198.}

Determine / tan 'z dx

Sea w= tanl_ v dv = dx
du = T2 dx vV=2z
Asi

T
/tan_1 rdr =ztan"'z —/ dx
1+ 22
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1
=$tan_1$—§ln|1+x2|+0

Ejemplo 199.}

Determine / cos (Inx) dx

Sea u = cos (Inz) dv = dx
du = —sen (Inx) s I
x
Asi
/cos (Inz) de = xcos(Inzx) + /sen (Inx) de
Sea u = sen (In.x) dv = dx
gy < & (Inx) " o=
x
Asi

/cos (Inz) dz = xcos(Inz) + zsen (Inx) — /cos (Inzx) dz

— 2/cos (Inz)dr = xcos(Inz) + xsen (Inz)

| |
— /cos(lnx)dm = xcos(nx)—;—xsen(nx) +C

Ejemplo 200.}

Determine / e’ sen x dx

Sea U = senx dv = e* dx

du = cosz dx v=ce

Asi

/exsenxdxze“senx—/efcosxd:c

Sea U = COSZT dv = e* dx

du = —senz dx v =¢"
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Asi

/ex senzdr = e“senx — (ew CcoS T — / —e® sen xdx)

_— /ex senxdx = e senxz — e*cosx — /ea: sen xdx

= 2 / e*senxdr = e*senx — e“cosx

i X
e“senx — e* cos T
= /e’”senxdxz 5 +C

6.1.4. Integracion por fracciones parciales
Esta técnica consiste en separar una fraccion “compleja” en fracciones mas sencillas.

Por ejemplo, si se sabe que
1 1 1

22—524+6 x—-3 -2

Se puede calcular facilmente la integral

1 1 1
/x2—5x+6dx:/(x—3_x—2) d
1 1
:/x—de_/:c—de

=lnjz—-3|—-Injlz —-2|+C

La idea entonces es convertir las fracciones complejas en fracciones simples de acuerdo al siguiente
procedimiento.
Fraccion Impropia

Si la fraccién es impropia (si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador)
entonces realice la division de los polinomios.

Ejemplo 201.]

3
> —x+3
Determine / —dx.

2 +x—2
2c + 1
— 23— 2%+ 2x B
—22 +x+3
2 +ax—2

20+ 1



Alexander Borbon AIDIZar ......... ... ... 162

Asi

=——z+hjz*+z-2/+C

Ejemplo 202.]

2
. e
Determine /

2+ +1 v
s (2 B —2r—1
(_; _i)_l(x —I—x—i—l) 1+:p2+x+1
—2x —1

Asi

2_ 2 1
/udx:/ I
2+x+1 2 +x+1

zx—ln(a:2+x+1)+0

Ejemplo 203. |

I2—l‘

dx.
z2+1 v

Determine /

-z —1
2 +1

( 2?—z)+(2a®+1)=1+
- —1

—z—1

2 _
/a: xdx:/ 1_3:+1 de
2 +1 2 +1
1
/dx—/ x—/ dx
2 +1 2 +1

| +1
=1 — %—arctanx—i—C

Asi

Fraccion no impropia

Si la fraccién no es impropia entonces factorice completamente el denominador en factores de la
forma
(ax +0)™ y (ax® + bx + )"
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1. Factores lineales:

Por cada factor lineal de la forma (axz + b)™, la descomposicién en factores simples debe

incluir la suma de las m fracciones siguientes:

A N Ay - Am
ar+b  (ax+b)? T (ax+b)™

Ejemplo 204.]

Determine / ﬂdw.

2 —z—2

3r —3 A B

@—2) @+ 1) :x—2+x—|—1 — 3r—3=A(z+1)+ B(z —2)
— 32 —-3=(A+ B)x+ (A—-2B)
. {A+B=3
A—-2B=-3
= A=1,B=2

3r—3 1 2
/xQ—x—de_/<a:—2+x+1) da

=Injz -2/ +2ln|z+ 1|+ C

Ejemplo 205. |

522 + 20x + 6

Determine
/ 3 +222+

/5x2+20$+6 /5$2+20x+6
XTI = [ 2T,
x4+ 222+ z(xr + 1)2
5x2+20x+6_A+ B N C
rx+1)2 x4+l (v+1)2

= 51 +202+6 = A(r +1)>+ Br(z + 1) + Cx
— 52 +2020+6=(A+B)2*+(2A+ B+ C)x+ A

A+B=5
— 244+ B +C =20
A=6

— A=6,B=-1,C=9
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=/(§—xil+(xfl)2) da

9
=61n|x|—ln|x+1|—?+0
T

2. Factores cuadraticos:

Por cada factor cuadratico de la forma (az? + bz + ¢)", la descomposicién en factores simples
debe incluir la suma de n fracciones siguientes:

A+ By Ay + By - A, + B,
ar’+br+c  (ax?+br+c)? T (ax?+br+ o)
Ejemplo 206. |
2% — da —
Determine / ‘ t=8 dx
(22 —z)(2? 4+ 4)

2x3 —4x — 8 203 — 4o — 8
dx = dx
(22 —x)(22 + 4) z(x — 1)(a? + 4)

223 — 4w — 8 é+ B +C’x+D
rx—1)(22+4) = z—-1 2244
= 22° — 4o — 8= A(x — 1)(2* +4) + Bx(2* + 4) + (Cx + D)z(z — 1)
— 20° — 41— 8= (A+ B+ C)2* + (~A—C + D)2* + (4A+ 4B — D)z + (—44)
A+B+C=2
“A-C+D=0
4A+4B—-D = —4
—4A = -8
— A=2B=-2C=2D=4

/ 2 2 +2;1:+4 d
= - = x
r r—1 22+4

2x 1
=2In|z|—2Injz — 1|+ mdz+4 1:2——1-4dx
=21n|:1:|—21n|x—1|+ln|x2+4|+2arctan(g)—i—C

Ejemplo 207.}

8x3 + 13
Determine / oFf T o¥ + de
(22 + 2)?
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82+ 13z Arxr+B Cx+D
(22 + 2)2 T 249 +(x2+2)2
= 82° + 13z = (Az + B)(z* +2) + Cz + D
— 82° + 13z = A2® + B2® + (2A+ O)x + (2B + D)

A=38

. B=0
2A+C =13
2B+D =0

— A=8B=0,C=-3D=0

/8:173 + 13x I _/ 8z B 3z Jr
(x2 +2)2 2 +2 (224 2)2

+C

3
=4lnl|z? + 2|+ = -
nle” 2045 s

Ejemplo 208. |

3r + 4
Det i ——d
eermme/agg_%_4 i3

3r +4 3r +4
——dzr = dz
3 —2r —4 (x —2)(z? + 22 + 2)

3r +4 A N Bx+C
(x—2) (22 +22+2) -2 22+2r+2
= 3r+4=A@@*+22+2)+ (Bz +C)(x —2)

— 3r+4=(A+B)x*+ (2A— 2B+ C)z + (24 — 2C)

A+B=0
= 2A-2B+C =3
2A—-2C =14

— A=1,B=-1,C=-1

/ 1 z+1
= — dz
T—2 x24+2x+2

In |2% + 22 + 2|
_l’_

5 C

=In|z —2| -

6.1.5. Integrales de expresiones trigonométricas

Para esta seccion se utilizardn las integrales siguientes:

sen
/tan xdr = / dx Sea u = coszx

COS T
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= —/—du —du = sen xdx

u
=—Inlu/+C
= —In|cosz|+ C
=1In|cosz|™t + C
1
| cos |
=In|secz| + C

=In

/tanxdx =lIn|secz| + C

secx + tanx
/secxdxz/seca:-—dm

secx + tanx
sec?r + secrtan

= dr Seau =secr +tanz = du = secztanx + sec? z dx
secx + tanx

1
z—/—du
u

=1Inju|l+c
=In|secx + tanz| + C

/secxdz =In|secx + tanz| + C

Ejemplo 209.}

Determine / tan® z dx

/tan xdx—/tan ztan x dx
/ sec $—1 tan z dx

sec xtanmdw—/tanxdm

t
= ar; $—1n|secx|+C’

En esta seccién se estudiaran varios casos:

= Si se tiene una integral con un producto de senos y cosenos se tienen tres posibilidades:
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1. Si la potencia del seno es positiva e impar, aparte un factor de seno y convierta los
restantes factores en cosenos. Realice la sustitucién u = cosx

Ejemplo 210.]

Determine / sen® z cos* z dx

/ sen® z cos* r dx = / sen® x cos® z sen x dx

= / (1 — cos? x) cos? x sen z dx
:—/(1—u2)u4du

z—/(u4—u6)du

—Uu u
_ TV LY 6
5 T T

—cos®x  cos’x

_ c
5 T *

Sea u = coszx

du = —senx dx

Ejemplo 211.}

Determine /

sen- xr

cos? x

dx

sen? x
cos? x

2
sen®x - senx
dxz/—dx

cos? x

1 —cos?z) -
:/( cos” x) sens

cos? x
1 — u?
—1
= / (—2 + 1> du
U

1
=—+u+C
u

- —du

1
= +cosx +C
COS T

Sea u = cosx

du = —senxzdx

2. Si la potencia de cosenos es positiva e impar, aparte un factor de coseno y convierta los
restantes factores en senos. Haga el cambio u = senx
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Ejemplo 212.]

Determine / sen® x cos® x dx

2
/SGHQ.CC'COS4$'COSl’dSII= senzx- (1—861’1213) - cos x dx

u? (1 - u2)2 - du

Il
e Y

u? (1 —2u® + u4) du

(u? — 2u* + u®)du

2ub o’
Lyt he
5 7
B senxr  2sen’x N sen’ x Lo
3 5 7

Ejemplo 213.}

Sea u = senx

du = cosz dx

0083 T

dx

senx

Determine /

3 2
cos” T COS“ X - COS T
dr = | ———dzx
sen x sen x

:/(1—sen2a:)-cosxd$

sen x
1 — 2
:/ udu
U
1
=/<——u) du
u

2
=Inful - - +C

sen? x

+C

= In|senz| —

Sea u =senx

du = cosz dx

3. Si las potencias de ambos, seno y coseno, son pares y no negativas, se deben utilizar las

identidades | 5
—cos (2
sen’z = % , cos® x =

y se debe proceder como en el caso 2.

2

1 + cos (22)
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Ejemplo 214.]

Determine / cos* z dx

1 22) 2
/Cos4xda:=/(+c+(x)> dz

_/1+2cos(2:c + cos? (21;)d

~—

B / (Z . coséZ:L’) L L+ C(;s (42)) .
B /(8+cos;2x) Coséélx)) o

3z  sen (2x) sen (4x)
— O
ER 32

I

Ejemplo 215.]

Determine / sen® x cos® x dx

/sen2x0052:cdx _ / (1 —cos (2z)) (1 + cos (2x)) i
2 2

1— 2(2

_ / Lot C2) 4y
1— 1—cos?(4x)

:/ 1 2 dz
2—1 4

:/ +cos( x) i

1
25/(1—1—008 x))d
1 +sen 4x
=— |z

8

T sen 4x
= — +C
3T T 3

= Si se tiene integral con un producto de secantes y tangentes se tiene las siguientes posibilidades:

1. Si la potencia de la secante es positiva y par, aparte un factor de secante al cuadrado y

convierta los restantes factores en tangentes. Realice el cambio v = tan x, recuerde que

sec’r — 1 =tan®z.
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Ejemplo 216.]

Determine /sec4 (37) tan® (37) du.

/sec4 (37) tan® (37) dx = / (tan®(3z) + 1) tan®(3z) - sec’(3z) dz  Sea u = tan(3x)

1 d
— g/ (v* + 1) v’ du ?u = sec” (3x) dw

1
= 5/(u5+u3)du

1ub 1wt
Lt e

36 732 "
_ tan® (3z) N tan (3z)
18 12

+C

Ejemplo 217.]

2
. sec” x
Determine / dx

tan® x

2
sec” T 1

/ = d$=/—du Sea u = tanx
tan® z u®

=—+C du = sec® x dx

2. Si la potencia de la tangente es positiva e impar, aparte un factor de secante y uno
de tangente y convierta los restantes factores en secantes. Haga el cambio u = secx.
Recuerde que: tan?z = sec’z — 1

Ejemplo 218.}

Determine / tan® x sec” z dx

/tan5xsec7xdx = /tan4xsec6x-secxtanxda€
2 2 6
z/(sec x—l) -sec’ x - secx tan x dx Sea u = secx
_ 2 6 _
—/(u —1)u du du = secx tan x dx
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ut — 2u? + 1) u® du

l/ﬁQﬁ——Quzﬁ—l)UGdu
/(

= /(ulo — 2u® + u®) du

U,ll 2u9 u?
_v v v e
T
7

B sec!! ZSec9x+sec x+C
1 9 7

Ejemplo 219.}

Determine / tan® z - sec® x dx

/tangx-sechd:pz/taan-seCQx-tanx-secxda:
:/(seczx—l)-sech-secx-tanxdx Sea u = secx

:/(u2—1)-u2du du = secx tan x dx

::/hﬁ—u%du

u o oud

_Y " e
5 37"

5 3
Sec” T Sec” T
~ - +C
5 3

3. Si la potencia de la secante es positiva e impar y la de la tangente es positiva y par
entonces se convierten todas las tangentes a secantes, quedan todas las secantes con
potencias impares, cada una de estas se calcula por separado.

Ejemplo 220.}

Determine / sec® x dx

/sechdx = /secxsecQ:cdx
2

Sea U = Sec dv = sec” x

du = sec x tan x dx v =tanx

= /Sec?’xdx:seca:tanx—/secxtaandx
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/Sec3$dzx=secxtan:£—/secx(seczx—l) dx
— /sec3xdx:secxtan:c—/(sech—secx)dx
/sec?’xdx:secxtanx—/sec3xdx+/secxdx

— 2/sec?’xdx:Secxtanx+1n|secx+tanx|+0

+C

3 secz tanz + In | sec x + tan x|
sec” v dx = 5

= Para evaluar las integrales con forma / sen mx cos nxdx, / cosmx cosnxdr O

/ sen mx sen nxdx se emplean las identidades:
1
e sen Acos B = 5 [sen (A — B) +sen (A + B)|
1
e sen Asen B = 3 |[cos (A — B) — cos (A + B)|

e cos Acos B :% [cos (A — B) 4 cos (A + B)]

Ejemplo 221.}

Determine /Sen (4zx) cos (bx) dx

/sen (4zx) cos (bx) dx = / % [sen (4o — 5z) + sen (4z + 5z)] dx

= %/[sen (—x) + sen (9z)] dx
1

1 —cos(9z)
= —cos(—x)+§-T+C
-1 1
= 5 cos (—x) — T (9z) + C

Ejemplo 222.}

Determine / cos (70) cos (50) db

/cos (76) cos (50) df = / % |cos (760 — 50) + cos (70 + 50)] db
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/[cos (260) + cos (126)] df

[sen 2(29) , sen 1(;29)] o

N — DN~

= Si se presentan sumas y restas con senf y cosf se puede utilizar el cambio u = tan (5),

veamos como cambiarian estas expresiones.

Se tomard un triangulo rectangulo con uno de sus angulos agudos siendo 3

1

Al utilizar la identidad trigonométrica sen(2x) = 2senx cosz con 2x = 6 se tiene que

0 0
senf = 2sen <§> COS (5)

_ U 1
Vuz + 1vu? + 1
B 2u
u?2 +1

Se hace algo similar con la identidad cos(2x) = cos® x — sen® z

0 0
. 2 (VY 2 (Y
cosf = cos (2) sen (2)
1 2 U 2
- (u2—+1) a <u2—+1)

1 u?
w?+1 w41
1 — u?

1+ u?

Por ultimo

du
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2
w2 +1

Por lo que df =

Ejemplo 223.}

5

4 —coszx

Determine /

1—u? 2
Sea u = tan (%) entonces cosr = T 4 5 Y de = u2—+1du, por lo que se obtiene
2
du
/ — senx / —Zz w2+ 1
d

/ u2 + 1) — (1 —u?) "
/ 5u2
2

= - —du
5 g + u?
24/5 )

= —£ arctan (ﬂ> +C
53 V3

24/1 t z
\{—Sarctan <\/7 ;n(2)> +C

Ejemplo 224.}

5

3senx —4coszx

Determine /

2u 1—u
——— CcoOST =
1+ u? 1+u

x 2
Sea u = tan (—), entonces senxr = y dr = du, por lo que se
2 2 u? +1

obtiene

/ L d / L 10 d
T = : u
3senz — 4cosx 6u —41—52 u? +1

_/ 0
) e reu—a""

5

——d

/2u2+3u—2

du

5)
(w+2)2u—1)
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Por fracciones parciales:

5 A B
T D@1 wr2 a1 T ARu- D+ Blu+2)
— 5 =2Au— A+ Bu+2B

— 5= 24+ B)u+ (—A+2B)

) ) ) 2A+B =0
Se tiene el sistema de ecuaciones { _A+92B—5
Que tiene por solucion A = —1 y B = 2, se regresa a la integral.

/(u+2)22u—1)d“:/(u_+12+2u2—1> du

=—Inlu+2|+In2u—-1|+C
= ln‘tan< )+2‘+ln‘2tan( )—1‘—1—0

6.1.6. Integracion por sustitucién trigonométrica

Ahora se analizaran integrales con términos de la forma v/a2 — 22, Va2 + 22 y /22 — a2. Se analizar,
un primer ejemplo.

Ejemplo 225.}

V9 — 22
= dx

Determine

V9 — 22 /99— (3 )2
/ 9x2x / setl -3cosfdo Sea r = 3senf

(3sen )2
/\/9 9sen? .

3sen? @

/9(1 — sen?
/ 91 — sen*0) -cosf df

3sen?d
_ / 34/ cos? @ .

3sen?d
cos? 6
= do
/ sen2 6
= / cot? 6 db
= /(08020 —1)do

os 6 db dxr =3cosfdf, con 0 <0<

wm

os 0 df
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=—cot—0+C

. .. . ., X
Pero se debe regresar a la variable original x, de la sustitucion se observa que sen = 3 de donde

se puede realizar el tridngulo siguiente.

3
.
0
V9 — 22
9 — 12
Del gréfico se observa que cotf = vz y 6 = arcsen (g)
x
9 _ 42 0 _ 42
s [V R (B 4 i
x x

Se observa que el cambio simplificé la integral, en estos casos, los cambios que hay que hacer son:

Término  Sustitucion Propiedad

a2 —122 x=asenf 1—sen’f = cos’0

Va2 + 22 r=atanf 1+ tan?6 = sec’

2

x2—a?2 x=asech sec’h—1=tan?0

Ejemplo 226.]

1
—dx
r2\/x2 + 4

Determine

| 1
L - /
/ z?Va? + 4 (2tan 0)® 4/ (2 tan 6)* + 4

-2sec? 6 do Sea = 2tand

/ 2sec” § o dz = 2sec? 0 df
= T =
4tan? 04 tan? 6 + 4

B / 2sec? 6 50
4tan? 0 - 2v/sec? 0
sec @ cos? 0
a / 4 sen? d0
1 cos
- 1/ sen2 6 d0
-1

= C
4sen 6 +

x
De la sustitucion tanf = 5 se tiene el triangulo:
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T

V4 + 22

Asi, senf =

1 J —/4 + 22
_ A = —m8M8M8M8M—
22?2 + 4 dx

Ejemplo 227.}

+C

Por lo tanto,

T

1
Determine | ——d
/ V2 —a?

-asecftan b db

/ \/x21— a? = / [(a 86019)2 2

B secHtand a0
vVsec20 —1

_ secei;a—rrﬁde

N p il

= / sec 6df

= In|sect + tan | + C4

. x
Ahora, del cambio, como secf = — entonces
a

’ Vi — a2
0
a

r2 — g2

x
Por lo que sec = — y tanf =
a a

Ast:

T 12 — a?
In|— 4+ ——

1
—d fr—
/\/xQ—cﬁ . a a
T+ Va2 — a?
a

=In

Sea r = asecf

dx = asecftan b do

=In x+\/x2—a2‘—lna+C’1
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=lnlzx+Va2—-a?+C

Ejemplo 228.]

T
Determine | —— dx
/ Va2 +4

< dle/uédu Seau=uax2+4
2+ 4 2
us
zg-g—i—C du = 2xdzx
d
=+Vu+C 7u=:1:dx

=Vt +4+C

Ejemplo 229.]

Determine / - dx
V33— 2z — 2

Primero se completan cuadrados en el denominador:

(321 —2%) = —(2* + 22— 3)
=—(z*+22+1—-1-3)

= ~((z+1) - 4)
=4 — (v +1)?
Asi:

x d ! dx Seau=2z+1 = z=u—1
" = _ —
V3 — 2z — x? 4—(x+1)2

= u_1 du du = dx

- / (\/4Qiu2 - \/41—u2> du

= —v/4 —u? — arcsen (g) +C

1
= — 4—(x+1)2—arcsen<x; >+C

1
= —v/3 — 22 — 2?2 — arcsen (%) +C
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Ejemplo 230.W

Determine /
Vax? + 4dx —

Completacion de cuadrados:

4o’ + 4 —8=42> +4x+1-9
=2z +1)° -9

Asi

Sea 2z + 1 = 3sech

/ 5 L da:'=/ ! dx
vax? +4r — 8 /(2x—|—1)2—9
B 3secHtan b
_/\/986029—9. 2
B 1 3secftand
_/\/9sec26'—9. 2
:/ .386091&&1‘1/9(19
Atarrt 2

= %/sec&d@

1
= §ln|se09+tan0|+0

do 2dx = 3 sec O tan 0do

do

2 1
Y como secf = x;—
2z +1 e r1)7
0
3
2e+1)2-9
de donde se obtiene que tanf = (2 3 ) , asi
2
1 1, |2z +1 2z +1)" =9
de = -1 + +C
/\/4:1:2+4:U—8 T T 3
1 |20+ 1+4/(20+1)* -9

1
=§<1n 2$+1+\/(2x—|—1)2—9‘—ln3>+0
2;15—1—1—1—\/(295—1—1)2—9‘—1—01

1
=—In
2
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6.2. Integral Definida

6.2.1. Sumas, la notacién )
La notacién de sumatoria es muy 1util para representar sumas de manera simplificada.

Para denotar una sumatoria se utiliza el simbolo

> f(k)

k=m

Lo que dice que se deben sumar los términos de f evaluados en k desde m hasta n con un paso de
uno en uno.

,—[Ejemplo 231.}

Desarrolle las siguientes sumas.

k=1+2+3+4=10

R

1.

T
L

26=2-14+2-2+2-34+2-4=24+44+64+8=20

M=

x>
Il
—

2j-1)=02-0-1)+(2-1-1)+(2-2-1)+(2-3-1)=—-1+1+3+5=28

'Mw

<
Il
[en]

e

f@) =f)+f2)+ f3) + f(4) + f(5)

=1

5. k41f(2+k-%) =f(g)+f(3)+f(;)+f(4)

\ J

,_[Ejemplo 232.}

Escriba las siguientes sumas en notacién simplificada de sumatoria.

5
1. 3+5+7+9+11=) (2k+1)
k=1

6
21 2+2+2+2+2+2=22
k=1

e s(oed) o1 (3 5(002) (o)

\ J

Las sumatorias también se pueden especificar desde un niimero dado hasta un nimero cualquiera n.
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f—[Ejemplo 233.} N

Escriba el desarrollo de las siguientes sumas.

n

1. Z@'=1+2+3+4+...+n

=1

9%, Zi2=12+22+32+42+...+n2
=1

k=k+k+k+k+.. +Ek

~-
n Veces

©
Il
—

Esta forma de expresar las sumas tiene la ventaja que se pueden determinar las féormulas para
encontrarlas de manera general, de esta forma:

RgE

c=c+c+c+c+..+c=n-c
. ~~ v
1 n veces

T

x>
Il
—

Mk=1+42+..+n—-1)+n
k=1

Dk=n+(n-1)+..+2+1
k=1

Sumando estas dos expresiones se cumple

2- Yk =+ D)+ (n+)+. .+ n+1)+(n+1)

n VeCGS

. znl n+1)

k=1

Se cumple ademas:

i 12 _ n(n +1)(2n + 1)
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Todas estas férmulas se definen cuando la suma inicia en 1 y finaliza en n.
Ejemplo 234.}
30
Calcule Z 2k?
k=1
30 30
Dlokr =2 Yk
k=1 k=1
., 3030+ 1)(2-30+1)
a 6
= 18910
f
Ejemplo 235.}
15
Calcule >’ (5k% + 2k — 1)
k=1
15 15 15 15
DGR +2k—1)=5-> K +2- > k- > 1
k=1 k=1 k=1 k=1
15(15+1)(2-1 1 15(1 1
_ DUSEDE 5+, 105+ .
6 2
= 6425
l

Ejemplo 236.]

Simplifique ) (6% + 2k — 2)

k=1

n

zn](6k2+2k—2):6-Zk2+2-§n]k—§n]2
=1

k=1 k=1 k k=1
_g. n(n—i—l)ﬁ(?n—i—l) +2.w_2n
=n((n+1)2n+1)+n+1-2)
= n(2n* + 4n)
= 2n*(n + 2)
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6.2.2. Sumas de Riemann

En esta seccion el problema que se trata de resolver es encontrar el area que se encierra entre una
curva y el eje & desde un punto x = a a un punto x = b.

Para iniciar, se buscara el drea entre la curva y = 16 — 22 y el eje x desde x = 1 hasta z = 3.
46——!#\
14 1
12 |

10 +

T

1 2 3 4

Se debe observar que esta drea no se puede encontrar de forma directa con las férmulas conocidas
hasta ahora, lo que se puede hacer son algunas aproximaciones tratando de rellenar el area, lo mas
sencillo es utilizar rectangulos.

Se iniciara con una aproximacién muy “mala”, se tratara de llenar el area con cuatro rectangulos,
por tanto, se partira la base en cuatro partes iguales y se introduciran los rectangulos, las alturas
se tomaran con la funciéon al lado izquierdo del rectangulo.

46

14 +

12 +

10 +

1 2 3 h)

3—1 1
La base de todos estos rectangulos mide lo mismo Az = 4 —3

3
Ahora, la altura del primer rectangulo es f(1), la del segundo es f 5), el tercero es f(2) y el del
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5
cuarto es f (5)

Por lo tanto, el area de los cuatro rectangulos es

1 3 1 1 5
CF(1) + = - el L f(2) 4+ = - b
w36 (3)+5 @z (3)

(s (3)+r@+1(3))

25 39
154+ =124 =
( + 12+ 4>

A=

&

&

N~ N~ N~

&
)
ot
)
a2

Otra forma de calcularlo es con la notacién 2:

et
~ (f(1)+f(>+f() f@)
3% f( 13))

&

@
N |

ipg-

e e N e NI N

' >
|

AN
D[ =

DO |

SN——

)

N———

2
N~ N
-

~
~

(\V]
ot
[\
ot

Se nota que en este caso la altura de los rectangulos se tomé del lado izquierdo y que el area de los
rectangulos es mayor que el area buscada. Esta drea también se pudo encontrar tomando la altura
del lado derecho, se realizara este calculo.
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—1-6—“?9“\
14 +
12 ¢
10 +
8,,
6,,
4,,
2,,
1 2 3 N
El area de los cuatro rectangulos es
1 3 1 1 5 1
A*é'f<§)+§'f(2)+§'f(§>+§'f(3)
1 3 5
§'<f(§)+f(2)+f(§+f(3))>
1 (55 39
%§-<Z+12+I+7)
~ 21,25
O con la notaciéon Z:
1 3 1 1 5 1
AQE'f(§)+§ f(2)+§'f(§)+§'f(3)
~ % (f @) +f@)+f (g) +f(3))
1 4( 1
= - f(l—i—/{-—)
2 kz_:l 2
. i(m (1+ )2>
2 = 2
1 < 2
1 1 44+ 1)(2-4+1) 4(4+1)
T2\ 4 6 2 +60)
~ 21,25

Si se observa, esta area es menor al drea que se busca, asi se puede decir con seguridad que

21,25 < A < 25,25.
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Como se dijo anteriormente, esta aproximacion es “muy mala”, se realizara el mismo calculo, pero
ahora utilizando ocho rectangulos y utilizando la notacion

Por la izquierda:
—1—6—-?7‘-\
14 | ~]
12 4 N

10 | N

3—-1
Distancia: Ax = —— =

=] —

(f<>+f() 1(3)+ o (5)rr@er(3)+0(5) (7))
~ 2 (r (1m0 5))
i 5 (o (5+9))
ii<———— ii)

~ 24,31

Por la derecha:
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14 | N
12 | AN

0] AN

: ll
6,,
4,,
2,,
1 2 3 h\
Distancia: Az = E = 1
8 4
1 5 3 7 9 5 11
i (1 (1) G) s () s (3) =0 () 4 (5) < 1)
”1 8 1+ k 1
GG
1 B\ 2
%Z.;<16—(1+Z)>
1 K2k
%Z';<_E—§+15)
1 1 88+ 1)(2-84+1) 1 8(8+1)
AT 5 — 5 +15-8)
~ 22,31

Por lo que 22,31 < A < 24,31

Se puede notar que entre mayor sea la cantidad de rectangulos, mejor es la aproximacion, para
encontrar el drea buscada lo que se hace es introducir una infinita cantidad de rectangulos (se toma
el limite conforme el nimero de rectangulos tienda a infinito).

Ahora se haré el procedimiento general para una funcién f(x) en el intervalo |a, b], las alturas se
tomaran por la izquierda del rectangulo.

Se inicia introduciendo una cantidad n de rectangulos.
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a
—t+—

AxAx

a
, este es el ancho de todos los rectangulos.

Se divide el intervalo en n partes Ax =

La altura del primer rectangulo es f(a), la del segundo f(a + Ax), luego f(a + 2 - Az), etc. Asi, la
altura del k-ésimo rectangulo es

fla+ (k—1)-Ax)

Y el drea serd

Ay =Ax-fla+ (k—1) Ax)

El area de los n rectangulos es

AziAm-f(a—l—(k—l)-Ax)
k=1

Y tomando un infinito nimero de rectangulos se tiene

Asi, al retomar el ejemplo inicial (f(z) = 16 —2? de x = 1 a x = 3) y se calculard por la derecha,
de esta forma se tiene
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16}
-y'\>>>
14 | S
N
12 + 55
55
10 +
8,,
6,,
4,,
2,,
X
1 2 3 4\
3—1 2
Ar=— "~ ==
n n
Azlfmz—.f(1+k._)
n—o0 n n
k=1
2 2%\ 2
zhm—-2<16—(1+—)>
n—w N n
k=1
2\ ak 4k
zlfm—-2(15____2)
n—o N, = n n
2 n
- h’m—-z (15n_§_ﬂ(”+1)_i_ﬂ(n+1)(2n+1)>
e 4 a 2 n? 6
02 T8t —12n—8n?—12n—14
= lim — -
_5. 10
6
70 _
= — =233
3
Nota:

En los ejemplos y ejercicios por lo regular se indica si el calculo se debe hacer por la derecha o por
la izquierda, si no se indica, se puede hacer por cualquiera de los dos lados, en este caso se prefiere
por la derecha ya que la formula es mas simple.

Ejemplo 237.}

Calcule el drea bajo la curva de la funcién f(z) = 22 en el intervalo [0, 1].

Se va a partir el intervalo en n subintervalos igualmente espaciados, en donde cada uno de ellos
) b—a 1—-0 1
mide Az = = = —
n n n
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El célculo se hara tomando las alturas de los rectangulos por la derecha.

A=1lim Y Az f(a+k-Az)
k=1

n—co —

n 1 1 2
= hmZ—-(O—i—k-—)
n—00 n n

k=1
n 1 k 2
= lim Z—- (—)
nowo M \n
L1 G K?
= lim — - —
nmeen k:1n2
1 1 mln+1)(2n+1)
= i —
n—o n 6n?
i 1 2n*+3n+1
=lm -+ ————
n—o N, 6n2

~ Ejercicio 9.

1
1. Calcule el drea bajo la curva de la funcién f(z) = x —2? desde z = 0 hasta x = 1. R/ 6

2. Encuentre el drea bajo la curva de la funcién g(z) = 22* desde = = 1 hasta z = 3. R/
52

3

6.2.3. La integral definida

Como se vio en la seccion anterior, el método de Riemann sirve para econtrar el area bajo la curva
de una funcién f en un intervalo [a, b], esto con la férmula

A= lim Z f(z*) - Ax
n—o0 b}

donde z* es el valor tomado por la derecha o por la izquierda del rectangulo.

Esta suma de términos infinitos se va a llamar la integral definida y se denotard como

/a ' Hayde

De esta forma

/ f(z)dx = T}im Zn: f(z*)  Ax

—

8
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Aunque hasta el momento se ha hablado del area bajo la curva, no es cierto que este limite la
represente, ;qué sucede si el darea buscada esta debajo del eje x?

a b /;C

Y

Aqui las evaluaciones de f son negativas y, por lo tanto, el limite de las sumas da un valor negativo.

Asi, se puede observar que la integral es positiva si la funcién esta sobre el eje x y negativa si estd
por debajo del eje x.

Por lo tanto, en futuros ejercicios y ejemplos en los que se pida el area bajo la curva se tendran que
calcular las areas positivas y restarle las negativas.

Y

Ay

Ay

ASf,A=A1+A3—A2—A4.

Algunas propiedades de la integral definida

1. /baf(x)d:v _ —/abf(x)dx
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X
a b
A b—a a— . :
Aqui se tiene Ax = —— >0deaaby Az = < 0 de b a a, por ello es la diferencia de
n
signos.
2. / flz)dz =
Y
f(x)
X
a
b
3. / cdx = ¢ (b—a) con c¢ constante.
Y
C
) f(a)
X
a b
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a /acf(x)dxzfabf(x)der/bcf(x)dx
Yy

vd

a b c

b
8. Si f(z) = 0 para a < x < b entonces / f(z)dz =0

b b
9. Si f(z) = g(z) para a < x < b entonces / flz)dz = / g(x)dx

10. Sim < f(x) < M para a < x < b entonces
b
mib—a) < [ fo)de < MO0

Y

/\ /" a /\// :

I U ; I :

Ejemplo 238.}

1
Utilice las propiedades para hallar el valor de / 3+ 42°dx
0

1
22dx

1 1
/3+4a:2dx=/3dx+4-
0 0

=3(1-0)+4
13

wiHh

! 1
Nota: La integral / xdr = = se calcul6 en la seccién de sumas de Riemann.
0
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f—(Ejemplo 239.] <

10 10
Utilice las propiedades para hallar el valor de / f(z)dx si se sabe que / f(z)dx =18 y
7 0

| /07f(x)dx 1

Se cumple que

/wa(x)dx _ /07f(x)dx+ 710f(x)dx

/710 flx)de =7

De aqui

Ejemplo 240.]

4 14 1
Sabiendo que / Vadr = 3 . Cuanto es / Vtdt?
1 4

1 4

/ \/idtz—/ Vidt
4 1
14

3

Ejemplo 241.}

1
Evalte / x? cos xdx
1

1
/ 22 cosxdr =0
1

6.2.4. Teorema Fundamental del Calculo

El teorema fundamental del cdlculo es el resultado méas importante en este campo de la matematica.

Este teorema relaciona el célculo diferencial (derivadas) con el célculo integral (integrales), dos
temas que, en principio, no parecen tener conexion.

De hecho, lo que indica el teorema es que la integral y la derivada son funciones inversas.

,—[Teorema 15. Teorema Fundamental del Calculo, primera parte}

Si f es continua en [a, b], entonces se cumple que:

* / " f(0)dt = 1)
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Lo que quiere decir el teorema es que si se tiene una funciéon f y primero se integra hasta un valor
z y luego el resultado se deriva, se vuelve a obtener f(x).

Y

a T x+4+h
h

Si se calcula la derivada por definicién, se obtiene

d / Floyit = tim J " Pt — [ f ()t

h

K@)

h—0 %
= (=)

Al restar las integrales queda el area bajo la curva de la funcién f entre x y x + h, que se puede
aproximar como un rectangulo de base h y altura f(z).

,—ETeorema 16. Teorema Fundamental del Calculo, segunda parte}

Si f es continua en [a, b], entonces:

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

donde F(z) es cualquier antiderivada de f, esto es, una funcién tal que F’ = f.

. J

Lo que quiere decir que si se conoce una funcién F(z) cuya derivada es f(z), es decir, F'(z) = f(z),
entonces

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Ejemplo 242.}

Determine la derivada de f(z) = / sent dt
1

f(x) = i/ sent dt
dz Jy
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= senwx

Ejemplo 243.}

Determine la derivada de g(z) = / t dt

Ejemplo 244.}

5
Determine la derivada de h(x) = / arctant dt

2

: d [°
h'(z) = . arctant dt

2
x2
= —— arctant dt
dz /5

= —arctan(z?) - 2z

Ejemplo 245.}

322
Determine la derivada de f(x) = / et dt




Alexander Borbon AIDIzar ........ ... ...

Ejemplo 246.}

Si f es una funcién integrable, determine f y a de modo que se cumpla que

2—/$f(t)dt=x2—x

Al derivar a ambos lados se obtiene

—flx)=22-1 = f(z)=—-22+1
Ahora se realiza el calculo de la integral con esta funcién para determinar el valor de a.

2—/ (2z+V)dt=a*-1 = 2—(—2*+ ) =2 -2
— 2+ —z-d*ta=2"—1
— —a’+a+2=0

— a=—-1va=2

Porlo que f(z)=—-2rx+1ya=—-16a=2

Ejemplo 247.}

4
Calcule / 2% dx
1

810
3 3
=21

Ejemplo 248.}

3
Calcule / 16 — 22 dx
1

3 Id
/16—:c2d:c=16:c——
1 3 1
33 13
=16-3—=——[16— —
r(19-%)
70
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Ejemplo 249.]

°1
Calcule / —dx
3

xz

°1
/ ~dr = In|z|}
3 T

=Inb5—1n3

Ejemplo 250.}

Calcule / sen z dx

—T

™
—cosz|"

wn
(@]
]
=
Q.
=
I

= —cosm + cos(—m)
=0

Ejemplo 251.}

3
Calcule / e’ dx
1

3

3

/ e"dr = e*|”
—1

Ejemplo 252.}
s
Observe que sen x dr = 0, esto no representa el area bajo la curva de la funcién, encuentre

—T
el valor de esta area.
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0 T
= cosz| , — cosz|;
= cos (0 — cos(—m) — cosm + cos 0
=4

,—[Ejemplo 253.} \

.,Donde estd el error en el siguiente calculo?

/11’2 —1

\ J

3 1 4

El error esta en que la funcién NO es continua, el teorema fundamental del célculo no se puede
utilizar.

6.3. Aplicaciones de la integral

6.3.1. Area entre curvas

Suponga que se tienen dos funciones f(z) y g(x) y se quiere encontrar el drea comprendida entre
estas curvas desde z = a hasta z = b.

)

\ 9()

[
[ T IS -

Se obtiene que el area es

/abf(:v)d:v — /abg(x)dx = /ab (f(z) — g(z)) d

siempre y cuando f y g sean continuas y f(x) = g(z) en el intervalo [a, b].
En otras palabras, se debe encontrar la integral de la funcién mayor menos la funcién menor.

Note que no hay problema si alguna (o ambas) de las funciones es negativa (se encuentra debajo
del eje ), la férmula sigue funcionando igual.
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\ —

A

Ejemplo 254.]

Hallar el drea de la regién limitada por las graficas dey =22+ 2, y= -2, 2 =0y z = 1.

La region encerrada por las curvas se muestra en la figura

Y

1
Az/ (° +2+z)dx
0

x3+2 +x21
1 = -_— x —_—

1 ; 3 20
: —1+2+1 0
1 e T3 2

-3 -2 -1 1 2 17
1 | T 6
_2,,

Ejemplo 255. |

Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de f(z) =2 — 2%,y g(z) = z.

La region encerrada por las curvas se muestra en la figura, las intersecciones de las curvas son

2—pl=0 = ’+1-2=0= z=16x=-2
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y
g9()
1 1
l A=/(2—x2—x)dx
| -2
9 1 1 > - 2 vt
! — — :L'____
| 32,
| 1 1 8
| 1
| =0 - 44— 42
‘ 3 2773
9
_2” _2
f(x)
_3,,

Ejemplo 256.}

Calcule el drea encerrada entre las curvas f(z) = 2° y g(z) = .

La region encerrada por las curvas se muestra en la figura, las intersecciones de las curvas son

=1 = P-1=0 = 2(2°-1)=0 = z(z-1)(2+1)=0 = 2=06x=161=—1
Yo f@)
9(x) 0 1
1 ‘ Az/(x3—:v)dx+/(x—x3)dx
1 -1 0
| e 1;20 72 x41
ST -2-2 +5-%
u : g 12, T2 T,
! 11 1 1
‘ 4+2+2 4
T2

Ejemplo 257.}

Hallar el drea que forma la gréfica de la funcién f(x) = 22 — 2 con el eje x desde z = 0 hasta
B =%

La regién encerrada por las curvas se muestra en la figura, las intersecciones de la curva con el eje

T son
22 -2=0 — =42
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Y
f(x)
V2 2
9| Az/ (0—x2+2)dx+/(x2—2—0)dx
0 V2
3 V2 3 2
- +2z| + R *
} ‘ ‘.’I} 3 0 3 \/5
-1 1 2 3 3
2 2
=—£+2\@+§—4—£+2«@
3 3 3
2 = 2,438
,—[Ejemplo 258.} \

Calcule el drea sombreada, donde f(r) =16 — 2%, g(z) = —z — 4 y h(z) = 2z + 1.

\
f(x)
g(z)

. J

Intersecciones:
n 224+ 16=—2—-4 = —2°4+24+20=0 = xr=56x=—4

n 224+ 16=2x+1 —= —22—-22+15=0 = z=-56x=3

s 1 —4=2x+1 = m:_?5
Asi
-5
S 3
AZ/ 3 (—x2+16—(—x—4))dx+/_5(—x2+16—2x—1)dx
-5
- 3
=/ 3 (—Jc2+x+20)d:c+/_5(—x2—2:c+15)d:r
4 ?
-5
1’3 332 ? 33‘3 3
= - +5+20 —— —2°+15
3+2+ $_4 + 3 T+ [L’__5




<_5)3 (_5>2
— —4)3 —4)? 3?
_ A3 3 ) 9.2 47 _{ )+2O-—4—§—32+15-3+

Ejemplo 259.]

Calcular el drea de la regién limitada por las graficas de 2 =3 — 92 yy =2 — 1

La region encerrada por las curvas se muestra en la figura, las intersecciones de las curvas son

+V3—r=0r—-1=3—o=0>-2041 = 2°—2-2=0 = =26zx=—1

A:/_ (z—1+V3—u)dx

g(x) )
L 3
+/ (V3—a+V3—2)ds
AQ 2
x 2 3
4 22 23— )2 A3 —x)?
? _r B S
2 3 3
Ay -1 2
2 1 16 4
—2-2-2__-_ 1+ ——0+-
/ 3 5 1ty 0ty
9

Sin embargo, esta area se puede calcular de manera més sencilla si se toma con respecto a y.

La regién encerrada por las curvas se muestra en la figura, las intersecciones de las curvas en y son

3—y=y—1 = yP’+y—-2=0= y=16y= -2



2
1
—/(—yz—y+2)dy
—2
X
3 2 1
vy
= - -2 42
3 2 Y
_ 1 1+2 +24+4
3 2 3
9
)

Ejemplo 260.}

Determine el drea encerrada por la recta y = x — 1 y la pardbola y? = 22 + 6

La region encerrada por las curvas se muestra en la figura, las intersecciones de las curvas en y son

2

y+1="2 — 22y —8=0 — y=-26y=4
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1
=5 (—y2+2y—|—8) dy
—2
1 —93 2 !
= — 8
(s
1/ —43 1 —(—2)3
2(3+ +8> 2< 3 +(—2)° +8 )
40 14
= —+ — =18
3 3

6.3.2. Longitud de curva

Suponga que se quiere calcular la longitud de una curva que esta dada por una funcién f en un
intervalo |[a, b].

Qb - - - -
[ e

Al igual que se hizo con el area bajo la curva, se puede iniciar con una aproximacién tomando
algunos segmentos, al inicio puede estar muy alejada del valor real, pero esa aproximacion mejorara
conforme se tome una mayor cantidad de segmentos.

Y ) Y

f(z)

X

QbF------
P
Qb------

PV S

b

Qb ------

Analicemos como calcular la distancia de cada uno de estos segmentos.
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— b

Az

QF---—---—--

Si se toma la distancia entre cada segmento en el eje x como Az (al igual que en las sumas de
Riemann, este depende de la cantidad de segmentos que se quieran, en general, si son n segmentos

—a ) . . : .
entonces Ax = ——) y la diferencia de las y en ese intervalo como Ay (que se aproximard con el
n

diferencial dy cuando Az — 0), entonces la longitud del segmento es 4/Az? + Ay?.

d
Ahora se suman todos los segmentos y se hace que Az — 0, recuerde que Ah’mo A—y = d_y = f'(2).
T T T

2
lim Z\/A.Z‘2+Ay2 = lim Z 1+ (%) Az

Axz—0 Az—0

=/ V14 (f'(z))?dz

Nota: Por simplicidad acd se evitd el contador de la suma, en realidad deberia ser
n—1
h—
lim Z A/ Az? + Ay?, donde Az = Ty Ay = fla+ (i+1)-Az) — f(a+1i-Ax).
n—00 n
i=0

Ejemplo 261.}

Determine la longitud de la curva definida por la funcién f(z) =2 de z =0az = 2.

/b 1—i—(f’(:c))dez/OQ«/l—l—(Qa:)?dx 2 = tanf

arctan 4 2 6
_ V1 + tan?6 - Se; do 2dz = sec? df
0
arctan 4 3
_ / sec® 6 40
0 2

En el ejemplo 220 se habia encontrado que:

/ 3 secztanx + In | secz + tan x|
sec’ x dr = 5
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Por lo que
/arcmn"‘ sec? Gde _ secztanz + In|secx + tan x| arctan
0 2 1 .
_ 4sec(arctan4) + In|sec(arctan 4) + 4|
a 4
~ 4646784

Ejemplo 262.}

Determine la longitud de la curva definida por la funcién f(x) = g2 dex=4az=0.

b 0 31\’
/ x/1+(f/(l'))2dl'=/ 1+ (51:2) dx
a 4
9
= 44/1+%$d&3 u2=1+§x
NG
2 9
=§/ u? du 2udu = —dx
9o 4
g B
3
—u
27 | /m
8 [ /v35\’ 3
_2_7<< 2 ) —(@))

19,65478

@

6.3.3. Trabajo efectuado por una fuerza

De Fisica se sabe que el trabajo es igual a la fuerza por el desplazamiento (W = F - d), en esta
formula se parte que la fuerza es constante a lo largo de todo el desplazamiento del objeto. Sin
embargo, ;qué sucede si la fuerza varia?

Suponga que la fuerza estd dada por una funcién que depende de la posicién del objeto F(z), para
aproximar el trabajo efectuado se podria dividir el desplazamiento en n partes iguales, calcular
el trabajo en cada una de esas partes y luego sumarlas todas. La aproximaciéon mejorara entre
mayor sea la cantidad de divisiones que se realicen, esto es exactamente lo que se hizo en sumas de
Riemann.

Por tanto, se divide el desplazamiento x en n partes iguales, cada una se denotarda Ax y se tomara
un punto z} de cada subintervalo, de esta forma, el trabajo en cada uno de los segmentos es
F(xz})Az y al sumarlos se tendria una aproximacién del trabajo
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Para obtener el trabajo exacto se hace que la n tienda a infinito (se introducen una cantidad infinita
de subdivisiones del desplazamiento).

n b
W = lim ZF(x:‘)Aa: = / F(z)dx
n~>ooi:1 a

En el sistema internacional de medidas, el trabajo se mide en Joules (J).

Ejemplo 263. |

Una particula se desplaza por el eje z, a la particula se le aplica una fuerza dada por
F(z) = 2? + 5z que depende de la distancia de la particula al origen (z), determine el trabajo
que se efectiia sobre la particula para moverla desde x = 1 hasta = = 2.

_$3+5l‘2
3 2,
8 1 5
=—4+10— - — —
3 3 2
—5—~9833J
-5 ~9

I

La ley de Hooke indica que la fuerza necesaria para estirar un resorte es proporcional a la longitud
desplazada, es decir, entre menos se estire el resorte se necesita menor fuerza y entre mas se estire el
resorte se necesitara mayor fuerza. Si I es la fuerza y x la longitud, entonces esto se expresa como

F(z) = —kx

Donde k se conoce como la constante del resorte y es una caracteristica propia de cada resorte
(cada resorte posee un valor para k).

Ejemplo 264.}

En estado natural se tiene que un resorte presenta una longitud de 15¢m y se requiere una
fuerza de 30N para mantenerlo a 15¢m (5¢m més que su posicién natural). jCuédnto trabajo
se requiere para estirar el resorte de 15cm a 21em?

Primero se debe encontrar la constante del resorte, note que se requieren 30N para estirar el resorte
5em = 0,05m (de 10em a 15¢m, se debe pasar a metros pues los Newtons se calculan en kilogramos
por metro entre segundo).

F(5) = —0,05k = 30 = —0,05k
— k= —600
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Por lo que F(z) = 600z, ahora se calculara el trabajo que se requiere para mover el resorte de
15¢m a 21em, esto es, estirar el resorte de 0,05m a 0,11m.

0,11
W = 600z dz

0,05
. 2 ‘0,11
= 3004°|0")

=300- (0,11 — 0,05%)

72
= 2,88J
25

6.4. Integrales impropias

1
Suponga que se quiere calcular el area bajo la curva de la funcién f(z) = — de 1 en adelante.
x

Y

|
Esta area es / —dm
1

Pero para calcular esto se debe expresar la integral como

b qqb
lim —dx = lim —
b—0 1 3}'2 b—ow X 1
= lim — + —
b—0 b 1

Este es el procedimiento que se debe seguir al calcular integrales al infinito, asi :

1. Si f es continua en [a, 0| entonces
b
/ f(z)dx = hm f(z)dz

2. Si f es continua en el intervalo | — o0, b] entonces

b

f )dx = lim f(z)dx

a—"w Jq
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3. Si f es continua en el intervalo | — o0, 0| entonces

/f e = [ f dw+/f

donde ¢ es cualquier niimero real.

Las anteriores se conocen como Integrales Impropias de Primera Especie. Si el limite existe, se dice
que la integral converge, de lo contrario la integral diverge.

Ejemplo 265.]

Q0
Determine si la integral / — dx es convergente o divergente, en caso de que converja indique
. T

el valor al que converge.

= 11123 (In(b) — In(1))

Por lo tanto, la integral diverge.

Ejemplo 266.}

a0
Determine si la integral / e ¥ dzr es convergente o divergente, en caso de que converja
0

indique el valor al que converge.

[e'e] b
/ e Pdx = lim e dx
0 b= fo
_J;‘b
b—0 0

= lim (—e 4+ 1)

b—00

Por lo que la integral converge a 1. T

1
1
Ahora suponga que se quiere encontrar / ——dx, el problema es que la funcién — no esta definida
o vV V

en cero.



1 2 3

Este procedimiento se va a realizar para los casos en donde hayan asintotas verticales (discontinui-
dades infinitas).

Ast:
1. Si f es continua en [a, b| y tiene una discontinuidad infinita en b, entonces:

[ s sy [ st

2. Si f es continua en ]a,b] y tiene una discontinuidad infinita en a, entonces:

b b
f(z)dz = lim f(z)dz

c—a
+ c

3. Si f es continua a [a,b] excepto en algin ¢ en Ja,b| en el cual f tiene una discontinuidad

infinita, entonces:
b c b
/f(x)dx:/ f(m)dm+/ f(@)da

Estas se conocen como Integrales Impropias de Segunda Especie e, igual que en el caso anterior, se
dice que converge si el limite existe y que diverge si no existe.

Ejemplo 267.W

Determine si la integral / — dx es convergente o divergente, en caso de que converja indique

el valor al que converge.
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4 1Y
2 1
1 1
3 / —de = lim —3dar
0 X a—0+ xr
, —x72 !
= lim
2 a—0-+ 2 a
_ oy -1 N 1
B aiI(IJ’IJr 2 2@2
2 = 400
Por lo que la integral diverge.
1 2

Ejemplo 268.}

2
Determine si la integral / — du es convergente o divergente, en caso de que converja indique
1z
el valor al que converge.

Pero ya se sabe que la segunda integral di-
verge por lo que la integral diverge.

f

Si en una integral se presentan los dos casos (un limite de integracién es infinito y el otro es donde
se tiene una asintota vertical) entonces se conoce como una Integral Impropia de Tercera Especie, la
integral se separa de forma tal que se presente un tipo de integral por cada una y se resuelve cada
una. Si alguna diverge entonces se dice que la integral diverge, sino entonces se dice que converge.
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Ejemplo 269.]

« 1
Determine si la integral / —— dx es convergente o divergente, en caso de que converja
0

V(e +1)

indique el valor al que converge.

| wervet [ e

Ii /1 L de + Ui /b L d
= lim ————dr+ lim ——dx
a0+ J, /r(x + 1) bt fi yr(r + 1)
Ahora
/ Ly Sea u?
———dx eau’ =x
Va(r + 1)
2
= / L 2udu = dx
u(u? + 1)
1
=2
/ u? + 1du
= 2arctanu
= 2arctan (\/E)
Asi
. 1 ) b
= alir& 2arctan (vr)|, + bLHPoo 2arctan (v/r)|,
= 11’%1 (2 arctan (\/I) — 2arctan (\/5)) + bh’r+n (2 arctan (\fb) — 2arctan (\/I))
a—0+ —To0

= 2arctan(1l) — 2arctan(0) + 2 - g — 2arctan(1)

=T

Por lo que la integral converge a 7.
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6.4.1. Criterios de convergencia para integrales impropias de primera
especie

Existen varios criterios para decidir si una integral impropia converge o diverge, en esta seccién
solo se trabajara el criterio de comparacion para las integrales impropias de primera especie.

r—[Teorema 17 }

Si f(z) =0y g(x) =0 para > a entonces:

oo 0
» Sig(z) = f(z) paraz>ay / g(x)dx converge, entonces / f(z)dx converge.

o 0
» Sig(r) < f(z)paraz>ay / g(x)dx diverge, entonces / f(z)dz diverge.

Nota: Se puede plantear el Teorema equivalente cuando se tiene / f(z)dz o hacer el cambio
—0

u = —=x.

,—[Ejemplo 270.] 1

0
Analice la convergencia de la integral / —dz, recordando que en la seccion anterior se
1 T

e 9]
encontré que / — dx converge a 1.
1T

1 1 . .
Se cumple que — > —, para x = 1y como la integral de la funciéon mayor converge, entonces la
x x

de la menor también.

. 1 . . . .
Sig(x) = R f(x) = e continuaciéon se muestran ambas graficas, si g es mayor entonces encierra

un area mayor y si esa area converge entonces la de f que es menor, también debe converger.
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Yy )
2 2
1 1
9(x) f(x)
z x
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
,—[Ejemplo 271.} \

a0
Analice la convergencia de la integral / l—dzv, recordando que en la seccion anterior se
; Inz

0
1
encontro que / —dz diverge.
1T

1 1

Se cumple que — < o para x = 1 y como la integral de la funciéon menor diverge, entonces la de
x nx

la mayor también.

. 1 1 . .
Sig(x) =—vy f(x) = e a continuacién se muestran ambas gréaficas, si g es menor entonces
x nr

encierra un area mas pequena y si esa area diverge entonces la de f que es mayor, también debe
diverger.

Yy Yy
3 3
2 2
1 1 f(z)
g(x)
X
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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