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Proélogo

En este material se busca mostrar de una manera completa y accesible la teoria que se desarrolla en
el curso de Fundamentos de Matemaética I que se imparte en el Instituto Tecnolégico de Costa Rica
para la carrera de Ensenanza de la Matematica con Entornos Tecnoldgicos, se busca mostrar un
enfoque axiomatico formal de los niimeros reales, junto con una serie de ejemplos representativos
sobre cada tema.

Fundamentos de Matematica I es el primer curso que deben matricular los estudiantes de Ensenanza
de la Matematica al ingresar a la universidad, en él se estudian los conceptos béasicos de niimeros
reales, nimeros complejos, expresiones algebraicas, ecuaciones e inecuaciones. El enfoque principal
del libro es el axiomatico, de donde se parte para construir los demas teoremas y resultados, sin
embargo, también se presentan ejemplos practicos para cada uno de los temas que se desarrollan.

Para los temas de Ecuaciones e Inecuaciones se presentan algunas aplicaciones practicas para la
resolucion de problemas. De esta manera, se le desea hacer llegar a los nuevos estudiantes una obra
clara y concisa para el abordaje del curso con el material necesario para enfrentarse a los temas
mencionados.

Siempre se recomienda complementar este texto con la practica que se ofrece del curso, la cual
profundiza atin mas en ejercicios que no son posibles de abarcar en el documento.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se estudiardan algunos conceptos preliminares sobre logica, términos y métodos de
demostracion, sera necesario conocerlos para poder formalizar la teoria que se presentara en los
siguientes capitulos.

1.1. Légica

La légica es muy importante en matematicas, esta muestra las reglas bésicas que se dan al realizar
proposiciones y como utilizar conectivas l6gicas para combinarlas, ademas de mostrarnos la manera
de demostrar que una proposicion se cumple.

1.1.1. Proposiciones

Definicién 1. Proposicién}

Una proposicién es una afirmacion a la que se le puede dar uno y sélo un valor de verdad:
verdadero (V) o falso (F).

Las proposiciones usualmente se denotan con letras mayusculas: P, QQ, R, etc. y cumplen con las
siguientes caracteristicas o principios:

1. Principio de identidad: El valor de verdad de la proposicién no puede variar, asi, si una
proposicion es verdadera, entonces siempre sera verdadera y si es falsa, entonces siempre sera
falsa.

2. Principio de no contradicciéon: Una proposiciéon no puede ser verdadera y falsa al mismo
tiempo.

3. Principio del tercero excluido: No existe una tercera posibilidad para una proposicion, es
decir, solo puede ser verdadera o falsa.
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— Ejemplo 1. N

Las siguientes son proposiciones:

1. P: El nimero 2 es un nimero par.

2. @: Todo nuimero elevado al cuadrado es impar.
3. R: En Marte viven panteras rosas.

4. S: Los elefantes pesan mas que los ratones.

)

.T:3>5

. J

Tal como se menciond, las proposiciones tienen un valor de verdad, es decir, son verdaderas o falsas.
Las proposiciones del Ejemplo 1 anterior cumplen que:

1. P es verdadera (P =1V)

2. Qesfalsa (Q=F).

3. Resfalsa (R=F).

4. S es verdadera (P =V).

5. T es falsa (T'= F).

El simbolo “=” se lee “equivalente” y muestra que las dos proposiciones son equivalentes,
esto es, que tienen el mismo valor de verdad.

1.1.2. Conectivas légicas

A partir de las proposiciones sencillas se pueden construir proposiciones mas complejas por medio
de las conectivas logicas: negaciéon, conjuncion, disyuncion, implicacién y doble implicacién.
Negacion

La negacién de la proposicion P se denota —P y se lee “no P” o “No es cierto P” y posee la
siguiente como tabla de verdad.

P|-P
V| F
F |V
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— Ejemplo 3. N

Si se tiene la proposicion

P: El 3 es un niimero primo.
entonces
—P: El 3 no es un nimero primo.
Note que P=V y que P =F

Nota: Otra forma de leer la negacién es: “No es cierto que el 3 es un niimero primo”.

\ J

— Ejemplo 4. \

Si se tiene la proposicion

@: El Campus Central del TEC queda en San José.
entonces
—@: El Campus Central del TEC no queda en San José.
Note que Q = F y que =Q =V

Conjuncién

La conjuncién! 1égica de dos proposiciones Py ) se denota P A QQ y se lee “P y Q)”, se conoce
como el “Y logico” y posee la siguiente como tabla de verdad.

P Q‘P/\Q

<<

\Y \%
F F
\Y F
F F

—~ Ejemplo 5. \

Si se tienen las proposiciones
P: El 5 es un ntimero impar.
@: El 3 es menor que el 7.
entonces
P A @Q: El 5 es un nimero impar y el 3 es menor que el 7.

Note que P=V yque Q =V, por lo tanto PA Q =V

\ J

'Del latin condunctio, coniunctionis, que significaba unién, relacién, unién conjunta de las partes, accién y efecto
de unirse dos o més cosas.
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— Ejemplo 6. N

Si se tienen las proposiciones

P: Las piedras estan conformadas por agua.
Q: El agua es necesaria para la vida.
entonces
P A @Q: Las piedras estan conformadas por agua y el agua es necesaria para la vida.

Note que P=F y que Q@ =V, por lo tanto P A ) = F

Disyuncién

La disyuncién? 1égica de dos proposiciones Py @ se denota P v Q) y se lee “P o Q”, se conoce
como el “O logico” y posee la siguiente como tabla de verdad.

P Q|PvQ

o< <

\Y \%
F \Y4
\Y4 \Y
F F

— Ejemplo 7. \

Si se tienen las proposiciones

P: El 6 es divisible por 3.
@: El 6 es menor que el 2.
entonces
P v Q: El 6 es divisible por 3 o el 6 es menor que el 2.
Note que P=V y que @ = F', por lo tanto P v Q =V

. J

[Pl

La disyuncién a veces se tiende a confundir al utilizar el lenguaje comin, pues al utilizar el “0” en
una conversacion usualmente no se permite que se cumplan ambas proposiciones al mismo tiempo,
asi por ejemplo, si se afirma “Hoy voy al cine o duermo temprano” se entiende que voy a realizar
una actividad o la otra, sin que se permitan ambas, en logica este comportamiento se llama una
“disyuncién exclusiva” o un “o exclusivo”, se denota por v y su tabla de verdad es:

P Q|PxQ
V V| F
V F| V
F V| V
F F F

2Del latin disiunctio, disiunctionis que significa separar o desunir.
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— Ejemplo 8. N

Si se tienen las proposiciones

P: El 12 es mayor que el 6.
@: El 7 es un nimero primo.
entonces
P v @Q: O el 12 es mayor que el 6 o el 7 es un nimero primo, pero no ambos.

Note que P=V y que Q =V, por lo tanto Pxv Q = F

Implicacién

La implicacién® de la proposiciones P a @ se denota P — Q y se lee “P implica a Q” o “Si ocurre
P entonces va a ocurrir ()7, posee la siguiente como tabla de verdad.

P Q|P-Q
vV VvV \%
V F F
F V V
F F Vv

— Ejemplo 9. \

Si se tienen las proposiciones
P: Hoy es mi cumpleanos.
@: Hoy comeré pastel.
entonces
P — (@): Si hoy es mi cumpleanos entonces hoy comeré pastel.

Suponga que hoy efectivamente es mi cumpleanos y que si voy a comer pastel, es decir, que
estoy diciendo algo cierto, asi, P=V y que @ =V, por lo tanto P - Q = V.

Si por el contrario, hoy es mi cumpleanos, pero no comeré pastel entonces estaria diciendo
algo falso, es decir, P=V y Q = F, por lo tanto P - Q = F.

Si por otro lado, hoy no es mi cumpleanos, entonces no importa si comeré pastel o no, de
igual forma seria una proposicion verdadera. P = F', por lo tanto P - Q = V.

. J

En las demostraciones matemaéaticas siempre se parte de una proposiciéon verdadera, en esos casos
se dice que se utiliza una “implicacién tautologica” y se utiliza el simbolo = en vez de —, asi, la
proposicion P = @ se lee “Si P es verdadero, entonces se cumple )”. En este caso, si se parte
de algo verdadero, segun la tabla de verdad. sélo se puede llegar a algo verdadero para que la
implicacién sea verdadera.

Note que, por otro lado, si en la implicacion se parte de algo falso, entonces se puede llegar a algo

3Repercusién o consecuencia de algo. Real Academia Espaola.
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falso o verdadero, por esto al resolver ejercicios a veces se pueden seguir procedimientos errados y
aun asi llegar a la respuesta correcta, lo cual no significa que el ejercicio se haya resuelto bien; por
esto no se puede partir de un resultado falso o aplicar un resultado falso para una demostracién o
un procedimiento.

f—[Ejemplo 10.} N
En este ejemplo se mostrard que se puede partir de algo falso para llegar a algo verdadero:

—1=1 Claramente esto es falso.

—1)2 = (1)? Se eleva al cuadrado a ambos lados.
(

1=1 Se llega a una afirmacion verdadera.

Doble implicacion

La doble implicacién de la proposiciones Py @) se denota P < () y se lee “P siy sélo si ()7, posee
la siguiente como tabla de verdad.

P Q|PoQ
vV V \%
V F F
F V F
F F \%

Esto es, que P son equivalentes, es decir, que una es verdadera cuando la otra también lo es

) ) )
que una es falsa cuando la otra también es falsa. Asi, si se pide verificar que una proposicién P es
equivalente a una proposicion (), se debe demostrar que P < ().

Se cumple que P < Q = (P — Q) A (Q — P), es decir, la doble implicacién es equivalente a que
se cumpla la implicacién en ambas direcciones.

Otra manera en que se puede leer es “P es necesario y suficiente para ()7, asi P es necesaria para
que se cumpla @ (@ no puede ser verdadera a menos que P sea verdadera) y es suficiente (no se
necesita ninguna otra condicién, cuando sea que ocurra A entonces B ocurrird).

,—[Ejemplo 11.} \
Si se dice

Tener cédula de identidad es necesario y suficiente para tener 18 afnos.

se quiere indicar que el tener 18 anos y tener cédula de identidad son equivalentes, se necesita
de una para que se cumpla la otra y es suficiente con una para que la otra sea cierta.

En lenguaje natural es un poco dificil encontrar ejemplos concretos, pues se sabe que una
persona podria cumplir los 18 afnos sin sacar su cédula de identidad.

\ J

En una demostracién se parte de algo verdadero para llegar a una conclusion también verdadera
(P = @), si se verifica ademéds que es valida en la direccién contraria (@) = P) entonces se puede
escribir que se cumple una doble implicacién tautolégica (P < @), lo que indicaria que el resultado
se cumple en ambas direcciones.
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Tablas de verdad de proposiciones complejas

,—[Deﬁnicién 2. Tautologia, falacia y contingencia}

Se dice que una proposicién compleja es una tautologia si su tabla de verdad siempre es
verdadera.

Se dice que una proposicién compleja es una falacia si su tabla de verdad siempre es falsa.

Si una proposicién compleja no es tautologia ni falacia, entonces se dice que es una contingencia
o eventualidad.

Si P — @ es una tautologia entonces se acostumbra decir que P implica tautoldgicamente a () y se
escribe P = (). De la misma forma, si P < () es una tautologia entonces se acostumbra decir que
P es tautologicamente equivalente a Q) y se escribe P < () o P = (@), esto pues P y () poseen la
misma tabla de verdad.

Ejemplo 12.}

Realice la tabla de verdad para la proposicién (P A —=Q) — (=P v Q)

P Q‘ﬁP —@Q PAr—-Q —-PvQ (PAr—-Q)—(—PvQ)
vV V| F F F \Y \Y
VvV F| F \Y \Y F F
F V|V F F \Y \Y
F F| V 'V F \Y \Y
l
Ejemplo 13.}
Una falacia muy simple de probar es P A =P
P =P ‘ P A—-P
vV F F
F Vv F
f

Ejemplo 14.}

Verifique mediante una tabla de verdad que P — @) es tautolégicamente equivalente a =P v )

| P>Q -P —-PvQ (P—>Q)o(-PvQ)

\Y F \Y
F F F
\Y \Y4 \Y
\Y \Y \Y

o< < |
H< <O
<< <<

Nota: Otra manera de escribir el enunciado de este ejercicio es:
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Verifique que (P - Q) < (—P v Q)oque (P - Q)= (—Pv Q). T

Ejemplo 15.}
Verifique que (P — Q) < (—-Q — —P).

P Q|-P -Q P->Q —-Q——-P (P—>Q) o (=-Q——P)
V V| F F \% \% \%
V F| F V F F \%
F V|V F \% \% \%
F F| V V \% A% \%
Es decir (P — Q) = (—Q — —P) T

1.2. Conceptos importantes

En matematica se utilizan una serie de conceptos que es importante conocer, a continuacion se
definen los mas usuales:

Definicién 3. Axioma}

Un azioma es una proposicién que se asume que es cierta (no hace falta demostrarlo).

Los axiomas son las proposiciones basicas, a partir de las cuales, se construye el resto de la teoria
matematica, a veces se consideran como “evidentes”, aunque en la historia el cambio de alguno
de esos axiomas por otro que se consideraba falso ha llevado al desarrollo de teorias matematicas
nuevas y, gracias a ello, se ha encontrado aplicaciones que no se tenian con la teoria anterior.

,—[Ejemplo 16.} .
Dos de los axiomas més bésicos que se conocen en las ciencias (incluyendo matemética) son

el axioma de identidad y el de sustitucion, estos se van a necesitar a lo largo del curso, por lo
que se enuncian a continuacion.

\ J

r—[Axioma 1. Axioma de identidad]

Para cualquier objeto a, se cumple que a = a.

En matematicas este primer axioma se conoce como la propiedad reflexiva de la igualdad.

r—[Axiorna 2. Axioma de sustitucién]

Si a = b entonces a puede ser sustituido por b en cualquier proposiciéon que contenga a a, sin
alterar la validez de dicha proposicion.

r—[Deﬁnici()n 4. Postulado}

Un postulado es una proposicién que se asume que es cierta (no hace falta demostrarlo) para
una ciencia en particular.
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Los axiomas y los postulados se pueden ver como sinénimos, en este texto lo hacemos asi, sin
embargo, a veces se hace la diferencia en que los axiomas son los principios que se aceptan en todas
las ciencias, mientras que los postulados se refieren a una ciencia en particular.

,—[Ejemplo 17.} \
Posiblemente los postulados mas famosos en matemaética son los cinco postulados de Euclides
para la geometria:

1. Desde cualquier punto se puede trazar una recta a cualquier otro punto.
2. Toda recta se puede prolongar indefinidamente.

3. Con cualquier centro y cualquier distancia se puede trazar un circulo.

4. Todos los dngulos rectos son iguales.
5

Si una recta, cortando a otras dos, forma los angulos internos a una misma parte
menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran de
la parte en que los dos angulos son menores que dos rectos®.

%El quinto postulado se ha simplificado de una manera més simple como “Si se tiene una recta y un punto
fuera de ella, s6lo se puede trazar una tunica recta paralela a la primera por dicho punto”.

\ J

A partir de estos cinco postulados, se puede construir toda la geometria Euclidea. Con sélo variar
el quinto postulado por otros menos “evidentes” es que se crearon las geometrias no Euclideas (la
geometria hiperbdlica y la eliptica).

~ Definicién 5. Definicién | ‘
Una definicion indica las caracteristicas de un objeto matemaético que lo distinguen de los
demads. Las definiciones senalan con precisién los objetos matematicos.

.

,—[Ejemplo 18. Definicion de cuadrado} .

Un cuadrado es una figura geométrica poligonal compuesta por cuatro lados de igual medida
y los cuatro angulos que se forman en sus vértices son rectos.

\ J

—[Deﬁnicién 6. Teorema}

Un teorema es una proposicion que puede ser demostrada a partir de los axiomas, las hipétesis
y los teoremas demostrados con anterioridad.

F[Deﬁnicién 7. Demostracién} \

Una demostracion es un procedimiento légico mediante el cual se muestra, de manera
contundente, que el resultado que se enuncia es verdadero.

,-[Deﬁnicién 8. Conjetura} \

Una conjetura es un resultado que se cree que es cierto, pero que todavia no ha sido
demostrado.
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f—(Ejemplo 19. Conjetura de Golbach] |
En 1742, Christian Golbach propuso la siguiente proposicion:

Todo ntimero par mayor que 2 puede expresarse como la suma de dos niimeros primos.

Hasta el momento no se ha podido demostrar su validez ni se ha encontrado un contraejemplo.

\ J

Existen otros términos que se utilizan en mateméaticas en menor medida, de igual forma se presentan
a continuacion.

r—[Deﬁnicién 9. Corolario}

Un corolario es un teorema que se deduce de forma directa a partir de un teorema anterior o
es un caso particular de él.

,—[Ejemplo 20.} \

Suponga que ya se demostré el Teorema siguiente:

Para todo ntimero real z se cumple que 22 + 1 > 0.
A partir de dicho teorema, se puede demostrar como corolario que

1>0

Para demostrarlo, simplemente se debe tomar x = 0 en el teorema anterior.

\ J

r—(Deﬁnicién 10. Lema] |

Un lema es un teorema que es necesario para demostrar un teorema posterior, pero que no
tiene relacién directa con el tema que se esta desarrollando (aunque puede ser un teorema
central en el desarrollo de otro tema).

f—[Deﬁnicién 11. Escolio}

Un escolio es un resultado que se obtiene durante el desarrollo de una demostracion pero que
no tiene relacion con el tema desarrollado.

\. J

,—[Deﬁnicién 12. Parado ja}

Una paradoja es una proposicién que no puede ser ni verdadera ni falsa.

,—[Ejemplo 21. Parado ja} \

Las siguientes se consideran paradojas:

1. Solo sé que no sé nada (Sdcrates).
2. La presente oracién es falsa (Paradoja del mentiroso).

3. El tnico barbero de la ciudad dice que afeitara a todos aquellos que no se afeiten a si
mismos; entonces, ;quién afeitard al barbero? (Paradoja de Russell, mas conocida como
la Paradoja del barbero).
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1.3. Métodos de demostracion

En esta seccién se mostrara la forma en que se puede demostrar que una proposicion de la forma
P = (@) es cierta.

De acuerdo con la tabla de verdad para la implicacion, se tendria que demostrar que si la hipotesis
(P) es cierta entonces la conclusién (@) también lo es.

La hipotesis no necesariamente es tinica, es decir, una demostracion puede partir de varias hipotesis.

Para los ejemplos que se muestran en esta seccion se parte que ya se conocen muchos resultados de
los nimeros reales que se veran mas adelante.

1.3.1. Demostracion directa

Se asume que P es verdadera y, mediante las reglas de la logica y utilizando las definiciones, axiomas
y otros teoremas conocidos se deduce que @) es verdadera. Es decir, se parte de P y se llega a ().

,—[Ejemplo 22. Prueba directa} |

Demuestre el teorema:
Para la funcién lineal f(z) = max + b, si me R,m <0y z; < 9 entonces f(x1) > f(z)
Demostracién (Prueba directa)
Las hipdtesis que se tienen son f(x) = mx + b, m <0, 1 < 5.
Se debe demostrar que f(z1) > f(x2).
T < Toy Hipétesis.
= Mmx; > MTy Por hipétesis, m < 0

= mx; +b>mxy+0b
= f(x1) > f(x2) Definicién dada de f

En realidad esto demuestra que si la pendiente es negativa entonces la funcién lineal es
decreciente.

1.3.2. Prueba indirecta

Si se tiene que demostrar P = () se puede demostrar su contrapositiva, es decir, se puede demostrar
que =@ = —P ya que son equivalentes (esto se verific6 con anterioridad, ver ejemplo 15).
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f—[Ejemplo 23. Prueba indirecta] \

Demuestre el teoremas:

Si z y y son dos nimeros enteros tales que su producto es impar, entonces ambos deben ser
impares.

Demostracién (Prueba indirecta)

Se debe demostrar la contrapositiva, es decir, que si alguno de los ntimeros = y y es par
entonces su producto x - y es par.

Supongamos sin perder generalidad que = es par, es decir, que x = 2k

Ahora, x -y = (2k) -y = 2 - (ky)

Por lo que el producto es par.

1.3.3. Por contradiccion

En este caso se asume que la hipotesis P es cierta y se parte de que —(Q) es cierta, por medio de las
reglas de la l6gica y utilizando las definiciones, axiomas y otros teoremas conocidos se deduce =P o
@, por lo que se tendria P A =P o @ A —(@) que seria una falacia o contradiccién. Por lo tanto, como
conclusién, la hipotesis que —@Q) es falsa y, por tanto @) es cierta, que es lo que se queria demostrar.

,—[Ejemplo 24. Por contradiccién} |

Demuestre el teoremas:

Una funcién lineal con criterio f(z) = mx + b con m,b € R, m =% 0 sélo tiene una interseccién
con el eje x.

Demostracién (por contradiccién)

Suponga que la funcién lineal tiene mas intersecciones con el eje z, es decir, que existen x; y
xo distintos x; £ x5 tal que ambos son intersecciones con el eje x de la funcién f(z) = mz + b,
es decir, que f(z1) = f(z2) =0

Como f es una funcién lineal, sea f(x) = mx + b

—b
Como f(x1) = mxy + b= 0 entonces x; = —
m
—b
Y como f(z3) = mzy + b =0 entonces o = —
m

Por lo que z; = x5 que contradice la hipdtesis (=<), por lo tanto la interseccién es tnica.

1.3.4. Reduccién al absurdo

Este método es muy similar al anterior, se parte de que la hipdtesis P es cierta y que —() es cierta,
por medio de las reglas de la légica y utilizando las definiciones, axiomas y otros teoremas conocidos
se llega a alguna afirmacién que ya se sepa con anterioridad que es falsa (por lo que se llega a un
absurdo). Por lo tanto, como conclusién, la hipétesis de donde se partié —@ es falsa y, por tanto @
es cierta, que es lo que se queria demostrar.
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f—[Ejemplo 25.} |
Demuestre el Teorema:

Sean A y B dos puntos distintos de una recta y P un punto externo a ella. Si AB 1 AP
entonces AB no es perpendicular a BP

Demostracién (por reduccién al absurdo)
Suponga que AB si es perpendicular a BP, asi se tendria que

AB 1 APy AB 1 BP.
Por lo que se tendria un tridngulo con dos dngulos rectos (ver figura)

A
B

Lo cual es una clara contradiccién (=<) o un absurdo, ya que la suma de los tres dngulos
de un tridngulo es de 180° (un tridngulo no puede tener dos angulos rectos).

Por lo tanto se concluye que lo que se supuso es falso, por lo tanto, AB no puede ser
perpendicular a BP.

1.3.5. Otros métodos

Para demostrar que P = @) es falso sélo basta con dar un contraejemplo en donde no se cumpla.

,—[Ejemplo 26.} \
Demuestre que la siguiente proposiciéon es falsa:

Si n es un nimero entero entonces n? es par.
Demostracién (por contraejemplo):

Tome n = 3, se cumple que n € Z vy, sin embargo, n?> = 9 no es un nimero par.

\ J

Para demostrar P < () se deben demostrar P = Q) y () = P.

,—[Ejemplo 27.} \
Considere los siguientes axiomas para un conjunto A que es subconjunto de los ntimeros
reales:

Axioma 1: 5e A

Axioma 2:ze A= (2xr+1)e A

Axioma 3: (re A) A (ye A)= (z-y)e A
Demuestre, a partir de dichos axiomas, que:

Teorema 1: Si 4 € A entonces 45 € A.

Teorema 2: Si 2 € A entonces 20 € A.

Teorema 3: Si 15 ¢ A entonces 1 ¢ A.

. J

Demostracion:
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1. Para el primer teorema se toma como hipétesis que 4 € A y se debe demostrar que 45 € A, se
realizara una demostracion directa, esto es, se va a partir de que 4 € A y se llegara a que

45 € A.
4eA=(2-44+41)e A Axioma 2
=9e A
=9e€AAbeA Axioma 1
=9.5€A Axioma 3
=45€e€ A

Por lo tanto, se cumple que si 4 € A entonces 45 € A.

2. Para el segundo teorema se toma como hipétesis que 2 € A y se debe demostrar que 20 € A,

se realizard una demostracion directa, esto es, se va a partir de que 2 € A y se llegara a que
20 € A.

2c A=2cAAr2c A

=2-2€ A Axioma 3
=4e A
=4 AnrbeA Axioma 1
=4-5e€ A Axioma 3
=20€e A

Por lo tanto, se cumple que si 2 € A entonces 20 € A.

3. El tercer teorema se puede demostrar por su contrapositiva, es decir, demostrar que si 1 € A
entonces 15 € A, asi, se toma como hipotesis que 1 € A y se debe demostrar que 15 € A.

leA=2-1+1€ A Axioma 2
=3 A
=3e€AAbeA Axioma 1
=3-5eA Axioma 3
=15€ A

Por lo tanto, se cumple que si 15 ¢ A entonces 1 ¢ A.

Esta ultima demostracion es practicamente igual que hacerla por contradiccion, en ese caso se
asume que 15 ¢ A es cierta y se parte de que 1 € A, con el mismo procedimiento se concluye
que 15 € A, que contradice la hipdtesis, por tanto, el supuesto de que 1 € A debe ser falso y
entonces 1 ¢ A es verdadero. T

1.4. Cuantificadores

En ciertas ocasiones se desea indicar que una proposiciéon se cumple para todos los elementos de un
conjunto, o que sélo se cumple por lo menos para uno, para esto se utilizan los cuantificadores.
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,—[Deﬁnicién 13. Proposicion abierta}

Una proposicion abierta es una familia de proposiciones que dependen de uno o mas parametros
de un conjunto al que se le denomina universo.

,—[Ejemplo 28.} \

Considere la proposicién: Para todo nimero natural n, P(n) : (n? + 3) es impar.

Note que algunas de las proposiciones serian:
P(1) : 4 es un nimero impar.

P(2) : 7 es un nimero impar.

P(3) : 12 es un nimero impar.

Que brindan proposiciones falsas o verdaderas, dependiendo del valor de n que se utilice.

\ J

,—[Deﬁnicién 14. Cuantificador existencial y universal} <

Sea P(n) una proposicién abierta, con n € U.

» El cuantificador existencial se denota 3 y se lee “existe”. De esta forma, la expresion
“existe al menos un elemento en el universo que cumple la proposicion P”, se puede

simbolizar (In € U)[P(n)].

s El cuantificador universal se denota V y se lee “para todo”. De esta forma, la expresién
“para todos los elementos del universo se cumple la proposicién P”, se puede simbolizar

(Vn e U)[P(n)].

Asi, la proposicién (In € U)[P(n)] es verdadera con sélo determinar un elemento n del conjunto
tal que P(n) es verdadera y la proposicién (In € U)[P(n)] es falsa si todos los elementos n de U
hacen que P(n) sea falsa.

De igual forma, la proposicion (¥Yn € U)[P(n)] es verdadera si la proposicién P(n) es verdadera
para todos los elementos del conjunto U y la proposicién (¥n € U)[P(n)] es falsa si existe al menos
un elemento n de U tal que P(n) sea falsa.

Siguiendo el razonamiento anterior, se cumple que
—=(VneU)[P(n)] = (Ine U)[—P(n)]

—(In e U)[P(n)] = (Vne U)[—P(n)]

Es decir, la expresion “No es cierto que todos los elementos del universo cumplan la proposicion P”
es equivalente a “Existe al menos un elemento del universo que no cumple la proposicién P”. De la
misma forma, decir “No es cierto que exista algiin elemento del universo que cumple la proposicion
P” es equivalente a decir “Todos los elementos del universo no cumplen con la proposicion P”.

Para demostrar que se cumple la expresion (Vn € U)[P(n)], se puede tomar un elemento arbitrario
del conjunto (un representante general del conjunto) y probar que la proposicién se cumple para
dicho elemento, como era un representante general, entonces se va a cumplir para todos los elementos
de U. Otra opcién es utilizar induccién matematica (que se explicard més adelante).
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Para demostrar que se cumple la expresién (In € U)[P(n)] se debe buscar un elemento de U que

cumpla la proposicion e indicar cudl es.

,—[Ejemplo 29.}
Determine el valor de verdad de la proposicién (Vz € R)[|z| > 0].

La proposicién es falsa, existe un contraejemplo, ya que 0 € R A [0| = 0.

\

,—[Ejemplo 30.}

Determine el valor de verdad de la proposicién (In € N)[n - (n + 1) es divisible por 30].

La proposicién es verdadera, ya que 5 € N A 5 -6 = 30.

.

,—[Ejemplo 31.}

Determine el valor de verdad de la proposicién (In € N) [(n es primo ) A (n + 3 es primo)].

La proposicién es verdadera, ya que 2 y 5 son primos y 2+ 3 =5 (y es el tinico n que cumple
la proposicién).

\

,—[Ejemplo 32.}

Determine el valor de verdad de la proposicién (In € N) [—n € NJ.

La proposicién es falsa, ya que si n es un ntmero natural, entonces n > 0y —n < 0 y no
hay nimeros negativos en N (més adelante se profundizarda méas en las propiedades de las
desigualdades).

\

,—[Ejemplo 33.}

Determine el valor de verdad de la proposicién (Vn € Z)[n es impar = n

2 es impar].

La proposicién es cierta, se demostrara de manera directa. Se tiene como hipétesis que n
es impar, es decir, que n = 2k + 1, k € Z, se debe demostrar que n? es impar, es decir, que
n?=2p+1,peZ.

n® = (2k + 1)*
=4k + 4k + 1 Primer féormula notable.
= 2(2k* + 2k) + 1 Factor comun.
=2p+1 p=(2k* +2k),pe Z

Por lo que n? es un ntimero impar.
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f—[Ejemplo 34.} N
Determine el valor de verdad de la proposicién (Vo € R)[z < = + 1].

La proposicion es cierta, de manera directa:

0<1 Un resultado verdadero.
r+0<x+1 (*)
r<z+1 (*)

Los dos pasos marcados con (x) se justificardn més adelante.

. J

,—[Ejemplo 35.} \
Determine el valor de verdad de la proposicién (In € Z)[n >0 An—1 < 0].

La proposicion es falsa, se demostrara por contradiccion, suponga que dicho ntimero si existe,
de esta forma

n>0An—1<0=n>0An<1

Y no hay ningtin ntmero entero entre 0 y 1.

\ J

Cuando una proposicién abierta depende de dos pardmetros P(x,y), se pueden dar los cuantificadores
dobles, estos son:

» (YxeU)(Vye V)[P(x,y)]: Para toda z en U y y en V, la proposicién P es verdadera.

» (Yx e U)Jy € V)[P(z,y)]: Para toda = dada de U, se puede determinar una y en V, para
que la proposicién P sea verdadera.

» (JxeU)(Vy e V)|[P(x,y)]: Existe un elemento = en U tal que, sin importar el elemento y de
V' que se tome, la proposicion P sera verdadera.

» (JzeU)(3y e V)[P(z,y)]: Se puede determinar un elemento = en U y un elemento y en V,
particulares, para que la proposicién P sea verdadera.

En el primer y tiltimo caso, si U = V se puede escribir de forma més simplificada (Vx,y € U)[P(z, y)]
y (3z,y € U)[P(x,y)]. Si el conjunto se sobreentiende entonces se puede obviar.

Ejemplo 36.}

Determine el valor de verdad de la proposicién (Va,y € R) [$2 +9? > O].

La proposicién es verdadera, ya que en los ntimeros reales 2 > 0 A y> = 0, por lo que
22 + y? > 0 (més adelante se realizard la demostracién de que z* = 0).
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f—[Ejemplo 37.] N
Determine el valor de verdad de la proposicién (Vo € Z)(Jy € Z) [2z = y — 1].

La proposicion es verdadera, ya que para toda x dada, se puede determinar una y por medio
de la férmula y = 2x + 1, que cumple lo solicitado, note que si x € Z entonces y = 2z + 1 € Z.

Por ejemplo, para x = 3, se debe tomar y = 7; para x = —2 se debe tomar y = —3.

\ J

,—[Ejemplo 38.} \
Determine el valor de verdad de la proposicién (3z € R)(Yy € R) [xy —y = 0 = 0].

La proposicién es verdadera, ya que basta tomar a x = 1, de esta forma, sin importar el valor
de y, se cumple que 1 -y —y =y —y = 0.

Ejemplo 39.} \

Determine el valor de verdad de la proposicién (3z,y € 7Z) [.752 + 9% = O].

La proposicién es verdadera, ya que basta tomar a x = y = 0, de tal forma que se cumple
que 02 + 0% = 0.




Capitulo 2

El Conjunto de los Niimeros Reales

En este capitulo se realizarda mostraran el conjunto de los ntimeros reales desde un punto de vista
axiomatico, se partird del hecho de que no se conoce mas que la operacion de la adicién, a partir de
allf se definiran las deméds operaciones y se demostraran sus propiedades; por tiltimo, se veran los
subconjuntos de los ntiimeros reales y sus caracteristicas, brindando un breve resumen histérico de
los mismos.

2.1. El conjunto de los ntimeros reales y sus operaciones

Inicialmente se va a suponer que existe un conjunto de ntmeros, que se llamara el conjunto de
los niimeros reales y se denotara R, para el cual se tienen dos operaciones basicas: la adicion y la
multiplicacién®.

2.1.1. Adiciéon, multiplicacion e igualdad

La adicién? la aprendemos a muy corta edad, usualmente cuando somos nifios, por ejemplo, al
comprar en una pulperia o al jugar “monopolio” o algo similar.

Para la adicién se acostumbra utilizar el simbolo +, asi por ejemplo, 2 + 3 significa que al dos se le
adiciona el tres.

Hay una diferencia entre adiciéon y suma, adicién es la operacion y la suma es el resultado; por
ejemplo, se sabe que 2 + 3 da como resultado 5, esto es, al 2 se le adiciona 3 y la suma es 5. En el
lenguaje comun estos dos términos se han llegado a utilizar como sinénimos y en este momento es
complejo marcar esta diferencia, sobre todo cuando se agrega la palabra “mas” a esta situacién. A
los nimeros que se estan sumando se le conocen como sumandos?.

Los axiomas bdsicos de la adicién son: cerradura, conmutatividad?, asociatividad, elemento neutro®

1Se podria pensar que la tinica operacién bésica es la adicién, pues la multiplicacién es una adicién realizada
varias veces, sin embargo, se parte de los axiomas de ambas para desarrollar las demostraciones.

2Del latin additio que se refiere al acto de “agregar”.

3Del latin medieval summandus, forma gerundivo de summare (sumar), que significa, “el que debe de ser sumado”.

4Conmutativa: Dicho de ciertas operaciones, de resultado que no varfa al cambiar el orden de sus términos o
elementos. Real Academia Espariola.

5Elemento neutro: Elemento que, operado con otro elemento del mismo conjunto, da como resultado este tltimo.

24
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existencia de inversos®, dichos axiomas se enuncian a continuacién.
)

Axioma 3. Cerradura de la adicién]

(Vz,ye R)[zr +y € R].

Si se suman dos ntimeros reales, el resultado sera otro nimero real.

Axioma 4. Conmutatividad de la adicién}

(Vz,ye R)[z+y =y +2].

La suma de dos nimeros es la misma, independientemente del orden en que se tomen los sumandos.

Axioma 5. Asociatividad de la adicién]

(Vz,y,zeR)[(z+y)+z=2+ (y + 2)].

La suma de tres o mas numeros es igual, independientemente, de la forma en que se agrupen
para ser sumados. Una implicaciéon de esta propiedad es que al sumar tres cantidades a + b + ¢
no hace falta escribir paréntesis para indicar el orden en el que se debe sumar, por ejemplo,
243+4=(24+3)+4=2+(3+14)

Axioma 6. Elemento neutro de la adiciénj

(IneR)VzeR)[r+n=n+z =z

Existe un ntimero real tal que, al ser adicionado a cualquier otro niimero, da como resultado este
ultimo. Al elemento neutro de la suma se le llama “cero” y se acostumbra denotar como 0.

Axioma 7. Inversos para la adicién |

)
(VzeR)(FieR)[z+i=i+x=0].

Dado cualquier niimero real, es posible hallar otro niimero real, de tal forma que al sumarlos, el
resultado sea el neutro aditivo, es decir, cero. Al inverso aditivo de = se le acostumbra llamar el
“opuesto” de x y normalmente se denota —zx.

Es muy comun en los procedimientos mateméaticos decir que un nimero y su opuesto se “cancelan”,
pues, por ejemplo

5+ (=5)+4=(B+(-5)+4 Axioma 5
=0+4 Axioma 7
=4 Axioma 6

Haciendo esto de forma directa 3 + (=5) + 4 = 4, lo cual ahorra hacer todos los pasos anteriores,
esto es correcto, pero debe quedar claro que se justifica gracias a los axiomas.

Real Academia Espaifiola.
SElemento inverso: Elemento que, operado con su elemento correspondiente, da como resultado el elemento neutro.
Real Academia Espanola.
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La multiplicacién” de a por b se denota a - b (cuando se estdn operando nimeros se puede utilizar
a x b, pero esta 1ltima notaciéon no es conveniente en algebra pues el simbolo x se puede confundir
facilmente con z), y es una operaciéon que resume el realizar una suma repetitiva, es decir, a - b
significa sumar a veces la b, o sumar b veces el a, asi

a-b=§+b+...+§=g+a+...+g
a veces bvzces

Si se asume que en un inicio lo tnico que se conoce es la adicion entonces, si se tiene una operacién
matematica combinada con adicién y multiplicacién, se debe resolver primero la multiplicaciéon y
luego la adicién (la multiplicacién tiene prioridad sobre la adicién).

Ejemplo40.}
3+42-5=3+(5+5)=3+5+5=13

A los nimeros que se estan multiplicando se les conoce como factores (también se puede decir que
a es el multiplicando® y b es el multiplicador?), al resultado se le conoce como el producto.

La multiplicacién posee los mismos axiomas basicos que se presentaron para la adicion estos son:
cerradura, conmutatividad, asociatividad, elemento neutro y existencia de inversos, dichos axiomas
se enuncian a continuacion.

Axioma 8. Cerradura de la multiplicacic')nw

)
(Vz,ye R)[x -y € R].

Si se multiplican dos ntimeros reales, el resultado sera otro niimero real.

Axioma 9. Conmutatividad de la multiplicaciénw

J
(Vr,ye R)[x -y =y - x].

La multiplicaciéon de dos nimeros es la misma, independientemente del orden en que se tomen los
factores (el orden de los factores no altera el producto).

Es probable que la multiplicacién haya iniciado con el calculo de areas en geometria, en particular,
el drea de un rectangulo.

I

"Del latin multiplicare que estd compuesto por multi que significa “muchos” y plicare que significa “plegar”,
“hacer pliegues” o “doblar algo sobre si mismo”.

8Del latin medieval multiplicandus, forma gerundivo del verbo multiplicare que significa “lo que se ha de
multiplicar”.

9Del latin multiplicator que significa igual que en espafiol: “el que multiplica”.

5
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Recuerde que calcular un area es contar la cantidad de cuadrados de una unidad de lado que
caben en dicha figura, de esta forma contar 5 veces el 3, es lo mismo que contar 3 veces el 5, pues
representan el area del rectangulo de lados 3 y 5.

Al tener que hacer estos calculos de forma muy repetitiva, se determiné que era mas sencillo saber
esta operacion “de memoria” y colocar un simbolo nuevo, es decir, que 3 x 5 = 15.

Axioma 10. Asociatividad de la multiplicacién]

(Vz,y,ze R)[(z-y) - 2 =z - (y-2)].

La multiplicacién de tres o més nimeros es igual, independientemente, de la forma en que se agrupen
para ser multiplicados. Una implicaciéon de esta propiedad es que al multiplicar tres cantidades
a - b-c no hace falta escribir paréntesis para indicar el orden en el que se debe multiplicar, por

ejemplo, 2-3-4=(2-3)-4=2-(3-4).

Sobre esto podemos analizar que el volumen de una caja es el mismo, ya sea que tome como base
cualquiera de las tapas.

2

Axioma 11. Elemento neutro de la multiplicaciénj

(IneR)VzeR)[zr-n=n -z =z

Existe un nimero real tal que, al ser multiplicado por cualquier otro niimero, da como resultado
este dltimo. Al elemento neutro de la multiplicacion se le llama “uno” y se acostumbra denotar
como 1.

Axioma 12. Inversos para la multiplicacién]

(VzeR—-{0})FieR)[z-i=i-xz=1].

Dado cualquier niimero real distinto de cero, es posible hallar otro nimero real, de tal forma que al
multiplicarlos, el resultado sea el neutro multiplicativo, es decir, uno. Al inverso multiplicativo de x
se le acostumbra denotar ! y usualmente se le llama simplemente “inverso”.

Es muy comun en los procedimientos matematicos decir que un ntimero y su inverso se “cancelan”,
pues, por ejemplo

5:-514=(5-5")-4 Axioma 10
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=1-4 Axioma 12
=4 Axioma 11

Haciendo esto de forma directa 3 - 571 -4 = 4, lo cual ahorra hacer todos los pasos anteriores, esto
es correcto, pero debe quedar claro que se justifica gracias a los axiomas.

Algunas propiedades no se cumplen para el cero, note que en el axioma de inversos multiplicativos
se indica que existen para todos los nimeros reales, excepto para el cero; por esto, es comun quitar
dicho elemento de los conjuntos, para ello, se utilizara la notacion R*, que indica que es el conjunto
de los nimeros reales, excepto el cero, es decir, R* = R — {0}, esto también se puede utilizar con
los demas subconjuntos de R.

Ademas de las propiedades anteriores, la multiplicacién es distributiva respecto a la adicion en R;
es decir

Axioma 13. Distributividad de la multiplicacion con respecto a la adicién]—
(Va,b,ce R)[a-(b+c)=a-b+a-c|.

Esta propiedad establece que el producto de un nimero por la suma de otros dos o mas nimeros, es
igual a la suma de los productos del primer nimero con cada uno de los sumandos. Esta propiedad
es muy importante y se va a utilizar varias veces durante el curso (por ejemplo, para multiplicar
polinomios y factorizar).

De manera geométrica, se puede analizar como el area de un rectangulo de ancho b + ¢ y alto a,
que se puede calcular como el area del rectangulo de ancho b y alto a mas el area del rectangulo de
ancho ¢ y alto a.

b C

Esta propiedad tiene otra caracteristica curiosa, pues se utiliza un nombre distinto dependiendo de
la direccién en que se aplique, asi:

» Distributividad: a-(b+c¢)=a-b+a-c

» Factor comin: a-b+a-c=a-(b+c)

,—[Deﬁnicién 15. Relacion de igualdad}

Sobre el conjunto de los nimeros reales R se define la relacién de igualdad, denotada por =
que cumple las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: (Vo € R)[z = z].

2. Simétrica: (Vz,y e R)[r =y =y = z].

3. Transitiva: (Vz,y,z€e R)[t =y Ay =2=x = z].
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Note la semejanza que se tiene entre esta definicion y los axiomas 1 y 2, todas estas propiedades se
pueden verificar con dichos axiomas.

Ejemplo 41.}

Realice las operaciones 4 - (3 + 5).

4-(3+5)=4-3+4-5 4-(3+5)=4-8
= 32 = 32
f
Ejemplo 42.}
Realice las operaciones (—3 — 5+ 4) - 2.
(-3-5+4)-2=-3-2-5-2+4.2 (—3-5+4)-2=—4-2
— -8 — -8
f

— Ejercicio 1.
Indique, para cada paso, la propiedad de los ntimeros reales que se utiliza en el desarrollo de
la siguiente demostracion.

Demostrar que a- (b+b-a ') =b- (1 + a).

Demostracion:

a-(b+b-at) b+a-(b-at)
b+ (a-b)-a?
b+ (b-a)-a”t
b+b-(a-at)

b+b-1

1 o
2 9

I
2 2 2 & 2 2

I

SN S~
—
S|

~ Teorema 1.

(Vz,y,2eR)[r=y s r+2=y+2]
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Para demostrar el < se debe demostrar en ambas direcciones.

“=" Hipdtesis: x = y.

Se debe demostrar que x + z = y + z.

r+z=x+=z2

rTt+z=y+z

“<" Hipbtesis: ¢+ 2z =y + 2.
Se debe demostrar que x = y.
rTt+z=y+ =z
(x4+2)+(=2)=(y+2)+(—2)
r+(z+(—2)=y+ (2 +(—2))
r+0=y+0
r=Yy

(Vx,y,ze]R)[m=y®x+z=y+z].

Axioma 1.

Axioma 2, ya que, por hipétesis z = y.

Hipodtesis.
Demostracion del caso anterior y Axioma 7.
Axioma 5.
Axioma 7.

Axioma 6.

f

Este teorema nos permite sumar un nimero cualquiera a ambos lados de una igualdad, también
nos permite “cancelar” el mismo término que se esté sumando a ambos lados de una igualdad. Asi

r+z=y+z=2c+7i=y+/7

==y

Teorema 2.
(Vz,ye R)(VzeR*) [z =y x-2=y-z]

Para demostrar el & se debe demostrar en ambas direcciones.

“=" Hipdtesis: x = y.
Se debe demostrar que x - z = y - 2.

=Tz

Z2=y-z
“<" Hipbétesis: z -2 =y - 2.
Se debe demostrar que x = y.

rT-z=yY-z

(x-2) 27" =(y-2)- 2~
vo(z- 2 N)=y-(z-27Y

1

z-1l=y-1
rT=Y

Axioma 1.

Axioma 2 (z = y).

Hipotesis.

Demostracion del caso anterior y Axioma 12.

Axioma 10.
Axioma 12.

Axioma 11.



Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 31

S(Vr,yeR)(VzeRY |z =y ar-2=y-z| T

Al igual que el caso anterior, este teorema nos permite multiplicar un nimero cualquiera a ambos
lados de una igualdad, también nos permite “cancelar” el mismo factor que se esté multiplicando a
ambos lados de una igualdad. Asi

T2=y-z2=>x-Z=9yY-7
=T=1

Se debe tener mucho cuidado al aplicar este ultimo resultado de “cancelacion”, pues la operacion
principal de las expresiones debe ser la multiplicacion, asi se cancela uno de los factores, considere,
por ejemplo,

6+2-3=4-3
Alli no es posible cancelar el 3, pues en el miembro izquierdo de la igualdad la operacién principal
es la adicién y no la multiplicacién, la expresién es equivalente a 6 + (2-3) = 4 -3 y es claro que en

el miembro izquierdo no hay una multiplicacion como operacion principal, sino una adicién y que el
3 no seria un factor que se cancele a ambos lados.

Para cancelar el mismo factor a ambos lados del igual es necesario verificar que es distinto de cero
pues, por ejemplo, 5-0 = 3 -0, sin embargo, si se cancela el cero, se obtiene 5 = 3, que es falso.

Es interesante hacer notar que la direcciéon “=" si es valida con z =0yaquez =y =x-0=1y-0.

Teorema 3. Unicidad de la adicién} ]

El resultado de la adicién es tnico.

Demostracién (por contradiccion):

Suponga que el resultado de la adicién no es tnico, es decir, que a + b =cy que a + b = d, con
a,b,c,de R, c =+ d.

a+b=a+b Axioma de identidad (Axioma 1)
c=d Axioma de sustitucién (Axioma 2)
Que contradice la hipétesis que ¢ # d, por lo tanto, el resultado de la adicion es tnico. T
Teorema 4. Unicidad del neutro aditivo}
El elemento neutro de la adicién es unico. ]

Demostracién (por contradiccion):

Suponga que el elemento neutro no es tnico, es decir, que existen dos elementos 0 y 0, distintos,
tales que
(VaeR)[a+0=0+a=a A a+0 =0+a=q|

De esta forma

0=0+0 Pues 0 es neutro aditivo.

= Pues 0 es neutro aditivo.
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Es decir, 0 = 0, que contradice la hipdtesis de que eran distintos, por lo que el neutro aditivo es
unico. T

Teorema 5. Unicidad del opuesto}

Para todo nimero real, el inverso aditivo es tinico.

Demostracién (por contradiccion):

Suponga que para algin elemento x € R*, su inverso aditivo no es tnico, es decir, que existen dos
elementos i y ¢/, distintos, tales que

(VaeR)la+i=i+a=0 A a+i =i+a=0[

De esta forma

0=0 Axioma 1.
at+i=a+17 Axioma 2.
i=1 Teorema 1
Que contradice la hipétesis de que eran distintos, por lo que el inverso aditivo es tnico. T

Teorema 6. Multiplicacién por cero |

J
(Vx e R)[z-0=0].

Demostracién (directa):

z-0=2x-(0+0) 0+0 =0 (Axioma 6)
=z-0+2-0 Distributividad (Axioma 13)

Asiz-0+2-0=2x-0, por lo que x - 0 es el neutro aditivo que, como es tnico, entonces x -0 = 0. T

Teorema 7. Opuesto de un niimero opuestoW

J
Va e R,—(—a) = a.

Demostracion:
Se cumple que (—a) + (—(—a)) = 0, pues —(—a) es el opuesto de —a.
También se cumple que (—a) +a = 0 (Axioma 7)

Por lo tanto, a y —(—a) son inversos aditivos de —a y, como el inverso aditivo de un nimero es
tnico, entonces a = —(—a). T

Teorema 8. Unicidad de la multiplicacién}

El resultado de la multiplicacion es unico.

Demostracién (por contradiccién):
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Suponga que el resultado de la multiplicacién no es tnico, es decir, que a-b = cy que a-b = d, con
a,b,c,de R, c+d.

a-b=a-b Axioma de identidad (Axioma 1)

c=d Axioma de sustitucién (Axioma 2)

Que contradice la hipdtesis que ¢ # d, por lo tanto, el resultado de la multiplicacién es inico. T

Teorema 9. Unicidad del neutro multiplicativow

J
El elemento neutro de la multiplicacion es nico. ]

Demostracién (por contradiccién):

Suponga que el elemento neutro no es tnico, es decir, que existen dos elementos 1 y 1, distintos,
tales que
(VaeR)a-1=1-a=a A a-I"=1-a=dq|

De esta forma

1=1-1 Pues 1’ es neutro multiplicativo.

=1 Pues 1 es neutro multiplicativo.

Es decir, 1 = 1, que contradice la hipétesis de que eran distintos, por lo que el neutro multiplicativo
es unico. T

Teorema 10. Unicidad del inverso multiplicativo}

Para todo niimero real, su inverso multiplicativo es tinico.

Demostracién (ejercicio).

Teorema 11. Inverso de un niimero inverso}

VaeR,(a ') =a.

Demostracion:

Se cumple que (a7') - (™')™ =1, pues (a7!)7! es el inverso multiplicativo de a™*.
También se cumple que @' -a =1 (Axioma 12)

Por lo tanto, a 'y (a~)~! son inversos multiplicativos de a~! y, como el inverso multiplicativo de un
nimero es tinico, entonces a = (a=!)7!. T

Teorema 12.}
Vz,yeR)[r-y=0<2=0vy=0].

Se deben demostrar ambas direcciones:
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“=" Hipodtesis: -y =0
Se debe demostrar que: t =0v y =0
Demostracion:

Suponga primero que z % 0, de manera directa, se cumple que

r-y=0=2""(z-y)=2""-0 Hipétesis, Axioma 12 y Teorema 2.
=(x'-2)-y=0 Axioma 10 y Teorema 6.
=1-y=0 Axioma 12.
=y=0 Axioma 11.

De igual forma, si y £ 0, de manera directa, se cumple que

1

roy=0=(z-y) -y =0y Hipétesis, Axioma 12 y Teorema 2.

=z-(y-y =0 Axioma 10 y Teorema 6.
=x-1=0 Axioma 12.
=zr=0 Axioma 11.

Porlotantox-y=0=2x=0vy=0.
<" Hipdtesis: zc =0vy=0

Se debe demostrar que x -y =0

Demostracién (directa):

0O-y=0Ar2-0=0=2-y=0vze-y=0 Teorema 6 e Hipotesis.
=z-y=0

En el dltimo paso se utiliza una regla de la l6gica que se conoce como la ley de idempotencia,
si se tiene un “O 1égico” verdadero (recuerde que se partié de verdadero), entonces alguno de
los dos debe ser verdadero, jpero ambos son iguales! La ley dice que P v P = P.

So(Vr,yeR)rry=0<2x=0vy=0] T

Este teorema es muy tutil cuando se estén resolviendo ecuaciones en el capitulo 5, la tinica forma
que una multiplicaciéon dé como resultado cero, es que alguno de los factores sea cero.

Teorema 13. Regla de signos para el inverso aditivo |

J
1. Va,be R)[(—a)-b=a-(-b) = —(a-b)].
2. (Va,be R)[(—a) - (=b) =a-0].
Para iniciar, se demostrara que (—a)-b=a-(=b) = —(a - b)
0-b=0=((—a)+a)-b=0 Teorema 12, Axioma 7
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Por lo que (—a) - b es el inverso aditivo de a - b, que es unico, es decir (—a) -b = —(a - b).

De forma similar se demuestra que a - (—b) = —(a - b) y, por la transitividad de la igualdad, se
cumple que (—a)-b=a-(=b) = —(a-b).

Para el segundo resultado se puede utilizar el primero:

(—a) - (=b) = —(a-(=b)) Resultado anterior.
= —(—(a-b)) Resultado anterior.
=a-b Teorema 7.
Por lo que se demuestran ambos resultados. T

De forma resumida y abusando de la notacion:
4=+ — ==

+.—=— - — =4

Para aprender y ensenar de una forma mas sencilla la regla de signos, a veces se utiliza el siguiente
juego de palabras:

+ - + = +: El amigo de mi amigo es mi amigo.
+ - — = —: El amigo de mi enemigo es mi enemigo.
— -+ = —: El enemigo de mi amigo es mi enemigo.
— - — = +: El enemigo de mi enemigo es mi amigo.
Teorema 14. Sustraccién}
(Va,be R*)[(a-b)~t =at-b71]. ]

Demostracion (ejercicio).

Teorema 15.}
0= -0. ]

Demostracién (ejercicio).

Este teorema indica que el 0 no posee signo, como se profundizara mas adelante.

Teorema 16.}
171 =1. ]

Demostracion (ejercicio).

Teorema 17.}
(Vae R)[—a =—1"-a]. ]
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Demostracién (ejercicio).

Teorema 18.}

(=1) - (1) = 1.

Demostracién (ejercicio).

Este tltimo teorema demuestra que (—1)~! = —1.

2.1.2. Sustraccion y division

Ademas de las dos operaciones basicas en R, se definen otras dos operaciones a partir de ellas: la

sustraccion'® y la division'!.

Definicién 16. Sustraccién}

Se llamard sustraccién de a por b, y se denotard a — b, a la operacion definida por:

a—b=a+ (-b)

Es decir, a a se le suma el inverso aditivo de b.

Al numero a se le conoce como el mmuend012 a b se le denomina el sustraend013 el resultado es
)
la d’i?@? encia o resta.

~ Definicién 17. Divisién |

Se llamard division de a por b, y se denotara a + b, a la operacién definida por:

a~b=a-b"' b+0

o g a
Como notacion se acepta que a ~b = 3

Es decir, el nimero a se multiplica por el inverso multiplicativo de b, el nimero a se conoce como

el dividendo y b se conoce como el divisor'®.

En la divisiéon de dos ntimeros a + b, lo que se busca es determinar un nimero ¢ (que se conoce
como el cociente), tal que a = b-c. En divisién entera, a veces no se puede hacer que dicho producto
de exacto, por lo que se busca que el producto dé lo mas cercano a a, pero siempre un nimero
menor que a y se tiene un residuo r tal que 0 < r < b, asi, se cumple que

a=b-c+r

10Del latin subtrahé o subtrahere que significa “sacar”, es la accién y el efecto de sacar.

HDel latin divisio, forma sustantiva abstracta de divisus que significa “separado” o “dividido” mas el sufijo sidn
que simboliza la accién o el efecto, es decir, es la accién de separar en partes iguales.

12Del latin minuendus, gerundivo del verbo minuére (disminuir) que significa “el que ha de ser disminuido”.

13Del latin substrahendus, gerundivo del verbo subtraho (sacar o quitar) que significa “lo que se ha de quitar”.

4Del latin dividendus, participio futuro pasivo del verbo dividere (dividir o repartir) que significa “lo que se ha de
dividir”.

5Del latin divisor, con el mismo significado que en espafiol: “el que divide”.
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Otra forma equivalente a la anterior es

a +
— =C
b

>3

Sobre el algoritmo de la division se profundizarda mas adelante.

. . . . . 7 . 7 a
Al escribir la divisién como una fraccién a + b = — se acostumbra llamar a a el numerador'® y a b

b

el denominador!”.

En el fondo, la sustraccion es una suma y el cociente es un producto, por lo tanto, cuando se tengan
operaciones combinadas, la sustraccién y el cociente tendran la misma prioridad que la adicion y el
producto, respectivamente.

Se debe tener cuidado ya que la sustracciéon y la divisién no son operaciones conmutativas, es decir,
en generala —b+b—aya-+0b=+b-+a. jLas demdas propiedades se cumplen?

Teorema 19.}
(Va,be R)la—b= —(b—a)].

Demostracién (directa):

Se debe demostrar, que a — b es el opuesto de b — a, para que sea el opuesto se debe cumplir que
(a —b) + (b — a) = 0, vamos a demostrar que esto sucede.

(a=b)+(b—a)=(a+(=b)+ b+ (—a)) Definicién 16.
a+ ((=b) +b) + (—a) Axioma 5.

=a+0+(—a) Axioma 7.

=a+ (—a) Axioma 6.

=0 Axioma 7.

Ast (a—b) + (b—a) = 0 por lo que a — b es el opuesto de b — a, que es lo que se querfa demostrar. {

Teorema 20.}
(Va,be R)[—a—b=—(a+b)].

Demostracién (directa):

De igual forma que la demostracién anterior, se quiere demostrar que —a — b es el inverso aditivo
de a + b, esto es, que (—a — b) + (a + b) = 0, demostremos que esto tltimo es cierto.

(—a—0b)+(a+b)=(—a)+(=b)+a+b Definicién 16, Axioma 5.
= ((—a) +a) + ((—b) + b) Axioma 5.
=0+0 Axioma 7.
=0 Axioma 6.

16Del latin numerator que significa “el que numera”, este es el que indica la cantidad de elementos que se toman
de la unidad fraccionada.

"Del latin denominator que significa “el que denomina”, hace referencia al que da un nombre, en mateméticas es
el que indica en cuantas partes se divide la unidad.



Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 38

Por lo que —a — b es, efectivamente, el inverso aditivo de a + b, esto es —a —b = —(a + b). T

Teorema 21. Distributividad de la multiplicaciéon con respecto a la sustraccién

(Va,b,ce R)[(a—b)-c=a-c—b-c)].

Demostracién (directa):

(a=0b)-c=(a+(-b))-c Definicién 16.
=a-c+(-b)-c Axioma 13.
=a-c+—(b-c) Teorema 13.
=a-c—(b-c) Definicién 16.
S(a=b)-c=a-c—b-c). T

Este teorema nos indica que también se cumple la ley distributiva con respecto a la resta.

Teorema 22. Pasar a restar o sumar}

(Va,b,ceR)[a+c=bea=b—|.

Se realizard la demostracion de forma directa (verificando en cada paso que se cumplen ambas
direcciones).

a+c=be(a+c)+ (—c)=b+ (—c) Teorema 1

sa+(c+(—c)=b-—c Axioma 5, Definicién 16

sa+0=b—c Axioma 7

Sa=b—c Axioma 6
Sa+cec=bsa=b—c T

Teorema 23. Pasar a dividir o multiplicar}

b
(Va,be R)(Vece RY) la-(::b(:)azz].

Demostracién (ejercicio)

Es muy comin que los estudiantes utilicen las reglas de “si un nimero esta sumando entonces
pasa a restar”, “si un nimero esta restando pasa a sumar”, “si un nimero estd multiplicando,
pasa a dividir” o “si un nimeros esta dividiendo pasa a multiplicar”, gracias a estos dos teoremas,
podremos utilizarlas, pues ya estdn demostradas. Si se recalca que se debe tener cuidado pues esto
se le aplica a la operacién principal de uno de los miembros de la igualdad (la operacién que esta
més afuera, de menor prioridad o que se debe realizar de tltimo).

Teorema 24. Adicién de fracciones con igual denominador}

(Va,be R)(Ve € R) [9+l-’ — “H’].

C C C
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Demostracién (directa):

I

a b
-4+ -=a-c'+0b-c! Definicién 17.
c c
=(a+0b)-c! Axioma 13.
a+b .y
= Definicién 17.
c
.a b a+b
c ¢ ¢
Para sumar dos fracciones con igual denominador, se suman los numeradores y se mantiene el
denominador.
Teorema 25. Sustraccion de fracciones con igual denominador}
a b a—b
(Va,b e R)(Vce R¥) l———z ]
c ¢ c

Demostracion (ejercicio).

Teorema 26. Multiplicacién de fracciones}

WmceRﬂvadeRﬂ[%-gzggg}

Demostracién (directa):

% : g =(a-b)-(c-d?) Definicién 17.
=(a-c)-(bt-d) Axiomas 9 y 10.
=(@-c)-(b-d) ! Teorema 14.
= %;g Definicién 17
La.c_ace '
b od b-d
Es decir, para multiplicar dos fracciones, se multiplican los numeradores y los denominadores.
awc_ac
b-d b-d
Teorema 27. Divisién de fracciones}
-d
WaeRXWm;deRﬁ[%+§::%zj.
Demostracién (directa):
% = g =(a-b")=(c-d) Definicién 17.
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=(a-b7Y) (c-aH)™? Definicién 17.
(a- oY -(ct-(dH™) Teorema 14.
=(a-b")-(ct-a) Teorema 11.
(a-d)-(b~'-ch) Axiomas 10 y 9.
=(a-d)-(b-c)™? Teorema 14.
-d
== Definicién 17.
C
LaLe_ad '
b d bec

Si se quieren dividir dos fracciones entonces se multiplica en cruz (el numerador de la primera por el
denominador de la segunda, luego el denominador de la primera por el denominador de la segunda.

Si la division esta escrita como una fraccion entonces se multiplican los extremos y los medios.

z a-d
b -5

Se debe tener cuidado si el numerador o el denominador de la divisién no es una fraccion, esto para
poder distinguir cudl es la linea fraccionaria de las distintas fracciones, en estos casos es conveniente
escribir una mas grande que las otras, asi

win| Ot

Mientras que

W ol

Teorema 28. Simplificacién y amplificacion de fracciones}

(Va € R)(Yb, c € R?) [% - %]

Demostracién (directa):

e (a-c)-(b- C)*l Definicion 17.
e
=(a-c)- (b (ch) Teorema 14.
(a-bY-(c-c ) Axiomas 10 y 9.
=(a-b71) -1 Axioma 12.
=qa-b! Axioma 11.

Definicién 17.

e S

IS
o
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Asi, si se tiene el mismo factor en el numerador y en el denominador, entonces dicho factor se puede
simplificar.
a-¢ a
b-¢ b
Nuevamente se hace la advertencia que la operacién del numerador y el denominador debe ser

multiplicaciéon y se simplifica uno de sus factores, se debe tener cuidado con expresiones como
1423 . L .,
————, pues en este caso el 3 no es posible simplificarlo ya que en el numerador la operacion

principal (de menor prioridad o dltima en realizarse) es adicién y no multiplicacion.
Esta regla también permite amplificar fracciones, por ejemplo

2 2-5 10

3 3-5 15

Teorema 29. Adicién de fracciones con distinto denominador (primera versién)

d+b-
(VYa, c € R)(Vb,d € R¥) %+E:a_+c

d b-d
Demostracién (directa)
a ¢ a-d b-c
E + E = m + m Teorema 28
_ ¢ b—-i_d ¢ Teorema 24.

.a ¢ a-d+b-c

BtaT  bhd f
Esta opcién para realizar la suma es muy facil de recordar, pues solo se debe multiplicar en cruz
y sumar los resultados para obtener el nuevo numerador y multiplicar los denominadores para el
nuevo denominador, también es muy facil de escribir, sin embargo, si se realiza de esta forma no se

obtiene un resultado simplificado.

Posteriormente se vera una version mejorada de este teorema, muy 1util si los calculos se hacen sin
ayuda de una calculadora, donde se utiliza el minimo comtn multiplo de ¢ y d, que se denotara
mem(c, d), adelantando el resultado que se verd de manera posterior:

a c a- mcml;(b,d) +e- mcnzl(b,d)
— 4 — =
b d mem(b, d)

Teorema 30. Sustraccién de fracciones con distinto denominador (primera versién)]

(Va,c e R)(Vb,d € R*) [9 _ = L_bc]

b d  b-d

Demostracién (ejercicio).
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Teorema 31. Igualdad de fracciones}

(Ya,c € R)(Vb,d € RY) [%zg@a-dzb-c].

Demostracion (ejercicio)

Teorema 32. Inverso multiplicativo de una fracci(')n}
ax—1 b

vo,beRY () =2|

(Va,be R¥) [ ; a]

Demostracién (ejercicio)

Teorema 33. Opuesto del inverso multiplicativo}

(VaeR)[—(a™") = (-a)7"].

Demostracién (ejercicio)

Teorema 34. Inverso aditivo de una fraccién}

(Ya € R)(¥b € R¥) [— (%) - _T“ - _ib]

Demostracién (ejercicio)

Teorema 35.]

(Ya € R)(¥b € R¥) [% - a-b].

Demostracién (ejercicio)

Teorema 36. Inverso multiplicativo como fraccién}

(Vb e R¥) lbl - H

Demostracién (ejercicio)

Teorema 37. Divisién por 1}

(Va e R) [% = a].

Demostracion (ejercicio)
Este tltimo teorema es el que nos permite escribir un niimero entero como racional, por ejemplo,

5
5= T asi, el 5 es natural, entero y racional.



Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 43

2.1.3. Axiomas de orden

Anteriormente se indicé que el conjunto de los nimeros reales (y sus subconjuntos) son ordenados,
se mencioné ademas que esto significa que en R es posible indicar si un nimero es menor, mayor o
igual a otro, en esta seccion se profundizard mas sobre este concepto.

Se va a iniciar asumiendo que existe un subconjunto de R no vacio, al que se le llamara el conjunto
de los nimeros reales positivos y que se denotard con R*. Dicho conjunto cumple los siguientes
axiomas de orden.

r—(Axioma 14. Cerradura de la adicién en ]R*}
(Va,be R")[a+be R"].

r-[Axioma 15. Cerradura de la multiplicacién en ]R*}
(Va,be R™)[a-be R*].

,—[Axioma 16. Ley de tricotomia |

(Va € R) se cumple una y sélo un; de las siguientes condiciones
1. ae R™.
2. a=0.
3. —aeR".

. J

La tercera condicién de la ley de tricotomia es el que asegura la existencia de un subconjunto de
los nimeros reales denominado el conjunto de los nimeros reales negativos. Esta ley también se
podria escribir de manera reducida como

(VaeR)[ae R" va=0xaeR7]

Definicién 18. Conjunto de los nimeros reales negativos}

El conjunto de los nimeros reales negativos se denota por R~ y se define

R ={reR/—zeR"}

A los niimeros que pertenecen a R se le conocen como nimeros positivos y aquellos que pertenecen
a R~ se lo conocen como numeros negativos.

El cero no pertenece a R™ ni a R™, pues ya se habia demostrado que 0 = —0, por ello es que se
maneja aparte de los demés nimeros reales y se dice que cero no posee signo (no es positivo ni
negativo).

De esta forma R = R~ u {0} U R*.
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Definicién 19. Relacién a < b}
(Va,beR)[a<b<eb—aeR]

La relacion a < b se lee “a es menor que b”.

La relacion a < b es equivalente a escribirla como b > a, que se leeria “b es mayor que a”, ambos casos
son equivalentes e indicarian que a es menor que b o que b es mayor que a. Es decir a < b < b > a.

Definicién 20. Relacién a < b}

(Va,beR)[a<beb—aeR" va=>b|

La relacion a < b se lee “a es menor o igual que 0”.

De forma similar a < b < b > a, esta segunda se lee “b es mayor o igual que a”.

Como notacion, se cumple que
a<b<c=a<barb<c

a<b<c=a<s<bab<c
a<b<c=a<bab<e
a<b<c=a<s<babxec

De igual forma se puede definir para > y =.

Teorema 38. Orden de los nimeros reales}

(Va,beR)[a<byva=bxa>D.

Demostracién (directa):
Por la ley de tricotomia, para el nimero b — a € R, s6lo se puede tener una de tres opciones:
l.b—aeR*=a<b
2.b—a=0=0b=na.
3. -(b—a)eRt=-b+acR"=a-beRt=b<a=a>
So(Ya,beR)|la<bya=bya>b. T

Es gracias a este teorema que se dice que los nimeros reales son ordenados, esto significaba que,
dados dos nimeros reales, era posible indicar si uno es menor, mayor o igual al otro.

Teorema 39.}
1. VaeR)[a>0<aeR™|.

2. VaeR)la<0<aeR].

Demostracion (se demostrara el segundo de manera directa).

a<0<0—aecR" Definicion 19.

= —ageR" Axioma 6.
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< ageR™ Definicién 18.
S(VaeR)la<0<saeR]. T

— Ejercicio 2.

Demuestre cada uno de los siguientes teoremas:

. Vae R*)[a-a>0].

—_

. (VaeR)[a-a = 0] (utilice el resultado del ejercicio anterior).

1 > 0 (utilice el resultado del ejercicio tras anterior).

OO

. (VzeR)[z -2+ 1> 0] (utilice los resultados anteriores).

El tercer ejercicio indica que 1 € R™ o que es positivo, este resultado se utilizarda mas adelante.

r—(Teorema 40.}

1. Va,beR)[a-b>0na>0=b>0].
2. (Va,beR)[a-b>0Ana<0=b<0|.
3. (Va,beR)[a-b<0Ara>0=b<0].
4. (Va,beR)[a-b<0Aa<0=b>0]

Demostracién (Se demostrard el segundo de manera directa, los demds son similares)
Hipotesis:
l.a-b>0=a-beR"
2.a<0=—aeR"
Se debe demostrar que b < 0, es decir, que —be R™".
Por la ley de tricotomia, b solo tiene tres opciones, b < 0 v b =0 v b > 0, analicemos cada una.
= b > 0: En este caso b€ R™, por tanto:
(—a)-be Rt = —(a-b) e R* Axioma 14 y Teorema 13.
=a-be R~
Que contradice la hipétesis 1, se descarta la opcion de que b > 0.
» b=0: En este caso a-b=a-0 =0, que contradice la hip6tesis 1 (0 ¢ R*).

En este punto a b sélo le queda la opcién b < 0, no harfa falta probarla pues b debe cumplir alguna
de las tres opciones y las dos anteriores no son posibles, sin embargo, se puede notar que si se
cumple.

s ) < 0: En este caso —b € R™, por tanto:
(—a)-(-b)e R" =a-be R" Axioma 14 y Teorema 13.

Que cumple con la hipotesis 1.
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Por lo que, la tinica opcion es que b < 0. T

Los siguientes teoremas se enunciaran con la desigualdad <, pero también son validos para las
demés desigualdades haciendo los ajustes necesarios (ver ejercicios 3).

Teorema 41. Transitividad}
(Va,b,ce R)la<bAab<c=a<c|. ]

Demostracién (directa):

a<bab<c=b—acR"Ac—beR" Definicién 19.

=b—-—a)+(c—b)eR" Axioma 14

=b—a+c—beR" Axioma 5.

=c—acR" Axiomas 4, 5 y 7.

=a<c Definicion 19.
So(Va,b,eceR)[a<bab<c=a<(]. T

Teorema 42. Sumar a ambos lados de una desigualdad}

(Va,b,ce R)la<bea+c<b+ ] ]

Demostracion (directa):

a<beb—aecR" Definicion 19.
eb+c—a—ceR” Axiomas 4, 6 y 7.
< (b+c)—(a+c)eRF Axioma 5 y Teorema 20.
sat+cec<b+e Definicion 19.
So(Va,b,ceR)[a<b<sa+c<b+ (] T
Teorema 43. Pasar a sumar o restar}
(Va,b,ceR)[a+c<bea<b—c|. ]

Demostracién (ejercicio).

Teorema 44. Multiplicar o dividir por un nimero positivow

J
(Va,be R)(Vce RM)[a<bea-c<b-c]. ]

Demostracién (ejercicio).

Teorema 45. Multiplicar o dividir por un niimero negativo}

(Va,be R)(Vee R7)ja<bea-c>b-]. ]

Demostracién (directa):
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Por hipétesis ce R~ < —ce R™".

a<beb—aeR" Definicién 19 y Teorema 40 para “<".
< (b—a)-—ceR" Axioma 15 y Teorema 39.
< (b-—c)—(a-—c)eR" Teorema 21.
< —(b-c)+(a-c)eR" Teorema 13.
< (a-c)—(b-c)eR" Axioma 4.
Sb-c<a-c Definicién 19.

sSa-c>b-c

So(Va,beR)(Vee R )[a<bea-c>b-cl T

Teorema 46. Adicién de desigualdades}

(Va,b,c,de R)[a<barc<d=a+c<b+d].

Demostracion (directa):

a<brc<d=(b—a)eR" A(d—c)eR" Definicién 19.

=b—-—a)+(d—c)eR" Axioma 14.

= (b+d) —(a+c)eR" Axioma 5 y Teorema 21.

=a+c<b+d Definicién 19.
So(Va,bye,deR)[a<bac<d=a+c<b+d]. T

,—ETeorema 47. Multiplicacion de desigualdades}
1. (Va,b,c,de R")[a<bArc<d=a-c<b-d].
2. (Va,b,c,deR7)[a<bArc<d=a-c>b-d].
3. Va,be R )(Ve,deR7)[a<barc<d=a-d>Db-c|.

Demostracién (se realizara el segundo de manera directa, las demés se dejan como ejercicio):

a<barec<d=a-c>b-canb-c>b-d Teorema 45.
=a-c>b-deR" Teorema 41.
S (Ya,be,de R ) [a<bac<d=a-c>b-d. T

~ Ejercicio 3.

Enuncie y demuestre los teoremas del 41 al 47 para las desigualdades >, <, >.

r—(Teorema 48.}
(Vae RM)[a™! > 0].

Demostracién (directa).
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Por hipétesis a € R" y ya se habia demostrado que 1 € R* (ejercicios 2), asi
al-a=1=a' aeR"

=a'leR" Teorema 40.

S (VaeRY)[a ! > 0]

Teorema 49.}
(Vae R)[a! <0].

Demostracion (ejercicio).

Teorema 50. Pasar a multiplicar o dividir un nimero positivo}

b
(Va,be R)(Vce R") [a-c<bea< -|.

c

Demostracién (directa).
Por hipétesis ¢ € R, por el Teorema 48, ¢! e R*.

1

a-c<bea-c-ct<b-c Teorema 44.

b
Sa< - Axiomas 11, 12 y definicion 17.
c

S (Va,be R)(Vee RT) la-c<b(:)a< Z]

Teorema 51. Pasar a multiplicar o dividir un nimero negativoW

y
(Va,be R)(Vce R7) [a-c< b<a> é]
c
Demostracién (ejercicio).
Teorema 52. Reglas de signos para la multiplicaci(')n}
1. (Va,be R")[a-b> 0]. 3. Vae RT)(Vbe R")[a-b<0].
2. VaeR")(Vbe R )[a-b<0]. 4. Va,be R )[a-b>0].

Demostracién (se realizara el segundo de manera directa, las demés se dejan como ejercicio).

Por hipétesis, a € R*, ademds be R~ < —be R™*.

aeR"A-beR"=a-(-b)e R" Axioma 15.
= —(a-b) e R* Teorema 13.
=a-b<0 Teorema 39.

S (Vae RY)(Vbe R7) [a-b<0].
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Teorema 53. Reglas de signos para la divisién}

1. (Ya,be RY) [% > 0]. 3. (Yae R™)(Ybe R*) [% < 0].

2. (Yae R*)(Wbe R") [% < o]. 4. (Ya,be R [% > 0].

Demostracién (se realizara el tercero de manera directa, los demés dejan como ejercicio).

aeR - AbeRT = —aeR " Ab ' eR" Definicién 18 y Teorema 48.
= (—a)-b'eR" Axioma 15.
= —(a-b7')eR" Teorema 13.
= — (%) e R Definicién 17.
= % <0 Teorema 39.
S (YaeR)(Wbe RN [T <0
b

Representaciéon de los niimeros reales en la recta numérica

Un concepto fundamental en geometria analitica es la representacion de todos los ntimeros reales
mediante puntos de una recta dirigida. En general, cualquier nimero positivo p se representa con el
punto que se encuentra p unidades a la derecha del origen, y un nimero negativo ¢ se representa
con el punto ¢ que se encuentra ¢ unidades a la izquierda del origen. Ademas, se supone que todo
nimero real corresponde con un punto en la recta y, reciprocamente, que todo punto en la recta
corresponde a un numero real. Esta relacién del conjunto de los niimeros reales y el conjunto de
puntos de una recta dirigida se llama correspondencia uno a uno.

2.1.4. Valor absoluto de un numero real

Otro concepto matematico que usaremos al tratar con los nimeros reales, es el del valor absoluto
de un numero real, se analizara la definicién y sus propiedades.

Definicién 21. Distancia entre dos ntimeros reales}

Sean a y b dos nimeros reales cualesquiera, tales que a < b, la distancia entre a y b se denota
por d(a,b) y se define como
d(a,b) =b—a

Esto es, al niimero mayor (o igual) se le resta el niimero menor.

a b

d(a,b) =b—a
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f—[Ejemplo 43.} <
1. La distancia que hay del 8 al 3 es d(8,3) = 8 — 3 = 5 unidades.
2. d(—6,—-3) = (—3) — (—6) = —3 + 6 = 3 unidades.
3. d(—1,7) =7—(—1) =7+ 1 = 8 unidades.
r—(Teorema 54.}
(Va,b e R)[d(a,b) =0 < a=b].
Demostracién (directa, se debe demostrar en ambas direcciones).
“=" Por la ley de tricotomia sélo se tienen las opciones a <bv a >0bv a =b.
Si a < b entonces:
d(a,b) =0=b—a=0 Definicién 21.
=b=a Teorema 22 y Axioma 6.
Si a > b entonces:
d(a,b) =0=a—-b=0 Definicién 21.
=a=0>b Teorema 22 y Axioma 6.
Que contradice que a > b. Por lo que, la unica posibilidad es que a = b.
“@77
a=b=b—a=0 Teorema 22 y Axioma 6.
= d(a,b) =0 Definicién 21.
" (Va,be R)[d(a,b) =0 < a =1]. T
Teorema 55.}
(Va,be R)[d(a,b) = 0].
Demostracién (directa):
Por la ley de tricotomia sélo se tienen las opciones a < bv a >bv a =b.
Si a < b, entonces d(a,b) =b—a € Rt (Definicién 19), es decir, d(a,b) > 0.
Si a > b, entonces d(a,b) = a —be R* (Definicién 19), es decir, d(a, b) > 0.
Si a = b, ya se demostr6 que d(a,b) = 0.
Por lo tanto d(a,b) = 0. T

Teorema 56.}
(Ya, b € R)[d(a,b) = d(b,a)].
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Demostracién (directa):

Por la ley de tricotomia sélo se tienen las opciones a <bv a>bv a =b.
Si a > b entonces d(a,b) = a —b=d(b,a).
Si a < b entonces d(a,b) =b—a = d(b,a).

. (Ya,b e R)[d(a,b) = d(b,a)]. T
Teorema 57.}
(Va,be R)[d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)]. ]

Demostracién (directa).

Para demostrar este resultado en este momento, se deben analizar muchos casos, se realizaran dos
y se dejan los demés como ejercicio.

I. Caso:a <b<c

d(a,b) =b—a
=c—a+b—c

= d(a,c) + d(c,b)

II. Caso:b<a<c

d(a,b) =a—10

=a—c+c—0
=—(c—a)+ (c—0)
= —d(a,c) +d(c,b) d(a,c) =0
< —d(a,c) + d(e,b) + 2d(a, c) = 2d(a,c) =0
< d(a,c) + d(c,b) = —d(a,c) + d(c,b) + 2d(a,c) = —d(a,c) + d(c,b)

III. Caso: b < ¢ < a (ejercicio)

IV. Caso: a < ¢ < b (ejercicio)

V. Caso: ¢ < b < a (ejercicio)

VI. Caso: ¢ < a < b (ejercicio)

" (Ya,b e R)|d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)]. T

A una funcién que cumple los cuatro resultados anteriores (como la distancia d) se le conoce como
una métrica y se dice que R con dicha funcién forma un espacio métrico.

Definicién 22. Valor absoluto}

Sea x un nimero real cualquiera, el valor absoluto de x se denota como |z| y se define como

|z] = d(z,0)
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Esto es, la distancia que hay del niimero al cero.

W

Teorema 58. Valor absoluto )

(Vme]R)[|x|={ w a@el ]

—xsiz <0

Demostracién (directa):
» Si z > 0 entonces |z| = d(z,0) =z —0 = x.

» Si z =0, entonces |z| =d(0,0)=0—-0=0=x.

» Siz <0 entonces |z| =d(z,0) =0— 2 = —zx.
. _fx o six=0
e u={ %5220 ] T
De forma mas compacta se puede enunciar el teorema anterior como:
VzeR)[(z=20=|z|=2) v (z<0=|z| = —2)]
Teorema 59.}
(Vo e R)[|] = | — =|].
Demostracién (directa)
I. Caso: Siz > 0.
Siz>0= —z <0, entonces
|z| = Definicién 22.
= —(—x) Teorema 7.
=|— x| Definicién 22.
II. Caso: Si x < 0.
Siz <0= —x > 0, entonces
|z| = —z Definicién 22.
=|— x| Definicién 22.
S (Ve R)||z] = — =] T

Teorema 60.}
(Va,b e R)[d(a,b) = |a — b]].

Demostracién (directa)
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I. Caso: Sia <b.

Sia<b=0b—a=>=>0, entonces

d(a,b) =b—a Definicién 21.
= |b—d Definicién 22.
=|—(b—a)| Teorema anterior.
= |a — b Teoremas 20, 7 y Axioma 4.

II. Caso: Sia > b.

Sia>b=a—0b>0, entonces

d(a,b) =a—10 Definicién 21.
= |a — 0| Definicién 22.

. (Ya,b e R)|d(a,b) = |a —bl].

Teorema 61.}
(Vx e R)[|z| = 0].

Demostracién (directa)

|z| = d(z,0) Definicion 22.
>0 Teorema 55.

S (VzeR)[jz] = 0]

Teorema 62.}

(Vz e R)[|Jz| =0« 2 =0].

Demostracién (ejercicio, utilice el Teorema 54).

Teorema 63.}
(Vz,y € R)[|z +y| = [=| + [y]].

Demostracién (ejercicio, utilice el Teorema 57).

Teorema 64.}

(Vz,y € R)[|z] — [y = [ —yl].

Demostracién (directa)

lz| = |z —y + y Axiomas 6 y 7.

= |z —y| + |y Teorema anterior.
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Ast |z| = [z —y| + [y| = |z| = |y| = |z —y]. )
Teorema 65.}
(Vz,y e R)[|z - y| = |z] - [yl]. ]

Demostracién (ejercicio).

Teorema 66.}
(Vo e R*)[|z|~! = [z71]]. ]

Demostracién (ejercicio).

Teorema 67 ]

T

(Vz e R)(Vy e R*) [ "

:%]

Demostracién (ejercicio).

Teorema 68.}

(VzeR)[—|z| <z < |z]].

Demostracién (directa).

Siz > 0= |z| =1z, ademds —x < 0, asi

—|z] = —2x <0<z =|z|
Siz < 0= |z| =—z, ademds —x > 0, asi
—lz|=—(—2)=2<0< —z = ||
En ambos casos se cumple que —|z| <z < |z]. T

f—(Teorema 69.}

Sea k € R*, entonces
1. VzeR)[jz| =k xz=LFva=—k].
2. VzeR)[|z| <ke —-k<x<kl]
3. VxeR)[|lz|>kex>kve<—k|

\. J

Demostracién (se realizara la demostracién del primer y segundo resultado, el tercero queda como
ejercicio).

En todos los casos considere que k € R y, por lo tanto —k € R™.
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I. VzeR)[jz|=keox=kvr=—Fk]
Se debe demostrar en ambas direcciones.
“=" Por la ley de tricotomia x > 0 v z < 0.

Siz>0=|z| ==, asl

lz]=k=2=Fk

Siz<0=|z| =—z, asi
—r=k=x=—k
r=kvzx=—Fk
“¢77
r=kvzr=—k=|z|=klv|z|=|—FkK|
= |z| = k| v |z| = |k Teorema 59.
= [z| = [k]

2. VxeR)[|lz] <ke —k<x<k]
Se debe demostrar en ambas direcciones.
“=" Por la ley de tricotomia x = 0 v x < 0.
Siz>0=|z|==x, asl

lz| <k=z<k
=—-k<0<2<k

Six <0=|z| = —x, asi

—z<k=—(-z)> -k Teoema 45
=k>0>2>—k

En ambos casos —k < x < k.

—k<z<k=-k<zrz<k

=kLk>—-czArx<k Teorema 45

Siz =0, entonces |x| =z, asi v < k = |z| < k.
Six <0, entonces |z| = —z, asi k > —v =k > |z|.

En ambos casos se obtiene que |z| < k.
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S(VzeR)||z|=ker=kve=—-kly VzreR)|[|lz|<ke —-k<z<k] T

Teorema 7 O.}

(Va,beR)[0<a<nA0<b<n=|a—0b <n].

Demostracién (ejercicio).

,—[Ejemplo 44.} \
La magnitud de 6 es 6, y la magnitud de -7 es 7. Esto se puede expresar como: |6 = 6 y
| =7 =7.
f—(Ejemplo 45.] ~
1. |7|=m. 3. |[-v2| = v2.
N7
2. |4 = <.
‘5‘ 5 4. | —e| =e.
,—[Ejemplo 46.} \
, o . la| + [b]
Si se sabe que a,b € R,a < 0 < b, simplifique la expresion | o
a R
Como a < 0 entonces |a| = —a y como b > 0 entonces |b| = b.
Ademas, si a < b entonces a — b < 0, por lo tanto |a — b| = —(a — b), asi
la| +10] —a+b
ja—bl  —(a—b)
. ;G/Af—/E
—a¥0b
=1
. lal + 16]
So—=1
a1 T

Ejemplo 47.}

2(a —3)(b—3)|
—|ab| +2a —3b—6

Si se sabe que a,be R, a > 3 y b < —1, simplifique la expresion

[(@=3)b=3)]  Ja=3[-b-3
—labl+2a—3b—6  —|a| - |b| +2a—3b—6

Sia>3=a—3>0porloquel|a—3=a—3.

Ademds si b < —1 = b—3 < —4 (b — 3 es negativo), asi |b+ 3| = —(b + 3).
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Por 1ltimo, si @ > 3 (a es positivo) entonces |a| = a y si b < —1 (b es negativo) entonces |b| = —b,
asi
la—3|-]b+ 3] _ (a=3)-—(b+3)
—lal - |b| +2a —-3b—6 —a-—b+2a—3b—6
_ —(a—3)(b+3)
~ab+2a—3b—6
—(a—3)(b+ 3)

a(b+2) —3(b+2)
—(a—3J(b +3)
(b+2)(a—3]

_ —(+3)
- b+2
2(a—-3)(b—-3)]  —(b+3) ;
" —lab| +2a—-3b—6  b+2
— Ejercicio 4.
1. Sia > 5, determine |4 — al. R/a—4
2. Considerando que x < —3, determine |x|. R/ —z
bl —|a—0> -2
3. Si se sabe que a < b < 0, simplifique la expresiéon o +|a|| n ||Z| | R/ - +ab

2.1.5. Potencias. Definiciéon y propiedades

En la multiplicaciéon encontramos a menudo el caso de un nimero que debe ser multiplicado por si
mismo varias veces. En vez de escribir este nimero repetidamente, utilizamos la notacién a™, donde
a es el nimero real y n es el niimero de veces que aparece en el producto.

r—(Deﬁnicién 23. Potencia}

La n-ésima potencia de a se denota a™ y se define:

(Va € R)(¥n € N) [anza-a-a---a]

n VECes

Se define ademas

(Va e R*)[a® = 1]

El nimero a es llamado base, el nimero n es llamado exponente; la expresiéon a” se lee como: “la
n-ésima potencia de a” o “a elevado a lan”.

Definir que a’ = 1, tiene mucho sentido pues si

an:a.a.&...azl.a.&.a...a
—_— —_—
n VECes n VECes
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entonces
a"=1-ag-a-a---aq=1
0 veces
Con las propiedades que se veran mas adelante se puede justificar de la siguiente forma

Siempre es importante recalcar que la propiedad a® = 1 es para cualquier a real, excepto el cero, es
decir 0° no esté definido.

La potencia, al ser un producto repetido, tiene prioridad sobre el producto y la division, es por esta
razén que
—a"=—-1-a"=—(a")

f—(Ejemplo 48.] <
Los siguientes son ejemplos de potencias

1. 3-3-3-3-3 = 3" (la quinta potencia de tres).
) ) - (=7) = (=7)* (la cuarta potencia del opuesto de siete).

Tr T T T T (7 . . .
— a octava potencia de siete quintos).
=) (aoct tencia de siete quintos)

4. —3%=—(3-3-3-3-3-3) (el opuesto de la sexta potencia de tres).

\ J

,—[Deﬁnicién 24. Potencia con exponente negativo}

(Vae R*)(VYne N)[a " = (a 1)"].

Esto nos indica que al tener un exponente negativo, se obtiene primero el inverso multiplicativo del
nimero y ese inverso se eleva a la n.

En los siguientes teoremas, mas que demostraciones, lo que se muestran son justificaciones, la
mayoria de demostraciones de este tema se deben realizar por induccién, si ya conoce este método,
puede hacerlas de esa forma, en el anexo D.

Teorema 71. Multiplicacién de potencias de igual base]

(Va € R)(Ym,n € No) [a™ - a" = a™*"].

Demostracién (directa):

a”-a"=(a-a-a---a)-(g-a-a---a) Definicién 23.
' v
m veces n veces
=qg-a-a---q Axioma 10.
—_—

(m+n) vVeces

= g™t Definicién 23.
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Para realizar la multiplicacion de potencias de igual base, se conserva la base y se suman los
exponentes.

Teorema 72. Divisién de potencias de igual base}

m 1
(Vae R*)(Ym,ne Ny) | — = ™" = ]

a/'ll an—m

Demostracién (ejercicio).

Para realizar la divisién de potencias de igual base, se conserva la base y se restan los exponentes.

Teorema 73. Potencia de una potenciaw

J
(Va € R)(Vm,n € Ng) [(a™)" = a™"].

Demostracién (directa):

(@) =ga™-a"-a"---a" Definicién 23.
n veces
—(a-a-a--a) (a-aa--a)(gaa-a)(agaa-a  Definicién 23
_m veces m Veces m veces m veces
n VérCGS
=qa-a-a---a Axioma 10.
m-n VECES
=a"" Definicion 23.
'. (am)n — amn T

Para realizar la potencia de una potencia, se conserva la base y se multiplican los exponentes.

Teorema 74. Potencia de una multiplicacic')nW

J
(Va,be R)(VYn e Ny) [(a-b)" =a"-b"].

Demostracién (directa):

(a-b)" = (Ea-b) (a-b)- (a-b)---(a-bz) Definicion 23.
n Veces
=(a-b-a-b-a-b---a-b) Axioma 5.
n VEces
—g-a-a---a-b-b-b---b Axioma 9.
n Veces n Veces
=a"-b" Definicién 23.

“(a-b)t=a"-b". T
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Teorema 75. Potencia con exponente negativo}

(Va € R*)(Vn € No) [a—n _ i].

an

Demostracién (ejercicio).

Si se tiene un exponente negativo, entonces se convierte en una fracciéon con la potencia con el
exponente positivo en el denominador.

Teorema 76. Potencia de una fraccién}
(tae R R)me N | (3)" = |

Demostracion (ejercicio).

Para la potencia de una fraccién, se eleva el numerador y el denominador al exponente.

Teorema 77. Potencia con exponente negativo de una fraccién]
a\—"n AN

Va,be R*)(Yn e N (—) —(2) =2 |.

tabe RN | (5) 7= (2) - 7]

Demostracién (directa):
7 =13 efinicién 24.

= <9) Teorema 32.
a

= — Teorema 76.

=) T

Para realizar una potencia con exponente negativo de una fraccion, se invierte el numerador y el
denominador de la fraccion y cada uno de ellos se eleva al exponente.

Teorema 78. Primer férmula notable}

(Va,b € R) [(a+ b)* = a® + 2ab + V*]

Demostracién(directa).

(a+b)?*=(a+b)-(a+b) Definicién 23.
=(a+b)-a+(a+Db)-b Axioma 13.
=(a-a+b-a)+(a-b+b-b) Axioma 13.

=a’+ (a-b+a-b)+0b Definicién 23 y Axiomas 4 y 5.
A+ (1+1)-a-b+b Axioma 13.
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=a’+2-a-b+ b

C(a+b)* =a® + 2ab+ b

Teorema 79. Segunda férmula notable]

(Va,be R) [(a —b)* = a® — 2ab + V*]

Demostracién(ejercicio).

Teorema 80. Tercer férmula notable}
(Va,beR)[(a+1b) - (a—0b) =a® -]

Demostracién(ejercicio).

Teorema 81 }

(Va,be R) [(a+ b)(a® — ab + b*) = a® + b*]

Demostracién(ejercicio).

Teorema 82.]

(Va,b e R) [(a—b)(a® + ab+ V) = a® — b’

Demostracién(ejercicio).

Teorema 83.}

(Va,be R) [(a+b)’ = a® + 3a°b + 3ab® + b*]

Demostracién(ejercicio).

Teorema 84.}
(Va,be R) [(a — b)* = a® — 3a°b + 3ab® — b

Demostracién(ejercicio).

Ejemplo 49.}

3

a
Simplifique las expresion | —
b2x

9
) , donde las variables son distintas de cero.

a3t 2 vz 2
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B (b2x)2
 (a®)?
bta?
T a5
A
- (m) = o f
Ejemplo 50.}
Simplifique las expresién (—a’b*c) ?, donde las variables son distintas de cero.
1 3
072 \—3 _
(—a’b%c)™ = (—a0b20>
-1k
13
~ (=1 0%)?
_ 1
T _1.b5¢3
—1
~ 5
' (—a%B%c) 3 = —1 i
. (=a’be) T = oo
Ejemplo 51.]
100%
Simplifique la expresion 2595 . _gi02”
10093 (22 . 52)93

2595 . _2192 (52)95 . _2192

_ (22)93 . (52)93
(52)95 . 9192

92:93 | 52:93
T 52905, 9102
9186 . 5186
= 5190 . _9192
1
~ 5190186 . _9192-186
1
- 54 . _26
1
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1002 -1 ;
19259 . 92192 40000

Ejemplo 52.}

(32 k- t~1)*

R donde las variables son distintas de cero.

Simplifique la expresion

(32 k- 75—1)4 B (32)4 . k1. (¢ 1)
k5. 43 - L5 .43

324, A 414
R

38 . k4 i t74
R
_ g8, 145 443
=38 LT

38

T

6561

k-t
6561

kT

C (3% k-tht 6561
kR kT

Ejemplo 53.}

32.3212. (—1)2)‘1

Simplifique la expresion ( 52 _ 93

337242 (=1)2\ "
92 _ 93 -

—92 _ 93

L (33242 (=12 —12
( ) -3 '
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— Ejercicio 5.

Simplifique las siguientes expresiones

-1
_272 -1 —4
1. — il 73) R _36
-1 4 2° 48
g — —414
2 <3 2 2) R/ 1075
i+ ()

— Ejercicio 6.

El procedimiento realizado en la siguiente simplificacién contiene pasos incorrectos (aplicacién
errénea de las leyes de potencias), determine los errores que se cometen en dicho desarrollo.

(2325)0 - (214
(32 —8-4)0

Simplificar
Solucién:

(23$5)0 . (—2@71)4 (23375)0 . (_2)4 . CL74

(32—8-4)0 (32—8-4)0
_(2%2°)° . —16-a7*
(32— 8- 4)0
1-—16-a*
1
——16-a*
1

:—16-¥

_=

at

2.1.6. Radicales. Definicién y propiedades

En la Escuela Pitagorica se estudiaba, sobre todo, la geometria y sabian que el darea de un cuadrado
de lado I se calculaba como [ - | = [2; sabfan ademds que debia existir un cuadrado que tuviera area
2 ya que se puede dibujar un cuadrado de cualquier area, pero, ;qué medida del lado tendria un
cuadrado asi?

Recuerde que en esa época solo se aceptaban los niimeros racionales, por lo que era “légico” suponer
entonces que tenia que existir un ntimero racional que multiplicado por si mismo diera como
resultado 2. En esta seccién se verificard que dicho nimero racional no existe, lo que llevé a analizar
la existencia de otros nimeros ademés de los racionales.

De igual forma, se puede analizar la forma de determinar la medida del lado de un cubo cuyo
volumen es 2.

Asi, dado un cuadrado o un cubo, se necesitaba encontrar el lado a partir del cual se creé la figura,
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es decir, el lado que le dio origen. A la palabra “raiz”!® se le puede dar una connotacién de origen,
como cuando se indica “las raices del pueblo maya”.

De ahi se supone que surgi6 el nombre de raiz cuadrada, o sea, “determinar la medida del lado que

dio origen a un cuadrado con el area dada”; también la raiz cibica indicaria “determinar la medida
el lado que dio origen a un cubo con el volumen dado or la misma razon, a una expresion

del lad d b 1 vol dado”!? vy, 1 ,

con una raiz se le conoce como un radical®.

La busqueda de funciones inversas es comin en matematicas, para la suma y la resta se indicé que,
para cada nimero real, existe el inverso (excepto para el cero en la multiplicacién). Una propiedad
de una operacion y su inversa es que, si se le aplica a un niimero una operacion e inmediatamente
se le aplica la misma operacion con el inverso, entonces se obtiene el nimero original, es decir, por
ejemplo, Va, b € R, se cumple que

(a+0)+ (=b) =a+ (b+ (-b)) Axiomas 5y 7.
=a+0 Axioma 7.
=aqa Axiomas 6.

Resumiendo a + b + (—b) = a.
De igual manera, para la multiplicacién, VYa € R, Vb € R*, se cumple que

(a-b)-bt=a-(b-b1) Axiomas 10 y 12.
-1

Axioma 12.

Q@ 2 2

Axiomas 11.

Resumiendo a -b- b1 = a.

Por esto es que se indica que la resta es la operacion inversa a la suma y que la division es la
operacién inversa a la multiplicacién.

Asi, la raiz n-ésima es la operacion inversa a la potencia con exponente n, siguiendo un razonamiento
similar a la suma y la resta, al aplicar la operaciéon y luego la misma operacién para encontrar el
numero original, se deberia intuir cudl es dicha inversa, asi:

1

(@) =a=ad"=a Suponiendo que sigue las mismas reglas de potencias.

=nr =1

Por lo que z tendria que ser el inverso multiplicativo de n, es decir n=! que es igual a —.
n

Asi, la raiz n-ésima de un nimero a seria an», y esto representa lo inverso a elevar un numero a la n.

, . 1 1 .

Asi, el lado del cuadrado de area 2 es 22 y el lado de un cubo de volumen 2 es 23. La raiz es una

potencia con exponente racional de numerador uno, la escritura de estos niimeros, con el tiempo, se
(159

realiz6 mediante una “r” (de raiz) que se fue estilizando como Vo simbolo que se conoce como el
signo radical que fue adoptado universalmente.

8Del latin radiz o radicis que significa la raiz de una planta, pero que también podia significar “base”, “fundamento”,
“origen” o “fuente”.

9Esta es una suposicién del autor, no se encontré bibliografia que respaldara esta interpretacién.

20Del latin radicalis, que significa “relativo a la rafz”
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De esta manera, la notacién general para indicar la n-ésima raiz de a es a = an (cuando n = 2,
es usual omitir el 2 en el simbolo radical y se conoce como raiz cuadrada), a la n se le conoce como
el indice, a la a como el radicando, como ya se menciono, al simbolo \/ se le conoce como el signo
radical y al resultado se le llama la raiz.

Hasta ese momento, geométricamente, no habia conflicto con el significado de raiz, sin embargo,
cuando se inici6 con el estudio de los niimeros negativos, si se encontrd un posible problema pues,
por ejemplo, si se tiene que z2 = 4, si se toman en cuenta los niimeros positivos y los ntimeros
negativos, entonces existen dos nimeros que al ser elevados al cuadrado da 4 como resultado: el 2 y
el —2.

No se puede aceptar ambos valores como resultado de la operacién v/4, pues se podrian seguir
razonamientos claramente falsos, por ejemplo

Vi=+yi=-2=2 Axiomas 1 y 2.

Por supuesto —2 = 2, pero, si se partié de algo verdadero, no es posible llegar a algo falso. Para
evitar esta situacion, se define que el resultado de la raiz par de un niimero positivo es positivo. Mas
adelante, cuando se estudien funciones inversas, se analizara con mayor profundidad esta situacién.

f—[Deﬁnicién 25. Raiz n-ésima}

. L. , 1 .
La raiz n-ésima del nimero a, con n € N, n > 1, a € R, se denota a» o {/a y es el nimero
real b que cumple que:
1
ar =beb'=a

Con b positivo si a es positivo y n es par.

Note que si a < 0 (es negativo) y n es par, entonces no existe ningiin nimero b real que cumpla
que b" = a, pues cualquier nimero b elevado a un nimero par tendra signo positivo (demostrado
anteriormente), es decir, por ejemplo, v/—1 no existe, pues no hay ningin ntimero real b tal que
b?> = —1 (cualquier niimero real al cuadrado tendra un resultado positivo)?!.

,—[Ejemplo 54.] \
Los siguientes son ejemplos de radicales:

1. V6 (la raiz séptima de seis).
2. /5 (la raiz cuadrada de cinco).
3. v—8 (la raiz cubica del opuesto aditivo de ocho).

\ J

21La base de los niimeros complejos estd en suponer que si existe un ntimero que cumple esta limitante de los
reales, dicho conjunto se estudiard en el capitulo 3.



Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 67

f—[Ejemplo 55.} ~
1. /64 =4, vyaque 4°=64.
2. v/4=2 yaque 22=4.
3. V4 £ -2, aunque (—2)%=4.
. V169 =13, yaque 13%=169.

. /—64=—4, yaque (—4)=—64.
. —v/27 = -3, ya que es el opuesto de /27 y 3% = 27.

- J

4
5. 4/—81 mno es un numero real, ya que no existe un ntmero real b, tal que b* = —81.
6
7

Verifiquemos que esta nueva operaciéon cumple las mismas propiedades que las potencias.

Teorema 85.}
(Va,be R)(Yne N,n> 1) [Va-b= {/a- V/b].

Cona=>0yb=0sin es par.

Demostracién (directa):

De acuerdo con la definicion de raiz n-ésima, se debe demostrar alguno de los dos resultados
siguientes:

Wz%-%@@-bz(%-%)n

De esta forma, demostrar Va b= Ya - b es equivalente a demostrar a - b = (\"/E . %)n )
Por la definicion de raiz n-ésima, se cumple que

fa=cea=c"

Vo=deb=d"
con ¢ y d positivos, si a y b son positivos y n es par.
Asi,

(Va- )" = (e
c

TL'dTL
a-b

S (Va,be R)(Vne N,n> 1) [Va-b= /a- Vb ]

Teorema 86.}

(Va e R)(Ym,ne N,m > 1,n > 1) [{/a™ = (¢/a)™].

Con a = 0 si n es par.
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Demostracién (directa):

De acuerdo con la definicién de raiz n-ésima, se debe demostrar alguno de los dos resultados
siguientes:

e = ()" " = ()"
De esta forma, demostrar {/a™ = ({/a)™ es equivalente a demostrar a™ = (({/a)™)".

Por la definicion de raiz n-ésima, se cumple que
Va=cea=c"

con c positivo, si a es positivo y n es par.

Asi,
(Way)" = ("
— ()"
S (Vae R)(Ym,ne N,m > 1,n > 1) [{/a™ = ({fa)™]. T

Teorema 87 }

(Va e R)(Vbe R*)(Vn e N,n > 1) [ %: \\/g]

Cona>0yb>0,sin es par.

Demostracién (ejercicio).

Teorema 88.}

(Vae R)(Vbe R*)(Yne N,n > 1) [ %/ = %]

Con a > 0 si m es par.

Demostracién (ejercicio).

Teorema 89.]

(Va e R)(Vn e N,n > 1,n par) [{/a" = |al].

Demostracién (directa).
Hipotesis: n es par < n = 2k, k € N.

De acuerdo con la definiciéon de raiz n-ésima, se debe demostrar alguno de los dos resultados
siguientes:

Var = |a| < a" = |a|”
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De esta forma, demostrar {/a™ = /a™ = |a| es equivalente a demostrar que a" = |a|”, con n par.

Asi,

a” = a* keN
_ (a2)k
= ([a[*)* (+)
= (la])?*
= |a["

(*) Queda pendiente probar que a® = |a|?, se deja como ejercicio.

Por lo tanto, {/a™ = |al. T

Teorema 90.}

(Va € R)(Vn € N,n > 1,n impar) [Va” = ({/a)" = a.

Demostracién (ejercicio).

Teorema 91 }

(Va,b,c€ R)(¥ne N,n > 1) [a%+c%= (a+c)\"/5].

Con b > 0 si n es par.

Demostracién (ejercicio, es inmediato por el Axioma 13).

Teorema 92.}

(Va,b,c,d e R)(Yne N,n > 1) [a%-bx”/&z (a-b)m].

Conb>=0Ad=0sin es par.

Demostracién (ejercicio, es inmediato por el Axioma 10 y el Teorema 85).

Como la raiz cumple las mismas propiedades de las potencias, efectivamente se pueden tratar como
una y se define como notacién que

af = Yo = (Yo" = (@7 = (7))

con a positivo, si n es par.

Teorema 93.}
(Va,be R™) [a <bea< \/E]

Cona=0Ab=0.
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Demostracién (directa).
Va<Vbe a—vVb<0
B Va+vb
< (Va—vb)- N
. Wa— VD) (atvh)
Va++b
- (B
Va+ /b
o (Va)* — (V)2 <0 Va++vb >0

<0

<0

<0

Sa—b<0
Sa=0
Como se demostro en cada paso para <, queda demostrado en ambas direcciones. T

Nota:

= Ademads de las propiedades que se cumplen con el uso de los radicales, es importante resaltar
uno de los errores méas frecuentes en el desarrollo de simplificaciones de radicales.

Sia=+0,b%F 0, se tiene que:

Var + b £ Var + Vb
De aqui, los errores mas comunes son:

Va2 +b2+a+b N Va+b+a+Vb

Observe, por ejemplo, que VI —62+£13-6=7
Ejemplo 56.}
Simplifique la expresién +v/320.

V/320 = V43 -5
— 45

. /320 = 4+/5. t
Ejemplo 57.}
Simplifique la expresion v 225000.

V225000 = /23 - 32 . 57
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=2.3.5%/2.5
— 1500/10
.. 4/225000 = 1504/10. T

Ejemplo 58.}
Simplifique la expresién 2v/3 — 4v/3.

2V3 —4V3 = (2 4)V3
= —2V3
L 2v3 — 43 = —24/3. i
Ejemplo 59.}
Simplifique la expresién —3v/54 + 2v/24.

—3vV54+2v/24 = —3-3vV6 +2-2v6

= —9v6 +4v6
= —5V6
. —3v54 +2¢/24 = —56. i
Ejemplo 60.}
Simplifique la expresion 4/ x2y.
Valy = Valyy
= [z[\/y
A2ty = |z /Y. T

Ejemplo 61.}

W

Simplifique la expresién (—8)3.
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L (—8)5 = 4. i
Ejemplo 62.}
L ]2
Simplifique la expresion \/g :
YRC
8 V8
V2
2
C a2 V2 '
Ag= 5
Ejemplo 63.}
Simplifique la expresién A/ v/64.
V64 = V64
— 4/26
= [2] =2
V64 = 2. t
Ejemplo 64.}
o  (VB-3/I) V2
Simplifique la expresion - :
/9261
(V72 -3v162) vV2  (6v2—-3-9v2)+2
/9261 a 21
_(=21v2)v2
pat
= -2
. (VT2 -3V162) V2 ;

V9261
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— Ejercicio 7.

1. Simplifique la siguiente expresion

72
V2

a) \/ A/ 2 R/ 8.

2. Exprese las potencias de la siguiente expresién como radicales y simplifique aplicando
las propiedades de radicacion.

o £l 3
2 (9y‘4) ' R/ |23|y?

d\* 1
b . —
) ( 16a8) R/ 8al|d3|

2.2. El conjunto de los niimeros reales y sus subconjuntos

2.2.1. El conjunto de los niimeros naturales (N)

Cuando un nino aprende a contar junto con una secuencia de palabras: uno, dos, tres... aprende el
primer conjunto numérico: el Conjunto de los Numeros Naturales, este se denota por N.

Este conjunto esta formado por los niimeros 1, 2, 3,...; tiene un primer elemento: el uno, y se
entiende que es un conjunto sin final y compuesto por un tipo de unidad entera.

N = {1,2,3,4,5,...}

El conjunto de los niimeros naturales posee las siguientes caracteristicas:
= Infinito: tiene una infinita cantidad de elementos.

= Ordenado: dados dos niimeros naturales, se puede decir si uno es mayor, menor o igual al
otro.

= Discreto: Entre dos elementos del conjunto hay una cantidad finita de ntimeros naturales.

= Principio del buen orden: Todo subconjunto de IN no vacio posee primer elemento o elemento
minimo.

El conjunto de los nimeros naturales se puede definir iniciando en cero, esta es una controversia que
se da entre los matematicos, es comun nombrar al conjunto que incluye al cero como el conjunto de
los nimeros cardinales®, este se denota como N* o Ny, asi, se tendrfa que Ng = {0,1,2,3,4,5,...}.

En el caso que el conjunto de los niimeros naturales se defina iniciando en cero, entonces mas bien
IN* simbolizaria el conjunto sin incluir al cero.

La arqueologia muestra que la utilizaciéon de los nimeros naturales se remonta a mas de 30000 anos,
inicialmente para ordenar la participacién de las personas en los rituales religiosos y de manera

22Numeral cardinal: que expresa el valor numérico o la cantidad de elementos de un conjunto. Definicién de la
Real Academia Espanola
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posterior para contar.
El uso del cero no fue nada sencillo y merece un breve recuento historico.

En la historia, los registros del uso del cero aparecen por primera vez en el Papiro Boulaq 18, en el
ano 1700 a.C., en el sistema de numeracion egipcio.

Aunque se encuentran tablillas de arcilla de los babilonios de 2000 a.C, no se tiene registro del uso
del cero en esta civilizacion sino hasta el ano 1700 a.C., muy similar a la egipcia, sin embargo, con
su notacién no era posible diferenciar entre, por ejemplo, 15, 105 y 150.

Los mayas utilizaron el cero en su sistema de numeracion en el ano 36 a.C, pero un problema en su
notacién posicional no les permitié explotar sus posibilidades operativas (los mayas utilizaban base
20 y la tercer posicién era para multiplicar).

En el ano 130 d.C. Ptolomeo utilizé el 0 (vacio) entre los digitos, pero no lo consideré como un
nimero, sino como una anotacion.

Los romanos nunca designaron un simbolo para el cero, en su notacion, después del nimero 4000 se
dibujaba una linea horizontal sobre el nimero, para indicar que dicho nimero se debia multiplicar
por 1000.

La primera civilizacion que utilizé realmente el cero como un digito en la notacién posicional fue
la india, el primer uso de dicho digito se remonta al ano 683 d.C., este es el sistema de uso casi
universal hoy en dia, los arabes lo fueron transmitieron hasta llegar a Europa, el empuje principal
para la introduccion del cero la realizé el italiano Fibonacci en el siglo XII, en un inicio, por la
facilidad del nuevo sistema, las autoridades eclesiasticas lo tildaron de mégico o demoniaco y ellos,
junto con los calculadores profesionales, se opusieron a la nueva algebra, incluso en algunos lugares,
hasta el siglo XV.

El nombre “cero” viene entonces del término arabe sifr, que significa “vacio”, esta palabra derivé
en el latin zephyrum, que acabd6 convirtiéndose en el idioma italiano en zefiro y se contrajo en
Venecia a zero, término utilizado por Fibonacci para nombrar al “0” y que, como se menciono
anteriormente, popularizé en Europa.

En el conjunto de los nimeros naturales se tiene que la adicion y la multiplicacion son operaciones
cerradas, es decir (Va,be N)[a+be N Aa-be NJ.

Algoritmo de la adicién para ntimeros naturales

Los algoritmos son procedimientos muy depurados para operar dos nimeros, para realizar la adicion
de dos nimeros naturales® se puede seguir el siguiente algoritmo:

1. Coloque los dos ntimeros en orden por columnas, de forma tal que las cifras del mismo nivel
quedan en la misma columna (unidades, decenas, centenas, etc.).

2. Sume las cifras de la primer columna y coloque el resultado abajo en la misma columna, si
el resultado es mayor a 9, s6lo coloque las unidades y el uno de las decenas lo debe colocar
arriba de la siguiente columna a la izquierda, esto se conoce como el acarreo.

3. Repita el procedimiento en la siguiente columna a la izquierda, al sumar las cifras debe tomar
en cuenta también el acarreo.

23E] algoritmo también sirve para sumar ndmeros reales positivos en su notacién decimal.
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-/

Ejemplo 65. Una adicién sin acarreo
Determine la suma de 1286 + 512 ]

Primero se ordenan los niimeros de acuerdo con las unidades, decenas, centenas, etc.

1 2 86
5 1 2 +

Se suman las cifras de las unidades.

Ahora se suman las decenas.

Se sigue con la suma de las centenas.

1 2 86
5 1 2 +
79 8

Y se termina con las unidades de millar, para obtener el resultado final.

1 2 86
5 1 2 +
1 79 8
Asi 1286 + 512 = 1798. T
Ejemplo 66. Una adicion con acarreo}
Determine la suma de 6798 + 5176
Se ordenan los niimeros.
6 79 8
5 6 76 +

Se suman las cifras de las unidades, al dar mayor que 9, el uno de las decenas se coloca en el

acarreo.
1 <« acarreo
6 7 9
5 1 7 +

=~ | O 00

Ahora se suman las decenas, incluyendo el acarreo, se vuelve a colocar el uno de las decenas en el
acarreo pues el resultado da mayor a 9.

<— acarreo

ot O
— =3 —

~N | 3 O =
= | O o
+
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Se sigue con la suma de las centenas

<— acarreo

6
)

A~ O
+

1
7
1
9

~N | O =

Y se termina con las unidades de millar, para obtener el resultado final, acd no hace falta escribir
el acarreo, aunque funcionaria igual.

<— acaIrreo

(=}
O | = =~
~N | N O
= | O o
+

11

Asi 6798 + 5676 = 11974. T

Justificacion del algoritmo de la adicién

Como se dijo anteriormente, los algoritmos son procedimientos sumamente depurados que se han
ido perfeccionando a lo largo del tiempo, sin embargo, siempre hay una justificacién de la forma en
que se realizan, en el caso de la adicién se utilizan sus propiedades, las de las potencias (que se
estudiaran mas adelante) y la ley distributiva.

Antes de explicar el algoritmo como tal, se debe recordar primero que el sistema de numeracién que
se utiliza en la actualidad es un sistema de numeracion posicional en base 10, esto es, que se tienen
una serie de simbolos para los digitos del 0 al 9 y que depende de la posicién del digito asi tendra
un valor distinto. Por ejemplo, el nimero 12526 es equivalente a 10000 4+ 2000 + 500 + 20 + 6, note
que el digito 2 aparece dos veces, pero en una posicion representa a 2000 y en otra posicién a 20.
Asi, por ejemplo,

12526 = 10000 + 2000 + 500 + 20 + 6
=1-10000+2-1000+5-100 +2-10+6-1
=1-10*+2-10>+5-10+2-10' +6 - 10°

,—[Deﬁnicién 26. Representacion decimal de un niimero natural}

El nimero natural n que posee k decimales se puede representar de manera decimal mediante
el numeral n = dy_1dg_»...d>d dy, donde d; representa el i-ésimo digito del nimero, tal que
0<d; <9.

,—[Ejemplo 67.} \
El nimeral 7364 posee los digitos d3 =7, dy = 3, dy = 6 y dy = 4, dicho numeral representa
al nimero 7364.
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,—[Deﬁnicién 27. Sistema posicional en base 10}

Para representar un nimero natural n se utiliza el sistema posicional en base 10, para ello se
cuenta con 10 simbolos a los que se les conoce como digitos, a saber: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8y
9, el valor del digito depende de la posiciéon que ocupa, de la siguiente forma:

n=dy 1ds_o..dydidg = dp_1 - 10" +dy_5- 102+ ...+ dy - 10> + dy - 10" + dj - 10°

Un numero es una idea de un conjunto que contiene elementos, por ejemplo, cuando se indica que
se tienen tres confites, este es un conjunto que contiene tres elementos, a esta idea se le relaciona
el numeral 3 que identifica a cualquier conjunto que contenga tres elementos (no necesariamente
confites).

Se mostrara la justificacion del algoritmo con la adicion de 12526 y 35783.

12526 + 35783

=(1-10"+2-10° +5-10* +2-10" + 6 - 10°) + (3-10* +5-10° + 7- 10> + 8 - 10" + 3 - 10°)
=1-10"+2-10*+5-10*+2-10" +6-10°+ 3 -10* +5- 10> + 7-10? + 8 - 10" +3-10°
=1-10"+3-10*+2-10* +5-10* +5-10* + 7-10* +2- 10" + 8- 10" +6 - 10° + 3 - 10°

=(1-10"+3-10Y) + (2-10° +5-10%) + (5- 10 + 7-10*) + (2- 10" + 8- 10") + (6 - 10° + 3 - 10%)
=(1+3)-10"+(2+5)-10° + (5+7)-10* + (2+8) - 10" + (6 + 3) - 10°
=(1+3)-10*+(2+5)-10° + (5+7)-10* + (2+8) - 10" +9-10°
=(1+3)-10"+(2+5)-10°+ (5+7)-10* +10- 10" + 9 - 10°
=(14+3)-10"+ (2+5)-10° + (5+7) - 10> + (1 - 10"'+0 - 10°)-10" + 9 - 10°
=(1+3)-10*+(2+5)-10°+ (5+7)-10* +1-10" - 10" +0-10"- 10* + 9 - 10°

(1+3)-10*+(2+5)-10°+ (5+7)-10*+1-10*+0-10" + 9 - 10"
=(14+3)-10"+(2+5)-10°+ (5+7+1)-10*+0- 10" +9-10°
=(1+3)-10"+(2+5)-10° +13-10* +0- 10" + 9 - 10°
= (1+3)-10*+(2+5)-10° + (1 - 10" +3-10°-10* 4+ 0- 10" + 9 - 10°
=(1+43)-10* +(2+5)-10* +1-10"- 10 +3-10°- 10> + 0- 10" +9 - 10°

(14+3)-10*+(2+5)-10°+1-10°+3-10*+0- 10" +9-10°

(1+3)-10* +(2+5+1)-10° +3-10*+0-10" +9-10°
=(1+4+3)-10"+8-10°+3-10*+0-10" +9-10°

=4-10"+8-10°+3-10°+0-10"' +9-10°
4

De esta forma, al escribir los ntimeros en base 10 se nota que se pueden acomodar los digitos de
acuerdo a su posicién, tal como sucede donde se muestran los colores, de esta forma se suman los
digitos de las mismas posiciones (gracias a la asociatividad y conmutatividad de la adicién y de la

distributividad de la multiplicacién con respecto a la adicién?*).

Se suman primero las unidades (las que estdn acompanadas por 10°), luego las decenas (los que
estan multiplicados por 10') y asi consecutivamente. En el caso que alguno de los resultados da

24Utilizado en sus dos direcciones, es decir, como la distributividad usual a- (b+¢) =a-b+a-cy como factor
comin a-b+a-c=a-(b+ c), que por conmutatividad b-a +c-a = (b+c) - a.
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mayor que nueve, entonces se debe desarrollar ese niimero en base 10 (pues sélo deberfan estar los
digitos del 0 al 9 en cada posicién) y se observa que el 1 de las decenas se le suma a la siguiente
posicion, esto se muestra con el color rojo, en el algoritmo esto era el acarreo.

Algoritmo de la multiplicacion para niimeros naturales
Para realizar la multiplicacién de dos nimeros naturales®® se puede seguir el siguiente algoritmo:
1. Coloque los dos nimeros, el primero arriba del segundo.

2. Realice el producto de la cifra de las unidades del segundo nimero por cada una de las cifras
del primer nimero y coloque el resultado abajo en una primer fila de resultados, si el resultado
es mayor a 9, solo coloque las unidades y la cifra de las decenas lo debe colocar arriba de la
siguiente columna a la izquierda, este, al igual que en la adicién, es el acarreo. Cuando hay
acarreo, se realiza la multiplicacion de las cifras y se le suma el acarreo.

3. Repita el procedimiento con las siguientes cifras del segundo ntimero, pero para cada paso
dicho resultado lo escribe en una nueva linea en el area de resultados y deje un espacio
adicional sin utilizar en la columna de la derecha.

4. Sume todas las cifras de los resultados intermedios por columna.

Ejemplo 68.}

Determine la multiplicacion de 1286 - 512.

Primero se colocan los niimeros, uno arriba del otro

1 2 86
5 1 2

Se multiplica la cifra de las unidades del 512 (el dos) por cada una de las cifras de 1286, si en algin
caso da mayor a 9 se escribe el acarreo y dicho acarreo se suma en el siguiente producto.

1 < acarreo
1 2 8 6
5 1 2
2

1 1 «— acarreo
1 2 8 6
5 1 2
7 2

1 1 < acarreo
1 2 8 6
5 1 2
5 7 2

25Fl algoritmo también funciona para multiplicar dos niimeros reales en su notacién decimal, adecuando la
ubicacién de la coma al final.
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<— acarreo

11
1 2 86
5 1 2

25 7 2

Acd se terminé con las unidades del segundo nimero, se realiza lo mismo con las decenas, es decir,
se toma el uno, pero en una nueva linea de resultados y dejando un espacio a la derecha.

1 2 86

5 1 2

2 5 7 2
6

1 2 86

5 1 2

2 5 7 2
8 6

1 2 86

5 1 2

2 5 7 2
2 8 6

1 2 86

5 1 2

2 5 7 2
1 2 86

Por 1ltimo, se hace lo mismo con las centenas del segundo nimero (el cinco), dejando un espacio
adicional en la nueva fila de los resultados.

3 «— acarreo
1 2 8 6
5 1 2
2 5 7 2
1 2 8 6
0
4 3 « acarreo
1 2 8 6
5 1 2
2 5 7 2
1 2 8 6
3 0
1 4 3 «— acarreo
1 2 8 6
5 1 2
2 5 7 2
1 2 8 6
4 3 0
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1 4 3 «— acarreo
1 2 86
5 1 2
2 5 7 2
1 2 8 6
6 4 3 0

Por 1ltimo, se suman los resultados intermedios por columna (no olvide llevar el acarreo de las
sumas).
< acarreo

—_
[\
S 0o Ot

<— acarreo

—
\}

S 00 Ot =
D

<— acarreo

—_
W NN~

= | © 0o Ut =
(@)

<— acarreo

= | © 0o Ut =
(@)

<— acarreo

= | O© 0o Ut =
D

<— acarreo

—_

—_
Ol WM 0O|lWNNDEHE 0w N+

= | O© Co Ut =
D

Asf 1286 - 512 = 658432. i
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Ejemplo 69.]
Determine el resultado de 6798 - 5176 ]

Por supuesto, el ejemplo anterior se fue mostrando paso por paso, pero la idea es hacerlo de forma
compacta, como se mostrara en este ejemplo:

6 79 8
5 1 76
4 07 8 8
4 75 8 6
6 79 8
33990 +
35186 448
Asi 6798 - 5176 = 35186448. T

Justificacion del algoritmo de la multiplicacién

De igual forma, la justificacién del algoritmo de la multiplicacién se realizard con un ejemplo,
suponga que se quiere multiplicar 524 - 37.

524 - 37
=(5-102+2-10" +4-10% - (3-10"' +7-10%
=(5-10*+2-10" +4-10% -3-10" + (5-10* +2- 10" +4-10%) - 7- 10°
=(5-10*+2-10" +4-10°)-3-10" +5-10*-7-10" +2-10" - 7-10° +4-10° - 7 - 10°
=(5-10°+2-10" +4-10% -3-10" + 35 10* + 14 - 10" + 28 - 10"

=(5-10*+2-10" +4-10°)-3-10" + (3-10" +5-10") - 10* + (1 - 10" +4-10°) - 10"

+(2-10" +8-10% - 10°
=(5-10°+2-10" +4-10%-3-10" +3-10" - 10* + 5-10°- 10* + 1 - 10" - 10" + 4 - 10° - 10’
+2-10"-10° +8-10° - 10°
=(5-10°+2-10" +4-10°-3-10" +3-10° +5-10° + 1-10* +4- 10" +2- 10" + 8- 10°
=(5-10°+2-10" +4-10%-3-10" +3-10° + (5+ 1) - 10* + (4 + 2) - 10" + 8- 10°
=(5-10*+2-10" +4-10°)-3-10" +3-10° +6- 10> + 6 - 10" + 8 - 10°
=5-10%-3-10" +2-10"'-3-10" +4-10°-3-10' +3-10* +6-10* + 6- 10" + 8- 10°
=15-10° +6-10* +12-10' +3-10° + 6 - 10> + 6 - 10" + 8- 10°
=(1-10"+5-10°) - 10° +6- 10 + (1 - 10" +2-10%) - 10" + 3 - 10° + 6 - 10> + 6 - 10" + 8 - 10°
=1-10"-10* +5-10°-10* +6-10* + 1-10" - 10" +2-10°- 10" + 3 - 10° + 6 - 10* + 6 - 10*
+8-10°
1-10°+5-10° +6-10* +1-10*+2-10" +3-10° +6- 10> + 6 - 10" + 8 - 10°
1-10* +5-10° + (6 +1)-10* +2-10" +3-10* + 6- 10> + 6- 10" + 8- 10"
=1-10"+5-10°+7-10°+2- 10" + 3-10° + 6 - 10* + 6 - 10" + 8 - 10°
=1-10"+ (5-10° + 3-10%) + (7-10> + 6 - 10%) + (2- 10" +6-10") + 8 - 10°
1-10* +(5+3)-10° + (7+6) - 10* + (2 +6) - 10" + 8- 10°
1-10*+8-10° +13-10* + 8- 10" +8-10°
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=1-10"+8-10° + (1-10" +3-10% - 10* + 8- 10" + 8 - 10°
=1-10*4+8-10* +1-10'- 10> +3-10-10* + 8- 10" + 8- 10°
=1-10"+8-10*+1-10* +3-10%> + 8- 10" 4+ 8- 10°
=1-10"+ (8+1)-10° +3-10* + 8- 10" + 8- 10°
=1-10"+9-10*+3-10* +8-10" + 8- 10°

— 19388

Observe que la propiedad distributiva de la adicién con respecto a la multiplicacion justifica los
primeros pasos del algoritmo, donde se toma cada digito del multiplicador y se multiplica por cada
digito del multiplicando.

En el ejemplo, se realiza la primera distribucién (el factor izquierdo por la suma del factor derecho)
y se inicia multiplicando el digito de las unidades del multiplicador por todos los digitos del
multiplicando (procedimiento que se muestra en verde), también se identifica que si se da un
resultado mayor que 9, se utiliza su valor posicional para acarrear el digito de las decenas.

Se justifica ademas, la razon por la que al multiplicar el siguiente digito del multiplicador se debe
dejar un espacio adicional en las filas de resultados, por ejemplo, al multiplicar el multiplicando
por la cifra de las decenas del multiplicador, entonces todos los digitos se multiplican por 10', que
corre en una posicién el resultado (procedimiento mostrado en azul).

Por 1ltimo, se nota como al final se suman las cantidades en las posiciones correspondientes,
llevando también el acarreo (procedimiento que se muestra en negro).

Algoritmo de la sustracciéon para niimeros naturales

Para realizar la sustraccién de dos nimeros naturales®® a — b, con a > b, es decir, que el resultado
sea positivo, se puede seguir el siguiente algoritmo:

1. Coloque los dos niimeros en orden por columnas, el minuendo arriba del sustraendo, de forma
tal que las cifras del mismo nivel quedan en la misma columna (unidades, decenas, centenas,
etc.).

2. Iniciando con la primer columna a la derecha, realice la resta del nimero de la fila de arriba
menos el de la fila de abajo, coloque el resultado abajo en la misma columna, si la cifra del
minuendo es menor que la del sustraendo entonces se le debe “pedir prestado” a la cifra de
la siguiente columna a la izquierda, esto es, se disminuye en 1 y se le suma 10 a la cifra del
minuendo con la que se estd trabajando, ahora si dara un resultado positivo.

3. Repita el procedimiento en la siguiente columna a la izquierda.

Si a < b, entonces realice la sustraccién b — a y aplique el resultado a — b = —(b — a).

Ejemplo 70. Una sustracciéon sin acarreo]
Determine la resta de 5387 — 123.

26También es posible utilizarlo para ntimeros reales en su notacién decimal, siempre que el resultado sea positivo.
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Primero se ordenan los ntimeros de acuerdo con las unidades, decenas, centenas, etc.

5 3 8 7

Se restan las cifras de las unidades.

Ahora se restan las decenas.

Se sigue con la resta de las centenas.

—_

(]

w
|

Y se termina con las unidades de millar, para obtener el resultado final.

5 3 8 7
012 3 —
5 2 6 4
Asi 5387 — 123 = 5264. T

Ejemplo 71. Una sustracciéon con acarreo}
Determine la suma de 1250 — 567

Se ordenan los numeros.

1 5 0

2
5 6 7 +

Se restan las cifras de las unidades, al ser el 0 menor que el 7, se debe “pedir prestado” del 5, se le
resta uno a dicho nimero y se le suma 10 al digito con el que se esta trabajando.

1 2 4 10
5 6 7 —

Ahora sfi se realiza la resta de las unidades.

1

—_

0

4
6 7 —
3

2
)

Ahora se restan las decenas, como el 4 es menor que el 6, se debe volver a “pedir prestado”, en este

caso del 2.
1 1 14 10

5 6 7T —
8 3
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Se vuelve a tener la misma situacién, pues el 1 es menor que el 5, se “pide prestado” del 1 de las

unidades de millar.

0 11 14 10
5 6 7 —
6 8 3

Como nos quedd 0 en las unidades de millar, ya se termina el procedimiento.

Asi 1250 — 567 = 683.

Justificacion del algoritmo de la sustraccién

Tal y como se hizo con los algoritmos de la adiciéon y de la multiplicacién, se realizara con un

ejemplo detallado el procedimiento para realizar una sustraccion.

Se realizara la misma sustraccién que se mostré en el Ejemplo 71, es decir, 1250 — 567.

1250 — 567
1-10° +2-102 +5-10" 4+ 0-10%) — (5-10% + 6 - 10" + 7-10%)
10° +2-10* +5-10' +0-10°=5-10* — 6 - 10" — 7- 10"

—7-10%

10° + (2-10* = 5-10*) + (5- 10" =6 - 10") + (0- 10" — 7 - 10%)

10° + (2-10* = 5-10%) + ((1 +4) - 10' —6-10") + (0 - 10° — 7-10°)

10° +(2-10* -5-1 (1-10" +4-10" —6-10") + (0 - 10"

10° + (2-10* = 5-10*) + (1-10" - 10° + 4 - 10" — 6 - 10") + (0 - 10° — 7 - 10%)
10-10° + (4-10 = 6-10") + (0- 10" —

10° + (2-10% — 5 - 10

)+
0%) +
0%) +
10% + (2-10% — 5-10%) +
0%) +
0%) +
10° + (210 —5-10%) +

= (

=1-

=1-

=1-

=1-

=1-

=1-

=1-10°+(2-10* —=5-10%) + (
—1- (4-10' —6-10") + (10 + 0 — 7)-10"
=1 (4-10" —6-10") + 3 - 10"

=1-10°+ ((1+1)-10°=5-10%) + (4- 10" —6-10") + 3 - 10°
=1- 1-10°+1-10* = 5-10%) + (4- 10" — 6 - 10") + 3 - 10°
=1-

=1-

=1-

=1-

+(
+(
+(
10-10" + (1-10* = 5-10%) + (4- 10" = 6-10") + 3 - 10°
10% 4+ (1-10* = 5-10%) + (10- 10" +4- 10" —6-10") + 3 - 10°
+(1-10* = 5-10%) + (10 + 4 — 6)-10" + 3 - 10"

=1-10° 4 (1-10* = 5-10%*) + 8- 10" + 3 - 10"
=1-10"-10*+ (1-10* = 5-10*) + 8- 10" + 3 - 10°

=10-10*+ (1-10* = 5-10*) + 8- 10" + 3 - 10°

= (10-10* 4+ 1-10* = 5-10%) + 8- 10" + 3 - 10°

= (10 + 1 —5)-10* + 8 - 10" + 3 - 10"

=6-10"+8-10" +3-10°

= 683

4-10' —6-10") + (10-10° 4+ 0- 10" —

7-10°)
7-10°%)

+(1-10"-10" +1-10* = 5-10%) + (4- 10" —6-10") + 3 - 10°

Al igual que el algoritmo de la adicion, se inicia colocando los niimeros en orden segin su posicion,
se inicia con las unidades (procedimiento en verde), si el digito del minuendo es menor que el del
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sustraendo, entonces se debe “pedir prestado” de la siguiente cifra del minuendo (esto se muestra
en el ejemplo con el color rojo).

El procedimiento se repite con las decenas (que se muestra en azul) y con las centenas que se
muestra en morado.

Se debe recalcar que este algoritmo se utiliza para sustracciones donde el resultado es positivo,
es decir, para poder hacer la sustraccion a — b se necesita que a = b, en el caso que esto no sea
asi, entonces se puede utilizar el resultado a —b =a + (=b) = (=b) + a = (=b) — (—a) = —(b — a),
o sea, se debe realizar primero la sustraccién b — a (que ahora si dard un resultado positivo) y
posteriormente se le cambia el signo (el resultado final es negativo).

2.2.2. El conjunto de los ntimeros enteros (7Z)

El Conjunto de los Niimeros Enteros es una ampliacién del conjunto de los nimeros naturales,
este nuevo conjunto se representa por Z. Este conjunto contiene al cero (un elemento neutro
para la suma) y por cada nimero natural a contiene otro nimero, denotado por —a, que cumple
a + (—a) = 0, este se conoce como el inverso aditivo o el opuesto de a.

Z={.,-3-2-1,0123,..}

El simbolo Z proviene del aleman Zahlen que significa “nimeros”, el conjunto de los nimeros
enteros tiene las siguientes caracteristicas:

= Infinito: tiene una infinita cantidad de elementos.
= Ordenado: dados dos nimeros enteros, se puede decir si uno es mayor, menor o igual al otro.
= Discreto: Entre dos elementos del conjunto hay una cantidad finita de niimeros enteros.

En este caso no tiene primer ni iltimo elemento y se cumple que N < Z (el conjunto de los nimeros
naturales es subconjunto del conjunto de los nimeros enteros), es decir, todos los nimeros naturales
son nimeros enteros.

En la historia, los nimeros negativos surgen de la mano con el nimero cero, esto es en la civilizacion
india por el ano 628, se le atribuye al matematico y astrénomo indio Brahmagupta (568 - 670)
quien llamaba a los nimeros negativos “deudas” y al cero “nada”. Los chinos también trabajaron
con numeros negativos, ellos utilizaba varillas negras para representar los nimeros negativos y rojas
para los positivos.

)l

Este conjunto entonces surge como una necesidad, pues fue una manera de simbolizar las “deudas’
al comercializar productos.

En el conjunto de los niimeros enteros se tiene que la adicion, la multiplicacion y la sustraccién son
operaciones cerradas, es decir (Va,be Z)la+beZ na—beZ Ana-be 7).
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Divisibilidad
~ Definicién 28. |

Sean m € 7Z,n € 7*, se dice que “n divide a m” o que “m es divisible por n” si se cumple

(3keZ)m =n - k]
Para denotar que n divide a m se escribe n|m, asi

nlm < (3k € Z)[m =n - k]

También se puede escribir que n|m < m =n -k, k € 7Z, pero es menos formal.

Si n|m entonces se dice que n es un divisor de m, también que m es un miltiplo de n.

,—[Ejemplo 72.} \
» 4]12 ya que 12 =4 - 3 (en la definicién k = 3).
= 520 ya que 20 = 5- 4 (en la definicién k = 4).

= 2|10 ya que 10 = 2 -5 (en la definicién k = 5).

& J

Si el nimero entero n no divide a m entonces se escribe m 1 n e indicarfa que no es posible encontrar
el nimero k, es decir

ntm< —(3keZ)m=n -kl = ke Z)[m $ n-k]

,—[Ejernplo 73.} \

10 10
3110 ya que —(3k € Z)[10 = 3 - k] (el tinico nimero que cumple es k = 3 pero — ¢ 7).

\ J

r—[Teorema 94.}
(Vm € Z)[1|m].

Demostracién (directa).

Tome k =m, asim =1-m. T
Teorema 95.}
(Vn € Z*)[n|0]. ]

Demostracién (directa).

Tome k =0, asi 0 =m - 0. T

Teorema 96.}
(Vm,n e Z*)[nlm A mln<m =nvm=—n]. ]
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Demostracién (directa).

Se deben demostrar ambas direcciones.

“=” Hipdtesis: n|m A m|n

Se debe demostrar que m =n v m = —n.

nmAamn= Ip,qeZ)m=n-pArn=m-q|
= (@, qeZ)|[m=m-q-p]
= (Ip.qe Z)[1

:>p:q:1vp: =—1

=q-p] Py ¢ son inversos multiplicativos.

Los tinicos ntimeros enteros cuyos inversos multiplicativos son nimeros enteros son 1y -1.
Comom=n-p=m=nvm= —n.
“<"” Hipdtesis: m =nvm=—n

Se debe demostrar que n|m A m|n.

m=nvm=-n=m=n-lvm=n-—1
= (Ape Z)[m =n - p] Existe para los dos casos posibles.
= n|m
Se procede igual tomando n =m v n = —m.

Por lo que n|m A m|n.

L (Ym,neZ*)[nflm Amn < m=nvm=—n]. T

Algoritmo de la division en niimeros enteros

Teorema 97.}
(Ym,neZ,n>0)3q,reZ,0<r <n)lm=n-q+r|, con gy r tnicos. ]

Demostracién (se omite, verla en el anexo E).

A m se le conoce como el dividendo, n es el divisor, g es el cociente y r es el residuo. Con respecto
al tema de divisibilidad que se abarcé anteriormente, se diria que n divide a m si al realizar la
divisién entera se obtiene como residuo 0.

Ejemplo 74.}

Realice la division entera para 23 = 6. ]

Como 23 = 6 -3 + 5, entonces el cociente es 3 y el residuo es 5. T

Para realizar la divisién entera?” de dos ntimeros a = b, tal que a > b, se puede seguir el siguiente
algoritmo:

2TEl algoritmo también funciona para realizar la divisién en el conjunto de los nimeros reales (obteniendo
decimales), agregando una coma al cociente cuando se finaliza la divisién entera y agregando un cero al residuo en
cada paso posterior.
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1. Coloque los dos nimeros, el dividendo a la izquierda del divisor, separados por una linea.

2. Se toma el primer digito a la izquierda del dividendo, si dicho digito es menor que el divisor
entonces se le agrega el siguiente digito hasta que se obtenga un niimero mayor, llamemos a
este un dividendo parcial. Si no es el primer paso, entonces al agregar un digito adicional se
debe agregar un cero en el cociente.

3. Se determina un nimero (de un digito) que al multiplicarlo por el divisor dé como resultado
el nimero mas cercano al dividendo parcial, pero siempre menor o igual que éste.

4. Multiplique el digito encontrado por el divisor y el resultado se pone debajo del dividendo
parcial, y se restan. Al resultado de la resta se le agrega el siguiente digito del dividendo para
repetir el procedimiento.

5. El proceso se detiene cuando ya se le agregaron todas las cifras posibles al dividendo parcial
y es menor que el divisor, ese seria el residuo de la division.

Nota: Si la divisién no es entera y se quieren determinar decimales, en el ultimo paso se agrega
un cero al dividendo parcial y una coma en el cociente, se agrega un cero adicional al dividendo
parcial en cada nuevo paso, asi se obtiene la cantidad de decimales que se quiera.

Ejemplo 75. Una divisién entera exacta}

Determine el cociente de 5388 = 3.

Primero se ordenan los ntimeros, el dividendo a la izquierda del divisor, separados por una linea.

53 8 83

Se toma el primer digito del dividendo, el 5, como es mayor que 3 entonces se busca un nimero (de
un digito) que multiplicado por 3 de lo més cercano a 5, pero menor o igual que 5, este es el 1, éste
se coloca debajo del divisor.
5 3 8 83
1

Se multiplica el 1 por el divisor (el 3), el resultado se coloca debajo del 5 y se restan estos dos
numeros.

5 3 8 83
3 1
2

A la resta anterior se le agrega el siguiente digito del dividendo para repetir el proceso.
5 3 8 8|3
3 1
2 3

Se busca el digito que multiplicado por 3 de lo mas cerca de 23, esto es el 7, el resultado de 7 - 3 se
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coloca debajo del 23 y se restan.

5 3 8 8|3

3 17
2 3
2 1
2

Se contintda con el primer 8 del dividendo.

5 3 8 8|3
3 a7
2 3
2 1
2 8

Asi, se debe agregar un nueve al cociente y restarle 27 al 28.
5 3 8 8| 3
3 179
2
2

_ W

N DN
-~ 00

Sélo falta realizar el proceso con el ultimo 8

5 3 8 8| 3

179

[\DN)‘OJ
—_w

N DO
-~ oo
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En el cociente se agregaria el 6 para obtener un cero como residuo y terminar el proceso.

5 3 8 8| 3

3 1796
2 3
2 1
2 8
2 7
1 8
1 8
0
Asi 5388 + 3 = 1796, esto ya que 5388 = 1796 - 3. T

En este caso, al obtener como residuo 0, se dice que el dividendo es divisible por el divisor, es decir,
que 5388 es divisible por 3, otra manera de indicarlo que es 5388 es un multiplo de 3 o que 3 es un
divisor de 5388.

Ejemplo 76. Una divisién no exacta}

Determine el cociente de 6945 = 12.

Primero se ordenan los niimeros, el dividendo a la izquierda del divisor, separados por una linea.

6 9 4 5|12

Se toma el primer digito del dividendo, el 6, como es menor que 12 entonces se agrega el siguiente
digito (el 9), ahora se busca un nimero (de un digito) que multiplicado por 12 de lo més cercano a
69, pero menor o igual que 69, este es el 5, éste se coloca debajo del divisor.

6 9 4 5|12
5

Se multiplica el 5 por el divisor (el 12), el resultado se coloca debajo del 69 y se restan estos dos
nameros.

6 9 4 5|12
6 0 5
9

A la resta anterior se le agrega el siguiente digito del dividendo para repetir el proceso.
6 9 4 5|12
6 0 5
9 4
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Se busca el digito que multiplicado por 12 de lo mas cerca de 94, esto es el 7, el resultado de 7 - 12
se coloca debajo del 94 y se restan.

6 9 4 5|12
6 0 57
9 4
8 4
1 0
Se continua con el 5 del dividendo.
6 9 4 5|12
6 0 57
9 4
8 4
1 0 5

Asi, se debe agregar un ocho al cociente y restarle 96 al 105.

6 9 4 5|12
6 0 578
9 4
8 4
1 0 5
9 6
9
) 9
Asi 6945+12=578+E,est0yaque 6945 = 578 - 12+ 9. T

En este caso se dice que el 6945 no es divisible por 12, pues el residuo es distinto de cero, también
se pudo haber dicho que el 12 no es un divisor de 6945 y que el 6945 no es un multiplo de 12.

Justificacion del algoritmo de la division

Para mostrar la justificacién del algoritmo de la division se realizard la misma operaciéon que se
desarroll6 en el ejemplo 76, es decir, 6945 + 12.

Recuerde que se busca un nimero que multiplicado por 12 dé como resultado un valor lo més cercano
posible de 6945, pero que sea menor a dicho niimero, con un residuo menor que 12. Asi, se busca
un numero p tal que 6945 = 12 -p+ r, con 0 < r < 12, suponga que p es un nimero de, a lo sumo,
4 digitos, pues p < 6945, digamos que dicho ntimero es p = abed = a - 103 +b-10% + ¢- 10" + d - 10°
(note que acd las letras simbolizan los digitos del nimero).

6945 = 12-p + 7
=6-10°4+9-102+4-10' +5-10°=12-(a-10* +b-10° 4 ¢-10' +d-10) +r a=0
=6-10-10°49-10°+4-10" +5-10° =12 (b- 10 + ¢- 10" + d - 10%) + r
=60-10°+9-10°+4-10" +5-10° = 12-(b- 10 + c¢- 10" + d - 10°) + r
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= (60+9)-10? +4-10" +5-10°=12- (b~ 10? + ¢- 10" + d - 10°) +r
=69-10°+4-10"+5-10°=12-(b-10* + ¢~ 10" +d - 10°) + r b=5
=69-102+4-10" +5-10°=12-(5-10* 4 ¢- 10" +d - 10°) + r

=69-102+4-10" +5-10°=12-5-10* + 12 - (c- 10" +d - 10°) + r

=69-102+4-10" +5-10°=60-10* + 12 (c- 10" +d - 10°) + r

= 69-10° —60-10 +4-10' +5-10° =12 (c- 10" +d-10°) + r

= (69 —60)-10* +4-10' +5-10°=12- (c- 10" +d - 10°) +r
=9-10°+4-10" +5-10° = 12-(c- 10" + d - 10°) +r

=9-10"-10' +4-10" +5-10° =12 (c- 10" +d-10%) +r

=90-10' +4-10' +5-10°=12- (c- 10" +d - 10°) + r

= (90 +4)-10' +5-10° =12+ (¢- 10" +d - 10°) +r

= 94-10" +5-10° =12+ (c- 10" + d - 10°) + r c="7
= 94-10' +5-10°=12-(7- 10" +d-10°) + r

=94-10' +5-10°=12-7-10" +12-d-10° + r

= 04-10" +5-10° =84-10" +12-d-10° + r

= 94-10' —84-10' +5-10°=12-d-10° +r

= 10-10' +5-10°=12-d-10° +r

= 10-10"-10°+5-10°=12-d-10° + r

= 100-10°+5-10° =12-d-10° + r

= (100 +5)-10°=12-d - 10° + r

= 105-10°=12-d-10° + r d=38
= 105-10°=12-8-10" + r

= 105-10° =96 -10° 4 7

= 105-10°-96-10° =

= (105 —96) - 10° = r

=9-100=r

Asi, p = abed = 578 y r = 9, de esta forma 6945 = 12 - 578 + 9.

En el procedimiento se asumio que el nimero p tendria 4 digitos, este era el niimero maximo que
podria tener, sin embargo, en el primer paso no se podia encontrar un digito a, distinto de cero,
que al ser multiplicado por 12 dé como resultado un niimero menor que 6, por lo tanto, a = 0.

Posteriormente, el 6 se de las unidades de millar se agrupa con el 9 de las centenas, esto es lo que
se hace en el algoritmo cuando se “baja” el siguiente digito, en este paso se busca b tal que 12-b dé
menor a 69, esto es con 5, el 12 se distribuye y el 60 - 10? se “pasa” a restar a la izquierda de la
igualdad, lo que sucede en el algoritmo.

El proceso se repite hasta que se obtiene un niimero menor que el divisor.

Reglas de divisibilidad

En esta seccion se justificardn algunas reglas de divisibilidad, estas reglas son criterios que permiten
verificar rapidamente si un nimero es divisible por otro.
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Se analizaran las reglas del 2, 3, 5 y se dejaran como investigacion las del 7, 11 y 13.

Para que un nimero sea divisible por 2 se debe cumplir que su ultimo digito sea par, es decir, que
finalice en 0, 2, 4, 6 o 8.

Teorema 98. Divisibilidad por 2}
(Vn S Z, n = idk,l...dldo)[2|n < 2|d0]

Demostracién (directa).
Se deben demostrar ambas direcciones, para las dos se utilizard que:
n = idkfldkfg...dgdldg
= +(d 1 - 10F 1 +dy o102+ L+ dy- 102 + dy - 10" + dp)
= +(dp_y -10- 1072 4 djp_y - 10- 10" + ..+ dy - 10 - 10 + dy - 10 + dy)
“=” Hipdtesis: 2|n, es decir, que (Ip € Z)[n =2 - p|.
Se debe demostrar que 2|dy, es decir, que (Ir € Z)[dy = 2 - r].

+(dp_1-10-10F 2+ dj_o-10- 10" 2 + ...+ dy - 10- 10 + dy - 10 + dp)

n =
2-p==42-(dp_1-5-10"2 4+ dj_»-5-10"3 + .. +dy-5-10+d; - 5) + dy
2.-p=2k+d

2 p—2-k==4(2 pp_y - 105 12 pp 5 10F 2 4 42y - 102+ 2 py - 101 + 2 pp)

2-(p—k) = %do
2-r = +dy

donde k = £(dj_y -5-10F 2+ dj_o-5-10F3 + ... +dy - 5-10 + dy - 5), que es un niimero
entero por la cerradura de las operaciones y » = p — k que también pertenece a los niimeros
enteros por la misma razén, por lo tanto, 2|dp.

“«<” Hipdtesis: 2|dy, es decir, que (Ig € Z)[dy = 2 - q].

Se debe demostrar que 2|n, es decir, que (Ir € Z)[n =2 - r].

n=4(dy 1-10-10"2 +dp 5-10- 103+ ... +dy-10-10 + d; - 10 + dy)
= +(dp_1-10-10"2 4+ dj_5 - 10- 102 + ..+ dy - 10- 10 + d; - 10 + 2q)
=42 (dp1-5- 10" 2+ dp 2-5-10"3 + .. +dy-5-10+dy -5+ q)
=427

Donde r =dj_1-5-10F24+d,_o-5-10"3 4+ .. +dy-5-10+ dy - 5+ g, que, por la cerradura
de la suma y la multiplicacién en Z (incluye también la potencia con exponente positivo),
entonces k € Z.

222 e 2do. f

Para que un nimero sea divisible por 3 se debe cumplir que la suma de los digitos del niimero sea
divisible por 3. Para verificar este teorema, se necesita un resultado previo cuya demostracion se
realiza por inducciéon matematica, esta demostracién se muestra en el anexo ?77.
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Teorema 99.}
(Vn e N)[9](10™ — 1)]. ]

Demostracién (por induccién, se omite, ver anexo ?77).

Teorema 100. Divisibilidad por 3}
(VTL € Z,n = idk,ldldo)[3|n = 3|(dk71 + ...+ dl + do)] ]

Demostracién (directa).

Se deben demostrar ambas direcciones, para ambas se utilizara que

n = tdp 1dg_o...d>d1dy
= +(dp_1 - 10" F dp_g - 10572+ 4 dy - 102 + dy - 10" + dp)
=4(dp - (10" =1+ 1) +dp o-(10F2 =14+ 1)+ ...+ dy- (102 =1 +1)
+dy - (10 —1+1) +dp)
(dp—y - (10 = 1)+ djpy - T4+ dpg- (102 = 1) + dp_p - 1+ ... + dy - (10° = 1)
+dy-1+d;-(10—1)+d;y -1+ dy)
(dr1-9 g 1+de1+de 29 qrot+de o+ ...+dy-9g + do+dy - 91 + dy + do)
9 (dp—1 Qo1+ dp—o Qo+ ... +do-qo+dy-q1) +dp_1 +dx_o+ ...+ dy + dp)

Il
-+

=4
+

Donde 10° — 1 se sustituyé por 9 - ¢;, por el teorema anterior.
=" Hipdétesis: 3|n, esto es, (Ip € Z)[n = 3 - p].
Se debe demostrar que 3|(dg—; + ... + di + dp), esto es, (Ir € Z)[dy—1 + ... +d1 +do = 3 - 7].
n==x09 (1 - Gp1+dia2 @Got..+d2 q+d-q)
+dp_1 +dp_o+ ... +dy + do)

3-p==43-3 - (dg—1 -1 + dk—2 G2+ ... +do2 - g2 + dy - 1))
+ (dy 1 +dp o+ ... +dy + do)

3-p=3 (dk 1+dk 9+ .. +d1+d0)
3:-p—3-t= i(dk 1+ dp_a+ .. +d1+d0)
3-(p—) i(dk 1+ dp_o+ .. +d1+d0)

3-r= i(dk 1+ dp—s + .. +d1+d0)

Dondet = +3-(3-(dr-1- g1+ dk2-qx2+ ... +da - g2 + dy - q1)), que es un nimero entero
por la cerradura de las operaciones y r = p — t, que también es entero por la misma razon.
Por lo que 3|(dk—1 + ... + di + dp).

“«<” Hipdtesis: 3|(dx_1 + ... + dy + dy), esto es que (Ip € Z)[dy_1 + ... + d1 + dy = 3p].

Se debe demostrar que 3|n, es decir, que (3r € Z)[n = 3r].

( (dk,1 Q-1 t dkfz “Qg—2t+ ...+ d2 - Qo+ d1 . ql) + dkfl + dk,Q + ...+ d1 + do)
9 - (di1" Q1 +dy2 Qoo+t ...+dy-q+dy-q1)+ 3p)
3-(3 - (di—1- Qo1 +di—2- Qoo+ ... +da-q2+dy-q1) +p)

Il
+ H H
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=43-r

Donde r = 3+ (dg—_1 - qr—1+ dk—2 " Qo2 + ... + da - go + d1 - 1) + p, tal que r € Z por la cerradura
de las operaciones, por lo que 3n.

3|n(:)3|(dk,1 + ... +d1 +d0) T

En esta demostracion se puede ver facilmente que si la suma de los digitos de un nimero es divisible
por 9 entonces el nimero es divisible por 9.

La regla de la divisibilidad por 5 indica que el altimo digito del ntimero debe ser 0 6 5, es decir,
debe ser divisible por 5, la demostracion es muy similar a la divisibilidad por 2.

Teorema 101. Divisibilidad por 5}
(VneZ,n = +dg 1...d1do)[5|n < 5|do].

Demostracién (directa).
Se deben demostrar ambas direcciones.
n = tdi_1dj_s...d2dydy

= 4(dp 1 - 10F 1 +dy o 1052+ L+ dy - 102 + dy - 10" + dp)

= +(dj—1 - 10- 10" + djy_5 - 10 10"® + ..+ dy - 10 - 10 + dy - 10 + dy)
“=” Hipdtesis: 5|n, es decir, que (Ip € Z)[n =5 - p].

Se debe demostrar que 5|dy, es decir, que (Ir € Z)[dy =5 - r].
n=4(dp_1-10-10"2 + dp_5-10- 103 4+ ... +dy - 10-10 + d; - 10 + dp)

Donde ¢ = dj,_1-2-10F24+d;,_5-2-103 + ...+ dy-2-10 + d; - 2 que es entero por la cerradura
de la suma y la multiplicacion en Z, ademés r = p — ¢ que también es entero por la misma
razén, por lo tanto 5|dp.

“«<” Hipdtesis: 5|dy, es decir, que (Ip € Z)|do = 5 - p|.
Se debe demostrar que 5|n, es decir, que (3¢ € Z)[n =5 - q|.
n=4+(dp_1-10-10F2 4 dj_5-10-10"3 + ... +dy - 10 - 10 4 d; - 10 + dy)
= +(dp_y-10-10"2 4+ dj_5 - 10- 10 + ... + dy - 10- 10 + d; - 10 + 5p)
5 (dp—y - 2-10"2 4 dp_y - 2-10"3 + . +dy-2-10+dy -2+ p)
5q

4+ H

Donde g =dj,_1-2-10"2 4+ d}_o-2-103 4+ ... +dy-2-10+d; - 2 + p, que, por la cerradura
de la suma y la multiplicacién en Z (incluye también la potencia con exponente positivo),
por lo que 5|n.
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Ejercicio 8.

Investigue las reglas de divisibilidad por 7, 11 y 13.

Maximo comun divisor y minimo comiin multiplo
,—EDeﬁnicién 29. Méaximo comun divisor (MCD)}

Sean m,n € N, el mdzimo comin divisor de m y n se denota MCD(m,n) y se define como
el nimero natural méas grande que divide a m y a n.

Matematicamente, si ¢ = MCD(m,n) entonces:
1. ce Nye> 0.
2. ¢/m A c|n.

3. (Yde N)[(d]m A djn) = d < d.

La tultima condicion asegura que c sea el mayor de todos los ntimeros que dividen a m y a n al
mismo tiempo, otra manera de escribir esta condicién es (Vd € N)[(d|m A d|n) = d|c].

Ejemplo 77.

Determine el Maximo comun divisor de 16 y 24.

Todos los divisores de 16 son: [1], [2], [4], [8], 16.
Todos los divisores de 24 son: , , 3, , 6, , 12, 24.

Se tiene que los nimeros que dividen a ambos nimeros al mismo tiempo son: 1, 2, 4, 8 y, de ellos,
el mayor es 8.

Por lo tanto M CD(16,24) = 8. T
Ejemplo 78.}
Determine el Maximo comun divisor de 36 y 24. ]

Se cumple que 36 = 22 -3% y 24 = 23 .3,

Asi, el Méximo comin divisor debe tener como factores los que se repiten en ambos, es decir 22 y 3,

por lo tanto MC'D(36,24) = 2% -3 = 12. T
Ejemplo 79.]
Determine el Maximo comun divisor de 60 y 90. ]

El algoritmo mas famoso para calcular el Maximo comun divisor es colocar los dos niimeros uno al
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lado del otro e ir dividiéndolos a ambos por los divisores comunes que posean.

60 90 |2

30 453
10 15|15
2 3

Por lo que MCD(60,90) =2-3-5 = 30. i

—[Deﬁnicién 30. Minimo comun miiltiplo (mcm)}

Sean m,n € N, el minimo comin mailtiplo de m y n se denota mem(m, n) y se define como
el niimero natural mas pequeno que es multiplo de m y n, es decir que m lo divide y que n

lo divide.
Matemadticamente, si ¢ = mem(m, n) entonces:
1. ce N,c¢> 0.

2. mlc A nle.

3. (Yde N)[(m|d A n|d) = d = ¢|.

La ultima condicion asegura que ¢ sea el menor de todos los multiplos comunes, al igual que el
anterior, otra manera de escribir esta condicién es (Vd € N)[(m|d A n|d) = ¢|d].

Ejemplo 80.]

Determine el minimo comun multiplo de 16 y 24.

Los primeros miiltiplos de 16 son: 16, 32, , 64, 80, ,
Los primeros multiplos de 24 son: 24, , 72, , 120, ...

Se tiene que los nimeros que son miltiplos de ambos al mismo tiempo son: 48, 96, etc., de ellos, el
menor es 48.

Por lo tanto mem(16,24) = 48. T
Ejemplo 81.]
Determine el minimo comun multiplo de 14 y 12. ]

Se cumple que 14 =2-7y 12 = 22. 3.

Asi, el minimo comun multiplo debe tener como factores al menos a 22, 3 y 7, por lo tanto se tiene

que mem(14,12) = 22-3 -7 = 84. T
Ejemplo 82.}
Determine el minimo comuin multiplo de 16 y 18. ]

El algoritmo mas famoso para calcular el minimo comin multiplo es colocar los dos niimeros uno al
lado del otro e ir dividiéndolos por sus divisores (excepto el 1), si algin divisor es comun, entonces
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se dividen ambos.

—_
D
—_
oo

— = =N 0o
o = lNelNeNe]

Por lo que mem(16,18) = 2* - 32 = 144. i

,—[Ejemplo 83.] \
En una ciudad se tiene dos semaforos, uno de ellos tarda 42 segundos entre una senal de
verde y la siguiente, el segundo seméaforo tarda 52 segundos en hacer lo mismo. Si a las 10
a.m. los dos semaforos encendieron la senal de verde al mismo tiempo, ja qué hora volveran
a poner la senal de verde al mismo tiempo?

42 52 |2
21 26 |2
21 133
7T 13| 7
1 13|1
1 1

Asi, los seméaforos se encuentran en verde al mismo tiempo cada mem(42,52) = 22-3-7-13 = 1092
segundos. Esto es, cada 18 minutos y 12 segundos. Por lo tanto, los seméforos volveran a encender
la senal de verde al mismo tiempo a las 10 horas, 18 minutos y 12 segundos de la manana. T

Numeros primos y nimeros compuestos

Definicién 31. Niimero primo}

Al nimero n € Z se le llama nimero primo si sélo posee dos divisores naturales distintos: 1 y
n.

Note que el niimero 1 no es primo, pues, de acuerdo a esta definicién, debe tener dos divisores
naturales y deben ser distintos, el inico divisor natural del 1 es 1.

,—[Deﬁnicién 32. Nimero compuesto} |

Al ntimero n € 7Z se le llama nidmero compuesto si posee mas de dos divisores naturales
distintos.

f—(Ejemplo 84.] <
Los siguientes son los primeros niimeros primos naturales: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37,41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, ...




Alexander Borbon AIDIZar ...... ... ... ... 99

f—(Ejemplo 85.] ~

Los siguientes son algunos nimeros compuestos:
12 pues lo divide 1, 2, 3, 4, 6 y 12.

26 pues lo divide 1, 2 y 13.

1763 pues lo divide 1, 41, 43 y 1763.

Teorema fundamental de la aritmética

El teorema fundamental de la aritmética indica que todo numero natural n > 2 tiene una
representacién unica como producto de factores primos (salvo el orden de los mismos), de manera
que un primo puede aparecer mas de una vez.

Por ejemplo, el niimero 18 puede ser escrito como 2 -3 -3 0 2 - 32, no existe otra manera de escribir
18 como producto de primos, salvo el orden de los mismos, por ejemplo 18 = 3-2- 3.

f—(Teorema 102. Teorema fundamental de la aritmética}

(YneZ,|n| = 2)[n=(—1)° p* - ... D]

Donde
m g € {O, 1}
= D1, P2, ..., Pr NUMeros primos naturales distintos.

» (Vie{l,2,...,k})|e; € NJ.

Demostracién (ver anexo E).

Operaciones combinadas con niimeros enteros

Por lo general, las operaciones se combinan para realizar expresiones complejas; en estos casos
donde interviene una gran variedad de operaciones, se debe seguir una serie de reglas, las cuales se
enuncian a continuacién:

1. En una expresion que involucre paréntesis, se deben realizar primero las operaciones indicadas
dentro del paréntesis.

2. Si se presenta un paréntesis dentro de otro, se realizan las operaciones del paréntesis interno.

3. El producto y el cociente tienen prioridad sobre la suma y la resta y estas operaciones se
realizan de izquierda a derecha.

Ejemplo 86.}
Realice las operaciones 12 — {—2 + 3[4 — (=8 + 12) + 1] — 2} + 3.

12—{-2+3[4—-(-8+12)+1] -2} +3
=12—-{-2+3[4—-4+1]—-2}+3 Se realiza el paréntesis interno



Alexander Borbon AIDIZar ......... ... ... 100

=12—{-2+3-1-2}+3 Se realiza el paréntesis siguiente
=12—-{-2+3-2}+3 Tiene prioridad la multiplicacién
=12—"1+3 Se realiza el siguiente paréntesis
=16

L12—{—2+3[4—-(-8+12) +1] -2} + 3 = 16. T

Ejemplo 87.}
Realice las operaciones 5 — 2[3(7 —4) — (=12 + 3)] — 6.

5—2[3(7T—4)— (-12+3)]—6=5—2[3-3——9] — 6

—5-2[9+9]—6
—5-2-18—6
—5-36—6
— 37
L5 —2[3(7T—4) — (=124 3)] — 6 = —3T7. i

Ejemplo 88.}
Realice las operaciones —7(3 —4 - 2) 4+ 2[—2(—6 — 1) + 3].

~7(3—4-2) +2[-2(-6—1)+3] = —7(3 —8) +2[-2- —7 + 3]
= —7-—5+2[14 + 3]
=35+2-17
=35+ 34
=69

LT3 —4-2) +2[-2(—6 — 1) + 3] = 69. T

2.2.3. El conjunto de los niimeros racionales (Q)

El tercer conjunto en esta secuencia también es una ampliacién del anterior. Este conjunto se llama
el Conjunto de los Nimeros Racionales® y se denota por @, ademds de contener a Z contiene
todos los nimeros fraccionarios definidos de la siguiente manera:

Q:{%/aez,bez,b+o}

donde

28Del latin rationalis, que significa “relativo a la razén”.
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a Numerador
Fraccién — + — Linea fraccionaria
> Denominador

a 1 . , .
Se cumple que — = a+b = a-b . Anteriormente se afirmé que todos los niimeros enteros son

racionales (7Z < @QQ), esto es cierto ya que todos los nimeros enteros pueden ser escritos de forma
fraccionaria de la siguiente manera:

-3 -2 -1 1 2
z2-{. 2T}

El conjunto de los nimeros racionales tiene las siguientes caracteristicas:

Infinito: tiene una infinita cantidad de elementos.

Ordenado: dados dos ntimeros racionales, se puede decir si uno es mayor, menor o igual al
otro.

Denso: Entre dos elementos del conjunto hay al menos un elemento del conjunto.

= Poseen una expansién decimal finita o infinita periddica.

En el conjunto de los niimeros racionales se tiene que la adicién, la multiplicacién, la sustraccion y la
divisién son operaciones cerradas, es decir (Va,be Q)la+be QAra—beQra-beQra+-be Q).

La pentultima propiedad indica que el conjunto de los niimeros racionales es un conjunto denso, esto
es, que entre dos niimeros racionales siempre se puede determinar al menos otro niimero racional,
se va a verificar que esto se cumple.

a c a c
Considere los niimeros racionales At tales que a,c€ Z,c,d € 7~ 7 < 7 considere el niimero
s
2
que es racional por la cerradura de las operaciones en ).
a F+5 ¢
Se demostrard que — < +—4 < —.
=2 ~u
a c a a a c
< ==+ - < -+ = Teorema 42.
b d b b b d
a a c
=2 - < -+ - Teorema 42.
b b d
9.4 a_c
=_b b _d Teorema 44.
2 2
a + c
=<t 5 d Teorema, 28.
a ¢ a ¢ ¢ ¢
< == -+-<-=+4 = Teorema 42.
b d b d d d
a c c
= -4+ -<2- - Teorema 42.
b d d
ayc  9.c¢
= b 5 d Td Teorema 44.
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a + c c
b T 4
= < — Teorema 28.
2 d
a F+5 ¢
Por lo tanto — < 2—4 < —,
b 2 d

La tultima propiedad indica que los niimeros racionales se pueden representar por una expansion
decimal que es finita o infinita periédica. Lo contrario también es cierto, es decir, todo nimero con
expansion decimal finita o infinita periddica es un nimero racional.

,—[Ejemplo 89.} \

2
La fraccion R corresponde con el decimal finito 0, 2.
T : P -
La fraccion 3 corresponde con el decimal infinito 0,3333... = 0, 3.

3 _
La fraccion I corresponde con el decimal infinito 0, 272727... = 0,27

. J

De acuerdo con el algoritmo de la divisién, al realizar m = n el residuo es un nimero r € N tal
que 0 < r < n, es decir, r € {0,1,2,....,n — 1}, esto es un conjunto finito de elementos (posee
exactamente n elementos). Al continuar el proceso de la divisién para obtener decimales, a lo sumo
en n + 1 iteraciones se tendra que repetir alguno de los nimeros anteriores y se repetira el ciclo de
los decimales.

,—[Ejemplo 90.] N
3, 00 0 0 0|11
3 0 0,2727...
2 2
8 0
T
3 0
2 2
8 0
T T
3 0
,—[Ejemplo 91.} \
Determine el nimero racional que corresponde con el niimero decimal 0, 243243243243.

El decimal 0,243243243... corresponde con un racional; para encontrarlo usamos el siguiente
procedimiento:

r = 0,243243243... Al ntimero original se le llama x
1000z = 243, 243243243... Se multiplica ambos lados por 1000
1000z — z = 243,243 — 0,243 Se resta miembro a miembro las igualdades anteriores

999z = 243
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243 .

T = 999 Se despeja x
9

T = 3 Se simplifica la fraccion

f

La notaciéon de @QQ surge de la palabra italiana quoziente, utilizada por Giuseppe Peano en 1895.
El surgimiento de estos niimeros no fue tan problematico como el cero, los babilonicos, griegos
y romanos los utilizaron para simbolizar las partes de una unidad, de hecho, para muchos sélo
existian las fracciones con numerador uno. La linea fraccionaria fue introducida por Fibonacci en el
siglo XIII, el arabe Al Kashi generalizé el uso de los nimeros decimales, pero no fue hasta el siglo
XVII que se escribieron tal como los utilizamos hoy en dia, separados por un punto decimal o una
coma.

Note como estos niumeros también surgen ante una necesidad de representar una situacion cotidiana,
en este caso, la de dividir una unidad en partes, por ejemplo, un bollo de pan, una fruta, una pizza
(més actual), etc.

Operaciones combinadas con nimeros racionales (fracciones)

En este caso se siguen las mismas reglas anteriores, recordando que una fraccién es una divisién y
las formulas que se demostraron para las operaciones con nimeros racionales.

Ejemplo 92.}

2 (4 1
Realice las operaciones E (§ — 5) y simplifique al méximo el resultado.

()

4.-2—-1-3

N O DO DN Ot DN
[N .
W [0’e)
(o)
DO | g WO
N}

W — Ut
w0
[\

C2 (4 1) 1
'5'<§_§)_§‘ f

Ejemplo 93.}

-2 6-2
Realice las operaciones Y + T o y simplifique al maximo el resultado.
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-2 6—-2 -2 2
3 '5-2 3 '3
-2 3
32
=—1
. —2  6-2
"3 T 5-2 f
Ejemplo 94.}
11
Realice las operaciones i - i y simplifique al maximo el resultado.
473

[
|
[N

N
W

(S
N |
l
—t

=
Wl

Ejemplo 95.}

Realice las operaciones
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2.2.4. El conjunto de los niimeros irracionales (I)

Si bien el conjunto de los nimeros racionales pareciera suficiente para representar la mayoria de
los nimeros “cotidianos”, lo cierto es que también existen muchos nimeros que no se pueden
representar como racionales. Por ejemplo, 4/2 surge como la medida de la hipotenusa de un trigngulo
rectangulo de cateto 1, este niimero no es racional; 7 es la relacion entre la circunferencia de un
circulo y radio, este niimero tampoco es un numero racional.

Estos niimeros pertenecen a un conjunto llamado Conjunto de los Nimeros Irracionales® y
denotado por T; a este conjunto pertenecen los niimeros que tienen una expansion decimal infinita
no periodica; estos nimeros son de gran utilidad en matematica aplicada.

Para este caso, contrario a los anteriores, note que Q N I = ¢J, es decir, que estos conjuntos no
tienen ningtin elemento en comin®’, o sea, que los ntimeros racionales NO son irracionales.

Lema 1.

(Vn € Z)[n* es par = n es par].

Demostracién (contrapositiva).

Se demostrars que n es impar = n? es impar, esta es la contrapositiva y, por lo tanto, tautolégica-
mente equivalente a la original.

Hipdtesis: n es impar, es decir (Ip € Z)[n = 2p + 1]
Hay que demostrar que n? es impar, es decir (¢ € Z)[n* = 2¢q + 1]
n=2p+1=n?=2p+1)?
=n? =4p* +4p+1
=n*=2-(2p*+2p) +1
=n?=2.q+1
Donde q = 2p? + 2p, que es entero por la cerradura de las operaciones en Z.

Por lo tanto (Vn € Z)[n? es par = n es par]. T

Teorema 103.}

V2¢ Q.

Demostracién (por contradiccién).

29Que no es racional, es decir, que no es una razén.
39En teorfa de conjuntos se dice que son disjuntos.
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a

Suponga que V2 € Q, esto es, (Ja € Z)(Ib € Z*) [\fz E]’ siendo % canonica, es decir,
MCD(a,b) = 1.

\/ﬁz%:ﬁbza
> (V2 = (a)?

= 2b* = a* a’® es par = a es par = (3k € Z)[a = 2k].
= 2b° = (2k)?
= 2b% = 4k*
= b? = 2k* b? es par = b es par = (Ir € Z)[b = 2r].
a2k ., , . , .. ,
De aca 3= 3 que no es una fraccion canonica, por lo menos tendria al 2 como divisor comin.
r
Por tanto, v/2 no se podria representar como una fraccién canénica y por ende, v/2 ¢ Q. T
,—[Ejemplo 96.} \
Los siguientes niimeros pertenecen al conjunto de los ntimeros irracionales:
1. 7. 4. 0,202002000200002...
2. e. 5. 5,122223222422225222226...
3. V2. 6. 0,123456789101112131415...

\ J

El conjunto de los niimeros irracionales tiene las siguientes caracteristicas:
= Infinito: tiene una infinita cantidad de elementos.

= Ordenado: dados dos ntimeros racionales, se puede decir si uno es mayor, menor o igual al
otro.

= Denso: Entre dos elementos del conjunto hay al menos un elemento del conjunto.
= Poseen una expansién decimal infinita no periddica.

Historicamente este conjunto surgio gracias a la geometria y la Escuela Pitagdrica, esto al tratar de
determinar, por ejemplo, la medida de la diagonal de un cuadrado de lado entero, o la relacién entre
la circunferencia y el radio, esto en el sigo VI a.C., en esos casos se descubrié que estas medidas
eran inconmensurables®!, es interesante observar que el descubrimiento de estos nimeros se da
cuando todavia no se habia trabajado con los niimeros negativos ni el cero. Tuvo que pasar mucho
tiempo para que los nimeros irracionales fueran reconocidos como verdaderos ntimeros y para
hacerlo hubo que desarrollar mucha teoria matematica.

Este teorema sélo nos afirma que si v/2 existe, entonces no puede ser racional, posteriormente en
analisis se verificara que V2 sf existe.

31Que es muy dificil o imposible de medir.
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f—(Ejemplo 97.] <
En el conjunto de los niimeros irracionales no se cumple la cerradura de las operaciones
definidas anteriormente, considere por ejemplo:

1. V5 + (—V/5) = 0. 3. V2-v2=2.

T
2. e—e=0. 4. —=1.
T

En todos los casos se estan operando nimeros irracionales y el resultado es un nimero entero.

\ J

— Ejercicio 9.

1. Demuestre que la adicién de un numero racional y un irracional da como suma un
numero irracional.

2. Demuestre que la multiplicacion de un niimero racional y un irracional da como producto
un numero irracional.

Algoritmo de la raiz cuadrada

El algoritmo de la raiz cuadrada se mostrara por medio de un ejemplo, se va a calcular la raiz
cuadrada de 53587, 4.

El primer paso es dividir el niimero en parejas, tanto delante de la coma decimal, como después.
Para el procedimiento se puede realizar una linea similar a la de la divisién.

5 35 87. 40|

Ahora se determina el nimero cuyo cuadrado se aproxime mas a 05, pero siempre que sea menor,
en este caso, es el 2, pues 22 = 4, al 5 le restamos este resultado.

5 35 87. 402
4
1

La siguiente pareja de nimeros se “baja” y el 2 del resultado se multiplica por 2 y se coloca abajo
de manera temporal.

5 35 87. 402
4 4
1 35

Lo que sigue es determinar un nimero tal que 4- x _ de un resultado lo mas cercano a 135.

5 35 87. 402
4
1 35 4 x _
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Este es el 3, ya que 43 x 3 = 129; asi, el 3 se coloca como el siguiente digito del resultado y a 135

se le resta 129.
5 35 87. 4023

4

135 43 x 3 = 129
1 29

6

Se “baja” el siguiente par de digitos y se repite el proceso, cuando se llega a la coma decimal se le

coloca la coma al resultado.
5 35 87. 4023

4

135 43 x 3 = 129
1 29

6 87 461 x 1 = 461

De esta forma, se coloca el 1 en el resultado y a 687 se le resta 461.

5 35 87. 40231

4
1 35 43 x 3 = 129
1 29
6 87 461 x 1 = 461
4 61
2 26

Para el siguiente paso, como se llegd a la coma decimal, se debe agregar la coma al resultado
después del 1 que se encontré y seguir el mismo procedimiento “bajando” el 40.

5 35 87. 402314

4
1 35 43 x 3 =129
1 29

6 87 461 x 1 = 461
4 61

2 26 40 4624 x 4 = 18496

El procedimiento puede llegar hasta aca o se pueden seguir sacando mas decimales de precisién
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agregando ceros a la expansion decimal del niimero original.

5 35 87. 40 00 | 231,48

4
1 35 43 x 3 = 129
1 29
6 87 461 x 1 = 461
4 61
2 26 40 4624 x 4 = 18496
1 84 96

41 44 00 46288 x 8 = 370304

Por lo tanto /53587,4 ~ 231,48

—[Ejercicio 10. Justificacion del algoritmo de la raiz cuadrada}

Analice el algoritmo de la raiz cuadrada de una manera similar a como se realizé el de la
divisién y asi deducir la razon por la que se realiza de dicha manera.

Sugerencias:

» Realice el procedimiento con nimeros mas pequenos, puede analizarlo con un nimero
de tres cifras.

= Analice primero por qué se deben agrupar las cifras en parejas.

» Recuerde que si b = y/a entonces b? = a; ademas (z + y)? = 2% + 2zy + >

2.2.5. El conjunto de los niimeros reales (R)

El conjunto que resulta de unir los Numeros Racionales con los Irracionales recibe el nombre de
Conjunto de los Nimeros Reales y se denota por R. Es decir

R=QuTl

El conjunto de los nimeros reales tiene las siguientes caracteristicas:
» Infinito: tiene una infinita cantidad de elementos.
» Ordenado: dados dos ntimeros reales, se puede decir si uno es mayor, menor o igual al otro.
= Denso: Entre dos elementos del conjunto hay al menos un elemento del conjunto.

Para representar los conjuntos y sus relaciones por lo general se puede pensar en ellos como cajas
que contienen numeros, de esta manera se tendria:
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R

Con esta representacion se observa facilmente que los nimeros naturales (N) es la caja mas pequena,;
hay otra caja mas grande que los contiene que son los nimeros enteros (7); la siguiente caja
contiene a las dos anteriores, estas son los ntiimeros racionales (QQ); los irracionales es una caja
totalmente aparte a las anteriores y, por ultimo, se encuentra la caja mas grande que son los reales
(R) y que los contiene a todos. Mas adelante también se mostrard una caja atin mayor que contiene
a los reales que son los niimeros complejos o niimeros imaginarios.

,—[Ejemplo 98.} \

1. El ntimero -7 es un nimero entero y racional, porque —7 = —[ Yesun numero real

porque los nimeros reales incluyen a todos los niimeros racionales.

2. El nimero v/—10 no es un ntimero real, ya que las raices cuadradas de niimeros negativos
no pertenecen a este conjunto (en radicales se profundiza este aspecto).

1
3. El nimero 3 es racional y real.

4. El niimero _7 es racional y real.

5. El niimero 4/—7 no es un numero real.

2
6. El ntimero 0 no es un numero real.

7. El ntmero v/4 es natural, entero, racional y real.

. J

Se debe tener clara la diferencia entre un nimero racional y una fracciéon, un nimero racional es una
fraccion con numerador entero y denominador entero distinto de cero mientras que una fraccion
puede contener cualquier nimero o simbolo que represente a un niimero en su numerador o en su
denominador, no necesariamente enteros. Asi, una fraccién en R puede ser racional o irracional.
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f—[Ejemplo 99.] N

2 = ) : :
1. Los numeros Y 5 son fracciones y también son niimeros racionales.

V2 6 . .
2. Los ntumeros 9 y — son fracciones, pero son ntimeros irracionales.
T

3. El nimero es una fraccién irracional y real.

4. El ntiimero es una fraccién y no es un nimero real.

\ J

,—[Ejercicio 11.}

Complete la siguiente tabla indicando Si si el niimero dado pertenece al conjunto correspon-
diente, en caso contrario escribir No.

N 7 Q I R

v/2 | No No No Si Si

|
|
gl e %

2
2
0

V9

Operaciones combinadas

Por lo general, las operaciones se combinan para realizar expresiones complejas; en estos casos
donde interviene una gran variedad de operaciones, se debe seguir una serie de reglas, las cuales se
enuncian a continuacion:

1. En una expresion que involucre paréntesis, se deben realizar primero las operaciones indicadas
dentro del paréntesis. El valor absoluto tiene la misma prioridad que un paréntesis.
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2. Si se presenta un paréntesis dentro de otro, se realizan las operaciones del paréntesis interno.
3. Las potencias y los radicales tienen prioridad sobre la multiplicacion y la division.
4. La multiplicacién y la division tienen prioridad sobre la adicion y la sustraccion.

Nota: La potencia es la tinica operacién matematica que se agrupa de derecha a izquierda en el
7’ . . C C
caso que no haya paréntesis, es decir, a” = a®”)

Ejemplo 100.}

52 —271

Simplifique la expresion T(z)Z
4 3

5—2 _ 2—1

TG

cwﬂl’_‘ N[N Otl?l"
+
W|l\’>
N— N NN

o Bl
+
ol

L5227 414 T
ERIOHE)

Ejemplo 101.}

3
Simplifique la expresion %(3@ — 2\/5)

?(3%—2@#?-\@

g */;(3\/5—2\/5) = 1. I



Capitulo 3

El conjunto de los nimeros complejos (C)

3.1. Introducciéon

Hasta el momento se han estudiado los subconjuntos de los ntimeros reales (N, Z, @, Iy R) y sus
propiedades. Estos conjuntos dieron respuesta a muchas de las interrogantes matematicas que se
presentaron hasta el momento pero dejaban algunos vacios:

Por ejemplo la ecuacién 22 + 1 = 0 ;Esta ecuacién no tiene solucién? ;No existird algtin nimero
que cumpla esta igualdad? Como se ha visto, en los niimeros reales NO es posible resolverla, pero,
/no existen otros nimeros “no reales” que vengan a darle solucién a esta ecuaciéon, nimeros irreales
o imaginarios?

En este capitulo se le dard respuesta a esta interrogante, se estudiara una extension a los nimeros
reales que son los nimeros complejos, en este conjunto se le dara respuesta a la ecuacion planteada
anteriormente y se veran algunas de las propiedades y operaciones que tienen estos nimeros
“imaginarios”.

3.2. EIl ntmero ¢
El conjunto de los nimeros complejos se representa con el simbolo C y la base de este conjunto
estd en la existencia de un nimero ¢ que cumpla que ¢ = 4/—1.

Definicién 33. El niimero z]

El ndmero 7 es el nimero que cumple que i = 4/—1, es decir, que i = —1.

. Es posible hablar de un nimero cuyo cuadrado de -17 Siempre se ha dicho que los nimeros
negativos no tienen raiz par, en particular, siempre se ha dicho que los niimeros negativos no tienen
raiz cuadrada, jcémo podemos entonces definir un nimero cuyo cuadrado de -17

Se debe tener muy claro que los niimeros negativos no tienen raiz cuadrada en el conjunto de los
numeros reales, esto es un hecho. Pero, ;si no estamos en el conjunto de los reales, si nos salimos
de este conjunto y lo extendemos con esta definicion?

. Acaso en algin momento no aceptamos que existia un nimero cuyo cuadrado es 37 Es decir, un

113
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nimero que cumple que 2% = 3 y que ese niimero se representa por v/3 ;Este ntimero realmente
existe? Sabemos que v/3 ~ 1,732050808... pero jpodemos decir cudl es el valor exacto? El niimero
no existia en el conjunto de los nimeros racionales, la clave estd en que este no es un ntimero
racional, sino que es irracional; en este caso simplemente aceptamos que existe y que esta en el
conjunto de los niimeros irracional representado por /3.

Del mismo modo podemos aceptar que si existe un nimero que cumple que z? = —1 y este ntimero
es ¢ que no estd en los niimeros reales pero si en un conjunto mayor, el de los complejos POR
DEFINICION!

Ahora ya podemos dar respuesta a la interrogante planteada al inicio: ;22 + 1 = 0 tiene solucién?
Si, una solucién es i ya que 1> + 1 = =1+ 1 =0, la otra es —i ya que (—i)> + 1= —-1+1=0.

Por convenio, al niimero ¢ se le considera como un niimero positivo.

En este nuevo conjunto también se puede ver que ahora cualquier nimero (inclusive siendo negativo)
tiene raiz cuadrada.

Ejemplo 102.]

1. /=16 = /16 - —1 = V/16+4/—1 = 44
2. V=3=143--1=/3/-1=+3i

Se debe tener cuidado cuando se trabaja con los niimeros complejos ya que algunas propiedades
que se cumplian en los nimeros reales ahora no son validas.

,—[Ejemplo 103.} \

La propiedad de los ntimeros reales v/a - b = y/a - v/b no es vélida en los complejos. Observe

por ejemplo:
V—=4-/-9=2i-3i =6i* = —6

A (= = V36=6

que es distinto a

3.3. Numeros complejos

Al tomar el numero ¢ definido en la seccién anterior y combinarlo con los nimeros reales se obtiene
el conjunto de los nimeros complejos.

Definicién 34. Nimero complejo}
Un ntmero complejo z es un nimero de la forma z = a + bi con a € R, b € R. ]

Al ntimero a se le conoce como la parte real de z y se denota Re(z), el niimero b es la parte
imaginaria de z y se denota Im(z).

Asi como los nimeros reales se representan de manera gréafica en una recta numérica, los nimeros
complejos se pueden representar de manera grafica con dos ejes (como los ejes cartesianos). La
parte real se representa en el eje horizontal, llamado eje real, y la parte imaginaria en el eje vertical,
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llamado eje imaginario. A este plano cartesiano se le denomina el plano complejo y cada punto en
este plano representa un nimero complejo.

Im

Asi, el nimero z = a-+bi viene representado en este plano por el punto (a, b). Dada esta representacion
grafica, a esta forma del nimero complejo (z = a + bi) se le llama la forma rectangular de z y los
numeros a y b son las coordenadas rectangulares de z.

,—[Deﬁnicién 35. Conjunto de los nuimeros complejos}

C={z/z=a+bi,ae R,be R}

\.

,—[Ejemplo 104.} \

En la siguiente tabla se muestran varios nimeros complejos junto con su parte real y su parte
imaginaria

z | Re(z) | Im(?) |
L= 2 -1
4+ 31 4 3

5) 5) 5)

47 0 4

5 S 0

En el pentultimo niimero de la tabla anterior se observa un ntimero imaginario que no tiene parte
real, a estos nimeros se les conoce como nimeros imaginarios puros.

En el dltimo ejemplo se observa que todos los niimeros reales son niimeros imaginarios con su parte
imaginaria igual a cero, de esto se concluye facilmente que R < C

Teorema 104.}
R < C. ]

Demostracion:

Se debe demostrar que todo elemento de R también es elemento de C, es decir, hay que demostrar
que (VzR)[z e R = z € C].

Sea z € R un elemento arbitrario del conjunto de los niimeros reales.

r=2x+0-1€C
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Por lo que z € C. T

Definicién 36. Imaginario puro}

Al nimero z = a + bi se le llama un nimero imaginario puro si Re(z) = 0, es decir, si a = 0.

Es decir, los nimeros imaginarios puros tienen la forma z = bi.

3.4. Operaciones con complejos

3.4.1. Adicioén y sustracciéon de nimeros complejos

Definicién 37. Igualdad de dos ntiimeros complejos}

Siz=a+0biyw=c+di cona,b,cde R, entonces:

z=wesa=cAb=d

Es decir, dos niimeros complejos son iguales si poseen tanto la misma parte real como la misma
parte imaginaria.

,—[Deﬁnicién 38. Adicién de niimeros complejos}

Siz=a+ b yw=c+ dise define la adicién de estos nimeros como:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

,—[Deﬁnicién 39. Sustraccion de ntimeros complejos}

Siz=a+biyw=c+ di se define la sustraccién de estos niimeros como:

z—w=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

Note la semejanza de estas operaciones con la adicién y sustracciéon de binomios, donde se suman o
restan sus términos semejantes.

,—[Ejemplo 105.} \

Si se tienen los ntimeros z = 2 — 5 y w = —1 + 44 se cumple que

z+w=2-5)+(-1+4i)=2—-5i—1+4i=1—1

z—w=(2—5i)— (—1+4i) =2—5i+ 1 —4i = 3—9i

& J

,_[Ejemplo 106.] X

Si se tienen los ntimeros z =1 —1¢ y w = 1 + ¢ se cumple que

z+w=(01-9)+1+d)=1—-i+14+i=2

c—w=(1—-i)—(1+i)=1—i—1—i=—2
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Teorema 105. Conmutatividad de la adicién complejaw

J
(Vw,z € C)[w + z = z + w]
Demostracion:
Seaw=a+byz=c+dicona,b,c,delR.
w+ z = (a+bi) + (c+ di) Axioma ?7.
=(a+c)+ (b+d)i Definicién 38.
= (c+a)+ (d+0b)i Axioma 4.
= (c+ di) + (a + bi) Axioma 38.
=z+w Axioma ?77.
L (Vw,ze C)|lw+z =2+ w] T
Teorema 106. Asociatividad de la adicién compleja}
(Vz,y,z€e C)lz + (y + 2) = (x +y) + 2]
Demostracion:
Sear=a+bi,y=c+diyz=e+ ficona,b,cde, feR.
r+(y+2)=(a+bi)+[(c+di)+ (e + fi)] Axioma ?7.
= (a+bi) + [(c+e)+ (d+ f)i] Definicién 38.
=la+ (c+e)]+[b+ (d+ )] Definicién 38.
=[(a+c)+e]+[(b+d)+ fli] Axioma 5.
= [(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi) Definicién 38.
= [(a + bi) + (¢ + di)] + (e + f1) Definicién 38.
=(r+vy) +=2 Axioma ?7.
L(Vr,y,zeCllr+(y+2) = (v +y) + 2] T
Teorema 107. Neutro aditivo complejo}
(Ine C)(VzeC)[n+2z=2+n = 2]
Demostracién (directa):
Sea n = 0 + 0z, note que si z = a + bi, con a,b € R, entonces
z+n=(a+bi)+ (0+01) Axioma ?7.
=(a+0)+ (b+0)i Definicién 38.
=a+b Axioma 6.
=z Axioma ?77.

Como la adicién es conmutativa, se obtiene el mismo resultado para n + z.

L (AneC)(VzeC)n+2z=z+n = z] l
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Al neutro aditivo complejo se le denota simplemente como 0, asi, 0 = 0 + 0.

Teorema 108. Inverso aditivo complejow

J
(Vze C)Awe C)lw+ 2z =2+ w = 0]

Demostracién (directa):

Para z = a + bi, un elemento arbitrario de C, tome w = (—a) + (—b)i, con a,b € R, entonces

z+w=(a+bi)+ ((—a) + (=b)i) Axioma ?7.
= (a+ (—a)) + (b+ (=b))i Definicién 38.
=040z Axioma 7.
=0 Axioma ?7.

Como la adicién es conmutativa, se obtiene el mismo resultado para i + z.
S (VzeC)FieO)w+z=2+w=0] T

El inverso aditivo de z se le denota como —z y se cumple que si z = a+bi entonces —z = (—a)+(—b)i.

3.4.2. Multiplicacién

La multiplicacién de dos ntimeros complejos también se realiza de una forma similar a la multipli-
cacién de binomios teniendo el cuidado que 2 = —1.

Definicién 40. Multiplicacién de niimeros complejos}

Siz=a+byw=c+ dise define la sustracciéon de estos nimeros como:

z-w = (a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

No hace falta aprenderse este resultado de memoria, pues al desarrollar el producto como si los
numeros complejos fueran binomios, se obtiene:

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi*
= ac + adi + bci — bd it =—1
= (ac — bd) + (adi + bci)
= (ac —bd) + (ad + be)i

f—(Ejemplo 107.} <
Determine, para cada caso, z - w.

l. 2=2-5i, w=—-1+4

2. z=3—1,w=—-14+2

3. z=1—-3,w=1+4+1
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1. zow=(2=5i)-(=1+4i) = 2- (1) + (=58) - (—1) +2- (44) + (—51) - (41) = =2+ 5i+ & —20i* =
—2+4+13:—20-(—1) =18 + 13i
2. zw=03-1)-(—1420)=-3+6i+i—2=-3+Ti+2=-1+Ti
.zw=>01-1)-1+)=14i—-i—*=14+1=2
f
,—[Ejemplo 108.} \
Si se tiene el nimero z = 1 — 7, entonces
P=zz2=01-0)-1-9)=1—-1—i+2=14+-21—1=-2
,—LTeorema 109. Conmutatividad de la multiplicacion compleja}
(Vw,ze C)[w-z = z-w]
Demostracion:
Seaw=a+biyz=c+dicona,b,c,deR.
w-z=(a+b)-(c+ di) Axioma ?7.
= (ac — bd) + (ad + be)i Definicién 40.
= (ca — db) + (cb + da)i Axiomas 4 y 9.
= (c+ di) - (a + bi) Axioma 40.
=2z W Axioma ?77.
L (Yw,zeC)|lw-z=z-w] T

Teorema 110. Asociatividad de la multiplicacion compleja}

(Vz,y,2€ C)[z- (y-2) = (x-y) - 2]

Demostracién:

Seaxr=a+bi,y=c+diyz=e+ ficona,b,cde,feR.

z-(y-z)=(a+bi)-[(c+di)-(e+ fi)] Axioma ?7?.
= (a + bi) - [(ce — df) + (cf + de)i] Definicién 40.
=la-(ce—df) —b-(cf +de)]+ [a-(cf +de)+b-(ce —df)]i  Definicién 40.
= |ace — adf — bef — bde)] + [acf + ade + bece — bdf)]i Axioma ?7.

)]i Axioma 105.

ac — bd)e — (ad + be) f] + [(ac — bd) f + (ad + be)e)]i Axioma 106.
ac — bd) + (ad + be)i] - (e + fi) Definicién 40.
a+bi)- (c+di)] - (e + fi) Definicién 40.
T-y) -z Axioma ?7?.

TN TN N
~—

(
[
[
= |ace — bde — adf — bef)] + [ade + bee + acf — bdf
[
=
=
(

(Vo y,zeC)lz+ (y+2) = (. +y) + 2] f
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Teorema 111. Neutro multiplicativo complejo}

(Ine C)(Vze C)[n-z=2z-n=n]

Demostracién (directa):

Sea n = 1 + 07, note que si z = a + bi, con a,b € R, entonces

z-n=(a+bi)-(1+01) Axioma ?7.
=(@-1-0-0)+(a-0+0b-1)i Definicién 40.
=a+b Axioma 11 y Teorema 12.
=z Axioma ?77.

Como la multiplicacion es conmutativa, se obtiene el mismo resultado para n - z.
S (GneC)VzeC)n-z=2-n=z] T

Al neutro aditivo complejo se le denota simplemente como 1, asi, 1 = 1 + 0i.

Teorema 112. Inverso multiplicativo complejo}

Vze CH(FweC)lw-z =z -w = 1]

Demostracién (directa):

. beR , ent
- 1, con a,v € entonces
a2+ @+ ’ ’

Para z = a + bi, un elemento arbitrario de C, tome w =

z-w = (a+bi)- (azilﬂ _Csz)-bQi) Axioma ?7.
= (a R —L) + (b (=b))i Definicién 38.
a? + b a? + b?
=0+ 0¢ Axioma 7.
=0 Axioma ?7.

Como la adicién es conmutativa, se obtiene el mismo resultado para ¢ + z.
S(VzeQ)(FweC)w -z =z-w = 1] T

El inverso aditivo de z se le denota como —z y se cumple que si z = a+bi entonces —z = (—a)+(—b)i.

3.4.3. El conjugado y sus propiedades

El concepto de conjugado ya se ha utilizado anteriormente en mateméatica cuando se tiene que
racionalizar una fracciéon como:

3
2 —+/3
En este caso el procedimiento es multiplicar tanto el numerador como el denominador por el

“conjugado” del denominador, en este caso 24 /3. En niimeros complejos tiene el mismo significado,
el cual se define a continuacion.
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,—[Deﬁnicién 41. Conjugado}

Si se tiene un nimero complejo z = a + bi, el conjugado de z se representa por Z y se define
como zZ = a — bi

,—[Ejemplo 109.} \
1. El conjugado de 2 + 37 es 2 — 3¢

5—2i 542
2. El conjugado de 3 L es —; !

\ J

,—ETeorema 113. Propiedades del conjugado}
1. Vz,we C)[z +w =7+ W] 3. Vz,weO)|z-w=7z2-w]
2. Vz,weC)[z—w=7z—w| 4. Vze )z = 7]

Demostracion (se realizara el tercero, los demds son similares y se dejan como ejercicio).

Sea z =a+ bi y w = c+ di, asi

= (ac — bd) + (ad + be)i
= (ac — bd) — (ad + bc)i
= (a —bi) - (¢ — di)

X

|
NI

L (Vz,weQ)|zrw =7z w] l
3.4.4. Divisiéon

Definicién 42. Divisién de ntiimeros complejos}

Siz=a+biyw=c+di, w#0, se define la division de estos nimeros como:

z a+bi ac+bd bec—ad.

5 = + 1
w c+di c2+d? 24 d?

Esta definicion no es necesario memorizarla, para realizar la division de dos niimeros complejos se
puede realizar un procedimiento similar al de la racionalizacion de denominadores, en ese contexto,
se multiplicaba el numerador y el denominador de la fraccién por el conjugado del denominador.

z a+b
w  c+di

a+b c—di
ct+di c—di

(a + bi)(c — di)

— (di)?
ac — adi + bei — bdi?
c+d?

_ (ac+bd) + (bc — ad)i
B 2+ d?
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_ ac+bd+bc—ad,
242 cQ—i-d?Z

Teorema 114.}

(Vz € C)(Vw € C¥) [z/_w — z/w]

Demostracion:
z/_w— ac + bd N bc—adi

2+ d2 2+ 2

- ac + bd B bc—adi

24+ A2 2+ d2

_a— b

c—di

—zZ/w
(V2 e O)(Yw e CF) [z/_w - z/m] t
,—[Ejemplo 110.} \

. , z
Determine, para los niimeros dados en cada caso, —
w

1. z=1—-2t, w=3+5i 3. z2=-34+2t,w=2+3
2.z=5+1yw=2—1 4. z=2—1, w=3
] 321—21':1—21'_3—52': 3 — 5i — 63 + 104> :3—111'—10:—7—11@'
“w 3+5i 3451 3—5i 99— 15i + 157 — 2552 9425 34
5 i:5+i:5+z"2—|—i:10+5i+2i+z’2:10+7z'—1:9+7i
Cw 2—4 2—14 2414 442 —2i —i? 441 5t
5 i:—3—|—2i:—3—1—22'.2—32':—6+91’+4z’+6:@:Z
w 243 243 2—31 449 13
4'322—2':2—2"%:62'—1—3:—_1_21,
w 31 3 3 -9 3 3

3.4.5. Potencias de 7

Un caso particular de las operaciones en el conjunto de los niimeros complejos son las potencias
del nimero i. Este nimero tiene la particularidad que sus potencias son ciclicas, es decir, que se
repiten una y otra vez. Calculemos algunas de ellas y busquemos el patron.
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0 =1"-1=—1 1w =19"-1=1 1 =971 =—1

1 =001 =—1 =11 =1 v =0 = —1

0 ;8

De aqui se ve claramente que i° = i* = i® = ... = 1, es decir, que todas las potencias de i cuyo
exponente es multiplo de cuatro dan uno.

Teorema 115.}
(Vk e N)[i*F = 1]

Demostracién (directa):

= () Teorema 73.
= (1)F it =1
=1 Axioma 6.
o (Yne N[ =1] i

Asi, se puede deducir el procedimiento para calcular ", simplemente se determina el multiplo de
cuatro que esta antes de n, para concluir se usan los primeros resultados de los céalculos que se
realizaron anteriormente.

Ejemplo 111.}

1. ,L'475 — 2'472 . ,l'3 — ,l'4-118 . Z'S =1. 2'3 = 4

2. 2'1765:Z'1764'Z':Z'4~441'Z':1'7;:@'

3.4.6. Igualdad de dos complejos

Una propiedad que cumplen los ntimeros complejos es que se escriben de una unica forma, es
decir, si se tienen dos nimeros z = a + bi y w = ¢ + di, para que estos ntimeros sean iguales sus
partes reales deben ser iguales y sus partes imaginarias también. De manera formal, si a,b,c,d € R
entonces:

a+bi=c+di=a=cyb=d

f—(Ejemplo 112.} N
Determine, en cada caso, los valores de a y b de manera que se cumpla la igualdad dada.
1. 2—a)+(3+0b)i=(1—2b)+ ai
2. (2a+5b) + (a+ 2)i = —b+ (a — 2b)i

1. 2—a)+(B+0b)i=(1—2b)+ai

Por la propiedad anterior se pueden igualar las partes reales y las partes imaginarias obteniendo
el sistema:
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\

2—a=1-2b
3+b=a

De donde se obtiene que a =5y b =2

2. (2a+5b) + (a+2)i = —b+ (a — 2b)i

Por la propiedad anterior se pueden igualar las partes reales y las partes imaginarias obteniendo
el sistema:

2a + 5b=—b
a+2=a-—2b

De donde se obtiene que a =3y b = —1

,—[Ejemplo 113.} \

Determine los niimeros complejos z y w que cumplan las siguientes condiciones

m 2z —w=—-1+9
m 2+ 3w=10—13¢

Existen dos maneras de resolver un ejercicio como este

= Decir que z = a+ bt y w = ¢+ di y poner el ejercicio en términos de cuatro variables

N 2(a+bi) — (c+di)=—-1+9i
a+bi+3(c+di) =10 —13i

De aqui se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro variables:

2a —c=—1
2b6—d =9
a+3c=10
b+3d=-13

De la segunda ecuacién se obtiene que d = 2b — 9, sustituyendo en todas las demés nos queda
un sistema de tres ecuaciones:

20— c=—1
a+3c=10
b =14

De donde se obtiene que a = 1,b=2,¢=3,d = —5
Por lo que los niimeros buscados son z =1+ 2ty w =3 — 5¢

La segunda manera es manejar los nimeros como tales y resolver el sistema como si tuviera
dos ecuaciones con dos variables

_ 2z —w=—-1+9
z+3w=10—-13:

Multiplicando la segunda ecuacién por -2 se obtiene
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22—w=—-1+%
—2z — 6w = —20 + 267

Y sumando miembro a miembro estas igualdades se obtiene

22 —w—-2z—6w=—-14+9%—-20+260 = —Tw=-21+35=>w=3—-5
Y sustituyendo en cualquiera de las dos ecuaciones
22—w=—-149=22—-3-5i)=-149%=>2z=2+4i=2=1+2

Por lo que se obtiene que z =1+ 2ty w =3 — 5

,—[Ejercicio 12.}

1. Realice las operaciones indicadas

a) (14 20)(3—1)(2+ 5i) d) 1—i+1+i
1+2 1—1

b) 7;50_7;65 +i76

¢) M ) 3

2. Determine los valores de a y b de forma que se cumplan las siguientes igualdades

a) b—ai = (4a —0b) + (a — b)i ¢) b+ bi+ai=b+ 6a—2ai
b) 2b— (a+b)i = (2a—0b) + (a + 2)i d) a—b(1+i)=20—1—(a—T7)i

3. Determine los niimeros complejos z y w que cumplan las condiciones dadas

a) w+z=4 c) 22 —10 = 3w + 9
w—2z=2 3z4+2w=-14+T7
b) 2z —w =1+ 144 d) w—i=z

z+2w=8—3 3w—4i=-22—-3




Capitulo 4

Expresiones Algebraicas

4.1. Constantes, variables y expresiones algebraicas

f—[Deﬁnicién 43. Constante}

Una constante es una letra o simbolo que representa un elemento especifico invariante de un
conjunto. Si la constante pertenece al conjunto de los niimeros reales entonces se le denomina
constante real.

,—[Ejemplo 114.}

Los siguientes son ejemplos de constantes

1. 5 3. 7
2. —\/2 4. e

\

~ Definicién 44. Variable |

Una wvariable es una letra o simbolo que representa cualquier elemento de un conjunto. Si la
variable pertenece al conjunto de los niimeros reales entonces se le conoce como variable real.

.

,—[Ejemplo 115.}

Los siguientes son ejemplos de variables

1. z, tal que z € R 2.y, talque y e Z

\

,—[Deﬁnici()n 45. Expresion algebraica}

Al combinar una coleccién finita de variables y constantes utilizando las operaciones aritméti-
cas que se definieron en R se obtiene una expresion algebraica.

126
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Ejemplo 116.}

Las siguientes son expresiones algebraicas

6 3
1. 23— b+ — 23Y +

h ——=
vz vy —1

4.2. Valor numérico

r—(Deﬁnicién 46. Valor numérico] <

Que resultado que se obtiene al sustituir las variables de una expresion algebraica por
constantes especificas se llama valor numérico de la expresion para dichas constantes.

,—[Ejemplo 117.} \

. . ) 6 .
Determine el valor numérico de la expresién z° — 5z + T, six =4.
x

\ J

Al sustituir z = 4 en la expresién se tiene

4% — 5.4+ % =47
Asi, el valor numérico de la expresion cuando x = 4 es 47. T
Ejemplo 118.}
2y + >

T

V=1

Determine el valor numérico de la expresion ,six=1yy=09.

2y + 3

T

V-1

Al sustituir z = 1 y y = 9 en la expresion se tiene

vVI—1

21
Asi, el valor numérico de la expresion cuando x =4y y =9 es TR T

4.3. Monomios

Definicién 47. Monomio en una variable]

Un monomio es una expresion formada por la multiplicaciéon de un niimero real por una o
mas variables elevadas a un exponente natural.

Al niimero real se le conoce como el factor numérico y a las variables como el factor literal.

Asi, un monomio posee la forma a-x;™ - x5 -...- 2", endondea € R, ke Ny ny,...n, € Z,ny =
0,...,n% = 0. Dicho monomio se dice que estd en las variables xy, o, ..., .
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f—(Ejemplo 119.} |
Los siguientes son ejemplos de monomios:
1. 5zt 4. —4x3.
2. —3x. 5. Tx3y?2.
3. 2. 6. —zy3zt.

\ J

Notas:
» En el ejemplo 2 se entiende que el monomio es —3z!, en donde el 1 no hace falta escribirlo.

» El ejemplo 3 representa al monomio 2z°, como z° = 1, entonces no hace falta escribir este

término.
,—[Ejemplo 120.} \
Los siguientes no son monomios:
1. 274 3. 3a? — g2
2. x+vy. 4., —4x%y~2.

\ J

Justifique la razén por la que cada uno de los ejemplos anteriores no es un monomio.

r—(Deﬁnicién 48. Grado de un monomio] .

El grado de un monomio estd dado por la suma de los exponentes de las variables, es decir,

si el monomio es a - z1™ - x2" - ..x* entonces su grado es ny + ng + ... + .

,—[Ejemplo 121.} \

1. El grado del monomio 2z es: 3

2. El grado del monomio 3z? es: 2

3. El grado del monomio —4x es: 1

4. El grado del monomio z%y*z es: 7

5. El grado del monomio —5zy32? es: 6

6. El grado del monomio —2 es: 0
Nota:

= En el ultimo ejemplo el grado es cero ya que, como se hablé en el apartado anterior,
este monomio tiene la forma —2x°

Definicién 49. Monomios semejantes}

Se dice que dos monomios son semejantes si poseen el mismo factor literal.
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f—[Ejemplo 122.} N

1. Los monomios 2z* y —32* son semejantes.
. Los monomios x y —5x son semejantes.

. Los monomios 27?2 y —xy?z son semejantes.

2

3

4. Los monomios 2z* v —3z*y NO son semejantes.
5. Los monomios —zy? vy 3y? NO son semejantes.
6

. Los monomios 2 y —3x NO son semejantes.

4.3.1. Suma y resta de monomios

Para que se pueda realizar la suma o la resta de dos monomios, estos deben ser semejantes. Para
realizar estas operaciones se utiliza la propiedad distributiva, es decir:

ax" + bz" = (a + b)z"

Esto quiere decir que se suman o se restan sus coeficientes numéricos y se mantiene el factor literal.

Ejemplo 123.}

Realice la siguiente operaciéon de monomios 3z + 8x ]

3z +8x = (3+8)x
=11z

Ejemplo 124.}

Realice la siguiente operaciéon de monomios 5x? — 322 ]

5% — 32% = (5 — 3)a?
= 227

Ejemplo 125.}

Realice la siguiente operacién de monomios 3z3yz? + 623y22 ]

323y2? 4 623y2? = 9xdy2?

Ejemplo 126.}

Realice la siguiente operacién de monomios 14z%y — 16z%y ]
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1422y — 1622y = —22%y

4.3.2. Multiplicacion de monomios

Para multiplicar dos monomios se aplica la asociatividad de la multiplicacién, de esta forma, se
multiplican sus factores numéricos y se utilizan las propiedades de potencias para multiplicar sus

factores literales, es decir:
axr”™ - bx™ = (a - b)x"t"

En este caso no es necesario que los monomios sean semejantes.

Ejemplo 127.}

Realice la siguiente multiplicacién de monomios 5x° - 322

Ejemplo 128.}

Realice la siguiente multiplicacién de monomios 3z - —2z°

3 - —22° = (3. —=2)x'™®

= —62°

Ejemplo 129.}

Realice la siguiente multiplicacién de monomios 3 - —52

3. —5z? = —15z2

Ejemplo 130.}

Realice la siguiente multiplicacién de monomios 2%yz> - 3zy?

22yz? - 3222 = 3atytsS
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4.3.3. Division de monomios

Al dividir dos monomios se obtiene una fraccion, esta fraccion estd completamente simplificada si
cumple los siguientes puntos:

1. La fraccién numérica estd simplificada al maximo.
2. Las variables del numerador son distintas a las del denominador.
3. Las potencias de las variables involucradas tienen exponentes positivos.

Asi, para dividir dos monomios, se simplifica al maximo la fraccion numérica y se utilizan las
) )
propiedades de potencias para simplificar los factores literales.

Note que esta operacion no es cerrada, pues al dividir dos monomios puede dar como resultado una
expresién que no es un monomio.

Ejemplo 131.}

) . . 620
Realice la divisién de monomios 2.3
T

Ejemplo 132.}

3 4
Realice la divisién de monomios T
276
3z*  3a'0
2726 27
=2
T 9
1
g2
Ejemplo 133. |
5 2,5
Realice la divisién de monomios T Y
100x5y3

5!E2y5 x276y573

100z8y3 25
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- 74y
25
2574
Ejemplo 134.}
72143
Realice la divisién de monomios r Y
481295
2z 3a?
48x2y5 22

Observe que en los ultimos tres ejemplos, el resultado no es un monomio.

Se debe tener cuidado cuando se utiliza el simbolo =+ para representar la division, pues por ejemplo
(722%9°) + (482%y°) + T2xy® < 48x%y°

En el segundo caso, el primer monomio sélo se divide entre 48 y al resultado se le multiplica z2y°.

4.4. Polinomios
.

Definicién 50. Polinomio |

Un polinomio en las variables x, zo, ..., 1, k € N es una suma finita de monomios cuyo factor
literal contiene a dichas variables.

A los polinomios se les acostumbra denotar con letras mayusculas: P, Q, R.

,—[Deﬁnicién 51. Polinomio en una variable de grado n}

Un polinomio en la variable  de grado n es una expresion de la forma

P(z) = apz™ + ap_1z™ t + ...+ a2x® + a12 + a

donde:
= a, £ 0.

= El grado del polinomio es el mayor grado de la variable con factor numérico distinto de
cero.

= Los nimeros a,,d,_1, ..., 2, a1, ag son, todos ellos, nimeros reales constantes a los que
se les llama coeficientes.

= Los exponentes de la variable han de ser niimeros naturales incluyendo al cero.

= Se llama término de un polinomio a cada uno de los monomios que componen el
polinomio.
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f—[Ejemplo 135.} N
Los siguientes son ejemplos de polinomios en una variable
1. 82° — 35 + 223+ 22—z + 5 3. =215+ 51 —3
2. 6z — 22247 4. 1522 — 4z

\ J

En el primer ejemplo, los coeficientes son: 8, -3, 2, 1, -1 y 5; y los términos de dicho polinomio son
85, —3x*, 223, 22, —x y 5.

Los grados de los polinomios de los ejemplos anteriores son: 5, 2, 5, 3, respectivamente.

,—[Deﬁnicién 52. Término independiente}

El término independiente de un polinomio es el término de grado 0.

,_[Ejemplo 136.] ,

1. El término independiente del polinomio 5z° — 1 es —1.

2. El término independiente del polinomio 2 — 3z + 5z* es 2.

\ J

f—[Ejemplo 137.} N

Considere el polinomio P(z) = 22° — 3z* + 222 — x — 1, se cumple que:

Término | Grado | Coeficiente
2° 5 2
— T 4 -3
No aparece 3 0
2x° 2 2
—x 1 —1

Note que el término de grado 3 no aparece; su coeficiente es, por tanto, 0.

El término independiente es —1

El grado del polinomio es 5 (Es el mayor de todos los grados).

El valor numérico de P(z) para z =0 es P(0) =1

El valor numérico de P(z) paraz =2es P(2) =2-25—-3-244+2-22—-2+1 =119

4.4.1. Suma y resta de polinomios

Para sumar o restar dos polinomios basta con sumar o restar los términos semejantes (con igual factor
literal), para esto se utiliza la asociatividad y conmutatividad de la adicién y la distributividad.

Ejemplo 138.}
Siendo P(x) = 225 — 322 + 2z — 1y Q(z) = z* + T2% + 5z + 2, determine:

1. P(z)+ Q(z) 2. P(x) —Q(x)
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1. P(z)+ Q(z) = (22° — 32° + 22 — 1) + (2* 4+ 72 + 5z + 2)
=22° + 2" + (=32 + 72?) + (20 + 52) + (-1 + 2)
=22 + 2 + (=3 + N2> + (2+5)x + (=1 +2)
=22° + 2t +42° + Tz + 1

2. P(x) — Q(x) = (22° — 32% + 22 — 1) — (2 + 72° 4 52 + 2)
= 22" + 2" + (=327 — 72?) + (22 — 52) + (-1 - 2)

=225 —2* —102* —32 -3

4.4.2. Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada término de uno de ellos por todos y cada uno de
los términos del otro. Se puede observar que este algoritmo se basa plenamente en la propiedad
distributiva de los ntimero reales.

Ejemplo 139.}
Sea P(z) = 3z* — 2z y Q(z) = 22% — 222 + 3, calcule P(z) - Q(z).

P(z) - Q(z) = (32" — 22)(22° — 22% + 3)
= 32%(22° — 227 + 3) — 22(22°% — 227 + 3)
= 3z* - 22° + 32%(—22%) + 32" - 3 — 20 - 22° — 22(—22°) — 22 - 3
= 62" — 62° + 52" + 42® — 62

Otra forma de hacerlo seria utilizando la notacion vertical igual a la que se utiliza al multiplicar
numeros enteros:

2% =227 +3
3t —2x
—4zt 4423 —6x
627 —625  4+92*
62" —62°  +bxt +4a3 —6x

Ejemplo 140.}
Sea P(x) = 2z° — 322 + 2 y Q(x) = 423 — 222, calcule P(z) - Q(z).

P(z) - Q(z) = (22° — 32° + 2)(42° — 22?)
=227 - 42® + 227 - 227 + (=32%) - 42® + (—327) - 20% + 2 - da® + 2. —227
= 82% + 4" — 122° — 62" + 82 — 42

Igual que para la suma, el producto de polinomios verifica las propiedades asociativa, conmutativa
y la existencia de neutro. No asi el de inverso multiplicativo. Es decir, el producto cumple las
siguientes propiedades:
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1. Asociativa:

2. Conmutativa:

4. Distributividad del producto respecto de la suma:
P(z) - [Qx) + R(z)] = P(z) - Q(x) + P(x) - R(x)

Nota:

= El 1 es un polinomio de grado 0.

= Se podria pensar que el inverso multiplicativo del polinomio P(z) es , pero este ultimo

1
P(z)
NO es un polinomio.
4.4.3. Productos notables
1. Cuadrado de un binomio.
(a+b)* = (a+b)(a+0b)
=a-a+a-b+b-a+b-b
=a® + 2ab + b?

(a—b)2=(a—b)(a—b)
=ag-a—a-b—b-a+b-b
=a® —2ab + b

2. Producto de suma por diferencia

(a+b)a—b)=a-a—a-b+b-a—b-b

=qa? -1

Por lo que se obtienen las formulas:

= | (a+b)? =a®+ 2ab+ b

» | (a—b)?=a®—2ab+V?

» | (a+Db)(a—0b)=a®—b
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De igual manera se pueden encontrar las siguientes férmulas:

» | (a+b)° =da®+ 3a® + 3ab® + V*

» | (a—b)®=a’—3a%b+ 3ab® — b

Ejemplo 141.}
Realice la operacién (2z + 1)2 ]

(22 +1)* = (22)* +2- (2z) - 1 + 17
= 42% + 42+ 1

Ejemplo 142.]
Realice la operacién (3z + 1)(3z — 1) ]

Bz + 1)(3z — 1) = (32)* — 17
=922 -1

4.4.4. Divisiéon de polinomios

Recuerde que en los ntimeros enteros se presenté el Teorema de la Division, en donde, dados los
nameros a, b € 7, existen ¢,r € Z, talesque a =b-c+r,con 0 <r < b.

Para realizar la divisién de dos polinomio, A(z) (polinomio dividendo) entre B(x) (polinomio
divisor), se deben encontrar otros dos polinomios Q(x) (polinomio cociente) y R(z) (polinomio
residuo) de forma que se verifique que:

A(z) = B(z) - Q(x) + R(x)

A(z) R(x)
B~ Y B
En el caso de polinomios el grado del residuo debe ser menor al grado del divisor, se puede tener en
cuenta que el grado de R(z) es igual al grado de A(z) menos el grado de B(z).

Si R(x) = 0 entonces se dice que B(x) divide a A(x) o que A(z) es un miltiplo de B(x).

Para efectuar la divisiéon del polinomio A(x) por el polinomio B(z) se puede seguir el siguiente
procedimiento:

1. Ordenar los polinomios A(x) y B(z), en forma descendente de acuerdo con el exponente de
la variable.

2. Se divide el primer sumando del dividendo (el de mayor exponente) por el primer sumando
del divisor; el resultado es un sumando del cociente.
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3. Se multiplica el sumando del cociente obtenido en el paso anterior por el divisor, y el resultado
se resta del dividendo, obteniendo un residuo “parcial”.

4. Si el residuo obtenido en el paso anterior es cero o de grado menor que el divisor entonces ahi
termina el procedimiento; en caso contrario, se repiten todos los pasos anteriores tomando
como el dividendo el residuo obtenido en el paso anterior.

Ejemplo 143.}
Realice la divisién de polinomios A(x) + B(z), donde A(z) = 23 - 52?2 +x—1y B(z) = o —1

2 —bx? 4+ 1|z -1
—23 422 22 —4dxr -3
—A2? 42 -1
422 —dx
—3r -1
—3r —3
—4

Por lo que el resultado se puede expresar como:

—4
=1’ —dr -3+ ——
rz—1 v v +x—1

Ejemplo 144.}
Realice la divisién A(x) + B(z), donde A(x) = 22° — 523 + 62 — 4y B(z) = 2° — 322 + 5

22  4+02* —5x® 4022 462 —4 |2® 322 +0z 45
—22°% +62* —02° —1022 227 +6x  +13

62 —b5x® —1022 +6x —4
—62% +182% —0z> —30z

1323 —1022 —24x —4

—132% +3922 —0x —65

2922 —24x —69

Por lo que el resultado se puede expresar como:

22° — 523 + 6z — 4 922 4+ 6 +13+29a:2—24x—69
=2z x
3 — 322+ 5 3 — 322 +5

Ejemplo 145.}
Efectuar la divisién de A(z) + B(x) donde A(z) =2 —2°y B(z) =2*+x




—2% +02* 4+02® +02%2 +0x 42|22 +x 40

x4zt 4028 —3 22 —x +1
xt +02° +022 40z +2
—z* —® 4022

—23 4022 +0x +2

z? +0z  +2
—z2 -z +0

—r +2
Por lo que el resultado se puede expresar como:
2 — 2 2—x
=2+’ —z+1+
2+ 2+

4.4.5. Division sintética

La Divisién Sintética es un procedimiento abreviado para realizar la divisiéon de un polinomio
P(z) = apa™ + Ap 12"V + ...+ a1z + ag de grado n, esto es a, + 0, entre un polinomio lineal
ax + b.

Para el procedimiento se van a utilizar todos los coeficientes del polinomio P(x) y el cero del

polinomio ax + b, es decir —, la cual, por facilidad, la seguiremos llamando ¢. Con estos nimeros

a
se construye una “tabla’que ayudarda en el proceso:

Ap  Ap—1 o ai Qg
C

El procedimiento nos ayudara a encontrar el polinomio Q(z) y el nimero r (el residuo siempre sera
un nimero), de tal forma que la divisién la podremos expresar como:

P) Q@) v
axr + b a axr + b

Lo primero es “bajar” el coeficiente a,,, a este coeficiente también lo denotamos por b,,_1, luego se
multiplica por la constante ¢, el resultado se coloca en la segunda columna y se suma al siguiente
coeficiente a,,_1, al resultado lo denotamos b,,_»

Qp, ap—1 e a; Qo
cb,—1 c
G Cbn—l + Qp—1
—_—— — —
bnfl bn72

Este 1ltimo resultado se multiplica nuevamente por ¢ y se le suma al coeficiente a,,_» y el proceso se re-
pite hasta llegar a ag. Los resultados parciales que se obtienen se denotan por b, 1, b, 2, -+, b1, by
(se inicia con b,,_; pues el cociente tiene un grado menos que el dividendo), y el dltimo valor obtenido
se denota por r, pues es el residuo de la divisién, de esta manera lo que se obtiene es
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ap, Ap—1 Tt a1 Qo
cby,_1 e cby cbo c
an, cb,_1+an,_1 -+ cby+a; cby + ag
—— — —_— ~—
bnfl bn—2 bO r

Asi, el cociente Q(x) de la divisién de P(z) por az+bes Q(x) = b, 12" +b, 92" %+ -+ biz' +by
con un residuo r, en donde los coeficientes se detallan como

bn—l = Qp

bn—2 = Cbn—l +an1

bn—3 = Cbn—? + ap—2

b1 = Cbg + ao
b() = Cbl + aq

r = cby + ag

Ejemplo 146.}
Realice la divisién de P(z) = 3z* + 223 — 2® + 42 + 2 entre z + 2.

Al realizar el algoritmo de la divisién sintética con los coeficientes de P(x) y —2 como valor de ¢ se
obtiene

3 2 -1 4 2

: =6 8 —14 20| -2
3 -4 7 -10 22|

Asi, el cociente de la divisién de P(x) entre z + 2 es 323 — 422 + 7z — 10 y se obtiene un residuo
r = 22. Por lo que el resultado se puede expresar como:

3xt + 223 — 22 + 4o + 2 22
T T TS 3 4 + T — 10+
T+ 2 T+ 2

Se debe notar que en este caso a = 1.

Ejemplo 147.}
Realice la divisién de P(z) = 225 + 32* — 623 + 5z — 1 entre 2z — 1.

1
Al realizar el algoritmo de la divisién sintética con los coeficientes de P(z) y 5 como valor de c se

obtiene
2 3 6 0 5 -1
P12 -2 -1 2
2 4 -4 -2 4 1|
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Asi, el cociente de la divisién de P(z) entre 2z — 1 es 22* + 42® — 42? — 22 + 4 y se obtiene un
residuo r = 1. Por lo que el resultado se puede expresar como:

2x5+3x4—6x3+5x—1_2$4+4x3—4x2—2x+4+ 1
2r — 1 B 2 20 — 1
225 + 3z — 623 + b — 1
N s e SV B W ST S
20 — 1 20 — 1

Ejemplo 148.}

Realice utilizando divisién sintética (z® — 52% + 2 — 1) = (z — 1)

1 -5 1 -1

1 -4 =311
1 —4 -3 —4|

3_52 -1 o
=L v =2’ —dr -3+ ——
z—1 r—1

Ejemplo 149.}

Realice utilizando divisién sintética (423 + 3% — bz + 2) + (v — 3)

4 3 -5 2

12 45 120 |3
4 15 40 122 |

423 + 322 — bx + 2 122
L IOV IOV S 15 1404 ——
r—3 r—3

Ejemplo 150.}

Realice utilizando divisién sintética (—8z% + z* — 16 + 2x) = (z — 8)

1 -8 0 2 -16

8 0 0 16 |8
1 0 02 0 |

—8z + a2t —16+22
= =x"+2
r—38

Ejemplo 151.}

Realice utilizando divisién sintética (z3 + z) + (22 — 1)

1 01 0
co1 01 5|1
— 452
15 7 2
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4.4.6. Ceros de un polinomio
r—[Deﬁnici()n 53.}

Un cero de un polinomio es el nimero que toma la variable cuyo valor numérico es cero.

,—[Ejemplo 152.} \

1. Los ceros del polinomio P(z) = 2> —z son z =0y x = 1 ya que
PO)=02-0=0 y P1)=12-1=0
2. Los ceros del polinomio P(x) =2?> —1sonz =1y 2 = —1 ya que

P1)=12—-1=0 y P(-1)=(-12-"1=0

1
3. Los ceros del polinomio P(x)=4x2—xsonx20yxzzya que
P0)=4-02—0=0 Py oafL) 1o,
- Y 1) "\1) Ta”

4.4.7. Teorema del factor y teorema del residuo

Teorema 116. Teorema del factor}

¢ es un cero del polinomio P(z) si y sélo si (x — ¢) es un factor de dicho polinomio.

Demostracion:

« 2

=
Hipétesis: ¢ es un cero del polinomio, es decir, P(c) = 0.
HQD: (x — ¢) es un factor del polinomio, es decir, P(x) = (x — ¢) - Q(x).

Por el algoritmo de la divisién, al dividir P(z) por x — ¢, existen Q(z) y R(z) = r, tales que
P(z) = (r—0¢)-Qx) +r

Por hipétesis P(c) = 0, asi

Por lo que (z — ¢) divide a P(z) y Q(z) es un factor de dicho polinomio.

(13 7

<
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Hipétesis: (x — ¢) es un factor del polinomio, es decir, P(x) = (z — ¢) - Q(x).
HQD: ¢ es un cero del polinomio, es decir, P(c) = 0.

Al sustituir = por ¢ en la hipétesis se tiene que P(c) = (¢ —¢) - Q(c) = 0-Q(c) = 0. T

,—[Ejemplo 153.} \
Tomando los ejemplos anteriores se tiene:

1. Pz)=a2>—2=(z—0)(z—1) =z(x —1)

2. Px)=2-1=(@-1)(x—1)=@-1)(z+1)

1
3. P(z) = 42® —x = 4(z — 0) (x_é_l) = z(4x — 1)
r—(Teorema 117. Teorema del residuoj N

El residuo de dividir el polinomio P(z) por (z — ¢) es P(c).

. J

Demostracion:

Por el algoritmo de la divisién, existen C'(z) y R(x) = r, polinomios tales que
Px)=(x—c¢c)-C(z)+r

Donde R(z) debe tener grado menor al divisor, es decir, es de grado cero, por lo que es un nimero.

Asi

Px)=(x—c¢)-Cx)+r=P(c)=(c—c)-C(c)+r
= P(c)=0-C(c) +r
= P(c)=r

Es decir, el residuo es igual a P(c). T

Ejemplo 154.}

Determine el residuo que se obtiene al dividir el polinomio P(z) = 2 + 2z — 1 por z — 2.

Dicho residuo es P(2) =22 +2-2—1=T. T

Ejemplo 155.}

Determine el valor de la constante real k de tal forma que al dividir el polinomio P(z) =
kx? + x — k por & — 3 se obtenga como residuo 2.

Dicho residuo es P(3), asi

P(3)=2=9k+3—-k=2
=8k = —1
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Asi, se obtiene un residuo de 2 si k = % T

4.4.8. Factorizacion de polinomios

La factorizacion es el proceso por el cual se escribe un polinomio como producto de dos o méas
polinomios, en donde ninguno de ellos es el polinomio P(x) = 1.

Ejemplo 156.}

Los siguientes son ejemplos de polinomios factorizados:

1. 22+ 22 = z(x + 2) 2.2t —1=(22-1)(z*> + 1)

En esta seccion veremos algunas técnicas que nos permitiran factorizar polinomios.

Teorema 118.}

Todo polinomio con coeficientes reales puede ser factorizado utilizando factores polinomiales
lineales y cuadraticos con coeficientes reales.

Este teorema se dejard sin demostracién.

Factor comun

Esta técnica consiste en encontrar factores repetidos en cada uno de los sumandos de la expresion
que se quiere factorizar. En esta técnica lo que utilizamos es la propiedad distributiva “al contrario”,
es decir:

a-b+a-c=alb+c)

Ejemplo 157.}

Factorice completamente el polinomio 5a? + a

5’ +a=a-5a+a-1
= a(ba + 1)

Ejemplo 158. |

Factorice completamente el polinomio 6a%b* + 2ab®

6a%0> + 2ab® = 2ab® - 3a + 2ab* - b?
= 2ab®(3a + b*)
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Ejemplo 159.}

Factorice completamente el polinomio 8a*bx® — 4a3b?2° ]

8a'ba® — 4a’b*z’® = 4a®ba®(2a — ba?)

Ejemplo 160.}

Factorice completamente el polinomio 3z2y32° — 6xy*2® + 1223y%2* ]

322y 2% — 6yt 2 + 120%9% 2 = 3wy (wy2? — 297 + 42”2)

Agrupacién

Si una suma contiene cuatro o mas términos, es posible agrupar los términos de manera adecuada y
luego encontrar una factorizacion por factor comun.

Ejemplo 161.}

Factorice completamente el polinomio 4ac + 2bc — 2ad — bd

dac + 2bc — 2ad — bd = 4ac + 2bc + —2ad — bd
—_— —]/ —

= 2¢(2a + b) — d(2a + b)
= (2a 4+ b)(2¢ — d)

Ejemplo 162.}

Factorice completamente el polinomio 15mz — 10zy — 6ny + 9mn

15ma — 10zy — 6ny + 9mn = 5x(3m — 2y) + 3n(—2y + 3m)
= 5x(3m — 2y) + 3n(3m — 2y)
= (bz + 3n)(3m — 2y)

Nota: : Note que, para aplicar factor comin la segunda vez, los términos deben ser idénticos (por
ejemplo, en este caso se tenia (3m — 2y))

Ejemplo 163.}

Factorice completamente el polinomio bmx — bxy + 3mn — 3ny +m — vy
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Smx — dxy + 3mn — 3ny + m —y = dbx(m —y) + 3n(m —y) + (m —y)
=(m—y)(bz +3n +1)

Ejemplo 164.}

Factorice completamente el polinomio 2am — m — 2an +n + 2a — 1

2am—m—2an+n+2a—1=m2a—1) —n2a—1) + (2a — 1)
=2a—1)(m—n+1)

Foérmulas Notables

Para esta técnica lo que se utilizan son las férmulas notables “al contrario”, es decir:

1| 22+ 22y + 9% = (x + y)?

2. | 22 = 2xy +y* = (v —y)*

3.2 =y’ = (z +y)(z —y)

4. | 22+ 12 = (x +y)(2? — 2y + y?)

5.1 22—y = (z — y)(2? + 2y + ?)

Ejemplo 165.}

Factorice completamente el polinomio 92 — 4y*

92% —4y" = (32)" — (2*)°
= (32 — 2y*)(3z + 29°)

Ejemplo 166.}

Factorice completamente el polinomio 4z — 12z + 9

4 — 120 +9 = (21)? —2-2x -3 + 3°
= (22 — 3)?
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Ejemplo 167.}

Factorice completamente el polinomio 16z* — (y — 22)?

162" — (y — 22)* = (427)" — (y — 22)°
= [42? + (y — 22)][42? — (y — 22)]
= (42 +y — 2z)(42” — y + 22)

Ejemplo 168.}

Factorice completamente el polinomio 8¢ — 274°

8¢5 —27d° = (2¢%)° — (3d°)?

= [(2¢%) — (3d))][(2¢*)* + (2¢*)(3d°) + (3d°)?]
= (222 + 3d°)(4c* + 6c2d® + 9d°)

Ejemplo 169.}

Factorice completamente el polinomio a® — 4b* + 4a + 4

a’> — 40 +da + 4 = a® + 4a + 4 — 4b?
= (a +2)* — 4b*
= (a+2+2b)(a +2—2b)

Ejemplo 170.}

Factorice completamente el polinomio z% — y*?

20— 12 = (%) — (45)?
= (¢° —y°)(=* + ¢°)
= (@° = (1*)°)(@* + (°)?)
= (x— ") (@ + 2y’ + y") (@ + 9°) (2° — 2y +y")

Completacién de cuadrados

En esta técnica lo que se busca es factorizar un polinomio cuadratico; para esto se toman los dos
primeros términos de la cuadratica y se les suma un término de forma tal que se forma una férmula
notable perfecta. Para que la igualdad se mantenga el término que se suma se debe restar. Iniciemos
con un ejemplo:
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Suponga que se quiere factorizar el polinomio cuadrético 22 — 4z + 3, entonces sigamos el siguiente
procedimiento:

Primero se toman los dos primeros términos.

—4x +3

N o’

A los dos términos se les suma 4 para formar una férmula notable, se debe restar 4 al resto para
mantener la igualdad.

e’ —dr+4-4+3

—_—

Se utiliza la formula notable
(r —2)*—1

Hasta aqui es la completacion de cuadrados, si se quiere terminar de factorizar la expresién se
vuelve a utilizar otra férmula notable:

(x —2)*—12
(x—=2—-1)(z—2+1)
(x —3)(x —1)

Ahora realicemos este procedimiento para generalizar el resultado, factoricemos el polinomio
ax® + bx + c.

Primero se toman los dos primeros términos.
2
ar® + bxr +c
—_——
2
A estos dos términos se les suma el término ™ para formar una férmula notable, se debe restar el
a
mismo término al resto para mantener la igualdad.
2 b2
ar® +br+ ———+c
4a  4da

Se utiliza la férmula notable )
b

([m \F>2—E+c

De aqui se obtiene la regla general:

SiaeR,beR, ce Ry z es una variable real, entonces:

2 b2
2vﬁ)  da

+c

ar® + br +c = <\fx+

b2
Se debe nota que el término que se le debe sumar y restar a la cuadratica az? + bx + ¢ es 1a
a
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Ejemplo 171.}

Factorice completamente el polinomio z? — x — 20

-1 1
Se debe sumar y restar (4 i =7 asi
1 1
P —-20=2"—2+-—-—20
z z T x+4 1

B 1\* 81
“\"T2) "1

Ejemplo 172.}

Factorice completamente el polinomio 422 — 9z + 2

-9)2 81
t = —
Se debe sumar y restar 1.4 16,&51
81 81
4a* — 2 = 4z* — — ——+2
x°— 9z + x 9x+16 16+

I
N
)

5
|
B~ ©
|
NN
—
— N

)

5)

|

| ©
SN
N—

Ejemplo 173.}

Factorice completamente el polinomio 2 + 5z + 4

5\ [5)°
x2+5x+4=x+5x+(§) —<§> +4
R

2 4
:(Héﬁ)(xﬂ_%)
2 2 2 2
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Ejemplo 174.}

Factorice completamente el polinomio 4z* + 8z — 5

42° +8r— 5= (22)* +8r +2* -2 -5
=2 +2)*-9
=2r+2+3)2x+2-3)
=2z +5)(2xr —1)

Ejemplo 175.}

Factorice completamente el polinomio 2 + 4 + 2

44 +2=0>+4x+2>—-2242
=(z+2)*-2

~ @22 (V)
= (a;+2+\/§) (a:+2—\/§)

Inspeccion

Este método se utiliza para factorizar polinomios de la forma Az? + Bx + C, llamados polinomios
cuadraticos.

La idea es buscar cuatro ntimero a, b, ¢ y d tales que:

a-c=A, b-d=C a-d+b-c=1B
Az* + Bz +C
T ==
De esta forma Az? + Br + C' = (az + b)(cz + d)

El procedimiento se simplifica si A = 1, en ese caso s6lo se deben encontrar dos niimeros que
multiplicados den C'y que sumados den B.

22+ Bx+C

[l
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Ejemplo 176.}

Factorice el polinomio x? — 4z + 3 ]
2 —4x  +3
1 -3
1 -1

Por lo que 2% — 4z + 3 = (x — 3)(x — 1)

Ejemplo 177. |

Factorice el polinomio 222 + 3z — 2 ]

222 +3x -2

2 -1
1 2
Por lo que 222 + 3z — 2 = (22 — 1)(z + 2)
Ejemplo 178.}
Factorice el polinomio x? — 4z + 3 ]
2 —br +6
1 -3
1 —2
Por lo que 2% — 52 4+ 6 = (x — 3)(x — 2)
Ejemplo 179.}
Factorice el polinomio 3x? — 5z — 8 ]
3z —br -8
1 1
3 —8

Por lo que 32? — 52 — 8 = (z + 1)(3x — 8)

Foérmula General

Recordemos que el Teorema del Factor dice que si ¢ es un cero de un polinomio P(x) entonces z — ¢
es un factor de P(z).

La formula general lo que nos da son los ceros de un polinomio cuadratico; una vez que obtenemos
estos ceros entonces utilizamos el Teorema del Factor para factorizarlo.

Asi, este método nos sirve para factorizar un polinomio de la forma az? + bx + ¢; lo que hacemos
es buscar los ceros de este polinomio (llamémoslos z; y ) y, utilizando el Teorema del Factor se
obtiene:

az® + bz +c = a(z — 11) (v — 29)
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r—(Teorema 119. Férmula General}

—b+ VA
El polinomio az? + bx + ¢, a % 0 tiene los ceros x = —9; donde A se conoce como
a

discriminante y se calcula como A = b — 4ac.
Ademas se cumple que:

= Si A <0, el polinomio no tiene soluciones reales.

—b

= Si A =0, las dos soluciones son iguales —.

—b+ VA —b— VA
—— YV Iy = —.

= Si A > 0, tiene dos soluciones distintas x; =
2a 2a

Demostracion:

Una primera demostracién se puede hacer resolviendo la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, asi se determina
el valor de x que hace que el polinomio dé cero como valor numérico.

2 2
ar’* +br+c=0= | +azr + b — b— +c=0 Completacion de cuadrados.
2y/a 4a
b \°
- (Verroz) e
b \> b2 —dac
- (Varegz) =
b b? — 4ac
4+
= var+ 2v/a T 4a
b b? — dac
= + ==
Vet e T i
b2 — dac b

= rp=——"T" A = b — dac

Ademas se cumple que:

= Si A < 0, entonces se tiene la raiz cuadrada de un nimero negativo, por lo que el polinomio
no tiene soluciones reales.

= Si A =0, las dos soluciones son iguales —.

—b++A —b—+/A
———— YT = ——.

= Si A > 0, tiene dos soluciones distintas x; =
2a 2a
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Otra opcién para realizar la demostracion es tomando el  que nos dan y sustituirlo en el polinomio
para ver que efectivamente da cero como resultado:

) b+ VA b+ VA b+ VA

ar° +br+c=a-| —— ) +b-——— +¢ = ——"
2a 2a 2a
PF2VA+A =2+ bVA
a- + +c
42 2a

RF20VA+A b2 +bV/A

= + +
4qa 2a

b2 F 2 A + A + —2b% + 2\ + 4ac
B 4a
U+ —dac + —20% 4 4dac
B 4a

Cc

=0

—b+ A

Por lo que =z = es cero del polinomio.

2a

Ejemplo 180.}

Factorice completamente el polinomio 222 + 5z — 3

Primero se calcula el discriminante: A = b? —4ac =52 —4-2- -3 =25+ 24 =49

Esto quiere decir que dos hay soluciones reales distintas.

—5+49  —5+7

Ah =
ora, T 1 1
-5+7 1 —5—7
or lo tanto x; 1 2y:c2 1

1
Asi, la factorizacién es 22 + 5r — 3 = 2 <:v = 5) (x+3) =2z —1)(x + 3)

Ejemplo 181.]

Factorice completamente el polinomio —4z? + 20z — 25

En este caso el discriminante es: A =202 —4.—4.-25=0

Esto quiere decir que las dos soluciones estan repetidas.

-20+4/0 5
Ahora, = = —_8\[ =3

5\ 2
Por lo tanto —4z? + 20z — 25 = —4 (x — 5)

Factorizacion de polinomios de grado mayor o igual que dos

Para este método debemos tener en cuenta los dos teoremas siguientes:
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Teorema 120.}

Si P(z) es un polinomio de grado n, entonces P(x) tiene a lo sumo n ceros reales.

Demostracién (por contradiccién):

Suponga que el polinomio P(z) es de grado n y que posee n+ 1 ceros reales (0 més), sean dichos ceros
los niimeros ¢y, ¢, ..., Cp, Cni1, por el teorema del factor, por cada uno de estos ceros el polinomio
tendria un factor, asi

Plz)=(r—c1) - (x—ca) .- (x—cpn) - (. — cpan)
Pero al realizar el producto de estos n + 1 factores, se obtiene como término de mayor grado 21,

que contradice la hipotesis de que P era un polinomio de grado n.

Por lo tanto, n posee a lo sumo n ceros reales. T

Teorema 121. Posibles ceros racionales}

Sea P(x) un polinomio tal que P(z) = a,z" + a, 12"' + ... + a1z + ap, donde (Vk €

{0,1,2,...,n})[ax € Z]; entonces los posibles ceros racionales de P(x) son los ntimeros 7

donde ¢ es un divisor de ag y d es un divisor de a,,.

Demostracién (directa):

c
Suponga que el nimero racional — estd completamente simplificado, es decir, MCD(c,d) =1y es

un cero del polinomio P(z), se demostrara que clag y que d|a,.

Como 2 es un cero del polinomio P(z), entonces P (£) = 0.

P(CEZ) =0:>an-(§>n+an1-<§)n_1+...+a1-<§)+a0=0

" 1 c
@an-%—l—an,l-dml—i—...—i—al-a—i—aO:O

=a, " +a, - d+..+a-c-d P +ag-d =0

Por un lado
Up " Fap1-d+ . 4a-c-d Hay-d"=0
=a, " =—a,_ - td—..—a-c-d"—ag-d"
=a,-c"=d- (—an_l A e d P —ay - d"_l)
Por lo que d es un divisor de a,, - ¢, pero como ¢ y d no tienen divisores comunes, entonces d debe
dividir a a,,.
Por otra parte
" +a, - d+.Fagcc-d" +ay-dt =0
=saqy-d"=—a, " —ap_1-"td—..—ay-c-d?

=qg-d" =c- (—an-cn_1 — Ay d— .. —al-dn_l)
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Por lo que ¢ es un divisor de ag - d", pero como ¢ y d no tienen divisores comunes, entonces d debe
dividir a ayg. T

Con estos dos teoremas y el Teorema del factor y el residuo, se puede dar un procedimiento para
factorizar polinomios de grado mayor o igual que dos:

1. Encuentre todos los divisores de aq (estos son los posibles valores de c).

2. Encuentre todos los divisores de a, (estos son los posibles valores de d).

3. Realice todas las combinaciones posibles de 2

4. De las combinaciones anteriores, busque un « tal que P(a) = 0.

5. Divida P(x) por x — « utilizando divisién sintética y exprese la identidad P(z) = (z —a)C(x),
donde C(z) es el cociente de la divisién.

6. Si el grado de C'(x) es mayor que dos se repiten los pasos 4 y 5 para C(x); si el grado es igual
a dos se utiliza uno de los métodos ya vistos para estos polinomios.

Ejemplo 182.}

Factorice completamente el polinomio P(z) = 2z* — 42* — 62 — 4

Divisores de —4: {1,—1,2, —2,4, —4}
Divisores de 2: {1, 2}

Posibles ceros: {1, —1,2,-2,4,—4, %, _71}
P(1)=2-4-6—-4=-12
P(-1)=2—-446-4=0

2 0 -4 -6 —4

-2 2 2 4

: —1
2 —2 -2 —4 0 |

Asi, por el momento

P(z) = 2z* —42® — 6z — 4 = (v + 1) (22° — 22° — 22 — 4)

C(x)

Ahora se repite el procedimiento con C'(z), con la ventaja que los ceros son los mismos para este
polinomio, se continiia desde el iltimo que se habia evaluado.

C(-1)=—2-24+2—-4=—6
C(2)=16—-8—-4—4=0
2 -2 —2 —4

4 4 42
2 2 2 0|
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Ast P(z) = 22" — 42 — 62 —4 = (v + 1)(z — 2)(22° + 22 + 2)
En la cuadritica se tiene A =22 —4.2-2 = —12
Por lo tanto P(z) = 2(x + 1)(z — 2)(z* + = + 1)

Ejemplo 183.}

Factorice completamente el polinomio P(z) = 22° + 2* + 32° + 222 — 22

Por factor comin P(x) = x (22" + 2° + 32% + 20 — 2)

. J
v

Q(z)

Divisores de —2: {1, —1,2, —2}
Divisores de 2: {1,2}

1 —1
Posibles ceros: {1, —-1,2, -2, 3 7}

Q(l)=2+1+3+2-2=6
Q(-1)=2-14+3-2-2=0

P21 -4 2 |-l
2 -1 4 -2 0 |

Asi, por el momento

P(z) = z(x+ 1) £2m3 — 2 +dx — 22

C(z)
C(-1)=—2+1-4—-2=—7

1 1 1
c(3)-1-j+2-2-0

2) 4 4
2 -1 4 -2
1
1 0 2|z
2
2 0 4 0|

Ast P(z) = 2z + 1) (x _ %) (242 + 4)

Plz) = 2(z + 1) (x _ %) (2 +2)

P(z) = 2(x + 1)(2z — 1) (2% + 2)

Ejemplo 184.}

Factorice completamente el polinomio P(z) = 32 + 72® + x — 2
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Divisores de —2: {1, —1,2, —2}
Divisores de 2: {1, 3}

1 -1 2 =2
Posibl {1, -1.2 -2 - — — —
o&besceros{, 1S TG T g 3}

P1)=3+7+1-2=9
P(-1)=-3+7-1-2=1
P(2) =24+28+2—2=52
P(—2)=-24+28-2-2=0
3.7 1 =2
-6 —2 2 | -2
31 -1 0 |

Asi, P(z) = (z +2) (32° + 2 — 1)

D ——

C(x)

—1+/12-4-3- -1 —1+/13

Resolviendo la cuadratica x =

2-3 6
Por lo tanto P(z) = (a + 2) (g; _t 2\/@) (x = —ij/ﬁ)

P() = (x4 2) (m%ﬁ) (m%ﬁ)

Ejemplo 185.}

Factorice completamente el polinomio P(z) = z* — 8z% — 9

Divisores de —9: {1,—1,3,-3,9, —9}
Divisores de 1: {1}
Posibles ceros: {1,—1,3,-3,9, -9}
PA)=1-8-9=—-16
P(-1)=1-8-9=-16
PB3)=81-72-9=0
1 0 -8 0 -9

3.9 2 9|3
13 1 3 0|

Asi, por el momento

P(x) = (z — 3) (z* + 32> + z + 3)

N\ J

C(z)
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C(3) =27T+27+3+3 =060
C(—3)=-27+27T-3+3=0

1 3 1 3
-3 0 -3|-3
1 0 1 0|

Ast P(z) = (v — 3)(z + 3)(z* + 1)
Aqui, A=0—-4-1-1=—-4
Por lo tanto P(z) = (z — 3)(z + 3)(2* + 1)

Factorizacion de polinomios en niimeros complejos

Para intuir lo que dice el teorema fundamental del dlgebra, que se relaciona de manera directa con
la factorizacién de polinomios en ntimeros complejos, primero se veran algunos casos particulares
para llegar a generalizar al final el resultado.

Si se trabaja en el conjunto de los nimeros reales se cumple que todas las ecuaciones lineales tienen
una solucién.

Ejemplo 186.}

-1
. 3x+1=0:>:z:=?

» 22+4=0=zx=2

Cuando se resuelve una ecuacién de segundo grado en los nimeros reales con la férmula general se
encuentran a lo sumo dos soluciones, sin embargo, ahora que se conocen los niimeros complejos y
se puede encontrar la raiz del discriminante si es negativo, es cierto que una ecuacion de segundo
grado siempre tiene dos soluciones (en ciertos casos se obtienen dos soluciones repetidas).

,—[Ejemplo 187.} \
Resuelva la ecuacion 222 + 3z —2 =0

 -3+/3-4.2.-2 -3++25 -3+5
a 22 4 4

X

1
AsixlziyxZZ—Q

\ J

,_[Ejemplo 188.] \
Resuelva la ecuacién 22 + 2 +1 =10

1A VI2—4 11 —14=3 143

N 2.1 N 2 N 2

—1++/3 _ —1—+/3i
2 2

X

Asi T = YV Zo
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f—[Ejemplo 189.} N

Resuelva la ecuaciéon 2?2 —2x +1 =0

24+4/(-2)2-4-1-1 2440
v 2.1 -2 T
Asi, en este caso se tienen dos raices pero repetidas: r1 = 1 y 5 = 1. A estas soluciones
repetidas las vamos a llamar ceros de multiplicidad dos (ya que en este caso se repiten dos
veces).

\ J

1

. Las ecuaciones cubicas entonces tendran tres soluciones?

,—[Ejemplo 190.} ,
w 23+ 222+ 22 +4

Por division sintética se factoriza esta expresion de forma que queda

(2> +2)(z+2)=0

De donde se observa que 1 = —2, 9 = \/2i y &3 = —\/2i
w224 22=0

Factorizando se obtiene que z?(z + 1) = 0

De aqui 1 =0, xo = 0y 3 = —1. El cero es una raiz de multiplicidad dos.
» 2% =0

De aqui se tiene 1 = 0,25 = 0,23 = 0. Este es un cero de multiplicidad tres.

\ J

De la misma forma se puede observar que una ecuaciéon de grado cuatro tiene cuatro raices.

,—[Ejemplo 191.} ,

w2t 22=0

De aqui 2%(z2 4+ 1) =0

Por lo tanto z1 = 0, 29 = 0, x3 = i y 4 = —i. Aqui nuevamente el cero tiene
multiplicidad dos.

\ J

,—[Deﬁnicién 54. Multiplicidad}

Si en la factorizacién de un polinomio P(x) aparece el factor (z — ¢) repetido k veces, se dice

que (x — ¢) es un factor de multiplicidad k, ademds se dice que ¢ es un cero con multiplicidad
k.

Los ceros que no se repiten se llaman ceros simples mientras que los repetidos se llaman ceros
multiples.

. J

De los ejemplos anteriores se puede intuir que una ecuaciéon de grado n tiene n ceros complejos
(contando las multiplicidades). Esta propiedad es vélida gracias al teorema fundamental del algebra
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que enunciamos a continuacion.

Teorema 122. Teorema Fundamental del Algebra}

Un polinomio de grado n > 1, con coeficientes reales o complejos, tiene al menos un cero
complejo.

La demostracion del Teorema Fundamental del Algebra utiliza resultados en los complejos que aun
no se han desarrollado e ideas de limites por lo que no se demostrara en este curso.

Algo interesante es que este teorema garantiza sélo un cero, pero ya vimos que una ecuacién de
grado n parece tener n ceros, esta es la consecuencia de utilizar en forma repetida el Teorema sobre
un polinomio, veamos.

r—(Teorema 123.} N

Si P es un polinomio de grado n, entonces P(x) se factoriza completamente como

Plz)=a(x —c))(x —c2) -+ (x —¢cp)

donde ¢y, ¢, ..., ¢, son los ceros de P(x) y a es el coeficiente que acompana a ™ en el polinomio
P(x)

\. J

Demostracion:

Si se tiene un polinomio P(x) de grado n > 1, por el Teorema Fundamental del Algebra, este
polinomio tiene al menos un cero ¢, es decir P(c¢;) = 0. Por el Teorema del Factor, si ¢; es un
cero del polinomio entonces (x — ¢;) es un factor, esto quiere decir que el polinomio P(z) se puede
factorizar como

P(z) = (z = a1)Q1(z)
donde @), es un polinomio de grado n — 1.

Por el Teorema Fundamental, este polinomio @); tiene al menos un cero c¢o. Nuevamente, por el
Teorema del Factor Q1 = (z — ¢2)Q2(x), es decir, P(x) se puede escribir de la siguiente forma

P(r) = (z — c1) (2 — c2)Qa2(x)
donde ()5 es un polinomio de grado n — 2.

Siguiendo este razonamiento n veces, se llega a

Pa) = (z = c)(x =) - (& = ) Qn()

Donde @,, es un polinomio de grado n —n = 0, jes una constante!, esta debe ser a para que al
multiplicar las z de los factores se obtenga la constante que acompana al término de mayor grado
de P.

Asi:
P(z) =a(x —c1)(x —ca) -+ (x — ¢p)

donde ¢y, ¢, ..., ¢, son los ceros de P(x) y a es el coeficiente que acompana a =™ en el polinomio

P(z).
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Por este ultimo resultado se observa que una ecuacién polinomial de grado n tiene n ceros (contando
los ceros con multiplicidad). T

Ejemplo 192.}

Factorice completamente el polinomio z* + 322 — 4 e indique sus ceros

Utilizando division sintética se obtiene que
a2t 4322 —4 = (x — 1)(2® 4 2° + 4z + 4)
Agrupando en este término y sacando factor comtin
et +32% —4 = (x—1)(z +1)(2* + 4)

Por ultimo
7'+ 32 —4 = (v —1)(x + 1)(z + 2i)(z — 24)

De donde los ceros del polinomio son —1, 1, —21, 2¢

f
Ejemplo 193.}
Factorice completamente el polinomio 6z* + 22 + 1022 + 2z — 4, sabiendo que % es un cero
del mismo, e indique cuales son los demaés ceros.
Por division sintética se tiene
62t + 2° + 102% + 22 — 4 = (20 — 1)(32” + 22° + 61 + 4)
Agrupando y con factor comun
62! + 2 + 102% + 22 —4 = (22 — 1)(3z + 2)(2* + 2)
Asi
62 + 2® + 1022 + 20 — 4 = (22 — 1)(3z + 2)(x + V2i)(z — V/2i0)
De donde los ceros del polinomio son %, %2, V2, —/2i
f

Observe en los ejemplos anteriores que los ceros complejos de los polinomios se dan conjugados,
esto es cierto cuando los coeficientes del polinomio son reales.

Teorema 124. Ceros Conjugados}

Si todos los coeficientes del polinomio P(z) son reales y z = a + bi es un cero de P entonces
su conjugado Z = a — bi también es un cero de P.

Demostracion:
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Se indicé anteriormente que todo polinomio con coeficientes reales se puede factorizar en factores
lineales y cuadraticos irreducibles, cada polinomio de estos ultimos tendra soluciones complejas
que, por la formula general para resolver ecuaciones cuadraticas, dichos ceros seran complejos
conjugados. T

Ejemplo 194.}

Resuelva la ecuacién * — 23 4+ 22 + 92 — 10 = 0 si se sabe que 1 + 2i es una de las soluciones.

Como 1 + 2¢ es una solucién, por el teorema de los ceros conjugados 1 — 2¢ también es solucién y
por el teorema del factor (z — (1 +2i)) = (r —1—2i) y (v — (1 —2¢)) = (z — 1 + 2¢) son factores.
Para resolver este ejercicio existen dos posibilidades:

= Desarrollar el producto de los dos factores conocidos y realizar la division larga de los
polinomios.

(x —1—2i)(x — 1+ 2i) = (2° — 2z + 5)

Asi, al hacer la divisién larga se obtiene

xt — a3+ 22+ 92— 10

2
— o2
2 -2z +5 v

= Usar division sintética para ambos términos

Primero con (x — (1 + 2i))

1 -1 1 9  -10
1+2 —442 —7—4i 10 | 1+2
1 2 342 2—-4 0 |

Ahora se divide este resultado entre (z — (1 — 2i))

1 2 =342 2—4
1-20 1-2 —2+4i|1-2
11 —2 0 |

Por lo que se obtiene el mismo resultado, el polinomio 2% 4+ z — 2
Al resolver la ecuacién 2% + x — 2 = 0 se obtiene que z = -2y z = 1

Por lo que las soluciones de la ecuacién z* — 2% + 22 + 92 — 10 = 0 son —2,1,1 4+ 2i,1 — 2i

Ejemplo 195.}

Resuelva la ecuacién z* — 22° + 622 — 82 + 8 = 0 si se sabe que 2i es un cero del polinomio

Si se sabe que 2i es un cero entonces —2i también es un cero y se tendria que (x — 2i) y (x + 21)
son factores del polinomio. Al multiplicar estos dos factores se obtiene
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(z — 2i)(x + 2i) = (2* + 4)

Haciendo la division se obtiene

1 —22% +62% -8 8
T z° + bx T + 2 _9r 49
2 +4

Y al resolver la ecuacién 22 — 22 + 2 = 0 se obtienen las otras dos soluciones: 1 +iy 1 —4

Por lo que los ceros son —2¢,2¢,1 4+ 17,1 — ¢

f
4.5. Fracciones racionales y simplificacion
r—(Deﬁnicién 55. Fraccion racional]
P
Sean P(z) y Q(x) dos polinomios en una variable. La expresion QEx; recibe el nombre
i

de fraccion racional, P(z) recibe el nombre de numerador y Q(z) recibe el nombre de

denominador de la fraccién.
,—[Ejemplo 196.} \

Las siguientes expresiones son ejemplos de fracciones racionales

=3z +1 ; —5z + 102° — 25

| 2z + 5 32" — 525+ 8 )

4.5.1. Simplificaciéon de fracciones racionales

Si P(x), Q(x) y C(z) son polinomios entonces se cumple que:

para todo x tal que C(x) £ 0

Ejemplo 197.}

Simplifique la fraccién racional
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Ejemplo 198.}

n®>—n

Simplifique la fraccién racional —————
prid n2+3n—4

4.5.2. Operaciones con fracciones racionales

Observe que las fracciones racionales son fracciones, por lo que son ciertas las mismas operaciones
que se definieron para los niimeros racionales.

Es decir, si gg; y % son fracciones racionales, entonces son verdaderas las siguientes igualdades:
| A(x) N C(x) _ A(z) - D(x) + C(x) - B(x)
- B(z)  D(z) B(x) - D(x)
o, Alr) Cfz) _ Afz)-D(z) - C(z) - B(z)
- B(z)  D(z) B(x) - D(x)
5 Ale) Cl@) _ Alz)-C(z)
" B(z) D(x) B(x)-D(x)
L Al) | Cl) 5D A D)
" B(x) = D(x) ggg ~ B(x) - C(x)

Nota: : Al igual que en nimeros, la suma y la resta de fracciones racionales con las formulas dadas
puede dar un resultado sin simplificar, la manera en que se obtiene un resultado mas simplificado

€s:
mem(B(z),D(x)) mem(B(z),D(x))
(x) _ Al) 50— +Cl) 750

C
B(z) D(x) mem(B(x), D(x))

Ejemplo 199.}

2z
z+1 1—2a2

Simplifique la fraccién racional

T 20z 2z
r+1 1-22 z+1 (1+2)(1—x)
_r(l—z) -2
1+ —2)
—2? -z

(1+2)(1—x)
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Ejemplo 200.]

Simplifique la expresion

xy
Ty Tty
z—y Ty
(z+y)(z—y)
ay
z+y
z—y

_ A7) —y)(z —y)
ry(z—+7gJy
_(@-y)
y

r+y=+0

Ejemplo 201.}

Q“|°“

ib _|_
Simplifique la expresion T
(a+b)(a—b)

b (a+b)%+(a—b)?
A atb _ (a=b)(atd)

1 - 1
(a+b)(a—b) (a+b)(a—b)
a?+2ab+b%+a®—2ab+b>

(a—b){a+b)

1
(a+b)(a—b)
2a242b%
(a—b)(a+b)

1

(a+b)(a—b)

_ o b)a—b)(20” + 20)

@
@‘

La—b]laA+b]

= 242 + 2b*

a+b+0,a—b+0
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Ejemplo 202.]

3 3
: : s 2 34z 6+4-2x
Simplifique la expresion ~—5——3—
3=z " 3tz
3 3 3 _3
31z 6+2¢ _ 3tz 2(3+a)
3 4 3 33+x)+3(3-x)
3—z | 3+z BB+
6-3
. 2(3+x)
9+ +9—3¢
(3—z)(3+x)
3
_ 2(3+x)
= 18
(3—z)(3+x)

3(3— 2)(34T)

= -3
36(3+1) T+
_3—x
12
Ejemplo 203.}
Simplifique la expresién ———
a=2— b2
_ _ 1,1
at+b7! _ & + 3
=" %-a
bta
ab
b2 g2
a?b?

a+0,b+0,a+b+0

Ejemplo 204.}

1 1 1
Simplifique la expresion ( — > + (
rT—Yy T+Y r—y

)
+
y

Ttrty+r—y

( 1 1 ),( 1 1 ) x+y—x+y |
T—y T+Yy r—y T4y (z—y)(z+y)

(z —y)(z +y)

_ Byl
Zu(e—g)(z+7)
Yy

r—yF+0,x+y+0

T
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4.6. Fracciones parciales

Esta técnica consiste en separar una fraccién “compleja” en fracciones mas sencillas, es lo opuesto
a sumar o restar fracciones algebraicas.
Por ejemplo, por la resta de fracciones se puede calcular que
1 1 z-2—(r—-3) 1
r—3 -2 (z-3)(z—-2) 22-5x+6

Entonces, al aplicar fracciones parciales lo que se quiere obtener un método para lograr “separar”

la fraccion
1 1 1

»?2=5r+6 -3 x-—2
La idea del método es convertir las fracciones “complejas” en fracciones “simples”, para ello se
debe seguir el siguiente procedimiento.

4.6.1. Fraccién Impropia
Definiciéon 56.}

Una fraccién polinomial de la forma se dice que es impropia si el grado del polinomio

(x
Q(z)

P es mayor o igual que el grado del polinomio Q.

Si la fracciéon de polinomios es impropia, entonces realice la division de dichos polinomios, en la
fraccién resultante debe aplicar el método en el caso de las fracciones no impropias.

Ejemplo 205.}

32—z +3
Aplique la divisién de polinomios en la fraccién impropia ——— .
2?2+ —2
20+ 1
( a* —r+3)+ (P +r—-2)=r—14+ 55—
— 23— 2% + 20 w2
—a2? +r+3
2 +x—2
20 + 1
3 —2+3 2z + 1
Por lo tanto ———=2—-14+ ———
2?2 +x—2 24+ —2 f
Ejemplo 206.]
> -z
Aplique la divisién de polinomios en la fraccién impropia —
7wr de a9 1l
—2r—1
2 2
—x)+ +rx+1)=1+
( ’ o)+ (@) 2tz +1
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2 —x 2 + 1

Por lo tanto ———— =1 — ———
Or O 1 2?2+ +1 f
Ejemplo 207.}
2 _
Aplique la divisién de polinomios en la fraccién impropia SL‘2 T
x
(@)@t =14 2]
2 2 +1
- —1
—x—1
. 2’ -z r+1 ;
or lo tanto =1-
2?41 2+ 1

4.6.2. Fracciéon no impropia

Si la fracciéon no es impropia entonces factorice completamente el denominador en factores lineales
y cuadréticos irreducibles, cada uno de ellos tendrd la forma (ax + b)™ 6 (az? + bx + ¢)™, donde en
el segundo caso b? — 4ac < 0.

1. Factores lineales:

Por cada factor lineal de la forma (ax 4+ b)™, la descomposicién en factores simples debe
incluir la suma de las m fracciones siguientes:

A N Ay - Am
ar+b  (ax+b)? T (ax+b)™

con Ay, Ay, ..., A, €R

Ejemplo 208.}

3x —3

Aplique el método de fracciones parciales en la fraccién e Rp—1
x?—x—

3r—3 A B
=)@+ 1) =I_2+x+1:>3:c—3=A(x+1)+B(x—2)

=3r—3=(A+B)z+ (A-2B)

A+ B=3
A—-2B=-3
=A=1,B=2
— 1 2
Por lo tanto 53 = + T

2—-—x-2 -2 x4+1

Ejemplo 209. |

522 + 20x + 6

Aplique el método de fracciones parciales en la fraccién / ———dx
3 +2r2 4+
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5x2+20x+6_5x2+20x—|—6

Primero se tiene que B a NESEICI asi
53:2—1—203U—i—6_A+ B N C
rx+1)2 x4+l (v+1)2

= 51° + 202+ 6 = A(xr + 1)> + Br(z + 1) + Cx
=502 +200+6=(A+B)2*+(2A+B+C)x+ A

A+B=5
= 2A+ B+ C =20
A=6
= A=6B=-1,0=09
5$2+20:U+6_6 1 9

Por lo tanto ———m—— = — — +
B +222+r  x x+1  (x+1)?

2. Factores cuadraticos:

Por cada factor cuadratico de la forma (az? + bz + ¢)*, la descomposicién en factores simples

debe incluir la suma de n fracciones siguientes:
Alx + Bl A2$ + BQ Anfﬂ + Bn
+ ...+
ar? +bx +c¢  (az? + br + ¢)? (ax? + bx + )
con A17 Ag, ceny An; Bl7 BQ, ceny Bn e R.

Ejemplo 210.]

223 —4x — 8

Aplique el método de fracciones parciales en la fraccién

(22 — ) (22 + 4)

Pri i 203 —4xr — 8 203 —4x — 8 ;
rimero se tiene que = asf
q (22 —2) (22 +4) z(x—1)(a2+4)

203 —4x — 8 A B Cx+D

z(zx —1)(22 +4) PR 2 +4

= 21 —dx — 8= A(xz — 1)(2* + 4) + Bz(2* + 4) + (Cz + D)z(x — 1)
= 21° — 4 —8=(A+ B+ C)2* + (—A— C+ D)x* + (4A + 4B — D)x + (—44)

A+B+C=2
—A-C+D=0
4A+4B—-D = —4
—4A = -8

= A=2DB=-2C=2D=4

Por 1o tant 223 — 4 — 8 2 2 +2x+4
or lo tanto =——
(2 —x)(x?2+4) =z x—1 a22+4

Ejemplo 211.}

8x3 + 13z

Aplique el método de fracciones parciales en la fraccion ————
(22 + 2)2
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8x3+13x_A1:+B+ Cx+ D
(22 +2)2 2242 (22+2)2
= 82° + 13z = (Ar + B)(z* +2) + Cz + D

= 82° + 13z = Az® + Bz® + 2A+ CO)z + (2B + D)

A=28
B=0
2A+C =13
2B+ D =0

= A=8B=0,C=-3,D=0

8x3 + 13z 8 3z
Por lo tant = —
or 10 tatlto (22 + 2)2 22 +2 (22 +2)? f

Ejemplo 212.}

3r+4

Aplique el método de fracciones parciales en la fraccion ——
3 —2x —4

Pri . 3r+4 3z +4 ,
rimero se tiene que = asl
W or 4~ -2 +20+2)

3x + 4 A N Bx +C
(x—2)(22+22+2) -2 22+20+2
=3z +4 = A(z® + 2z + 2) + (Bx + O)(z — 2)

=3r+4=(A+B)r* + (2A-2B + C)z + (24 - 2C)

A+B=0
=<{ 2A-2B+C =3
24 —-2C =4

= A=1,B=-1,C=-1

3r +4 1 1
Por lo tanto T = _ T
¥ —2r—4 -2 2242x+2

4.7. Racionalizacion de expresiones numéricas y algebraicas

Dada una expresién algebraica cuyo denominador involucra radicales, se llama racionalizacion del
denominador al proceso por el cual se determina otra expresién que no involucra radicales en el
denominador y que es equivalente a la expresién algebraica dada.

En los ejemplos para esta seccion se va a suponer que todas las raices estan bien definidas.

Caso 1
Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando la siguiente propiedad:

SiaeR, neN, n>=2y {/aeR entonces {/a" = a
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Ejemplo 213.]

Racionalice y simplifique la expresién —

5=

I /22
V2 V2 W22
/22
3 22
T2
Ejemplo 214.}
x2—4

Racionalice y simplifique la expresion

— T %2
=(z+2)ver -2
Ejemplo 215.}
T SR . 2
acionalice y simplifique la expresién ——
Yy piang p 5@
20 22?  a!
Svad  bvad  vat
227/ 2
_ UVt x£0

54
2Vt
5

Caso 2

Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando la siguiente propiedad:
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Sia€eR, be R entonces (a —b)(a+ b) = a® —b?

Ejemplo 216.}

1
Racionalice y simplifique la expresion ———
V2 +4/3

L1 V3
VZEVE V23 VE-y3
IR
V2 (VB
_V2-v3
2-3
V2- 3
—1

V32

Ejemplo 217.}

. . . . oz r—Y
Racionalice y simplifique la expresion —————
\/E - \/@

r—y _ w—y VT

V= VT VT
(z —y) (Ve + )
(Vz)? = (Vy)?

:LT’/%+ vY) r—y+0
= \/54_\/@
Ejemplo 218.]
9y — 42

Racionalice v simplifique la expresiéon ——
I P 20 + 3,/

9y — 42?9y —4a® 2w -3y
20+ 3y 2043y 2t -3y
(9y — 42%) (22 — 3,/y)

42?2 — Yy
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— (422 2x — 3
4 y
=3y —

Caso 3
Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando alguna de las siguientes propiedades:
Siae R, be R entonces:
(a—0b)(a®>+ab+b*) =a® -1
(a+0b)(a®>—ab+ V) =a®+1°

Ejemplo 219.]

1
Racionalice v simplifique la expresion ———
1 1 (V2)2 — V2 -3+ (V3)?

V2+B T 243 (V22— 23+ (V3)
(V2)2 = V2 V3 + (V3)?
(V2)3 + (V3)3
_ VA=V6+9
2+ 3
VA= V6+9
5

OJ

Ejemplo 220.}

f\?’/T

Racionalice y simplifique la expresion ———

I e TN L R 2% TR CE)
Vi—VEy Vet (VAP e Ry (V)
(=2 (Y2 + 5 V% + (V2)°)
(Vz)? — (V29)?
_ 23 + 2 + /1) oyt
=27
— Va2 + 2zy + X

Ejemplo 221.}

8r + 11
2 —2+3

Racionalice y simplifique la expresion
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Br+11  8r+11 (2¥a—2)" -2y —2.3+3
2Wr—2+3 2Yr—2+3 (2Vr—2)2—2¥r—2-3+ 32
(8 + 11) [43/(z = 27 — 63w =2 + 9]

(2¢z —2)° + 33
M[4{’/(w—2)2—6{"/m—2+9] 11
= (Be 117 T3

— 4/ (x =22 =6V —2+9



Capitulo 5

Ecuaciones y Problemas

~ Definicién 57. Ecuacién |

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones, estas expresiones pueden ser algebraicas,
trigonométricas o de muchos otros tipos.

r—[Deﬁnicién 58. Solucién de una ecuacién]

Una soluciton de una ecuacién es un nuimero real que, al sustituirlo en la variable, provoca
una identidad numérica.

El conjunto que contiene todas las soluciones se denota S y se llama conjunto solucion.

. J

Para resolver las ecuaciones se puede hacer uso de las propiedades que se habian demostrado en el
Capitulo 2.

Propiedades de las igualdades
1. Sia,b,ce Ry a=>bentonces
a) a+c=b+c
b) a—c=b—c
c)a-c=b-c

b
gz—,Sic#cO
c ¢

d)
2.a-0=0
3.a-b=0<a=0460=0

4. —(—a)=a

174
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5.1. Ecuacion lineal

r—[Deﬁnici()n 59.}

- . —b : ., —b
Su tnica solucién es — y su conjunto solucién es S = < —
a a

Una ecuacion lineal es una ecuacion que se puede expresar de la forma ax +b = 0, con a F 0.

,—[Ejemplo 222.}

Determine el conjunto solucién de la ecuacion 2z —6 = 0

\

Soluciodn:

20 —6=0=2xr =6

X

=
=

Wolo

X

Por lo tanto S = {3}

Ejemplo 223.]

Determine el conjunto solucion de la ecuacién 6z — 7 = 2z + 5

Solucion:

6r—T=2c+5=06x—2x=5+7

= 4xr =12
12

:>CC:Z

=1z =3

Por lo tanto S = {3}

Ejemplo 224.}

Determine el conjunto solucién de la ecuacién z(x — 1) — 5 = (z — 3)?

Solucion:

r(r—1)-5=(@—-3?=2"-2-5=2"-62+9

:Z/Z—w—%j+6x=9+5

= br=14
N 14
r=—
5

14
Por lo tanto S = {E}
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Ejemplo 225.]

Determine el conjunto solucién de la ecuacién 3(2z + 1) = 2(3z — 4)

Solucion:

3224+ 1) =23z —4)=6x+3 =06z —38
=6 —6r=-8-—-3
=0=—11

Como se llegd a una igualdad que siempre es falsa, entonces se concluye que esta ecuacion no tiene
solucidn, en este caso S = {}, otra manera de expresar esto es S = ¢

Ejemplo 226.]

Determine el conjunto solucién de la ecuacién (x — 1)? = (z + 1)? — 4z

Solucidn:

(z—-1P=@+1)P-dr=2"-2r+1=2"+2r+1—4x
=2’ —2r -2 —2r+4dr=1-1

=0=0

En este caso, contrario al anterior, se llegé a una igualdad que siempre es cierta, lo que quiere decir
que la igualdad se cumple para cualquier valor de x, por lo tanto, S = R

5.2. Ecuacion cuadratica
Definicién 60.}

Una expresién que se puede representar de la forma ax? + bz + ¢ = 0, con a F 0, recibe el
nombre de ecuacion cuadrdtica.

Para determinar las soluciones de una ecuacién cuadratica se utiliza la férmula general:

T = %ﬁ, donde A = b* — 4ac
En donde se cumple que:
= Si A =0 la ecuacién tiene dos soluciones repetidas.
= Si A > 0 se tienen dos soluciones reales distintas.

s Si A < 0 la ecuacién no tiene soluciones reales.

Ejemplo 227.}

Determine el conjunto solucién de la ecuacién 622 + x —2 = 0

En este caso se tiene A = b —dac=1>—4-6-—-2 =49
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—1++49  —1+7
12 12
1 2

Aqui se tiene r1 = = y 19 = ——
q 1 2Y 2 3

Por lo que z =

Por lo tanto, S = —2,1
32

Ejemplo 228.}

Determine el conjunto solucién de la ecuacién 222 + 2z = 2

En este caso la ecuacion es 222 + 2z — 2 =0

Aqui A=b—4dac=22—4-2--2=20

—2++v20 2425 1445
4 B 4 B 2

—1—+5 —14++/5
2 72 }

Por lo que =z =

Por lo tanto, S = {

5.3. Ecuacién de grado mayor que dos

Para resolver una ecuacién de grado mayor que dos primero se factoriza completamente el polinomio
y luego se utiliza la propiedad de igualdades

a-b=0=a=060b=0

Ejemplo 229.}

Resuelva la ecuacién 3 + 622 + 11z +6 =0

Al factorizar el polinomio con divisién sintética se obtiene
(x+2)(z+3)(x+1)=0

De aqui, por la propiedad de igualdades se tiene

r+2=0 r+3=0 r+1=0

= r= -2 =1r=-3 =75=-1

Por lo tanto S = {-3, -2, -1}

Ejemplo 230.}

Resuelva la ecuacion —z2 + 22—z +1=0

Al factorizar el polinomio con divisién sintética se obtiene
(z—1)(-2>-1)=0

De aqui, por la propiedad de igualdades se tiene
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r—1=0 —r?—1=

=zr=1 No aporta solucion.

Por lo tanto S = {1}

5.4. Ecuaciones con radicales

Para resolver este tipo de ecuaciones, primero se debe encontrar la manera de eliminar las raices,
para ello se puede utilizar la propiedad ({/z)" = x y luego se resuelve la ecuacién.

En ocasiones es necesario elevar varias veces para poder eliminar varias raices, en estos casos se
recomienda ir despejando el término con raiz antes de elevar.

Se debe recalcar que si en la propiedad ({/z)" = x el n es par entonces la propiedad es cierta sélo
cuando x = 0; cuando se resuelve una ecuacion con radicales este hecho no se toma en cuenta, por
ello al final se debe realizar prueba.

Ejemplo 231.}

Resuelva en el conjunto de los nimeros reales la ecuacion x —4+v/x +3 +6 =0

zT—4Vr+3+6=0=2x+6=4vz+3
= (z +6)* = (4\/x+3)2

= 2° + 122 + 36 = 16(x + 3)
= 224+ 122 + 36 — 162 — 48 = 0
=22 —4r—12=0

:>$1:6é$2:—2

Prueba
» Siz = 6 se tiene
6-4vV6+3+6=0=6-4-34+6=0
=0=0
s Six = —2 se tiene
2 4/ 2434620=-2-4-1+6=0
=0=0

Por lo tanto S = {—2,6}

Ejemplo 232.}

Resuelva en el conjunto de los nimeros reales la ecuacién 3y/x — 1+ x =5




Alexander Borbon AIDIZar ......... ... ... 179

WVr—1+xz=5=3r—-1=5—=x
= (BVe—1)" = (5-2)
= 9(x — 1) = 25 — 102 + 2*
= 22— 192+ 34 =0

=>(L'1:17(5,I‘2:2
Prueba
m Six =17 se tiene
3WIT—1+1725=3-4+17=5
=29+5
s Six =2 se tiene
3V2-14245=3.1+2<5
=5=5

Por lo tanto S = {2}

Ejemplo 233.}

Resuelva en el conjunto de los nimeros reales la ecuacion /z — 1 = v/z — 1

Vi—l=vo—1=(Vz-1)7"=Wz-1)
=xr—2Jr+1l=2—1
=2 =2/
=22 = (2v/z)°
=4 =4z

=zr=1

Prueba

» Six =1 se tiene

Vi-1ZV1-1=0=0

Por lo tanto S = {1}

Ejemplo 234.}
Resuelva en el conjunto de los niimeros reales la ecuacién v/x + 2 —1 = /2 — 3
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Vi+2-1=v2r—3= (Vo+2-1)" = (V2z—3)’
Sr+2—-2Vr+24+1=2x—-3
=6—x=2Vr+2
= (6 —2)* = 2V + 2)°
= 36— 122+ 2% =42 + 8
= 22— 162 +28 =0

=1, =20xy=14

Prueba

» Siz =2 se tiene

V2+2-124y2.2-3=1=1

s Six = 14 se tiene

VId+2-11214—-3=4—-1=+25
=3%5

Por lo tanto S = {2}

5.5. Ecuacion con fracciones racionales

Para resolver una ecuacién con fracciones racionales se puede seguir el siguiente procedimiento:

1. Determine los valores de x que hacen que los denominadores de las expresiones sean cero,
estos valores no pueden ser solucion de la ecuacion ya que hacen que se indefina la expresion.

2. “Pase” todos los términos a un solo lado de la igualdad.

3. Realice las sumas o restas indicadas (se debe tener cuidado de tomar el minimo comun
multiplo de los denominadores para que quede la expresiéon mas simple posible).

4. Elimine el denominador (se pasa a multiplicar al cero, esto es vélido si se tienen en cuenta las
restricciones del primer paso).

5. Resuelva la ecuacién resultante. Las soluciones de la ecuacién son las encontradas en este
paso eliminando los valores que son restricciones.

Ejemplo 235.}

3
r—2

Determine el conjunto solucion de la ecuacién — =
x

Las restricciones son: 0 y 2.
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=0
- x(zr —2)
:>x—2—3x_0
z(r —2)
= 2xr—-2=0
= =-1

Como —1 no es restriccién se tiene que S = {—1}

Ejemplo 236. |

3 5 2
2 —4 x+3 1—2

Determine el conjunto soluciéon de la ecuacién

Las restricciones son: —3 y 2.

3 5 2 3 5 2

2r—4 x+3 -2 2x—-4 z+4+3 x-2
3 ) 2

20c—2) z+3 x—2

_ 3(z+3) —5(2(x —2)) —2(2(z + 3)) _0

2(z —2)(z + 3)

=3r+9—-100+20-42—-12=0

= —1llx+17=0

7

1

=0

= =0

=T

1 .. ) 17
Como 11 no es restriccion se tiene que S = 11

Ejemplo 237.]

x? 3—zx 5

+ =
+3 -2 x224+2x—6

Determine el conjunto soluciéon de la ecuacién

Las restricciones son: —3 y 2.

x? +3—x: 5 N x? +3—x_ 5 _
xr+3 -2 2»*+xr—-6 x4+3 x—2 22+x—6
x? 3—x 5 _ 0
:>x—|—3+x—2 (x+3)(xz—2)
x2(:c—2)+(3—:c)(:1:+3)—5_0

(x + 3)(x —2)
=1 -2 +9 -2 -5=0
=23 —-3224+4=0
= (r+1)(x—-2)2=0
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=sr=—16x=

Como 2 es una restricciéon entonces S = {—1}

5.6. Sistemas de ecuaciones
Definicién 61.}

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de dos o mas ecuaciones lineales que se
deben resolver en forma simultdanea, es decir, se debe encontrar una solucién que satisfaga
todas las ecuaciones al mismo tiempo.

5.6.1. Sistema de dos ecuaciones y dos variables

En este caso se tiene un sistema en donde hay dos ecuaciones y en el sistema se encuentran dos
variables.

Ejemplo 238.}

Los siguientes son ejemplos de sistemas de dos ecuaciones con dos variables

1 T+2y=>5 9 Tr =21
| 3z—y =28 | 2z4y=1

Para resolver un sistema de ecuaciones como estos se pueden utilizar los siguientes métodos.

Método de sustitucién

Este método consiste en despejar una variable en una de las ecuaciones, sustituir esta variable en
la otra ecuacion y resolverla.

Ejemplo 239.}

r+2y=>5 (1)

Resuelva el sistema de ecuaciones { Sz —y—8 (2)

De (1), z =5—2y

Sustituyendo en (2),3(5—2y) —y=8=15—-6y—y=8=y =1
Asi, 2 =5—-2y=5—-2-1=3

Por lo tanto S = {(3,1)}

Ejemplo 240.}

x—by=—6 (1)

Resuelva el sistema de ecuaciones { % +y = 10 @)

De (1), z = —6 + by
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Sustituyendo en (2), 2(—6 +5y) +y =10 = —12+ 10y + y = 10 = y = 2
Asi,z=—-6+by=—-6+5-2=4
Por lo tanto S = {(4,2)}

Ejemplo 241.}

—z+ 3y =2 (1)

Resuelva el sistema de ecuaciones { 2% — 6y = 5 )

De (1), z =3y — 2
Sustituyendo en (2), 2(3y —2) —6y =5=6y—4—6y=5=—-4=5

Lo cual es una incongruencia, por lo tanto S = ¢

Método de eliminacion

Suponga que se tiene el sistema de ecuaciones

{ax—i—by:c (1)
de +ey = f (2)

En este método lo que se hace es multiplicar (1) por d y multiplicar (2) por —a; luego se suman
las ecuaciones resultantes y se resuelve la ecuacion, de esta manera se obtiene el valor de x. Por
ultimo, se sustituye el valor de la z en (1) 6 (2) para obtener el valor de y.

Ejemplo 242.}

x—by=—6 (1)

Resuelva el sistema de ecuaciones { 2% + 1 = 10 )

2 {:c—5y=—6 :>{ 20 — 10y = —12

—1- 2v +y =10 —2z—y=-10
Si se suman estas dos ecuaciones se obtiene —11ly = =22 = y = 2.
Sustituyendo este valor en (1) se obtiene x —5-2 = —6 = x = 4.

Por lo tanto S = {(4,2)}

Ejemplo 243.}

3z —4y = 10 (1)

Resuelva el sistema de ecuaciones { % + 5y = —1 2)

2- [ 3x—4y=10 (1) _ ) 6z =8y =20
-3 | 2o +by=-1 (2) —6z — 15y =3

Si se suman estas dos ecuaciones se obtiene —23y =23 =y = —1.
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Sustituyendo este valor en (2) se obtiene 2z —5 = —1 =z = 2.

Por lo tanto S = {(2,—1)}

Ejemplo 244.}

x—2y=—6 (1)

Resuelva el sistema de ecuaciones { 2% + 5y — 24 @)

2-{x—2y:—6 (1) @{2;:;—4y=—12

—1- | 2z+5y =24 (2) —2x — b5y =—24
Si se suman estas dos ecuaciones se obtiene —9y = —36 = y = 4.
Sustituyendo este valor en (1) se obtiene x —2-4 = —6 = x = 2.

Por lo tanto S = {(2,4)}

5.6.2. Sistema de tres ecuaciones y tres variables

En este caso se trabajaran los sistemas de ecuaciones en donde se presentan tres ecuaciones y el
sistema tiene tres variables.

,—[Ejemplo 245.}

Los siguientes son sistemas de tres ecuaciones con tres variables

z+2y—22=3 (1) —3z+3y+z=1 (1)
1. dz—y+2=1 (2) 2.4 x—2z=2 (2)
—2x+b5y—z=4 (3) 2y+32=1 (3)

\ J

Para resolver este tipo de sistemas de ecuaciones se utilizara el método de sustitucion:
1. Despeje de la ecuacién (1) alguna de las variables y sustitiyala en (2) y (3).

2. Resuelva el sistema de dos ecuaciones y dos variables formado por las nuevas (2) y (3)
utilizando algiin método ya conocido.

3. Sustituya los valores encontrados en la ecuacién (1) y encuentre el valor de la dltima variable.

Ejemplo 246.}

r+2y+3z2=4 (1)
Resuelva el sistema de ecuaciones { 2z +3y +4z =1 (2)
Iz+dy+2=2 (3)

De (1) se tiene x =4 — 2y — 3z

Sustituyendo en (2) y (3) se obtiene el sistema

24—-2y—32)+3y+4z=1 N —y—2z=-7
3(4—2y—32)+4dy+2z=2 —2y — 8z = —10
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2y +4z =14
—2y —8z =-10

Al sumar estas dos ecuaciones se obtiene —4z =4 = 2z = —1
Al sustituir este valor se obtiene —y —2-—-1=-7=9y=9

Y, por ultimo, se sustituyen estos valores en cualquiera de las ecuaciones originales, si se sustituye
en (1) setienex +2-9+3-—-1=4=12=—11

Por lo tanto, S = {(—11,9,—1)}

Ejemplo 247.}

r+2y—22=3 (1)
Resuelva el sistema de ecuaciones { 4z —y+ 2 =1 (2)
—2x+5y—z=4 (3)

De (1) se tiene x = 3 — 2y + 2z

Sustituyendo en (2) y (3) se obtiene el sistema

{4(3—2y+22)—y+z=1 :>{—9y+9z=—11

—2(3 -2y +22)+5y—z=4 9y — 5z =10
: . —1
Al sumar estas dos ecuaciones se obtiene 4z = —1 = z = e
- . -1 35
Al sustituir este valor se obtiene 9y — 5 - = 10=y= 36
s o . -1 5
Y, por ultimo, al sustituir en (1) se tiene x + 2 - 36 2 - T 3=x= 9

Por lo tanto, S = §, §, _—1
936" 4

Ejemplo 248.}

r—5y+2z2=1 (1)
Resuelva el sistema de ecuaciones { 3z +y—z=2  (2)
—z—3y+2=0 (3)

De (1) se tiene x = 1 + by — 2z

Sustituyendo en (2) y (3) se obtiene el sistema

{3(1+5y—22)+y—z=2 :>{16y—7z=—1

—(1+by—22)—3y+2=0 —8y+32=1
_ 16y — 7z = —1
—16y + 6z = 2

Al sumar estas dos ecuaciones se obtiene —z =1 = 2z = —1
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-1
Al sustituir este valor se obtiene —8y +3-—1=1=y = 5

Y, por ultimo, se sustituyen estos valores en cualquiera de las ecuaciones originales, si se sustituye

en(l)setienex—5-_7+2-—1=1=>x=5

1 -1
Por lo tanto, S = - —,—1
or lo tanto, {(2, 5 )}

5.7. Ecuaciones por cambio de variable

Algunas veces una ecuacion se puede transformar en otra ecuacién mas simple realizando un cambio
de variable conveniente. Por lo general, la ecuacién resultante es una ecuacion cuadrética.

Ejemplo 249.}

Resuelva la ecuaciéon z* + 422 —5 =10

Observe que la ecuacién se puede expresar como (z%)? + 4(2?) —5 =10

En este caso se hace el cambio de variable u = 22 y se obtiene la ecuacién u? + 4u —5 = 0
Esta ecuacién tiene por solucién u =1y u = —5.

Volviendo a la variable original u = 22, entonces

=1 2= -5

=r ==l No aporta solucién.

Por lo tanto S = {—1,1}

Ejemplo 250.}

., 2 1
Resuelva la ecuacion 3x3 —4x3 —4 =0

2
31:%—4:0%—4:0:3(93%) —4(x%)—4=0
SeaUZm%

=3u?—4u—4=0

De aqui
—2
Y
u1=2 $%:—_2
r3 =2 3 .
-
x =38 3
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Por lo tanto S = {_—78,8}

Ejemplo 251.}

1\ 10 1\°
Resuelva la ecuacion 2 <x — —> =7-5 (m — —)

1\?
Sea u = <$—§>

=22 +5u—-T7T=0

De aqui
_ -7
v=l 1\° YTy
:>(x——) =1 1 5 _
2
1 (-3
—r—-=15 1
2 1 = L_ (=Y
—o=14; T\ 2
3 N 5—7+1
== - x: — —
Ty 2 "2
-7 13
Por 1 to S =< A/ — 4+ =, =
or lo tanto { 2—1—2,2}

5.8. Ecuaciones con valor absoluto

Para resolver una ecuacién con valor absoluto de la forma |P(x)| = a, con a € R,a = 0 se puede
utilizar la siguiente propiedad que se demostrd en el Capitulo 2:

|P(z)] =a= P(z)=a6 P(x) = —a

Nota: En el caso que a < 0 entonces la ecuacién no tiene solucion.

Ejemplo 252.}

Resuelva la ecuacién |z — 5| = 3.

Se tienen las opciones:

r—5=3=x=28 r—5=-3=x=2

oS =1{2,8}. l
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Ejemplo 253.}

Resuelva la ecuacién |z? + 1| = 15.

Se tienen las opciones:

2 _ 2
P+l=15=22=14 22 +1=—-15=2%=—-16

=1z =+V14 =z =1v—16

Como 4/—16 no es un numero real entonces:
S8 = {14,114}, T

Si hay mas variables externas al valor absoluto o hay varios valores absolutos entonces es mejor
utilizar las dos opciones: cuando P(z) > 0 y cuando P(x) < 0, al final se debe verificar que las
soluciones obtenidas cumplan con el intervalo correspondiente.

Ejemplo 254.}

Resuelva la ecuacién |3 — z| — |2z + 1] = 2.

33—z si 3—z=20=2x<3

Note que |3_$|:{ —B3—x) si 3—zx<0=z>3

2 +1 si 2r+120=2>

Ademds |2“’+1|:{ —Qr+1) sl 2wHl<0=z<

-1
—00 2 3 0

B—2)——2z+1)=2| B—2)—2xr+1)=2 | -B—2)—2z+1)=2

3—x+2x+1=2 -3z =0 - =26

r=—2 x=0 r=—06

Note que en la tercera columna el resultado (—6) no esta en el intervalo en donde se esté resolviendo
([3,20]), por lo que no se toma en cuenta.

oS =1{-2,0}. l

Ejemplo 255.}

Resuelva la ecuacién x - |1 + z| = 2.

1+« si 1l+4xz=20=2=>=—-1

Noteque|1+w|={ —(142z) si l+z<0=z<-—1
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—0 -1 o0
r-|l+z] =2 r-|l+z] =2

r-—(1+z)=2 r(l+x)=2

—2?—x—-2=0 ?+z2-2=0

No tiene solucion r=16x=-2
Note que en la segunda columna la posible solucién x = —2 no esta en el intervalo en donde se estéa
resolviendo ([—1,a0]), por lo que no se toma en cuenta.
S8 = {1} T

Ejemplo 256.}

Resuelva la ecuacién |z — 1|+ |2 —z| = 1.

r—1 si r—120=x>1

Note que |x—1|:{ —(r—1) si z—-1<0=z<1

2—x si 2—xz=20=2x<2

Ademaés |2—x|={ —(2—2) si 2—x<0=z>2

—0 1 2 o0
—(z-1)+2-2)=1 r—1+2—-2)=1 r—1-02—-2)=1
—x+1+2—-x2=1 r—14+2—-2=1 r—1-24+2=1
—2r = =2 1=1 20 =4
r=1 Todo el intervalo x=2
S8 =11,2]. T

5.9. Problemas

Para resolver problemas no existe una féormula general, sin embargo, se dan varias sugerencias que
se deben seguir:

1. Lea con cuidado el problema.

2. Clasifique los datos que se dan y las cantidades desconocidas represéntelas con letras, escri-
biendo claramente lo que significa cada una.

3. Haga una lista con los datos conocidos y piense en la relacién que hay entre ellos, un dibujo
podria ayudar. Con esto, trate de plantear una ecuacion.

4. Resuelva la ecuacién y deseche las soluciones imposibles: distancias negativas, niimeros no
naturales de personas, etc. y de la solucion.



Alexander Borbon AIDIZar ......... ... ... 190

Ejemplo 257.}

Si un automovil viaja a una velocidad de 80’“77", ., Cuanto tiempo necesita para recorrer una
distancia de 180km? Nota: La relacién entre distancia, velocidad y tiempo es d = v - t.

k
En este caso d = 180km y v = SOTm, asi:

d 180 9
=—=—=-=225
v 80 4
Durara 2,25 horas, es decir, dos horas y quince minutos.
f—[Ejemplo 258.} N

Un estudiante de un curso de fundamentos de matematica obtiene notas de 65 y 58 en dos
examenes parciales, en tareas tiene un promedio de 95. Si la ponderacion de las tareas es un
10 % y los tres parciales un 90 % y el curso se pasa con 70. ;Qué nota debe sacar en el tercer
parcial para aprobar el curso?

\ J

Sea x la nota que se debe obtener en el tercer parcial, asi

65-30%+58-30%+x-30%+95-10% = 70
195+174+2-0,3+95 = 70
0,3z + 46,4 = 70
0,3z = 23,6
xr = 78,67

El estudiante debe obtener mas de 78.67 para poder pasar el curso.

,_[Ejemplo 259.] ,

Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba, desde una altura de 20m sobre el piso. Si
su altura en metros (h), después de t segundos estd dada por la ecuacién

h = —4,9t* + 147t + 20

., Cuanto tiempo debe pasar para que el proyectil esté a una altura de 1000m?

\ J

Si se sustituye h = 1000 en la ecuacién h = —4,9t% + 147t + 20 se tiene que
1000 = —4,9t% + 147t + 20 = —4,9t* + 147t — 980 = 0
Por lo que t =10 6 t = 20

El proyectil se encuentra a 1000m a los 10s cuando el proyectil va subiendo y a los 20s cuando el
proyectil va bajando.

Ejemplo 260. |

Se quiere construir una caja con base cuadrada y sin tapa a partir de una ldmina cuadrada
de cartén, cortando cuadrados en cada esquina de 3cm de lado, y doblando hacia arriba los
lados. ;Qué dimensiones debe tener la lamina para que la caja resultante tenga un volumen
de 48c¢m3?
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Sea x la longitud del lado de la lamina cuadrada original, a partir de la cual se construyé la caja.

El volumen de esta caja es de V = 3(x — 6)?.
Se quiere que V' = 48cm?, asf
48=3(r—6)?= (-6 =16=>0—-6=4=2=10

Por lo que la lamina original mide 10cm de lado.

Ejemplo 261.}

Un granjero tiene una coleccién de gallinas y conejos. Estos animales suman 50 cabezas y
140 patas, ;Cuantas gallinas y cudntos conejos tiene el granjero?

Sea x el nimero de gallinas y sea y el nimero de conejos.

x4y =50 (1)
2 + 4y = 140 (2)

De (1), x = 50 — y.
En (2), 2(50 —y) + 4y = 140 = 100 — 2y + 4y = 140 =2y =40 =y = 20
Por lo que = = 50 — 20 = 30.

Asi, el granjero tiene 30 gallinas y 20 conejos.

Ejemplo 262.}

Si el numerador y el denominador de una fracciéon se incrementan en 1, la fraccién es

3 5
equivalente a =3 pero si el numerador y el denominador disminuyen en 1, el resultado es 9

Determine la fraccion original.

Sea = el numerador y y el denominador de la fracciéon que se busca.

z+1 _
y+1

{ z—1 _
y—

De (1),5(z+1)=3y+1)=5x+5=3y+3=a=

olorolw

(2)

5
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En (2),
3y — 2
Iz —1)=5y—1) = 9(95 —1>=5y—5
3y —17
= 9(y )=5y—5
5
= 27Ty —63 =25y — 25
= 2y =38
= y=19
Ast, v = 3192 = 11

5

Por lo tanto, la fraccién original es To

,—[Ejercicio 13.]
Un estudiante de Fundamentos de Matematica obtiene notas de 75, 82, 71 y 84 en cuatro de
los exdmenes. ;Qué calificacion en su siguiente prueba elevara su promedio a 807

38

,—[Ejercicio 14.]

Un trabajador percibe $492 de salario después de restar deducciones, las cuales corresponden
al 40 % del sueldo bruto. ;Cudl es su sueldo bruto?

$820

\.

,—[Ejercicio 15.]

El costo de instalar aislamiento térmico en una casa particular de dos recdmaras es de $1080.
En la actualidad, el promedio mensual de los costos de calefaccién es de $60, pero se espera
que el aislamiento los reduzca un 10 % ;Cudntos meses se tardard en recuperar el costo del
aislamiento?

180 meses (15 afnos)

,—[Ejercicio 16.]

Un estudiante de Fundamentos de Matematica ha ganado $100000 en una loteria y desea
depositarlos en cuentas de ahorros en dos instituciones financieras. Una cuenta paga 8 % de
interés simple, pero los depdsitos se aseguran sélo a $50000. La segunda cuenta paga 6,4 %
de interés simple pero los depdsitos se aseguran hasta por $10000. Determine si es posible
depositar el dinero de modo que esté asegurado totalmente y gane intereses anuales de $7500.

$68750 al 8 % y $31250 al 6,4 %. (No se puede)
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—[Ejercicio 17.}
Seiscientas personas asisten a presenciar el estreno de una pelicula. Los boletos para adultos

cuestan $5 y los de nifios $2. Si la taquilla recibe un total de $2400, ; Cudntos ninos asistieron
al estreno?

200

,—[Ejercicio 18.}
En cierta prueba médica disenada para medir la tolerancia a los carbohidratos, un adulto
ingiere 7 onzas(oz) de una solucién de glucosa al 30 %, cuando la prueba se aplica a un nino,

la concentracién de glucosa debe disminuirse al 20 % ; Cuédnta solucién de glucosa al 30 % y
cuanta agua se necesita al fin de preparar 7 oz de una solucién de glucosa al 20 %7

14 7
3 oz de glucosa y 3 oz de agua

,—[Ejercicio 19.}
La plata britanica Sterling es una aleacién que contiene 7,5% de cobre en peso. jCuantos

gramos de cobre puro y cuantos gramos de plata Sterling deben emplearse para preparar
200g de una aleacion de cobre-plata con 10 % de cobre en peso?

194.59¢ de Sterling y 5.4g de cobre.

r—[Ejercicio 20.]
Dos ninos, que se encuentran a 224m entre si, empiezan a caminar uno hacia el otro al mismo
instante y a velocidades de 1,57 y 2™, respectivamente

1. ;Cuéando se encontraran?
2. ;Cuanto habra caminado cada uno?

64s y 96m y 128m respectivamente.

,—[Ejercicio 21.]
A las 6:00 a.m. un barrenieves, que avanza a una velocidad constante, empieza a despejar
una carretera que conduce a las afueras de la ciudad. A las 8:00 a.m. un automdévil toma esa

carretera a una velocidad de 30 mph y la alcanza 30 minutos después. Encuentre la velocidad
de la maquina.

6 mph
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—[Ejercicio 22.}
Un muchacho puede remar a una velocidad de 5mph en aguas tranquilas. Si rema a contra-

corriente durante 15 minutos y luego corriente abajo y regresa al punto de partida en 12
minutos, determine:

1. La velocidad de la corriente.

2. La distancia total que recorrié.

5
Corriente: §mph, distancia: 2% millas.

,—[Ejercicio 23.]
Un fabricante de latas desea construir una lata cilindrica circular recta de 20cm de altura y
un volumen de 3000cm?. Encuentre el radio interior r de la lata.

150
—cm
7r

,—[Ejercicio 24.]
Una bola de beisbol es lanzada verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de

64%. El nimero de pies s sobre el suelo después de t segundos esta dado por la ecuacion
s = —16t° + 64t

1. ;En cudnto tiempo alcanza la pelota una altura de 48 ft sobre el suelo?
2. ;Cuando regresara al piso?

1 sy 3 s, regresard en 4 s

,—[Ejercicio 25.}

La temperatura T (en grados centigrados C') a la que hierve el agua esta relacionada con
la elevacién h (en metros m) sobre el nivel del mar por la férmula A = 1000(100 — T') +
580(100 — T')? para 95 < T < 100

1. ;A qué elevacion hierve el agua a una temperatura de 98C"7

2. La altitud del Monte Everest es de alrededor de 8840m. Calcule la temperatura a la
que hierve el agua en la cima de esta montana (Sugerencia: use la férmula cuadrética
con z =100 —1T)

4320m v 96,36C

,—[Ejercicio 26.]
Un terreno rectangular de 26 por 30 ft estd rodeado por una banqueta de ancho uniforme.
Si el drea de ka banqueta es de 240ft2, ;Cual es su ancho?

2 ft
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—[Ejercicio 27.}

Hay que cercar una huerta cuadrada con un alambrado. Si la cerca cuesta $1 por metro y
el costo de preparar el terreno es de $0,50 por metro cuadrado, determine el tamano de la
huerta que puede cercarse a un costo de $120.

12 metros de lado

—[Ejercicio 28.}
Los limites de una ciudad estan formados por un circulo de 5 kilémetros de diametro. Una
carretera recta atraviesa el centro de la ciudad de A a B. El departamento de carreteras
piensa construir una autopista de 6 kilometros de largo de A al punto P en las afueras y

luego a B. Encuentre la distancia de A a P. (Sugerencia: el tridngulo APB es un tridngulo
rectangulo).

4.9 kilémetros o 1.1 kilometros

\.

,—[Ejercicio 29.}

Un aeroplano vuela al norte a 200’“7m y pasa sobre cierto lugar a las 2:00 p.m. Otra aeronave,
que vuela hacia el este a la misma altitud y a 400’%” pasa sobre el mismo lugar a las 2:30
p.m.

1. Si t denota el tiempo en horas después de las 2:30 p.m., exprese la distancia d entre los
aviones en términos de t.

2. ;A qué hora, después de las 2:30 p.m., estan los aviones a 500 kilémetros uno del otro?

d = 100v20¢2 + 4t + 1, 3:30 p.m.

,—[Ejercicio 30.]

La velocidad de la corriente de un arroyo es de 5’“77". Un canoero tarda 30 minutos mas en
remar 1,2 kilémetros rio arriba que remar la misma distancia en favor de la corriente. ;Cudl
es la velocidad del remero en aguas tranquilas?

km
7h

Ejercicio 31.]

Debe construirse un barril cerrado de petréleo, cilindrico y de 4 m de altura, de modo que su
superficie total sea de 10mm?. Encuentre el didmetro del barril.

2m




Capitulo 6

Inecuaciones Algebraicas

6.1. Intervalos
.

Definicién 62. Intervalo abierto )

Una intervalo abierto ]a,b| con a < b es el conjunto de todos los nimeros reales comprendidos
entre a y b, es decir, |a,b|={z € R/a < x < b}.

Geométricamente:
O O

a b

\

Definicién 63. Intervalo cerrado )

Una intervalo cerrado |a,b| con a < b es el conjunto de todos los nimeros reales comprendidos
entre a y b incluyéndolos, es decir, |a,b[= {x € R/a < = < b}.

Geométricamente:

196
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f—[Deﬁnicién 64. Intervalos semiabiertos}

El intervalo semiabierto [a,b| corresponde al conjunto de todos los niimeros reales compren-
didos entre a y b incluyendo al a, es decir, |a,b[= {z € R/a < x < b}.
@ O

@ b
El intervalo semiabierto |a,b] corresponde al conjunto de todos los nimeros reales compren-
didos entre a y b incluyendo al b, es decir, |a,b[= {z € R/a < z < b}.

o @

r—[Deﬁnicién 65. Intervalos inﬁnitos}

El simbolo infinito no representa un nimero real sino a la idea de un niimero infinitamente
grande, se utiliza para representar intervalos infinitos como, por ejemplo, [a, o[ que representa
el conjunto de todos los nimeros reales que son mayores o iguales que a, es decir, |a,0[=
{reR/z = a}.

~

a

El intervalo | — oo, b] representa el conjunto de todos los niimeros reales que son menores que
b, es decir, | — 00, b[= {r € R/x < b}.
< O

6.1.1. Operaciones con intervalos

En esta seccion se trabajara con intervalos numéricos que representan subconjuntos de los nimeros
reales.

~ Definicién 66. Unién de intervalos |

La unidon de dos intervalos A y B se denota A U B y esta formado por todos los niimeros que
pertenecen al conjunto A é al conjunto B, es decir, los nimeros que pertenezcan a alguno de
los dos intervalos originales, asi

AuB={x/xre Avxe B}

De manera geométrica se tomarian todos los niimeros que estan por debajo de alguna linea.
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f—[Ejemplo 263.] N
[-1,3]u]2,5]=[-1,5]
 ——
—1 0 1 2 3 4 5
r—(Deﬁnicién 67. Interseccion de intervalos] 3

La interseccion de dos intervalos A y B se denota A n B y esta formado por los niimeros que
pertenecen al conjunto A y al conjunto B, es decir, los niimeros que pertenezcan a ambos
intervalos originales, asi

AnB={x/xre Arxe B}

De manera geométrica se tomarian todos los niimeros que estan por debajo de ambas lineas.

,—[Ejemplo 264.} \
[—1,3] n]2,5[=]2, 3]
° O O
!1 0 1 2 3 4 )

r—[Deﬁnicién 68. Diferencia de intervalos}

La diferencia de dos intervalos A y B se denota A — B y esta formado por los nimeros que
pertenecen al conjunto A y que no pertenecen al conjunto B, es decir, a los ntimeros del
conjunto A se le quitan los nimeros del conjunto B, asi

A-—B={z/re Arnz¢ B}

De manera geométrica se tomarian todos los nimeros que estan por debajo de A eliminando los
nimeros que estén por debajo de B.

Ejemplo 265. |

[—1,3]—12,5][=[-1,2]
0 ~ ©

-1 o0 1 2 3 4 5

6.2. Propiedades de las desigualdades

Las siguientes son las propiedades de las desigualdades que ya se habian demostrado en el Capitulo
2, acé se vuelven a escribir como repaso.

» (Ya,b,ceR)la<b=a+c<b+]
» (Va,b,ceR)la<b=a—-c<b—]
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. (Va,b,ce]R)[a<b/\c>0:>g<

c

b
c
b
" (Vaab,CGR)la<b/\c<O:>%>E]

» (Ya,b,ceR)la<bab<c=a<(]

Notas:

= Las propiedades anteriores seran ciertas si se cambian por la desigualdad contraria o si se
agregan las igualdades.

= Es muy importante enfatizar que si se pasa a multiplicar o dividir un niimero negativo en
una desigualdad, entonces la desigualdad se invierte.

6.3. Demostracion de desigualdades

Se pueden utilizar las propiedades de las desigualdades vistas en el Capitulo 2 para demostrar
algunas desigualdades.

Ejemplo 266.}
Demuestre que (Va, b, c € R)[a® + b* + ¢ = ab + bc + ac]

Se cumple que

(a—b2=20=a>-2ab+b*=0
= a® +b* > 2ab

De la misma manera

(b—c)P=20=0b"-2bc+c*=0
= b+ ¢* = 2bc

Por ultimo

(a—c)P=20=a>-2ac+c* =0

= a® + ¢ = 2ac
Sumando las tres desigualdades anteriores se tiene que

A+ 0+ + A+ a+ 3 = 2ab+ 2bc + 2ac = 2a% + 20 + 262 = 2ab + 2be + 2ac
=a’+b+c*>=ab+bc+ ac

" (Va,b,ce R)[a? + b + ¢ = ab + be + ac] T

Ejemplo 267.}
Demuestre que (Va,b,c € RY)[(a®> +a+ 1)(0?> + b+ 1)(c®> + ¢+ 1) = 27abc]
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Se cumple que

(a—1)=20=da’>-2a+1=0
=d’+a+1=3a

De la misma forma se tiene que b> +b+1=3by 2 +c+ 1 = 3c.

Como ambos lados de las desigualdades son positivas, entonces se cumple que
(@®+a+ D> +b+1)(*+c+1)=3a-3b-3c

" (Va,b,ce RY)[(a* + a+ 1)(b* + b+ 1)(c* + ¢+ 1) = 2Tabc] T

Ejemplo 268.]
Demuestre que (Ya,b,c,d € R)[(ab + cd)* < (a* + ¢*)(b* + d?)]

(ab+ cd)* < (a® + &) (b* + d?) <= a®V? + 2abed + d* < a®V? + a*d® + b + Ad?
< 2abed < a*d® + b
< 0 < a®d® — 2abed + 2b?
<0< (ad — cb)?

Lo cual es cierto y es vélido en la direccién “<”, de hecho, es cierto con “<”.

oo (Va,b,e,d e R)[(ab + cd)? < (a® + 2)(1? + d?)] T

6.4. Inecuaciones algebraicas

,—[Deﬁnicién 69. Inecuacion algebraica} \

Una inecuacion algebraica es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas. Puede ser
que una cantidad o expresién sea menor que (<), menor o igual que (<), mayor que (>) 6
mayor o igual que (=) otra cantidad o expresion.

\. J

,—[Ejemplo 269.} \

Las siguientes son inecuaciones algebraicas:

1.20+1>0 3. 22—3x+4=>zx+1

3x+1 0
e 4. [z +3| <5

Definicién 70. Solucién de una inecuacién} <

Una solucién de una inecuacién es un nimero a que al ser sustituido por x en la expresion se
obtiene un valor numérico que hace verdadera la desigualdad.
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f—(Ejemplo 270.] <
Considere la inecuacion 2z + 1 > 0, se cumple que = 3 es una solucién de dicha inecuacion
pues 2-3 4+ 1 > 0. Ademas, x = —1 no es solucién, pues no es cierto que 2- —1+ 1 > 0.

,—[Deﬁnicién 71. Conjunto solucién}

El conjunto solucién de una inecuacién se denota S y es el conjunto que contiene a todas las
soluciones reales de la inecuacién.

. J

Nota: Resolver una inecuacion quiere decir encontrar su conjunto solucion.

6.5. Inecuaciones lineales

Definicién 72. Inecuacion lineal}

Una inecuacion que se pueda escribir de la forma ax +b < ¢, ax+b > c,ax+b < c,ax+b > ¢
se dice que es una inecuaciéon lineal.

El proceso para resolver las inecuaciones lineales es similar al de las ecuaciones, esto es, despejando
la variable con las propiedades vistas, con el cuidado de que si se pasa a multiplicar o dividir un
nimero negativo entonces la desigualdad se invierte.

Ejemplo 271.]

Resuelva la inecuacién 3z — 2 < 7

3t —2<T7T=3x<T7+2
=3r <9

=1 < =
3
=<3

Es decir, cualquier nimero menor que 3 es solucién de la desigualdad, asi:

LS ={reR/r <3} =]-x,3 t

Ejemplo 272.}

Resuelva la inecuacion —3x + 4 < 11

—3r+4<1l= -3z 1—-4

<1
= -3r<7
7
-3
-7

3

\%

21'/

=T

\Y%
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Ejemplo 273.}
Resuelva la inecuacion 4 — 3 < 2z + 5

dr —3 <2x+5 =4z -2z <5+3

= 2r < 8
=<4
S =] —o0,4 T
Ejemplo 274.}
4—3
Resuelva la inecuacion —5 < < <1
4 —
-5 < 23$<1:>—5-2<4—3x<1-2
= —-10<4 -3z <2
= -10—-4<-3r<2—-4
= 14 < -3z < -2
—14 -2
= — 21T > —
-3 -3
14 2
= — 20> =
3 3
2 14
S=lzzr> —
]3 * 3] f

Ejemplo 275.}

Resuelva la inecuacién 2% + 2z + 1 < x(z + 2)

P2+ l<azz+2)=22+22+1<2®+22

=22+ +1—22—22 <0
=1<0

Que evidentemente es falso, lo cual quiere decir que, sin importar cual valor tome la variable x, el
resultado siempre sera falso, es decir, que no hay solucién para la desigualdad.

S S=g
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Ejemplo 276.]

Resuelva la inecuacién 22 — 2 < 2(2x — 1) + 2

207 —x <x(r —1)+2=21" —w < 22* — 1 +2
=20 —1x 20" +2—-2<0
= -2<0

Que es verdadero, lo cual quiere decir que, sin importar cudl valor tome la variable z, el resultado
siempre sera verdadero.

S =R T

6.6. Inecuaciones cuadraticas, de grado mayor que dos o
que involucran fracciones racionales

,—[Deﬁnici()n 73. Inecuacién polinomial}

Una inecuacién polinomial es una inecuacion que se puede escribir de la forma P(x) > 0,
P(x) <0, P(z) 200 P(z) <0, con P(z) un polinomio.

En particular, una inecuacion cuadratica es una inecuacion que se puede escribir de la forma
ar’ +br+c>0, a2 +br+c<0,az’ +br+c>00az’ +bxr+c<0,cona=+0. Una
inecuacién cibica se puede escribir de la forma az® + bx? +cx +d > 0, az + bx* 4+ cx +d < 0,
ar® +bx?+cx+d=00azx3+bx’> +cx+d<0,conaF0.

. J

r—(Deﬁnicién 74. Inecuacién racional}

P(x)
Q(z)

Una inecuacién racional es una inecuacién que se puede escribir de la forma

Pa) _ Pla) _ Pl
2@ ~ " 0@ ~"° QW)

> 0,

<0, con P(z) y Q(x) polinomios.

Para resolver este tipo de inecuaciones se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se debe transformar la inecuacién en otra equivalente pero con el cero a un lado de la
desigualdad.

2. Se factoriza completamente la expresion resultante.

3. Se realiza una tabla de signos para encontrar el o los intervalos en que factor es positivo o
negativo y asi determinar los intervalos donde la desigualdad se cumple, si algin valor es
restriccion entonces se acostumbra colocar una linea doble para dicho valor.

Para el ultimo paso, se necesita conocer el signo de una expresion lineal y el de una expresién
cuadratica irreducible.

= Una expresién lineal de la forma max + b depende del signo de la m, asi:
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. : —b o —b
e Sim > 0 entonces es negativa para r < — y positiva para z > —.
a m

mx + b — b+

. o —b : —b
e Sim < 0 entonces es positiva para r < — y negativa para r > —.
a m

mz + b + b —

» Una expresién cuadrética irreducible de la forma az? + bx + c con a £ 0y A < 0 (pues es
irreducible) nunca cambia de signo y depende del signo de la a, as:

e Si a > 0 entonces es positiva siempre.

e Si a < 0 entonces es negativa siempre.

Ejemplo 277. |

Resuelva la desigualdad 2z% — x < 3

22 —r<3=22—-2—-3<0
= (z+1)(2r-3) <0

—0 —1 5 o0
r+1 e +
2 — 3 — - 9 +
Exp + — +

] 3
s T

Ejemplo 278.]

Resuelva la desigualdad 2 + 22 =2 -1 >0

Ptz -120=2*(z+1)—(2+1)=0

= (r+1D@*-1)=0
= (z+z+)(x-1)=0
= (z+1)*(r—-1)=0
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—0 -1 1 o0
(z+1)*] + o + +
r—1 — - 0 4+
Ezp — — +
S8 =1, 40| u {1}
Ejemplo 279.}
. 3 1
Resuelva la desigualdad <
2—x T4+5
3 1 3 1
< = — <
2—x x+5 2—x x+5
3 1
= — <
2—x x45
3(x+5)—(2—ux) _
(x +5)(2 — )
_ 3r+15—-2+x
(x +5)(2—x)
N 4r + 13 <0
(z+5)(2—-2)
—0 -5 %3 2 o0
4r + 13 — - ¢ + +
2—x + + + —
x+5 — + + +
Ezp + — + —

5 ]—5, _TB] U2, 4o

Ejemplo 280.}

Resuelva la desigualdad 252% — 9 < 0

250 —9 < 0= (5r —3)(5x +3) <0
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—0 5 o0
or — 3 — - ¢ +
5r + 3 - ¢ + +
Ezp + — +
-3 3
g |22
|54l '

Ejemplo 281.}

Resuelva la desigualdad 22% — 322 — 22 +3 <0

20° —32° — 22 +3< 0= 2*(2r —3) — (20— 3) <0
= (22 —3)(z* - 1) <0
= 2z -3)(z+1)(z—-1)<0

—0 —1 1 2 o0
20 —3 — — - ¢ +
r+1 - 0 4+ + +
r—1 — - 0 4+ +
Ezxp — + — +
. 3

Ejemplo 282.}

Resuelva la desigualdad z* + 152% — 16 < 0

gt 4+ 152° — 16 < 0= (2° + 16)(2* — 1) < 0
= (2> +16)(z + 1)(z —1) <0

—00 —1 1 a0
z? 4 16 + + +
r+1 — + +
r—1 — - ¢ +
Exp + — +
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S =[-1,1] f
Ejemplo 283.}
. 2 2
Resuelva la desigualdad <
20+3 x—95
2 2 2 2
< = — <0
20+3 -5 2c+3 x—95
2(x —5) —2(2x + 3) -
(22 +3)(x —5)
_ 20 —10 — 42 — 6 <0
(22 +3)(x —5)
_ —2z — 16 <0
(27 +3)(z —5)
—00 -8 _73 5 o0
—2x — 16 + b — — —
2v + 3 — — + +
=95 — — — +
Exp + — + —
) -3
.S = l—& —] U5, +oo| T

2

Ejemplo 284.}

Resuelva la desigualdad

3

7
=
20 —1" x+2

xz

3 T 3

=
20 — 1

t12 -1 w427
z(r+2) —3(2x —1)

2z — 1)(z + 2)

22+ 22 — 62+ 3

= e — Dz +2)

N 22 —4x +3 -
(20 —1)(z +2) ~
(z—DE-3) _
2z —1)(z+2) ~

=0




—o0 2 2 1 3 0
r—1 — — — b + +
r—3 — - - - b+
20 —1 — — + + +
x+ 2 - + + + +
Exp + — + — +
. 1
.Sz]—oo,—Q[u]§71] U [3, 4] T

Ejemplo 285.}

Resuelva la desigualdad abz + 2* < az® + ba? si se sabe que a < 0 < b.

abr + 2% < ax® + bx? = abx + 2 — ax® — bz’ < 0
>—ax —br+ab) <0
= z(x—a)(z —b) <0

= z(x

—0 a 0 b o0
x - - D + +
r—a - D + + +
x—0b — — — +
Ezp — + — +
S =] —w,al[u]0,b] T

Ejemplo 286. |

222 — ax — 2bx + ab
% + ax — 2bx — 2ab

Resuelva la desigualdad > 0 si se sabe que 0 < a < b.

222 — ax — 2bx + ab r(2x —a) — b(2x — a)
>0= =0
22 + ax — 2bx — 2ab z(r 4+ a) —2b(z + a)
(2x —a)(z —b)

cta)w—20) "
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—o0 —a 3 b 2b 0
2r —a — — b+ + +
x—0> — — — b+ +
T +a - + + + +
x —2b = — — - +
Ezp + — + — +
a
S =] -, —afu [5,19] U|2b, o] T

6.7. Inecuaciones con valor absoluto

Para resolver una inecuacién de la forma |P(z)| < a, con a € R* se puede utilizar la siguiente
propiedad, que se demostrd en el Capitulo 2.

|P(z)] <a= —a< P(z) <a

P(x)

—a 0 a

Nota: En el caso en que a € R~ entonces no hay solucién.

Para resolver una inecuacién de la forma |P(z)| > a, con a € R* se puede utilizar la siguiente
propiedad que también se demostré en el Capitulo 2.

|P(z)] >a= P(x) < —av P(z)>a

P(z) P(z)

—a 0 a

Nota: En el caso en que a < 0 entonces el conjunto soluciéon es R.

Ejemplo 287.}

Resuelva la inecuacién |2z — 3| < 5.

|20 —3|<bh=-5<2r—-3<5
= -2<2r<8
= -1l<xr<4

LS =] —1,4]. i
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Ejemplo 288.}

Resuelva la inecuacién |2 — z| < 4.

.S =[—4,6].

Ejemplo 289.}

Resuelva la inecuacién |4 — 3z| = 7.

Se tienen las opciones

4 -3 =27= —3x =3

=r< -1

LS =] — o0, 1] U [, +ol.

4 -3r< —7T= -3z < -11

11
3

=T

A\

Ejemplo 290. |

Resuelva la inecuacién |2z — 1| > 3.

Se tienen las opciones

2r—1>3=2x>4

=T >2

LS =] -, -1l U2, +ol.

2t — 1< —-3=2zr < —2

=< —1

Ejemplo 291.}

Resuelva la inecuacién —5 — 2|3 + z| = 4.

—5—-2134+x|=4=-213+2x[>9

S =0

-9
:>|3+x|<7

Ejemplo 292.}

Resuelva la inecuacién 3|2 — z| > —9.
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32—z >-9=1]2—z| > -3

5.8 =R, T

De forma general, una inecuacién con varios valores absolutos o que tenga variables afuera de ellos
se debe hacer de una manera similar a la vista en las ecuaciones.

Ejemplo 293.}

Resuelva la inecuacién |1 — z| + |z + 3| > 5.

1—=z si 1—z=20=2<1

Noteque|1—x|={ —(1—2) si 1—z<0=z>1

T+ 3 si z4+3=20=2=> -3

Ademas |$+3|:{ —(z+3) si z+3<0=>z<-3

— ¥l —3 1 5 o0
l—z—(x+3)>5 l—z4+2x+3>5 —(1—-2)+xz+3>5
—2r—-2>5 4<5 —1l+z+2+3>5
—2x>7 2x >3
r < ’77 No se cumple x>%
S—]—oo7 _27[u]§,+oo[ T

Ejemplo 294.}

Resuelva la inecuacién |2z| — |z — 3| < 0.

2 si 20=20=22>=0

Note que 22| = { —(2x) st 20<0=x<0

r—3 si £—3=20=2x22>3

Ademas |x+3|={ —(r—=3) si z-3<0=2<3

—0 —3 0 1 3 o0
—(2z) ——(x—3) <0 20 ——(x—3) <0 20 —(x—3) <0
—2rz+2-3<0 22+ —-3<0 2r—x+3<0
—r <3 3r <3 r < -3
x> =3 r<l1

S =]-31[. T



Alexander Borbon AIDIZar ......... ... ... 212

Ejemplo 295.}

Resuelva la inecuacién |2 — z| < z.

2—x si 2—z=20=x<2

Note que |2—$|:{ —(2—2) si 2—z<0=x>2

—0 1 2 0
2—x <z —2—-1r)<=x
—2r < =2 —2+zrx<uz
z>1 -2<0
Se cumple siempre

oS =1L, 4ol l

6.8. Problemas que utilizan inecuaciones
,—[Ejemplo 296.} \

El libro Guinness de Récords Mundiales reporta que los perros pastor aleman pueden saltar
verticalmente més de 10t al trepar por paredes. Si la distancia s (en ft) que saltan del suelo
después de t segundos estd dada por la ecuacién s = —16t% + 24t + 1. ;Durante cuintos
segundos el animal se mantiene a més de 9ft del suelo?

. J

Se necesita que s > 9, asi

§>0= —16t>+24t+1>9
= —16t> + 24t — 8 > 0
= —8(t—1)(2t—1)>0

—0 % 1 o0
-8 — — —
t—1 - - 9 +
2t -1 — + +
Ezp — + —

1
Como el conjunto solucién es S = ]5, 1[ entonces el perro se mantiene a mas de 9 ft durante medio

segundo.
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Ejemplo 297.]

La distancia de frenado d (en ft) de un auto que se desplaza a v millas por hora estd dada
2

pord=1v+ 12)—0 Encuentre las velocidades que den distancia de frenado de menos de 75 ft.

Se necesita que d < 75, asi

02
d<75=>v+%<75

2

:>;)—O+v—75<0

= 02 + 200 — 1500 < 0
= (v—30)(v+50) <0

—o0 —50 30 0
v—30 — - ¢ +
v+ 50 — b+ +
Ezp + — +

Como la solucién es | — 50,30 entonces la velocidad del auto debe ser de menos de 30 millas por
hora.
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Apéndice A

Enfoque mas formal del conjunto de los
Numeros Reales

En este capitulo se retomard lo visto en el capitulo 2 sobre el conjunto de los Numeros Reales y sus
subconjuntos, sobre todo el conjunto de los nimeros naturales, s6lo que en este caso se realizara un
enfoque mas formal y constructivo.

Existen al menos tres enfoques para estudiar el conjunto de los nimeros naturales:

1. Asumir que existe un conjunto de elementos que cumplen los axiomas que se enunciaron en el
Capitulo 2, algo similar a lo que se hizo en dicho capitulo, s6lo que con las demostraciones
formales de varios de los resultados dados (y que se demostraran en este capitulo).

2. Tratar de determinar una serie de axiomas que defina el comportamiento béasico del conjunto
de los nimeros naturales, esto lo realizé Giusseppe Peano (1858 - 1932) en el siglo XIX y es
el enfoque principal de este capitulo.

3. Relacionar los niimeros naturales con conjuntos, un enfoque muy interesante, el cual se abarca
una introduccién muy breve en el Anexo.

En el capitulo 2 se sigui6 el primero, aca se comentara, sin profundizar mucho los otros dos.

A.1. El conjunto de los nimeros naturales (Axiomas de
Peano)

Considere un conjunto que se denotard N y se le llamara el conjunto de los niimeros naturales,
como el conjunto que cumple los siguientes axiomas:

215
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r—[Axioma 17. Axiomas de Peanoj

1. 1eN.

2. ne N= S(n) e N, a S(n) se le conoce como el sucesor de n.
3. ¥neN,S(n) + 1

4. Yn,me N,S(n)=S(m)=n=m

5. (P(1) A (Vk e N, P(k) = P(S(k)))) = ¥ne N, P(n)

En palabras mas simples:

1.
2.

El 1 es un ntimero natural.

Todo nimero natural n tiene un sucesor S(n) que también estd en el conjunto de los nimeros
naturales. (Este axioma es usado para definir posteriormente la suma).

El 1 no es el sucesor de ningin nimero natural.

Si hay dos ntimeros naturales n y m con el mismo sucesor, entonces n y m son el mismo
nimero natural. Es decir, no existen dos ntimeros naturales que posean el mismo sucesor.

Si una funcién se cumple para el 1 y si se verifica que si se cumple para n entonces también se
cumplira para el sucesor de n, para todo n € N, se puede concluir que la férmula sera valida
para todos los nimeros naturales.

El primer axioma y el tercero, indicarian que los niimeros naturales poseen un primer elemento,
que se denotara 1.

El quinto axioma de Peano se conoce como el principio de induccién matematica, para comprenderlo
mejor se puede hacer la comparacion con el juego de colocar fichas de domind, una delante de la
otra, para empujar la primera y que se caigan todas, dicho juego se puede resumir en las siguientes
reglas:

1.
2.

La primer ficha se caerd (la férmula funciona para el 1).

Si la ficha anterior se cae, entonces la siguiente se caerd (si la férmula funciona para k entonces
se demuestra que funciona para k + 1).

La conclusién de estas reglas es que todas las fichas se caeran (la férmula se cumple para todos los
nimeros naturales).
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Ejemplo 298.}

Demuestre que la férmula P(n) = 2n,n € N, siempre da como resultado un niimero par.

Para esto se verificara que se cumple el quinto axioma de Peano.
I Paso: Se demuestra que si n = 1 entonces se obtiene un nimero par.
P1)=2-1
=2
Que es un nimero par.

IT Paso: Se asume que es cierto para n = k y se demuestra que se cumple para el siguiente
impar, es decir, para k + 1.

De esta manera, se toma como hipdtesis que P(k) = 2k es un nimero par y se debe demostrar
que P(k+ 1) = 2(k + 1) también es un nimero par.

k+2=2p—1+2 Hipdtesis de induccién
=2p+2—-1 Conmutatividad se la suma
=2(p+1)—1 Distributividad
=2¢—1 g=p+1eN
Por lo que, todos los niimeros impares se pueden escribir de la forma 2p — 1,p € N. T

r—[Axioma 18. Axiomas de la adicién}

Para la adiciéon de nimeros naturales, se definen los siguiente dos axiomas:

I.n+1=5(n)
2. n+S(m) =S(n+m)
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,—[Axioma 19. Axiomas de la multiplicacién]

Para la multiplicacién de niimeros naturales, también se definen los siguiente dos axiomas:

l.n-1=n

2.n-Sm)=Mn+m)+n

De esta forma, se le pueden asignar simbolos a los distintos sucesores, asi, en nuestra numeracién
se acostumbra utilizar:

Y asi se obtienen las primeras féormulas de la adicion:

1
1+1=2
2+1=3
3+1=4

Etc.

Con los axiomas de Peano, los de la adiciéon y los de la multiplicacion, en vez de asumir las
propiedades de la adicién y de la multiplicacién, como se hizo en el capitulo 2, dichas propiedades
se pueden demostrar.

Teorema 125.}

A partir de los Axiomas de la adicién (Axioma 18), demuestre que ¥ne N, 1 +n =n + 1.

Demostracion:
Se demostrara por induccién sobre n.
I Paso: Se demuestra que es cierto paran =1, estoes, que 1 +1 =1+ 1.
Esta demostracién es directa por el axioma de identidad (Axioma 1).

IT Paso: Se asume que es cierto para n = k y se demuestra para n = k + 1, como hipdtesis se
asume que 1 +k =k + 1 y se debe demostrar que 1 + (k+1) = (k+ 1) + 1.

1+ (k+1)=1+ S(k) Axioma 18.1
=S(1+k) Axioma 18.2
=Sk+1 Hipdétesis de induccién

)
=(k+1)+1 Axioma 18.1
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Por lo tanto, Vne N, 1+ n =n+ 1. T

Teorema 126.}

Demuestre que Ym € N,¥n € N, S(m + n) = S(m) + n.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, se demostrara por induccién sobre n, tomando a m como un elemento
cualquiera de IN.

I Paso: Se demuestra que es cierto para n = 1, esto es, que S(m + 1) = S(m) + 1.
Sm+1)=(m+1)+1 Axioma 18.1
=S(m)+1 Axioma 18.1

IT Paso: Se asume que es cierto para n = k y se demuestra para n = k + 1, como hipdtesis se
asume que S(m + k) = S(m) + k y se debe demostrar que S(m + (k+ 1)) = S(m) + (k + 1).

Sm+ (k+1)) =S(m+ S(k)) Axioma 18.1
=S(S(m+k)) Axioma 18.2
= ) Hipétesis de induccién

S(k) Axioma 18.2
(k+1) Axioma 18.1

Por lo tanto, Vm € N,Vn € N, S(m + n) = S(m) + n. T

Teorema 127 }

A partir de los Axiomas de la adicién (Axioma 18), demuestre que dicha operacién es
conmutativa, es decir, que Ym € N,¥ne N,m +n =n + m.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, se demostrard por induccion sobre n, tomando a m como un elemento
cualquiera de N.

I Paso: Se demuestra que es cierto paran = 1, esto es, que m+1 =1+ m.
Demostrado en el Teorema 125.

IT Paso: Se asume que es cierto para n = k y se demuestra para n = k + 1, es decir, se asume
que m + k =k +m y se debe demostrar que m + (k+ 1) = (k + 1) + m.

m+ (k+1) =m+ S(k) Axioma 18.1
= S(m+ k) Axioma 18.2
= S(k+m) Hipétesis de induccién
=Sk)+m Teorema 126

=(k+1)+m Axioma 18.1
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Por lo que Yme N,Vne N,m +n =n + m. T

Teorema 128.}

A partir de los Axiomas de la adicién (Axioma 18), demuestre que dicha operacién es
asociativa, es decir, que Ym € N,Vn e N,Vpe N, (m+n)+p=m+ (n + p).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, se demostrara por induccion sobre p, tomando a m y n como elementos
cualquiera de N.

I Paso: Se demuestra que la propiedad es cierta para p = 1, es decir, que (m+n)+1 = m+(n+1).

(m+n)+1=S(m+n) Axioma 18.1
=m+ S(n) Axioma 18.2
=m+ (n+1) Axioma 18.1

IT Paso: Se asume la férmula es verdadera para p = k € N, esta es la hipotesis de induccién, y
se demuestra que es valida también para el sucesor de k, es decir, para p = k + 1.

Asi, la hipdtesis es que (m+n)+k = m+ (n+k) y se debe demostrar que (m+n)+ (k+1) =
m+ (n+ (k+1)).

(m+n)+(k+1)=m+n+S(k) Axioma 18.1
= S((m+n)+k) Axioma 18.2
= S(m+ (n+k)) Hipétesis de induccién
=m+Sn+k) Axioma 18.2
=m+ (n+ S(k)) Axioma 18.2
=m+ (n+ (k+1)) Axioma 18.1
Por lo tanto Ym € N,Vne N,Vpe N, (m +n) +p=m+ (n + p). T

r—[Ejercicio 32.}
Demuestre, utilizando los axiomas correspondientes, que la multiplicaciéon es conmutativa y
asoclativa.

\. J

,—[Ejemplo 299.} \

Demuestre que la férmula P(n) = n(n + 1),n € N siempre devuelve un nimero par, es decir,
que es divisible por 2.

\ J

Se demostrard que la férmula P(n), verifica el quinto axioma de Peano.
I Paso: Verificar que se cumple para n = 1.

P(1)=1-(1+1)=1-2=2, que claramente es divisible por 2.
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IT Paso: Se asume que es cierta la hipdtesis, es decir, que la férmula es verdadera para k € N, y
se demuestra que es valida también para el sucesor de k, es decir, para k + 1.

La hipétesis es que P(k) es divisible por 2, esto es, que P(k) = 2t,t € N, por lo que la
hipdtesis indicarfa que k(k + 1) = 2t.

Se debe demostrar ahora que la férmula se cumpliria para k + 1, esto es, que P(k + 1) es
divisible por 2, o sea, que P(k + 1) = 2r, r € N.
Pk+1)=(k+1)(k+1+1)
=(k+1)(k+2)
)

=k+1)-k+(k+1)-2 Distributividad
=k(k+1)+2-(k+1) Conmutatividad
=2t+2-(k+1) Por hipétesis k(k + 1) = 2t
=2(t+k+1) Distributividad (factor comin)
=2r r=t+k+1,relN
Por lo tanto, P(n) = n(n + 1),n € N siempre devuelve un niimero par. T
,—[Ejercicio 33.] \

Demuestre que ¥Yn € N, P(n) = n(n + 1)(n + 2) es divisible por 6.

Sugerencia: El procedimiento es muy similar al realizado en el Ejemplo 299, ademas se utiliza
dicho teorema en uno de los pasos.

r—(Teorema 129.}

Demuestre que Vn € N, S(n) % n, esto es, que el sucesor de un nimero natural no puede ser
¢l mismo.

Demostracion:
Se verificarda que la afirmacién cumple con el quinto axioma de Peano.
I Paso: se demuestra que se cumple para n = 1.
Por el tercer axioma de Peano ¥Yn € N, S(n) £ 1, por lo que cumple para n = 1.
IT Paso: Se asume que se cumple para k € N, es decir, que S(k) # k, esta serd la hipdtesis.

Se demostrard que se cumple para k + 1, es decir, que S(k + 1)  k + 1. Note que k + 1 es
el sucesor de k, o sea, k + 1 = S(k), por tanto, se debe demostrar que S(S(k)) £+ S(k), se
realizard por contradiccién, se asumird entonces que S(S(k)) = S(k).

S(S(k)) = S(k)= S(k) =k Cuarto axioma de Peano

Que contradice la hipétesis, por lo tanto S(S(k)) £ S(k).
Se concluye que Vn € N, S(n) % n. T
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A.2. El conjunto de los niimeros naturales (Enfoque con-
juntista)

Este enfoque posee un sentido especial, pues al contar, lo que la persona hace es relacionar un
conjunto de objetos con un niimero, es decir, el niimero 3, por ejemplo, representa a un conjunto con
tres elementos, ya sean esos elementos confites, piedras, naranjas, etc., todos ellos estdan relacionados
al namero 3.

Asi, en la construccion de los numeros naturales por medio de un enfoque conjuntista, se le asocia
a cada numero natural un conjunto que posea la cantidad de elementos que indique el nimero,
existen varias maneras en que se pueden construir dichos conjuntos, la que se utilizara es:

0:

1:{d}

2:{g,{J}}
3T A} {D. {1}

Definicién 75. Sucesor]

Si A es un conjunto entonces el sucesor de A se define como s(A) = A u {A}.

f—[Deﬁnicién 76.}
Se dice que un conjunto P es inductivo si cumple que:

1. g eP.
2. Si A€ P entonces s(A) € P.

\. J

Se puede notar la relaciéon directa que tiene esta definicion con los dos primeros axiomas de Peano.

FALTA



Apéndice B
Induccion matematica

Como se indico en el anexo A, el método de induccién responde al quinto axioma de Peano para
los nimeros naturales, este es:

Si una proposicion se cumple para el 1 y si se verifica que si se cumple para n entonces
también se cumplird para el sucesor de n, para todo n € N, se puede concluir que la
formula sera valida para todos los niimeros naturales.

Para comprender esta idea mejor, se puede hacer la comparacién con el juego de colocar fichas
de domind, una delante de la otra, para empujar la primera y que se caigan todas, dicho juego se
puede resumir en las siguientes reglas:

1. La primer ficha se caera (la proposicion es verdadera para el 1).

2. Si la ficha anterior se cae, entonces la siguiente se caerd (si la proposicién es verdadera para k
entonces se demuestra que funciona para k + 1).

La conclusion de estas reglas es que todas las fichas se caeran (la proposicién es verdadera para

todos los nimeros naturales).
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Apéndice C
Induccion fuerte

Existe un método de demostraciéon similar a la induccion matematica, se conoce como la induccién
fuerte, en este, ademas de suponer que se cumple para n, también se supone que se cumple para
todos los antecesores de n.

Si una proposicion se cumple para el 1 y si se verifica que si se cumple para n y todos
sus antecesores, entonces también se cumplira para el sucesor de n, para todo n € N, se
puede concluir que la féormula serd valida para todos los ntimeros naturales.

Para comprender esta idea mejor, y haciendo la misma comparacion que se hizo en el anexo B con
el juego de colocar fichas de domind, una delante de la otra, para empujar la primera y que se
caigan todas, ahora el juego se puede resumir en las siguientes reglas:

1. La primer ficha se caerd (la proposicién es verdadera para el 1).

2. Si todas las fichas anteriores se han caido entonces la siguiente se caerd (si la proposicién es
verdadera para k y todos los anteriores, entonces se demuestra que funciona para k + 1).

La conclusion de estas reglas es que todas las fichas se caeran (la proposicién es verdadera para
todos los nimeros naturales).
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Apéndice D

Demostraciones de las potencias
mediante induccién

Teorema 130. Multiplicacion de potencias de igual base}

(Va € R)(VYm,n € No) [a™ - a" = a™"]

Demostracién (por induccién sobre n, para un m arbitrario):
» Se demuestra que se cumple para n = 0, es decir, que a™ - a’ = a™.

a™ a’ =am-1

:am

= Se asume que es vélido para n = k (y todos los anteriores, ver induccién fuerte en el anexo

C), es decir, que a™ - a* = a™**, y se demuestra para n = k + 1, hay que demostrar que
Q™ . gkl = gmkel
m k+1 _ m k 1 ién £
a-a"t=a"-a"a Induccién fuerte, se cumple para 1.
= g™tk gl Hipétesis de induccién.
_ ,m+k+1 : 2
=a Induccion fuerte, se cumple para 1.

Teorema 131. Divisiéon de potencias de igual base}

an anfm

m 1
(Va e R*)(Vm,n € Ny) [a_ =a"" = ]

Demostracién (ejercicio).

Teorema 132. Potencia de una potencia}

(Va € R)(Vm,n € Ny) [(a™)" = a™"]

Demostracién (por induccién sobre n, para un m arbitrario):
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» Se asume que es valido para n = k, es decir, que (a™)* = a™*, y se demuestra paran = k+1,
hay que demostrar que (a™)F+! = g™ *F+1),

(a™F = (a™)F - o™ Teorema 130.
=™k g™ Hipdtesis de induccién.
= g™Ftm Teorema, 130.

Axioma 13.

Teorema 133. Potencia de una multiplicacién}

(Va,be R)(Vn e Ng) [(a-b)" =a™ - b"]

Demostracién (por induccién sobre n, para un m arbitrario):

» Se demuestra que se cumple para n = 0, es decir, que (a - b)° = a° - b°.
(a-b)° =1
1-1
= ao . bo

k

» Se asume que es valido para n = k, es decir, que (a - b)* = a* - b*, y se demuestra para

n =k + 1, hay que demostrar que (a - b)**1 = g*F+1 . pE+L,
(a-b)" = (a-b)*-(a-b) Teorema 130.
= (a* - V%) - (a-b) Hipétesis de induccion.
= (a"-a)- (V" D) Axiomas 10 y 9.
= g"t . pF ! Teorema 130.

f
Teorema 134. Potencia con exponente negativo}
1
(Va e R*)(Vn € Noy) [a_” = —]
a’I’L

Demostracién (ejercicio).
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Teorema 135. Potencia de una fraccion )

(Va € R)(¥b € R*)(¥n € No) [(%)n - Z—:]

Demostracién (ejercicio).
Para la potencia de una fraccion, se eleva el numerador y el denominador al exponente.

)

Teorema 136. Potencia con exponente negativo de una fraccion )

(Va,b e R*)(Vn e No) [(%) - (g)n - 2—:]

Demostracion (directa):

(%) o ((%) 1)n Definicién 24.
= <é)n Teorema 32.

= — Teorema 135.



Apéndice E

Demostraciones adicionales de teoria de
numeros

Teorema 137.]

(VYm,neZ,n>0)3q,reZ,0<r<n)lm=n-q+r|, con qy r tnicos.

Para demostrar este teorema se necesita demostrar que ¢ y r realmente existen y ademaés que son
unicos.

» Demostracién de la existencia.

Considere el conjunto
A={m—kneZ/m—kn >0,k € Z}

Se demostrard primero que A # ¢, considere k = —|m| € Z, con |m| = 0 (Teorema 61).
Como n € Z,n > 0, entonces
n=1=|m|-n=|m| |m| = 0, Teorema 44.
= m+ |m|-n=m+|m| Teorema 42.
Sim=0=m+|m|-n=2m+m=0.
Sim<0=m+|m|-n=m-—m=0.
En ambos casos m + |m|-n > 0.

Como A< Zy A+ J, entonces A es bien ordenado y posee un elemento minimo, suponga
que dicho elemento es m —q-n =r.

Solo faltaria demostrar que r < n, pues ya es claro que » > 0 al pertenecer al conjunto A.
Suponga, por contradiccion, que r = n, asi

Teorema 43.

r=m-—-qg-n=n=m-—qg-n—nzx=0
=m-(¢g+1)-n=0 Axioma 13.

Es decir, m — (¢ + 1) -n€ Ay ademés

1>0=q+1>q Teorema 43.
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=(¢g+1)-n>qg-n n > 0, Teorema 44.
= —(¢g+1)-n<—q-n Teorema 45.
=m-(¢g+1)-n<m-—q-n Teorema 42.

Lo que contradice que m — ¢ - n era el minimo del conjunto A.
Por lo tanto 0 < r < n y si existe ¢ y 7.
» Demostracién de la unicidad (por contradiccién).

Suponga que m puede escribirse de dos maneras distintas, es decir, que

(Bq1,q2, 1,12 € L), 1 F o ATy F 1o

tales que
m=mn-q +1n

m=mn-qs+7Ts

con0<r <ny0<ry<n.

m=m=mn-q +7r =n-q2+7 Axiomas 1y 2.
=N -q1—N-q2="72—T Teorema 22.
=n-(q—q)=r2—11 Axioma 13.
= |n- (g —q)| =|rs—r| Pues son el mismo numero.
= |n|- g — q2| = |ra — 1] Teorema 65.
=n-|q — q| =|re— ] Por hipétesis n > 0.
=n-lg —q@|=|ro—r|<n Teorema 70.

=n-lg—gl<n
= [ — ¢l <1 Teorema 44.
=0< | —q] <1 Teorema 61.

Como ¢ € Z v qo € 7, entonces q; — @2 € 7, y el inico ntmero entero que cumple la
desigualdad anterior es 0, asi

1 — @l =0=q¢ —q¢=0 Teorema 62.
= q1 = G2 Teorema 22.
Y, por lo tanto
nelg— @ =|re—ri|=n-0=|rs — 1| Axioma 2.
=0=|ry—r] Teorema 6.
=ry—11 =0 Teorema 62.
=Ty =T Teorema 22.

Que contradice el supuesto de que ¢; &+ g2 A 171 & 79, por lo tanto, ¢ y r son Unicos.
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Teorema 138.}
(Vn e N)[9/(10™ — 1)]

Demostracién (por induccién):
» Se demuestra que es vélido para n = 0, es decir, se debe demostrar que 9]0.
Esto se cumple por el Teorema 95.
» Se asume que se cumple para n = k, es decir, que 9|(10% — 1), esto es (3¢ € Z)[10* —1 = 9-¢].
» Se demuestra que es cierto para n = k + 1, es decir, que 9|(10¥*1 — 1), esto es,

(Ap e Z)[10%+ — 1 = 9p]

101 —1=10"-10-1 Teorema 71.
= (10" —1+1)-10—1 Axioma 6.
= (10" -1)-10+10 -1 Axioma 13.
=9-¢-104+9 Hipdtesis de induccién.
=9(q-10+1) Axioma 13.
=9.p

Con p=q-10+ 1, p € Z por la cerradura de la multiplicacién y la adicién en Z.
Por lo que 9|10F+ — 1.
f

Con el siguiente teorema se demuestre que si un nimero natural divide a otro, entonces dicho
nimero debe ser menor.

Teorema 139.}
(Va,b e N)[alb = a < b]

Demostracion.

Hipétesis: alb, es decir, (Ip € Z)[b = a - p]

Hay que demostrar que a < b.

Como a,be N entonces a > 1y b= 1y, por el teorema 52, p > 0, como p € Z, entonces p > 1.

p=zl=a-p=a
=b>a

Lema 2. Identidad de Bézout}
(Va,be Z)3x,ye Z)[a-x +b-y = MCD(a,b)]
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Demostracién (directa).
Para los nimeros enteros a y b, considere el conjunto A = {ax + by/z,y € Z}.

Se cumple que A + F puesae Ay be A (tomandox =1yy=0paraayz =0y y=1 parab);
ademas A € Z por la cerradura de las operaciones. También se cumple que A posee al menos un
elemento positivo, pues a € A v —a € A (tomando z =1y y =0 paraa x =—1y y =0 para —a;
considerando solo los niimeros positivos de A, por el principio del buen orden, A posee un primer
elemento entero positivo que es el minimo positivo del conjunto, sea d dicho elemento, suponga que
d=a-xy+b-yp.

Por el algoritmo de la divisién, (3¢,7 € Z)[a =q-d +r], con 0 < r < d.
De la igualdad anterior
r=a—q-d
=a—qla-xo+b-yo)
=a(l—q-x9) +b-(—q-v)

Por lo tanto r € A, pero 0 < r < d y d es el menor positivo que se encuentra en A, por lo que r = 0;
esto es, a = ¢ - d y se concluye que d divide a a.

De manera similar se puede probar que d también divide a b.

Sea d’ cualquier otro divisor comun de a y b, d’ divide a todos los elementos de A y, en particular,
divide a d, por tanto d’' < d y d es el menor positivo del conjunto, por tanto d' = d = MCD(a,b). t

Lema 3. Lema de Euclides}

(Va,b,n € Z)[n|(a-b) A MCD(n,a) =1 = nl|b]

Demostracion (directa).

Por hipétesis n|(a - b), es decir (Ip € Z)|a-b =n - p]

Se debe demostrar que nl|b, es decir (I3g € Z)[b = n - q]
Por la identidad de Bézout, (3z,y € Z)[ax + ny = 1], asi

ar +ny =1=blax+ny) =0>-1

= bax + bny =0b b-a=a-b=n-p
= npxr +bny =b
= n(pr +by) =b q=pr+by
=n-q=0>
Donde g = px + by es entero por la cerradura de las operaciones en 7Z, por lo tanto n|b. T

Una forma alternativa de enunciar el Lema de Euclides es (Va,b,n € Z)[n|(a - b) = n|a v n|b]
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r—(Teorema 140. Teorema fundamental de la aritmética}

(VneZ,In| = 2)[n = (=1)°-p* - ... pi*]

Donde
m ey E {O, 1}
= Dq,Pa, ..., P, NUmMeros primos naturales distintos.

» (Vie{l,2,..,k})[e; € NJ.

Demostracién

El factor (—1)® sélo define el signo del nimero entero, si se obvia este signo, el teorema es
equivalente a demostrar que (Yn € N,n > 2)[n = p{* - ... - pi*].

Se debe demostrar tanto que todo nimero natural se puede representar como producto de primos y
ademas la unicidad.

= Se demostrara primero por contradiccién que todo niimero natural mayor o igual a dos, se
puede escribir como producto de primos.

Suponga que existe algin nimero natural n que no es posible expresarlo como producto de
primos.

Sea A el conjunto formado por todos los niimeros naturales que no pueden ser representados
como producto de primos, A + ¢ puesn e Ay A< N, por lo tanto, debe tener un primer
elemento, sea ng dicho elemento.

no No serfa primo, pues sino ng = n}, que cumple el teorema.

Por tanto ny debe ser compuesto, asi ng = a - b, donde a < ng y b < ng, como son menores
que el elemento minimo que estd en A entonces a ¢ Ay b ¢ A, esto es, se pueden escribir
como producto de primos y, por lo tanto ny también se escribiria como producto de primos

pues ng = a-b = p,3* “Dap™ oyt e pui®, que es una clara contradiccion.

= Ahora se demostrara, por contradiccion, que sélo existe una tnica manera de escribir el
nimero natural como multiplicacién de ntimeros primos.

Suponga que existe al menos un numero natural n que se puede escribir de dos formas
distintas, es decir
— €1 €2 €k
n=p Py "Dy

— 4% a2 at
n=4qyr 49" "G

Donde (Vi € {1,2,...,t})[p1 £ ¢] (el primo p; es distinto a todos los primos ¢;) o, al menos, si
p1 es igual a ¢, difiere en el exponente (Vi € {2,....,t})[p1 + ¢ Ap1=q A e1 > aq].

Por el lema de Euclides p; es primo y coprimo con ¢, gs, ..., ¢, por lo tanto pi*|q*, la tnica
manera que esto suceda es que p; = ¢; (pues son primos) y que e; < ay, para que el divisor
sea menor que el dividendo (teorema 139), lo que contradice que p; # ¢; o que, si son iguales,
entonces e; > aj.
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