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Uno de los objetivos de este libro es la visualizacién en 3D. La mayoria de figuras en 3D tienen una liga a
un applet (debe tener una conexién a Internet), en este applet el lector puede manipular las figuras con
el ratén. La idea es visualizar no solo el espacio tridimensional, también poder entrenar en visualizar
cortes de superficies, intersecciones y proyecciones de una superficie o un sélido, en algunos de los planos
XY, XZ o Y Z. Este conocimiento se aplica después en el célculo de integrales dobles, triples, de lineay de
superficie. Este es un libro para el profesor y el estudiante. Se trata de refrescar con una introduccién con
la teoria que sustenta los célculos. Luego se presentan una ejemplos para aprender destrezas de célculo.
Muchos de estos ejemplos han aparecido en exdmenes, en el curso de Cdlculo Superior del Instituto
Tecnolégico de Costa Rica. En esta ediciéon se completaron todos los applets y se incluye una introduccién
intuitiva a los temas de cambio de variable, integrales de linea y superficie, circulacién y flujo, divergencia,
rotacional y teorema de Stokes.

Esta es una nueva revision (Enero 2014) en la que cambiaron y/o se mejoraron algunos gréficos, se
redistribuy6 parte del material y se corrigieron varios errores en algunos enunciados y en los ejemplos.
Para visualizar y manipular los applets debe instalar java (www.java.com) y después, abrir el programa
“Configurar Java” y en la pestafia “seguridad”, afladir el sitio seguro http://tecdigital.tec.ac.cr/.

La plantilla BTEX de este libro se puede solicitar al autor (wmora2@gmail.com)

Cartago, Enero 2014. W. MORA E


http://tecdigital.tec.ac.cr/
wmora2@gmail.com




Introduccion.

Preliminares

La Pardbola

La Elipse

La Hipérbola.

Clasificacion de cénicas y la ecuacion de
segundo grado

Mecanismos para dibujar cénicas

1 — Secciones Conicas

Introduccion.

Ademas de la rectas, los circulos, los planos y las esferas; los griegos se interesaron por las curvas obtenidas como seccio-
nes de un cono (parabolas, elipses e hipérbolas). No es totalmente claro el por qué del interés en estas curvas ([15], [13]).

Las referencias que estdn disponibles parecen relacionar las
coénicas con el problema de duplicacién del cubo (problema de
Delos): Dado un cubo de lados de medida s y por tanto de vo-
lumen s3, encontrar un cubo de lados de medida x y volumen
253, Hay que entender que solo se podia usar las condiciones
auto-impuestas en la época: Las construcciones debian hacerse
solo con regla (sin marcas) y compds. Hip6crates redujo el pro-
blema a un problema de proporciones,

S:x=Xx:y=y:2s (1.1)
De aqui se deduce que los valores x,y deben estar en la KA*= MA.AN = ZA%.HI‘: I%.ZA.
pardbola x? = sy y en la hipérbola xy = 2s. La solucién se
obtiene como la interseccién de estas curvas, x = v/2s que Figura 1.1: Derivaci6n de la ecuaci6n de la para-
es un nimero que no se puede construir con regla y compas bola segtin Apolonio de Perga ([13]).

(como se demostré un 2000 anos después). En la época griega,
estas curvas aparecen como relaciones geométricas.

Menecmo (320 a. C.) parece ser el primero en encontrar estas curvas, en sus esfuerzos por resolver el problema de
Delos de manera geométrica. No es claro como pudo llegar a estas curvas (aunque hay varias conjeturas). Es probable
que fuera de una manera similar a la manera en la que Apolonio de Perga (262 a.C.) las deduce en sus libros.



1.1 Introduccion.

En el siglo I1I a.C., Apolonio estudia las c6nicas como una seccién de un cono circular y caracteriza los puntos de la
cénica segun sus distancias a dos lineas y deduce una gran cantidad de propiedades geométricas a partir de su carac-
terizacién, todo en términos geométricos, sin notacion algebraica (la manipulacién de las cénicas es esencialmente
algebraica, disfrazada en forma geométrica). Sus tratados sobre cénicas fueron una joya de las matemadtica antigua.

Pappus de Alejandria (a.C.290 - a. C.350) public6 una obra en la que se resume los conocimientos matematicos de
su época, recogiendo fragmentos, a veces integros, de las obras que constituian los fundamentos de la ensefianza de
las matemadticas en la ciudad de Alejandria, hoy en gran parte perdidas. En lo que respecta a cénicas, su contribucién
mads importante fue la introduccion de los conceptos de foco, directriz y excentricidad de una cénica con lo que se
puede dar una definicién equivalente en términos de la proporcién entre la distancia de los puntos de la cénica a un
foco yla distancia a una directriz; esta proporcién es constante y se denota con e y se le llama excentricidad de 1a conica.

Figura 1.2: Definicién de una cénica usando foco, directriz y excentricidad.

Después de Pappus pasaron doce siglos en el que hubo una total pérdida de interés por las cénicas (desde los tiempos
de Pappus hasta el siglo XVII). Luego vino un renovado interés en una época en que se tenian nuevos métodos (los de
Desargues y los de al geometria analitica) y las necesidades de la nueva astronomia, por ejemplo.

Para los pioneros de la ciencia moderna (Galileo, Kepler, Huygens y Newton), los estudios de Apolonio sobre la pardbola,
hipérbola y la elipse fueron el punto de partida para su exploracién de las leyes de la naturaleza.

Con la introduccién de la geometria analitica (geometria con coordenadas mas la posibilidad de manipular y resolver
ecuaciones algebraicas), las curvas planas se podian definir por una ecuacién de dos variables. J. Wallis fue el primero
en probar de manera clara, en 1655, que la ecuacién

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0

es la representacion algebraica de las cénicas. Segun los coeficientes A, B,C, D, E y F, hay curvas de diversa naturaleza.
Por ejemplo, x>+ y* = 0 la satisface solo el punto (x,y) = (0,0) mientras que x>+ y*+1 =0 no tiene solucién. Si la
ecuacion factoriza como (A x + By + C1)(Aax + Bay + C2) = 0 tendriamos un par de rectas, es decir, los puntos que
estdn sobre las rectas de ecuacién A;jx+ Byy+C; =0 o Ayx+ B,y + Cy =0 satisfacen el caso reducible. Fuera de estos
‘casos degenerados’ y del caso reducible, queda el caso irreducible que corresponde a las pardbolas, elipses e hipérbolas.
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En este capitulo se introducen las cénicas como lugares geométricos' y luego se pasa a la versién analitica. En la
primera parte solo consideramos conicas con eje focal paralelo a los ejes coordenados, es decir, conicas de ecuacién
Ax?+Cy?+ Dx+Ey+F =0. Enla segunda parte se considera la ecuacién general Ax>+ Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F=0
que, en el caso no degenerado, corresponde a cénicas con rotaciéon. Haciendo un cambio de variable, se “elimina la
rotacién” y volvemos al caso estdndar en un nuevo sistema de ejes.

Graficador de conicas. Una manera facil de obtener la representacion gréfica de una conica es introducir su ecuacion
(o sus propiedades) en WOLFRAM ALPHA, en http://www.wolframalpha.com/input/?i=conics

Preliminares

Distancia entre dos puntos. La distancia euclidiana de un punto A = (a;, ay) a otro punto B = (by, b,) se puede
obtener usando el teorema de Pitdgoras: d(A,B) =||A—B|| = \/(a1 —Db1)2+ (ax — b)?

Ejemplo 1.1
D

YA

Sean A=(1,1) y B=(5,3). Entonces,

d(A,B)=1|A-Bll=V(1-5?2+(1-3)? = V20

<Y

Figura1.3: ||B - Al| = v20

I|A-Bl|

A+B
Punto Medio. El punto medio entre Ay Bes M = — Ladistanciade Aa M es d(A, M) = 5

Ejemplo 1.2
D
(1+5,3+1)

Sean A= (1,1) y B = (5,3). El punto medio es M = — 5 - 3,2).

I1as definiciones que se presentan son equivalentes a la definicién original de las “cénicas” como una seccién de un cono. Una demostracién
elegante de esta equivalencia fue presentada en 1822 por el matematico belga G.P. Dandelin. Aunque es sencilla, en este texto no se incluye la
demostracién. Se puede consultar [10].
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YA

Mv/@'\

>
X

Figura 1.4: d(M,B) = 13

Completar el cuadrado. En el tema de cénicas es muy ttil la “completacién de cuadrados” pues nos permite reducir
ecuaciones del tipo Ax? + Cy?+ Dx+ Ey+F =0 a una ecuacién mds natural y con mds informacién. Una manera de

completar cuadrados es

2 2
2 _
ax +bx+c—a(x+—) —-—+c
2a 4a

Ejemplo 1.3
~N

a.) Completar el cuadrado en 4x? —8x

-8 2 _82
Solucién: 4x*-8x = 4(x+—) )
2-4 4-4
= 4(x-1)2-4
b.) Completar el cuadrado en: y*> +4y -8
4\ @?
Solucién: y?+4y-8 = il I e
Y 4 2) 4-1
= (y+2)2-12

Lugares geométricos. Informalmente, un “lugar geométrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto que
se mueve de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definicién: Un “lugar
geométrico” es el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una superficie) que satisfacen

algtn criterio o propiedad.
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Ejemplo 1.4 (Lugar geométrico).
¥

Una circunferencia en el plano es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto O llamado “centro’.

YA

Nos interesa la ecuacion cartesiana de la curva que se forma: Una circun-

ferencia de radio a estd formada por todos los puntos (x, y) que estdn a

una distancia “a” del centro O = (h, k). Entonces k O,. «a ~

Iy -hRbll=a = \Ja-h2+y-k=a
= (x-h?+(y-k?=a
h X

La ecuacion (x — h)? + (y— k)? = a® es la version “analitica” para una Figura 1.5: Lugar geométrico

circunferencia de centro (A, k) y radio a.

La Pardabola

Definicion 1.1 (La pardbola como lugar geométrico).

En un plano, una pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos
Q equidistantes de un punto fijo F (Ilamado foco) y de una recta fija ¢
(llamada directriz) que no contiene a F, es decir, d(Q, F) = d(Q,¥).

Figura 1.6: Pardbola

Propiedad focal de la pardbola: En Fisica, la ley de reflexion establece que si un rayo de luz ¢; toca una superficie
pulida m en un punto Q, este rayo es reflejado a lo largo de otra recta ¢, de tal manera que si n es la recta normal
a m en Q, el angulo de incidencia «a es igual al 4ngulo de reflexién §. Esta ley combina muy bien con la llamada
“propiedad focal” de la pardbola: La normal a la pardbola en cualquier punto Q de la pardbola forma dngulos iguales
con el segmento FQ (que corresponde a ¢1) y la recta que pasa por Q y es paralela al eje de simetria de la pardbola (que
corresponde a €5 ).
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Aplicaciones. Las antenas utilizadas preferentemente en las comunicaciones via satélite son las
antenas parabdlicas. Las sefiales que inciden sobre su superficie se reflejan y alimentan el foco de la
parabola, donde se encuentra el elemento receptor (también podria ser un elemento emisor). Son
antenas parabdlicas de foco primario.

Se usa también otro tipo de antena que no es redonda, sino oval y simétrica y se obtiene como un
corte de la antena pardbolica; el receptor queda en el punto focal, pero recibe alimentacién a un
lado (antena offset) del plato resultante del corte, esto se hace asi para evitar eliminar la 'sombra’ del
receptor (con lo que el rendimiento es algo mayor que en la de foco primario).

La propiedad focal de la pardbola también se usa para el disefio de los focos de los automéviles, en este caso se debe
usar un lente para desviar la luz de tal manera que no afecte a los conductores que vienen de frente,

Dark

(oncomming  Reflector (parabolic) Reflector (espejos mltiples)
drivers' eyes] 3 5 = .
ves) AWt Light Bulb P__ B?mbllla
Light A :.\ L
= igh beam —
cad) / : filament =
(if present) Luz alta
Dispersed light
Lens  Collimated light Luz dispersada

Figura 1.7: Reflectores pardbolicos (Wikipedia Commons)

Directriz, eje, vértice y foco. La recta que pasa por F y es perpendicular a
L se llama “eje” o “eje de simetria”. El punto de la pardbola que esta sobre
este eje transversal se llama vérticey lo denotamos con V. Por la definicion
de la pardbola, el vértice estd a la misma distancia de la recta ¢ y del Foco.
Esta distancia la denotamos con p
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)

Latus Rectum: El latus rectum de la pardbola es la cuerda que pasa por el

foco y es perpendicular al eje. La longitud del latus rectumes 4p. v 47)

Tratamiento analitico.

La versién analitica, en posicidn estdndar, requiere colocar la directriz paralela al eje X o paralela al eje Y.

Directriz paralela al eje Y. Sila directriz es paralela al eje Y y
si V = (h, k), entonces hay dos posibilidades: la pardbola abre a
laizquierda o abre a la derecha.

En el caso de que la pardbola abre a la derecha, el foco es YA
F=(h+p,k)

Los puntos Q = (x,y) de la pardbola satisfacen d(Q,F) =
d(Q,?), es decir,

Va—h-P2+(y-k? = x-h+p
(x—h-p?+(y-k? = (x—h+p)?
y-k?* = 4px-h)?

h—p ; htp \; ;
Como p >0, entonces x = h como se espera.

Figura 1.8: Parabola con directriz paralelaal eje Y y p >
0

Asi, sila pardbola abre hacia la derecha, su ecuacion canénica es
(y- k?= 4p(x—h) con p>0.

En el caso de que la pardbola abra a la izquierda, el foco es F = (h—p, k). Los puntos Q = (x, y) de la pardbola satisfacen
d(Q,F)=d(Q,L). Procediendo como antes,

\/(x—h+@2+(y—k)2 =x-h-p = (y-k)?*=4p(x—h) con p=-p.

Como p =—p, elfoco es F = (h+ p, k) nuevamente.
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En ambos casos, la ecuacién simplificada es (y — k)? = 4p(x— h) donde 7 = |p|. Con esta notacién, si p >0, la pardbola
abre ala derechaysi p <0, la pardbola abre a la izquierda. Esta ecuacién es llamada ecuacién canénica o natural. Esta
ecuacion es especial pues contiene la informacién del vértice, el foco y la directriz.

Pardbola (y- k)2 = 4p(x—h)

p<0; p=-p 4, /A p>0; p=p
I mm—— X

o

X ¥ h+p |}, h—p h=p p htp Yy X

Figura 1.9: Pardbola con directriz ¢ paralela al eje Y.

Directriz paralela al eje X. De manera andloga al caso anterior, si la directriz es paralela al eje X, entonces la ecuacién
canonica de la pardbola es

(x—h)?=4p(y-k)

de tal manera que si p >0, la pardbola abre hacia arribaysi p <0, la pardbola abre hacia abajo.

En resumen, sila directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vértice es V = (h, k), la ecuacion canénica es
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Pardbola (x-h)? =4p(y—k)

Y A p<0;p=—p Y A p>0; P=P

|
|
|
|
k < . i
| | E
a | |
T ¢ # '
h X

Figura 1.10: Pardbola con directriz ¢ paralela al eje X.

Ecuacién general de la pardbola en posicién estdndar. La ecuacion general de la parabola es de la forma Cy? +
Dx+Ey+F=0con C#0y D#0 odelaforma Ax’>+Dx+Ey+F=0con A#0y E #0. Completando el cuadrado
obtenemos la ecuacién candnica. También podriamos obtener el vértice, el foco yla ecuacién de la directriz en términos

de C,D,EV F.

Ejemplo 1.5
-
. - . 9 b A
Verificar que el vértice de la pardbola y = ax~ + bx + ¢ es el punto ~2a' "1al’

Solucién: Completando cuadrados obtenemos

ax*+bx+c—y

Il

Q
—_——

=

+

|

b\ 1 b2 —dac) . ) - b A
x4 = —|y+ ———|. Si A=b*—4ac el vérticees |——, — .
4a 2a 4a
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Ejemplo 1.6
~

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco yla directriz de la pardbola cuya ecuacién es y> =6y —2x+17 = 0.
Ademas realice la gréfica.

Solucién: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar YA A
cuadrados.
y2—6y—-2x+17 = 0
) | v F
(y-3)°-9-2x+17 = 0 i
2 N\
(y-3)" = 2(x-9 LY
| |
Elvérticees V=(4,3) ycomo 4p=2 = p=1/2>0. i 1
| |
| |
La parédbola abre hacia la derecha y tiene el foco en F = (4.5, 3). . . . E [1 . -
35 4 45 X

La directriz es la recta de ecuacién x = 3.5. La gréfica se muestra

T Figura 1.11: Parabola (y—3)° =2 (x— 4)

Ejemplo 1.7
Hallar la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (-2,4) y foco en (-2, 3). Realizar la gréfica.

Solucién: Dado que el vértice y el foco tienen igual abscisa, el
eje de la pardbola es vertical, ademads las distancia entre el foco
y el vértice es |p| =1 y como abre hacia abajo, p = —1. Entonces
la ecuacién canénica es,

(x+2)2=—4(y—4)

La directriz es larecta y =5 . La grafica se muestra en la figura. 2| 7

Figura 1.12: Pardbola (x + 2)% = —-4(y—4)
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Ejemplo 1.8
v

Determine la ecuacién canoénica y el foco de la pardbola (o las pardbolas) que satisfacen simultdneamente las
siguientes condiciones

a.) vértice en (2,0),

|
b.) contiene al punto P = (8, b) con b >0, :

c.) la distancia de P ala directriz es 10,

d.) eje de simetria paralelo al eje Y. —-p Yy=—p

Solucién: De acuerdo a d.) la parédbola abre hacia arriba o hacia abajo.
Por la posicién del vértice y el punto (8, b), solo podria abrir hacia
arriba. El vértice es (i, k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacion de la
parébola es

(x—2)2=4p(y—0); p>0.

La directriz es y = k— p = —p. Para determinar p y b tenemos dos
datos
@ Ladistancia de (8, b) ala directriz es 10, es decir b+ p =10

@ Elpunto (8, b) estd en la pardbola, es decir, (8 — 2)2=4 p(b)
Entonces tenemos

b = 10-p

36

4pb = 36=4p(10—p) = 36-40p+4p° =0

Conloque p=1 o0 p=9. Porlo tanto, las pardbolas que cumplen estas
condiciones son (x—2)% =4 y (cuando b=1) 0 (x - 2)2=36 y (cuando
b =9). Ambas pardbolas se muestran en la figura de la derecha.

Ejemplo 1.9
v
Hallar las pardbolas que contienen los puntos (4,4), (4,—4) de la circunferencia (x — 6)% + y2 =20 yla distancia

de su vértice al centro de esta circunferencia es 6 unidades.
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Solucioén: La situacién, segun los datos, es la que se presenta en la figura de
la derecha. La ecuacién es, en ambos casos, (y — k) = 4p(x— h).

@ Siel vértice es (h, k) = (0,0) : Como (4,4) estd en la pardbola, entonces

(y—k)2:4p(x—h) = 42=16p = p=1

La ecuacién de la pardbola es y* = 4x.

@ Sielvértice es (h, k) = (12,0) : Como (4,4) estd en la parabola, entonces

—4
YV =4p(x-12) = 42 =4p(-8) = p=-1/2

La ecuacién de la pardbolaes y> = —2(x—12)

ios [

jercic

E

gréfica, determine la ecuacién canénica de cada una de ellas.

a.) b.)
A

1.2 Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos Q del plano XY tales que equidistan del punto

(2,3) y de la recta de ecuacion x = 4.
1.3 Determine la ecuaciéon canénica de las siguientes parédbolas,
a) y= 2x%—4x+1.
b) -9y*>-8x-3=0
c) y*+2y—4x=7

d) x*+2x-2y+5=0

1.1 Considere la representacion grafica de las parabolas en las figuras que siguen. Con base a esta representacion
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e.) xz—y+2=0

1.4 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (1,3) y foco en (2, 3).

1.5 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con eje focal paralelo al eje X y que pasa por los puntos
(Oy 0)7 (_1) 2) y (_2’ _2)

1.6 Determine la ecuacion candnica de la pardbola con vértice en (—1,1) y directriz y = 0.
1.7 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con foco en (3,4) y directriz x =7.

1.8 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (2,3), eje focal paralelo al eje Y y que pasa
por el punto (4,5).

1.9 Hay tres pardbolas que satisfacen simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) Vértice en (2,0),
b.) contiene al punto P = (b,8) con b > 2,
c.) la distancia de P ala directriz es 10.
Determine la ecuacién canénica de cada una de estas pardbolas y el valor de b en cada caso.

1.10 En la definicién de la pardabola como un lugar geométrico se indica que el foco no esta en la directriz. ;Qué
pasa si el foco estd en la directriz?

La Elipse
Definicion 1.2 (La elipse como lugar geométrico).

En un plano, una elipse es el lugar geométrico de todos los pun- Q
tos Q cuya suma de distancias a dos puntos fijos, F; y F», (lla-

mados focos), es constante (una constante mayor que d(Fy, F»)).

Sila suma es la constante 2a, con 2a > d(F;, F»), entonces

dQ,F)+d(Q,F,) =2a

Propiedad focal de la elipse. La elipse también tiene una “propiedad focal” anédloga a la de la pardbola: La normal a
la elipse en cualquier punto Q de la elipse forma dngulos iguales con el segmento F,Q y el segmento F>Q
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Figura1.13

Esta propiedad se usa por ejemplo en medicina para tratar célculos (“piedras”) que se

forman en el rifién, vejiga y uréteres; con ondas de choque. La “litotricia extracorpérea”

por ondas de choque consiste en la emisién de ondas desde un aparato emisor de ondas.

El paciente se acuesta sobre una mesa y el emisor de ondas se acopla en un sistema

reflector apropiado con forma eliptica, de tal manera que el emisor esté en un foco y el

célculo renal en el otro. De esta forma las ondas de choque (que casi no sufren pérdidas

en agua y tejidos corporales) al reflejarse en la pared eliptica, inciden directamente en el calculo renal
célculo.

Como en el caso de la pardbola, también la propiedad focal de la elipse se usa para el disefio de focos para automévil y
de reflectores para las lamparas que vemos en el consultorio del dentista,

Lente Reflector (eliptico)
Oscuro \ N Bombilla

Lo

Escudo (cerca del

; Solenoide
i gl ) (tenue, brillos)
Foco moderno Lampara de dentista

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
elipse son F; y F,. Ademaés, d(Q,F;) +d(Q,F) = 2a con
2a> d(F, F,). Larecta que pasa por los focos se llama eje focal.
Este eje focal corta a la elipse en dos puntos V;, V, llamados
vértices. El segmento de recta que une los vértices se llama

eje mayor. El punto en la mitad del eje mayor se llama centro V1
de la elipse. El eje normal es el eje que pasa por el centro y es
perpendicular al eje focal. Este eje normal corta a la elipse en
dos puntos A y A'. El segmento que une estos dos puntos se
llama eje menor.
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De acuerdo a la definicién de la elipse, la distancia entre los
vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a unidades
del centro.

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el tridngu-
lo AF, AF, esis6sceles, entonces d(A, F1) = a y se obtiene que
la distancia de cada foco al centro es ¢ con c¢? = a® — b?.

Excentricidad. La excentricidad de la elipse se define como e = — y describe la forma general de la elipse, ademas
a

0 < e < 1. Para una circunferencia la excentricidad es cero y valores cercanos a 1 corresponden a elipses mds alargadas

y achatadas (ver seccién 8.1).

e=20.9 e=0.5 e=0.1

Figura 1.14: Excentricidad de la elipse

La excentricidad de las 6rbitas planetarias varian mucho en el sistema solar. La excentricidad de la tierra es 0.017 lo
que la hace casi circular. La excentricidad de Plutén es 0.25 y es la mads alta del sistema solar. La excentricidad del
cometa Halley es 0.97 lo que hace que su drbita sea muy alargada, tanto que tarda 76 afios en completar su 6rbitay la
mayoria del tiempo permanece invisible para nosotros.

Sol

Orbita del cometa Halley

b

Orbita de Pluton

Latus Rectum. Los latus rectum en la elipse corresponden a las

cuerdas perpendiculares al eje focal y que pasan por cada uno de

los focos. Si a es lalongitud del semieje mayory b eslalongitud
2

del semieje menor, la longitud de cada cuerda es —
a

Tratamiento analitico.

La version analitica, en posicidn estdndar, requiere poner el eje mayor paralelo al eje X o paralelo al eje Y.
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Eje mayor paralelo al eje Y. En este caso, si el centro es (h, k),

k+ce
entonces F) = (h,k+c¢) y F» = (h,k—c). Los puntos (x,y) dela
elipse satisfacen

ke
d((x) J/),Fl) + d((x) y):FZ) = Zay
es decir,

k — C ¢
V=124 (y=k+ 02+ (-2 +(y— k- )2 = 2a

X

Figura 1.15: Elipse con eje mayor paralelo al eje Y
Ahora simplificamos la ecuacioén,

(Vr-m2+y-k+ 0)2)2

(Za—\/(x—h)2+(y—k—c)2)2

a’-cly-k) = a\/(x—h)2+(y—k+c)2,
elevamos al cuadrando,
at+2a’cy-k)+c(y-k? = a*x-h?+ad*(y-k*+2a°c(y—k) +a*c?,
sustituyendo c®=a’*-b?
—-h 2 —k 2
b (y—k)? a*(x—h?-a*h* = (x= 1) + =K =1
b? a?
— h)? - k)?
La ecuacién simplificada St k)

b? a?

=1, selellama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacién
para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.

"
Eje mayor paralelo al eje X . En este caso, si el centro es (h, k),

entonces F) = (h—c,k) y F» = (h+c, k). Los puntos (x,y) dela
elipse satisfacen

d((x,y), F1)+d((x,y),F») =2a

es decir,

Co-
\/(x—h+c)2+(y—k)2+\/(x—h—c)2+(y—k)2:2a.

SUe— — —

’
h—c h+c ™
Figura 1.16: Elipse con eje mayor paralelo al eje X

- h)? —k)?
mo antes, la ecuacién simplificada queda (=) + =5

a? b?

= 1. A esta ecuacion se le llama ecuacion canénica o
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natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.

En resumen,

Elipse sin rotacion. “a” es la longitud del semieje mayor

@=h?  (y=h? _

a? b2 1
Y
A
2__ 2 2
AL cc=a*—>b
. | -
| | X
"/ h—c h h+c '\
h—a h+a

Circunferencia de radio a. Formalmente, la curva que delimita un circulo se llama circunferencia. Por abuso del
lenguaje se habla de un “circulo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en la que los focos son
iguales y coinciden con el centro de la circunferencia. En este caso, a®> = b*> = a?. Por lo tanto, la ecuacién de la
circunferencia de un circulo con centro en O = (h, k) yradio a, es

—h)? — k)2
(x— 1) +(y ) =1 otambién (x—h)?+(y—k)?=a’

a? a?
T T T '
h X
Figura 1.17: Circunferencia de radio a centrada

en (h, k)

Ecuacion general de la elipse en posicion estandar. La ecuacion general de un elipse con eje mayor paralelo al
eje X oaleje Y es Ax*>+Cy?>+Dx+Ey+F=0, con Ay C no nulosy del mismo signo. Sin embargo, esta ecuacién
también podria tener como conjunto solucién una cénica degenerada. Si la ecuacién corresponde a una cénica propia,
basta con que AC > 0 para decir que es una elipse. La manera préctica de decidir si es una elipse es obtener la ecuacién
canbnica completando cuadrados. El estudio de la ecuacién general se hace en la seccién (1.6).


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.4 La Elipse

Ejemplo 1.10
D

Hallar la ecuacién canénica de la elipse 4 x> + y* — 8 x + 4 y — 8 = 0. Realizar su grafica identificando los vértices,
los focos y el centro.

Solucién: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar
el cuadrado de la expresiéon en ambas variables x e y.

4x* +y?—-8x+4y-8 = 0

4x*-8x+y*+4y-8 = 0

4x-12+(y+2)° = 16

@-1%  (y+2)°
4 " 16
El centro es (h, k) = (1,—2). La elipse tiene eje mayor paralelo al
eje Y. Como a® =16 y b® = 4, entonces a =4y b = 2. Ahora,
c>=16-4 = c=/12. Los focos son (1,-2+1/12) y los vértices
son (1,-6), (1,2). Las intersecciones con los ejes son y = —5.46,
y~146, x=-0.73y x=2.73.

= 1

Ejemplo 1.1
D

Determine la ecuacién canénica y las caracteristicas méds importantes de la elipse cuyo eje mayor tiene extremos
(=3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2, 8).

Solucion: El centro es el punto medio entre (-3,5) y (7,5), es
decir, (2,5). El semieje mayor mide a =5 y el semieje menor
mide b = 3. Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacion
canodnica es,

(x—mz+(y—m2_

25 9
Como ¢? = 25-9, entonces ¢ = 4 y los focos son (2 +4,5).
Los vértices son (2 +5,5). Las intersecciones con el eje Y son |

~2.25 =~ 7.75. :
y Yy 7

1.
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Ejemplo 1.12
D

Determine la ecuacién canénica de la elipse con vértices en (3, 1), (3,9) y eje menor de longitud 6. Trazar la grafica.

Solucion: El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como
la longitud del eje menor es de 6 unidades, entonces b = 3.
Como los vértices estdn en (3,1) y (3,9), entonces el centro es
(h, k) = (3,5) y por tanto a = 4. La ecuacion canénica es

2 Y
(x=3) +(y 5) _
9 16

1

La gréfica de la elipse se muestra en la figura de la derecha. Solo
hay una interseccién con el eje Y en y =5.

Ejemplo 1.13
D
Determine la ecuaciéon canénica de la elipse con focos en (2,5) y (2,3) y que contiene al punto (3,6). Trazar la

gréfica.

Solucion: Por la posicion de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademds también de-
ducimos que el centro es (h,k) = (2,4) y que ¢ = 1. Como ¢ = a? - b?, tenemos b*> = a’® — 1.

Hasta ahora tenemos que la ecuacién canénica es

92 N2
(x2)+(y4):

b? a? 1

Como b? = a? -1 y como la elipse contiene al punto (3,6), este
punto satisface esta ecuacion, es decir,

(3-2)% (6-4)2
b? * a?
1 4

+— = 1 =a*=3+5.
a-1 a?

= 1,

<Y

u—mz+w—@2
2+v5 3+V5

Como b% = a>—1> 0, la tinica solucién es
4.54.

= 1. Lasintersecciones con el eje Y son y = 3.46, y =
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Ejemplo 1.14
D

Determine la ecuacion de la circunferencia de radio 2 con centro en el vértice de la pardbola de foco (1,-1) y
directriz x = —3. Realizar la grafica.

Solucién: Como el vértice de una parabola esté a la mitad del
camino entre el foco y la directriz entonces (h, k) = (—1,-1). La
ecuacion de la circunferencia es

x+1)2+(y+1)2=4.

Las intersecciones con el eje X son x = —2.73 y x = 0.73. Las
intersecciones con el eje Y son y=-2.73y y = 0.73.

2
»
@)

1.11 Considere la elipse a la derecha. Si se sabe que el
= punto (—1/2, 5/4) estd enlaelipse, determine su ecuaciéon
LU canénica, sus focos y sus vértices.

1.12 En cada caso, obtener la ecuacién canénica de la elipse.

132 2
(y—-1) +5(x+2) _9

a.
) 2 3
2 2
b.) x—+f+y—+y+1:0
16 2 4
2 2

c) x_+x+y_+z+1:0
4 16 2
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2

d) x2+%—2y+1=0

1.13 Considere la coénica 4x? + y? —16x — 6y + 21 = 0. Trazar su grafica identificando los vértices, los focos, el
centro y la interseccién con los ejes.

1.14 Determine la ecuacion de la elipse cuyo centro esté en el origen, contiene al punto (—1,3) y uno de sus
vértices es (0,5). Trazar la gréfica.

1.15 Determinar la ecuacion candnica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el primer cuadrante y
uno de sus vértices es (8,2).

1.16 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse con centro en (0,0), eje mayor
horizontal y los puntos (3, 1) y (4,0) estdn en la elipse.

1.17 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse con centro en (2, 1), longitud del eje
menor 2 ul y eje mayor vertical y de longitud 6 ul.

1.18 Hallar la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse que tiene un vértice y un foco en comun
con la parabola y? + 4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen.

1.19 Determine la ecuacién candnica y los demés elementos de la elipse cuya suma de distancias a los puntos
(£3,0) es 16.

1.20 Considere la cénica de ecuacién 9y? + 16x? + 54y —64x + 1 = 0. Verifique que se trata de una elipse e
indique sus caracteristicas principales.

1.21 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se muestra en la figura que sigue. Determinar el
radio.

1.22 Determine la ecuacién canénica de la elipse que satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) Elvértice V; de la elipse coincide con el foco de la pardbola de ecuacién (x —2)? = —4y + 24.
b.) Elvértice V5 de la elipse coincide con el centro de la hipérbola de ecuacién x? — 4x — y? + 2y = —2.
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c.) Laelipse contiene el punto (1,2).

1.23 Considere la cénica C de ecuacién x> —4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacién canénica y las
caracteristicas mds importantes, de la elipse que cumple similtaneamente con las siguientes condiciones,

a.) Su centro coincide en el vértice de la c6nica C
b.) La distancia entre sus focos es 4 y estdn en larecta x =2
c.) La distancia de un foco al vértice mas cercano es 3
1.24 En la definicion de la elipse como un lugar geométrico se indica que 2a > d(F1, F>). ;Qué pasa si 2a <

d(F, Fp)?

La Hipérbola.

Definicion 1.3 (La hipérbola como lugar geométrico).

En un plano, una hipérbola es el lugar geométrico de todos
los puntos Q tales que el valor absoluto de la diferencia de
sus distancias a dos puntos fijos del plano, F; y F», (lamados
focos), es constante (una constante menor que d(Fy, F»)). Sila
diferencia es la constante 2a, con 2a < d(Fy, F,), entonces

|d(QrFl) _d(Q)F2)| =2a

Propiedad focal de la hipérbola. La hipérbola también tiene
una “propiedad focal” andloga a la de la elipse y la pardbola:
La normal a la hipérbola en cualquier punto Q de la hipérbola,
forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el segmentos F»,Q
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33

La propiedad focal de la hipérbola tiene varias aplicaciones. Por
ejemplo, en la construcciéon de telescopios. Un telescopio co-
mun tipo Cassegrain consiste de un espejo primario parabdlico
y de un espejo secundario hiperbdélico. En la figura (1.18) la luz
se refleja en un espejo primario parabélico y se desplaza hacia el
foco F. Antes de llegar a este foco, hay un espejo hiperbdlico en
el camino, que comparte el foco F con la pardbola. Este espejo
refleja la luz al otro foco de la hipérbola, donde se encuentra el
observado.

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
hipérbola son F; y F». Ademas, |d(Q, F1) —d(Q, F>)| =2a con
2a < d(F;,F,). La recta que pasa por los focos se llama eje
focal. Este eje focal corta a la hipérbola en dos puntos V3, V»
llamados vértices. El segmento de recta que une los vértices se
llama eje transverso. El punto medio de este eje se llama centro
de la hipérbola.

De la definicién de la hipérbola se puede deducir que la
distancia entre los vértices es 2a y cada vértice estd a una
distancia de a unidades del centro.

Si la distancia del centro a cada uno de los focos es ¢, como
¢ > a, podemos formar el tridngulo is6sceles AV; V> A que se
muestra en la figura de la derecha. La altura de este tridngulo
la denotamos con b. El eje conjugado es el segmento AA' (en
la figura de la derecha) y mide 2b. Este segmento pasa por el
centroy es perpendicular al eje focal. Claramente, este el semieje
conjugado tiene longitud b y, por pitagoras,

c?=a®+ b

Excentricidad. La excentricidad de la hipérbola es e = 2. En
este caso, e > 1. Si e = 1, la ramas de la hipérbola son muy
abiertas mientras que si e no estd cerca de 1, las ramas abren
poco y la hipérbola se muestra “achatada” (ver seccién 8.1).

Espejo primario
“ (parabolico)

oSt v
F > :
Espejo secundario -
(hipérbolico)

Figura 1.18: Telescopio Cassegrain.
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Latus Rectum. Los latus rectum en la hipérbola corresponden
alas cuerdas perpendiculares al eje focal y que pasan por cada
uno de los focos. Al igual que en la elipse, cada lado recto mide
2b?

a’

Tratamiento analitico.

La version analitica, en posicidn estdndar, requiere poner el eje focal paralelo al eje X o paralelo al eje Y.
Eje mayor paralelo al eje X . En este caso, si el centro es (h, k),

entonces F; = (h+c¢,k) y Fo, = (h—c, k). Los puntos Q = (x,y) Y A
de la hipérbola satisfacen

|d(Q)Fl) _d(Q’FZ)l :2(1,

es decir, km?

|\/(x—h+c)2+(y—k)2—\/(x—h—c)2+(y—k)2 ~2a

Para simplificar un poco el cdlculo, supongamos que
dQ,F) —d(Q,F,) > 0 (el otro caso es es totalmente simi-
lar), entonces (h—c,k)

2
)

(\/(x—h+c)2+(y—k)2)2 (Za—\/(x—h—c)2+(y—k)2)

cx—h-a* = a\/(x—h—c)2+(y—k)2,
elevamos al cuadrado,
(-a®)x-h?*-a*(y-k* = a*(c*—ad),
x-n* -k
2 o_g - b

(x-m> (y-k?
a2 b
nica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, c, focos y vértices.

Poniendo b% = ¢ — a2, la ecuacién simplificada seria = 1; esta ecuacion se le llama ecuacion cané-
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Y A ® P
A

&

Eje mayor paralelo al eje Y. En este caso, si el centro es (h, k), (h’ k+ C)

entonces F; = (h,k—c) y Fo = (h,k+c). Los puntos Q = (x,y)
de la hipérbola satisfacen

|d(Q;F1) _d(QrFZ)I :zar

es decir,

'\/(x—h)2+(y—k+c)2—\/(x—h)2+(y—k—c)2 - 2a.

(h,k —¢)

y-k* -’
a2 b
natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, ¢, focos y vértices.

Como antes, la ecuacién simplificada queda =1. A esta ecuacion se le llama ecuacion canonica o

Asintotas de la hipérbola. Consideremos las ecuaciones candnicas de la hipérbola. Despejando y en cada caso, se
obtiene

102 12
(J’ k) _(x h) -1 — yzkig /(x_h)z_i_bz,

a? b?

-m> G-k _ y:kig\/m.

a? b?
Si x es suficientemente grande, se pueden despreciar las constantes que suman o restan, es decir,

y-k? (x-h? a
R =1 = y:kiz(x—h),

(x-h? (y-k)?
2

b
1 = y= ki;(x—h).

b
Esto sugiere que las rectas y = k+ g(x —h), y=k+ —(x— h) son asintotas oblicuas de la hipérbola correspondiente.
a

En efecto, un calculo radpido nos permite establecer que

y-k? (x-h? ] a

yaz T L= xlirﬁx,y_(kiﬂ(x_h)):o'

(x-h? (y-k? _ . b -
2 Tz = éﬂ&y_(kizu_hﬂ_o'
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Teorema 1.1 (Asintotas de la hipérbola).

—k 2 —-h 2
8 — ) — (x = ) =1 La hipérbola de ecuacién

tiene asintotas tiene asintotas

x-m* _ -k?_

La hipérbola de ecuacién = 2

1

a b
=k+—(x-h). =k+—(x-h).
y b y a(x )

En resumen,
Hipérbolas.

(z=-h)? W=k _, (y— k)2 (z—h)?

a? b2 . =1

YA YA

k+cd
=== k+as
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Ecuacion general de la hipérbola en posicion estandar. La ecuacion general de una hipérbola con eje focal paralelo
aleje X oaleje Y es Ax>+Cy?+Dx+Ey+F =0, con Ay C nonulosy de diferente signo.Sin embargo, esta ecuacién
puede también corresponder a una cénica degenerada. Si la ecuacién corresponde a una conica propia, basta con
que AC < 0 para decir que es una hipérbola. La manera practica de decidir si es una hipérbola es obtener la ecuacién
candnica completando cuadrados. El estudio de la ecuacién general se hace en la seccién (1.6).

Ejemplo 1.15
D E—

Determine la ecuacién canoénica y las caracteristicas de la conica que contiene a los puntos P = (x, y) para los
cuales |d(B, A)—d(P,B)| =2 donde A=(-3,0) vy B=(-3,3). Realizar la gréfica.

Solucion: Se trata de un hipérbola con focos A y B y por tan- YA

to ¢ = 1.5 y el centro es (h,k) = (-3,3/2). Como |d(P,F;) — /

d(P,F>)| = 2a entonces a = 1. y entonces b’ = 5/4. Luego ecua-

cién canonica es

=3 +3°
1 5/4

Las asintotas son y =+ (x+3) +3/2. La interseccién con

N\

los ejes son y = -1.363, y =4.363, x=—-4.25y x = -1.75,

Ejemplo 1.16
D

Identifique y trace la grafica de la cénica de ecuacion 4y? —9x? + 36x — 24y — 36 = 0, indicando centro, vértices,

focos, asintotas e interseccion con los ejes.
Solucién: Completando cuadrados obtenemos

4(y-3)2-9(x-2)2 =36
por lo que la ecuacién canénica es

-3 &-2°
9 4

Se trata de un hipérbola con eje transversal vertical y centro
en (2,3). Como a=37y b =2 entonces c = v/13. Los vértices
son v; = (2,0) v v2 = (2,6) ylos focos son F; = (2,3 - V13) y
F, =(2,3+V13).

Las intersecciones con los ejes son y = —-1.24, y=7.24y x=2.
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Ejemplo 1.17
N

Hallar la ecuacién candnica, los focos, los vértices y las asintotas de la hipérbola cuya ecuacién es
9x% —y?-36x—6y+18=0. Realizar la grafica.

Y,
Solucién: Completando el cuadrado en ambas variables, 1

9(x>-4x+4-4)-()*+6y+9-9)+18 = 0

9(x-22-(y+3)* = 9

5 2
-2 (y+3) _
1 9
Por tanto, el centro estd en (2,-3), a = 1, b = 3 vy

C=a’+1h?* = ?=10 = c=V10

Los vértices estan en (1,-3), (3,—3), los focos en (2 + /10, -3)
y las asintotas son y = £3(x —2) — 3. Las intersecciones con los
ejesson y=—8.19, y=2.196, x=0.58 y x = 3.41.

Ejemplo 1.18
D

Hallar la ecuacién canénica de la hipérbola con vértices en (3,-5) y (3,1) y asintotas y=2x—8y y=-2x+4.
Ademés calcule los focos y realice la gréfica.

Solucién: Como los vértices son vértices en (3,—5) y (3,1), el centro es (3, —2). Ademds, la hipérbola tiene eje
transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el teorema de las asintotas,

Por tanto, la ecuacién candnica es

El valor de c estd dado por
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Los focos estan en (3,-2 — %) yv(3,-2+ %). Las intersecciones con el eje Y son y = —8.70, y = 4.70.
n

(72

ClO

1.25 Considere la hipérbola de la figura. Determine su
ecuacién canonica.

erc

¢ ———————-
N
I
I
®

E

1.26 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la hipérbola 36x? —64y? = 2304
1.27 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola con focos en (1,4) y (1,—4) y con a = 3.

1.28 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola con centro en (—4,1) y un vértice en (2,1) y semieje
conjugado (semieje menor) de longitud 4.

1.29 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola de ecuacién 9x? — 16y? —18x — 64y — 199 = 0.
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1.30 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola con vértices en (0,2) y (6,2) y asintotas
y=2/3x A y=4-2/3x.

1.31 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola que contiene al punto (4,6) y cuyas asintotas son
y=+V3x.

1.32 Determine la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y que contiene los puntos (3,1) y (9,5).
1.33 Determine la ecuacién canénica de de la hipérbola que satisface simultdneamente las siguientes condicio-
nes,
a.) El centro de la hipérbola coincide con el vértice de la parabola de ecuacién y?> —2y +8x+17 =0.
b.) Uno de sus focos se ubica en (3,1)

c.) Uno de sus vértices se ubicaen (1,1).

Realice la gréfica e indique sus principales caracteristicas.

2 2
X
1.34 Determine el tipo de cénica representada por la ecuacién — + v

k k-16
a.) Sik>16

=1 enlos casos

b.) Si0O< k<16
c) Sik<0

1.35 Realice el dibujo de la seccién cénica de ecuacién 9(x — 1)? — (y + 1)? = 9. Indique ademads todas sus
caracteristicas.

1.36 En la definicién de la hipérbola como un lugar geométrico se indica que 2a < d(F;, F»). ;Qué pasa si
2azd(F,F)?

Clasificacion de cénicas y la ecuacion de segundo grado

Una cénica tiene ecuacion general

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0. (1.2)

Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacién no tiene solucién (no hay lugar geométrico) o el conjunto solucién es
una conica degenerada (un punto, una o dos rectas).
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En el caso de que tengamos una cénica no degenerada con ecuacioén 1.2, clasificar la cénica obteniendo la ecuacién
canénica: Si B =0, solo habria que completar cuadrados. Si B # 0, habria que aplicar una rotacion de ejes y y luego
completar cuadrados, con estos cdlculos obtenemos la ecuacién canénica de la conica (en un nuevo sistema X'Y’) y
sus caracteristicas mas importantes (centro, vértice(s), etc.).

Clasificacion usando la representacion matricial. Las conicas tienen una representacién matricial

A BJ/2
B/2 C

X

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0=(x y) y

De esta manera se puede usar la teoria de formas cuadréticas para obtener los siguientes resultados:

A B/2 DJ2
Consideremos la cénica de ecuaciéon Ax* + Bxy+Cy>+Dx+Ey+F=0.Sea A=4(B/2 C E/2| =
D/2 E/2 F

4ACF — AE? - B>F + BDE — CD?, entonces:

a.) Si BZ—4AC=0 y A #0, tenemos una pardbola.

b.) Si BZ—4AC <0y A #0, tenemos una elipse.

c.) Si BZ—4AC>0 y A #0, tenemos una hipérbola.

d.) Si B?-4AC =0y A =0, tenemos dos lineas paralelas o un conjunto vacio. Las lineas son distintas si
D?+ E%?>4(A+ O)F, pero son una sola (coinciden) si D?>+E2=4(A+C)F (por ejemplo, en el caso de
que el foco estd sobre la directriz, en la definicién de mas arriba), y son distintas en el plano complejo si
D?+E? <4(A+C)E.

e.) Si B2—4AC <0y A=0, tenemos un punto (la elipse colapsa en un punto).

f) Si B>~4AC >0y A =0, tenemos dos lineas que se intersecan (solo quedan las “asintotas”).

Invariantes. Usando la teoria de invariantes (ver Apéndice A.) podemos identificar la cénica, sin atender a sus elemen-
tos, directamente aplicando el siguiente teorema,
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Consideremos la ecuacién general Ax®>+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0. Entonces,
a.) si B2—4AC =0y 4ACF + BDE — AE?> - CD? — FB? #0, tenemos una parébola,
b.) si BZ2—4AC<0vy (A+C)(4ACF + BDE — AE? - CD? — FB?) <0, tenemos una elipse,
c.) si B2—4AC>0 y 4ACF + BDE — AE? — CD? — FB? # 0, tenemos una hipérbola.
Si definitivamente se sabe que la ecuacion general corresponde a una cénica propia, entonces
a) si BZ—4AC =0, tenemos una parédbola,
b) si B> -4AC <0, tenemos una elipse,

¢) si B2-4AC >0, tenemos una hipérbola.

Una exposicion més detallada se puede ver en el apéndice 8.1.

Ejemplo 1.19
¥

Clasificar la cénica de ecuacién 2x% —5y> —xy+3y+1=0.
Solucion: . En este caso A=2, B=-1,C=-5, D=0, E=3y F = 1. Ahora calculamos,

B?-4AC=41>0y 4ACF + BDE - AE? - CD? - FB? = -59 # 0, por tanto se trata de una hipérbola.

Mecanismos para dibujar conicas

Hay muchos aparatos y mecanismos para dibujar cénicas propias, basados en la definicién de cénica como un lugar
geométrico. Entre los més simples estdn los que usan una regla o una escuedra y un hilo o cuerda. Las siguientes figuras
dan una idea grafica de un mecanismo para dibujar elipses, pardbolas e hipérbolas.
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Elipse

Hipérbola
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Pardbola
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2.1

Espacio tridimensional. Coordenadas car-
tesianas.

Funciones escalres de dos variables
Supeificies en R3

Superficies cuadrdticas.

Sélidos simples

Proyeccién ortogonal de un sélido simple
(*) Definicion formal de una superficie

Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas.

Una vez que se ha especificado una unidad de medida, un nimero x € R puede ser usado para representar un punto
en una linea, un par (x, y) € R? se puede usar para representar un punto en un plano,

YA
(z,y)
Yl *
5 i T X
(a) Punto en una linea (b) Punto en el plano

De manera anéloga, un triple (x,y,z) € R® se puede usar para representar un punto en el espacio tridimensional.
Tomamos un punto fijo cualquiera O, llamado origen, y tres planos distintos, mutuamente perpendiculares, que pasan
por O. Los planos se intersecan en pares en tres rectas (ejes) mutuamente perpendiculares que pasan por O llamadas
X, Y y Z.Para hacer la representacion en un plano podemos trazar el eje Y y el eje Z de frente y la parte positiva del
eje X serepresenta en una direccién aproximadamente sur-oeste, para simular profundidad (perpectiva). Dibujamos
(x,y) enelplano XY vy, desde este punto, dibujamos un segmento paralelo al eje Z y orientado de acuerdo al signo
de z y de longitud |z|, como se muestra en la figura (b) de arriba. Si tiene conexi6én a Internet, puede hacer clic en la
figura, esto lo llevard a una pagina Web con un ’applet’ con el que se podra hacer una idea maés clara.

Q@ Hacer clicenla figura para ver en 3D (en Internet)



2.1 Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas.

(a) Coordenadas cartesianas (b) Punto P = (x, y, z)

Figura 2.1: Puntos en el espacio tridimensional. Puede conectarse a Internet, y arrastrar con el mouse los puntos rojos

Ejemplo 2.1
D

Los puntos en el eje X tienen coordenadas (x,0,0), x € R, los puntos en el eje Y tienen coordenadas
(0,y,0), y € R ylos puntos en el eje Z tienen coordenadas (0,0, z), z € R. En la figura que sigue se muestran
cinco ejemplos de puntos en el espacio.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

7z A Z A

34=(0,0,3) 3
| o(2,1,3)
_ 1 (Ov 1a 0))
(2,0, 0)7? Y
X

Figura 2.2: Puntos (2,0,0), (0,1,0), (0,0,3),(2,1,3) y (2,-1,0).

Planos XV, X7y Y Z. Hay tres planos que contienen un par de ejes coordenados: El plano XY es el plano que contiene
eleje X yeleje Y, el plano X Z es el plano que contiene el eje X yel eje Z yel plano Y Z es el plano que contiene el
eje Y yeleje Z.
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

z Z\
{l
g \b
/‘\ X/ Y
X
Plano XY Plano XZ Plano YZ
Figura 2.3

El primer octante. Los planos XY, X7 y Y Z dividen el espacio en ocho partes llamadas octantes. El primer octante
corresponde a la parte positiva de los ejes.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Z
Z
i Y QZ\
Y
X

(a) Octantes

(b) Primer octante (c) Habitacién en el primer octante

Figura 2.4

Vistas isométricas de un punto. Considere el punto Py,y,z = (a,b,c) en el espacio tridimensional, se define la vista

de este punto en el plano XY como el punto Py y = (a, b,0). Andlogamente se define la vista en el plano Y Z como
Py . =(0,b,c) ylavistaen el plano XZ como Py ; = (a,0,c).

Estas vistas también se denominan “proyecciones perpendiculares” del punto en el plano respectivo.
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2.2 Funciones escalres de dos variables

7 Z
¢ =~
\TP',I;7y7Z
|
i
a . b ac 1 b
X ~_ a Xﬁ -~ &
2 ¢ Y
PI?y Y
Proyeccién sobre XY Punto P, .
Z Z
¢ ‘\“»T Py Pa,z v—1°
' |
! |
! |
! |
| ;
X e X a &
£ by & Y
Proyecciéon sobre Y Z Proyeccion sobre X Z

Funciones escalres de dos variables

Definicién 2.1
Una funcién escalar de dos variables f:R?> — R con dominio D < R?, asigna a cada par (x, y) € D, un tinico
numero real denotado con f(x, y). El gréfico de f esel conjunto {(x,y,2) : x,y€ D y z= f(x,y)}.

El criterio (férmula) que define a f puede ser explicito o implicito. Para hablar de una funcién de dos variables se
escribe z= f(x,y) o F(x,y,z) =0.

Ejemplo 2.2

D
@ Forma explicita: z = x*> + y?> o equivalentemente f(x,y) = x> + y?. Por ejemplo, f(1,2) =1>+22 =5y
f(0,3) =9, por tanto, los puntos p(1,2,5) y (0,3,9) estdn en la grafica de f.

F(x,y,2)

@ Forma implicita: 57k y2 +22-1=0; z=0. Por ejemplo, si x=1y y =0 entonces z =0 y el punto (1,0,0)
estd en la grafica de la funcién.
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Six=1yy=1entonces 12+1%2+2z>=1 = 2z?=-1, es decir, (1,1) no esté en el dominio de la funcién.

La representacion grafica de f corresponde a la representacion de todos los puntos (x,y,z) que satisfacen la
ecuacién z= f(x,y) o F(x,y,z) =0.

Consideremos la funcién f(x,y) =3+ \/ 1-

(x-2)? (y-3)*
4 9
1-(x—2)%/4- (y— 3)2/9 = 0, entonces el dominio méaximo de esta funcion es el conjunto

. La funcién estad bien definida si el subradical

_2)2 _3)2
Df:{(x,y): (x4 ) +(y9 ) <1}

es decir, D¢ eslaregion encerrada por la elipse (x — 2)2/4+ (y-3)2/9 =1 (incluido el borde).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

—92)2 —3)2
f(m,y):3+\/1—($4) — w=8)

(33—42)2 + (y—93)2 <1

_(x=2? (-3
4

Figura 2.5: Dominio de la funcién f(x,y) =3+ \/ 1 (en celeste)
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Ejemplo 24

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

.. 1 .
La funcién z = 5 solo se indefine en (0, 0),
xX*+y
entonces el dominio maximo de esta funcién es

el conjunto

Dy =R*-{(0,0)}.

1
Figura 2.6: Dominio de la funcién z = — (en celeste)
y

x%+

Dominio y su representacion grdfica.

Como en funciones de una variable, el dominio méximo de f es el conjunto de puntos (x, y) € R? tal que z = f(x,y)
este bien definida.

Representacion grdfica de regiones definidas por desigualdades. En general, cualquier combinacién de
ecuaciones y desigualdades pueden definir una regién, de manera implicita. Esta seccion se introduce casos sencillos.

@ Desigualdades del tipo y= f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a, b].

La representacion grafica de la curva y = f(x) consiste de la representacion de los pares (x,y) con y = f(x). Los
puntos (x,y) con y = f(x) conforman una regién por encima de la representacion grafica de f (incluyendo esta
representacion) y, de manera anéloga, los puntos (x,y) con y < f(x) conforman una regién por debajo de la
representacion grafica de f (incluyendo esta representacion.)
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y=f(x)

@ Desigualdades del tipo y > f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a, b]. Este caso es similar al anterior, como la
desigualdad es estricta, no incluye la curva y = f(x).

A A Y :'f(x)
Y :f(x> !
1
!’ ,r’—.?_‘\\ II,
> f(xo)® l‘ T \\\ /,
Y>> f
z /| y < f(xo)e N
; 4 : S
—f’t"‘ : / -
a X0 \\\ /II b y < f(x
N i -
.- a - T b

@ Desigualdades del tipo x=g(y) 0 x < g(y) enun intervalo [a, b].
Larepresentacion grafica de la curva x = g(x) consiste de la representacion de los pares (x,y) con x = g(x). Los
puntos (x,y) con y = g(x) conforman una regién a la derecha de la representacién grafica de g (incluyendo esta
representacion) y, de manera andloga, los puntos (x, y) con x < g(y) conforman la regiéon a la izquierda de la

representacién grafica de g (incluyendo esta representacion.)

Cuando la desigualdad es estricta, la regién no incluye la curva.

-
-
-
-
-
-
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B Una exposicién mds completa sobre representaciéon de dominios la puede ver en el apéndice 8.3. En este apéndice
podrd ver una exposicién de cdmo graficar regiones cuya descripcion es por medio de desigualdades.

Ejemplo 2.5 (Dominio de una funcién).
D E—

Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién z= /3y —6x+3+In(1-x) +1
Solucion: Necesitamos que 3y —6x+3 >0 yque 1— x> 0, es decir,

Dy ={(x,y)eR* talque y=2x-1 y x<l1}

Representacion grafica: El dominio de f es la interseccion de la region y = 2x—1 (region arriba de la recta
y=2x-1,incluida) y de laregién x <1 (regién a la izquierda de la recta x = 1, sin incluirla).

E y=2x-—1
x=1y y>2x—1- E
Df Ex:1
[

y>2x—1
x <1

Figura2.7: Dy = {(x,y) e R* talque y=2x-1 y x<1}

Ejemplo 2.6 (Dominio de una funcién).

D
1

+
y>—-2y—4x-3 X—y

Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién f(x,y) =

Solucién: Necesitamos x—y >0 y que y*> —2y—4x—3 # 0. Completando cuadrados obtenemos quela ecuacién
y? -2y —4x—-3 =0 corresponde a la parabola (y —1)? = 4(x +1).

Dy ={(x,y)eR* talque y<x y (y—1*#4(x+1}
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Representacion grdfica: El dominio de f es la regiéon y < x (regién abajo de la recta y = x, sin incluirla)

excluyendola parabola (y —1)? = 4(x + 1).

\
Y

Yy (12 Ad(x+1)

Figura2.8: Dy = {(x,y) eR? talque y<x y (y—-D?#4(x+1D}

2

Ejemplo 2.7 (Dominio de una funcién).
D B
Determine y realice la representacién gréfica del dominio de la funcién f(x,y) =In(x—y?)+1/1-y2 - x?
2
Solucién: Necesitamos que x—y? >0 y que 1- y?> — = =0, es decir,
2
2 2 B, 2
Dy = {(x,y)e R° talque x>y“ y y +?sl}

Representacién gréfica: El dominio de f es la interseccion de la regién x > y? (regién a la derecha de la
2

2
pardbola x = y?, sin incluirla) y de la regién y? + x? <1 (el interior de la elipse y* + S 1 incluyendo la elipse)


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.2 Funciones escalres de dos variables (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

A

4 2
/x>y2yy2+%$1

D
\\ f
S

2
Figura2.9: Dy = {(x,y)e[R&2 talque x>y* y y2+x?sl}

log(x? —3(y +2
Considere la funcién f(x,y) = og(x” —3(y ))_

x+y-1

a.) Determine el dominio de la funcién f.
b.) Realizar la representacion gréfica de este dominio.

Solucién: ) )
X b
@ x-3(y+2)>0 = y< = —2. Esto corresponde a la regién por debajo de la parabola y = = 2. Los

puntos de la pardbola no estdn en el dominio, por eso se dibuja “punteada’.

@ x+y-1#0 = y#1—x. Lospuntos de esta recta no estdn en el dominio.

2
o Df:{(x,y)e[Rz:y<%—2/\y¢1—x}

log(x? —3(y +2))
x+y-1 '

Figura 2.10: Dominio de la funcién f(x,y) =
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Ejemplo 2.9
D

2x+3

y—x-2 '
a.) Determine el dominio de la funcién f.

Consideremos la funcién f(x,y) =

b.) Realizar la representacion grafica de este
dominio.

Solucién: Los puntos (x, y) que estdn en el dominio
son puntos tales que y —x—2 > 0. Asi que dominio
maximo es

Dy={(x,y)e R* tq y>x+2.}.

Esto corresponde a la region que estd sobre la recta
y=x+2.

La representacion gréfica de este dominio co-
rresponde a la region que estd por encima de la recta
¥ = x+2 yse debe excluir la recta, por eso se dibuja
“punteada’.

Ejemplo 2.10
¥

Consideremos la funcién f(x,y) =3 - (x—2)? — (y - 2)2.
Su dominio mé4ximo es R?. Frecuentemente hacemos la
representacion grafica de f sobre un dominio restringido,

por ejemplo sobre el conjunto D = [1, 3] x [1, 3],

Figura 2.12:

Figura 2.11: Dominio de la funcién f(x,y) =

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

2x+3

\/y—x—Z'

Funcién f restringida al un rectangulo D = [1, 3] x
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ios

E

jercic

2.3 Superficies en R3

V=42 +y?-1

2.1 Considere la funciéon f(x,y) =

. Indique el dominio méximo de f y realice la representa-

Xy

cién gréfica.

. g y+D2-x-1 _ e .
2.2 Considere la funcién f(x,y) = Tog( T Indique el dominio maximo de f y realice la representa-

oglx—y

ci6n gréfica.

. . 3y—-6x+3 . o . .
2.3 Considere la funcién f(x,y) = na—01l Indique el dominio maximo de f y realice la representaciéon
grafica.

\V1-x%2— i

2.4 Considere la funcién f(x,y) = x—y4 + v/x—y. Indique el dominio maximo de f y realice la

representacion gréfica.

Superficies en R3

Nos interesan las superficies de ecuacién z = f(x, y), es decir, las superficies formadas por los puntos (x, y,z) que
satisfacen la ecuacién z = f(x,y) o también en la forma F(x, y,z) = 0.

A veces decimos “superficie de ecuacion (explicita) z = f(x,y)” o “superficie de ecuacién (implicita) F(x,y,z) =0".
Como sugiere el ejemplo 2.2, un bosquejo de una superficie se puede hacer con un conjunto de curvas; a estas curvas
se les llama ‘trazas’ o ‘cortes verticales y horizontales’. En esta seccién vamos a ocuparnos con superficies simples:
Planos, superficies cilindricas y superficies cuddricas’

Curvas en el espacio.

Una manera de describir una curva en el plano XY es por medio de su ecuacién cartesiana F(x, y) = c¢. Por ejemplo,
una circunferencia de radio a tiene ecuacién: x? + y? = a®. Desde este punto de vista, una curva C definida por esta
ecuacion es un conjunto de puntos, a saber,

C=1{(x,y) e R*| F(x,y) = c}

Las curvas en R® podrian ser definidas por un par de ecuaciones (como interseccién de dos superficies),

F(x,y,2)=c1; Fa(x,y,2) =,

1Un cono es una superficie si removemos el vértice.
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Por ejemplo, en el espacio tridimensional, la elipse de ecuacién
(x-1? (z+1)?
+
4 9

=1 (enel plano X7) tendria ecuacién

(x—-12 (z+1)?
+ =
4 9

1, y=0.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Intermet)

r(t:)
Ecuacion paramétrica. Otra manera de definir una curva es como el
lugar geométrico de un punto en movimiento, r(t) esla posicion del
punto en el instante ¢. La curva es descrita por una funcién r(¢) de C
parametro t. Para curvas planas: r :R — R?, r(t) = x(£) i+ y(t) j. Para
curvas en el espacio r: R — R3, r()=x(B) i+ y(t) j+z(1) k.

Ejemplo 2.11
D

En el espacio tridimensional, una circunferencia en el plano XY, de radio a y centrada en el origen se puede
describir de varias maneras, por ejemplo,

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Z
@ Ecuacién cartesiana: x> + y* = a%; z=0.
@ Una ecuacion paramétrica:
r(f)=acosti+asent j+0- k; re [0,27]. 7 Y
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Curvas en los planos XV, XZ y Y Z.En general, “F(x,y) =0; z=0" es la ecuacién de una curva en el plano XY. De
manera andloga, “F(x, z) =0; y =0” corresponde a una curva en el plano X7 y “F(y,z) =0; x = 0” corresponde a una
curvaen el plano Y Z.

Ejemplo 2.12
D

Realizar la representacion grafica, en el espacio, delacurva C; : x+y=3; z=0
Solucién:

Q@ Lacurva C: x+y=3; z=0, corresponde a una recta en el plano XY. Interseca al eje X en x =3 y al eje
Y en y=3.

@ Una parametrizacién es x(t) =t, y(t)=3 -ty z(t) =0, esdecir, C: r(£) =tT+(3—-1) j+0- l::; teR

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

1 2 3N 4 5 X

Figura 2.13: Recta x+ y =3 en el plano XY Figura 2.14: Recta x + y = 3 en el espacio tridimendional

Ejemplo 2.13
Realizar la representacion gréfica, en el espacio, delacurva C : (x—2)?+(z-2)2=1; y=0.
Solucioén:
O Lacurva C : (x—2)2+(z-2)?=1; y=0 corresponde a una circunferencia de radio 1 en el plano XZ. Su

centroes (2,0,2).

@ Una parametrizacion es

C:r(f)=QR+cos) i+0- j+@2+sent) k; te [0,27]
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

4\

(@ — 2+~ 2=t

Realizar la representacién grafica, en el espacio, dela curva C3 : z=2-y% x=0.
Solucién:

O Lacurva C; eslapardbola : y> = —(z—2) (céncava hacia abajo) en el plano Y Z. El vértice es (0,0,2) e
interseca al eje X en x =v2y x=—v/2.

@ Una parametrizacion es
C:r(=0-i+tj+Q2-2k; teR

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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2.5 Realizar la representacion grafica, en el espacio, de las curvas
a.) z:4—x2; y=0.

b.) (z-2)2+(y—-2)?=4; x=0.

jercicios

(y-1)?

+x2:1; z=0.
4

c.)

E

d) z+2y=4; x=0.
e) z°-y>=4; x=0.
f) z2—x%=4; y=0.
g) yP-x*=4; z=0.

2.6 ;Es (x— 1%+ (y+ 2)2 + z2 = 0 la ecuacion de una curva?

Planos

Posiblemente los planos son las superficies més sencillas de dibujar. La ecuacién cartesiana de un
plano es ax+ by + cz =d con con a®?+b*+c%#£0 (se prohibe el caso a = b = ¢ = 0). Para realizar
~.,  larepresentacion gréfica de un plano II nos basamos en el hecho de que si B, Q son dos puntos en
/ este plano, entonces la recta (o cualquier segmento de ella) que contiene a estos puntos, estd en el
plano. En la practica necesitamos al menos dos segmentos de recta para dibujar una parte del plano,
mediante un tridngulo o un paralelogramo.

Planos de ecuacion cartesiana con dos variables ausentes.
La ausencia de variables en la ecuacién solo significa que estas variables tienen coeficiente nulo y, por tanto, estas
variables pueden tomar valores arbitrarios.
Por ejemplo el plano IT: 0-x+0-y+2z=2 esel plano z =2, esdecir, I ={(x,),2) : x,y € R}.
De aqui en adelante,
@ Elplano x=a eselplano [1={(a,y,2) : y,z€ R}.

@ Elplano y=b eselplano I1={(x,b,2) : x,z€ R}.

@ Elplano z=c esel plano I1 = {(x,y,¢c) : x,y € R}.
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Z
@ Elplano IT: z =0 lo constituyen todos los puntos
de la forma (x,y,0) con x,y € R arbitrarios, es
decir, el plano z =0 es el plano XY.
P p Plano
z=0
@ Una parametrizacion es / v
M:r(t,s)=ti+sj+0-k, (1,5 RxR.
X
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Dibujar el plano z = 2.
Plano

Solucioén:

@ El plano z =2 lo constituyen todos los puntos de
la forma (x,y,2) con x,y € R arbitrarios, es decir,
es un plano paralelo al plano XY que pasa por la
coordenada z = 2.

@ Una parametrizacién es

M:r(t,s)=ti+sj+2-k, (1,5 RxR.

Dibujar el plano y = 3.

Solucién:
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Q@ Hacer clicenla figura para ver en 3D (en Internet)

@ Elplano I1: y =3 lo constituyen todos los puntos
de la forma (x,3,z) con x,z € R, es decir, es
un plano paralelo al plano YZ que pasa por la
coordenada y = 3.

@ Una parametrizacion es

M:r(r,s)=ti+3- j+sk (L)eRxR

Plano
y=3

Planos de ecuacion cartesiana con una variable ausente.

Cuando hay una variable ausente (i.e., una variable con coeficiente nulo), el plano esté ‘generado’ por la recta determi-
nada por las variables presentes.

Dibujar el plano x+y =2.
Solucién:
Q@ El plano M:x+y=2es el conjunto de puntos @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
{(x,9,2) : x+y=2,z€ R} z z+y=2 scR

Las coordenadas x e y estdnsobrelarecta x+y=2,z2=0
yla coordenada z es arbitraria.

@ Una parametrizacién es

M:r(t,s)=ti+Q—1) j+sk, (5,9 €RxR. X g 2

Dibujar el plano y+z =3.

Solucién:
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@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

@ Elplano IT: y + z =3 es el conjunto de puntos
{(x,9,2) : y+2=3, xe R}

Las coordenadas y y z estdn sobrelarecta y+z=3, x=0
yla coordenada x es arbitraria.

@ Una parametrizacion es

M:r(t,s)=ti+sj+B-9)k, (1,5)eRxR.

Planos de ecuacion cartesiana sin variables ausentes. Podemos distinguir entre los que pasan por el origen
y los que no.

Una forma sencilla para dibujar planos que no contienen el origen consiste en determinar la interseccién del plano
con cada eje coordenado y trazar los segmentos de recta que unen estos puntos. En caso necesario, se pueden extender
dos de estos segmentos y formar un paralelogramo.

Dibujar el plano 4x—-4y+2z=4

Solucién:
Q Fl plano interseca a los ejes coordenadosen x =1, y= -1 @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

y z = 2. Podemos usar el segmento que vade x =1 a
y=-1yelsegmento quevadey=—1 a z=2. Con estos
dos segmentos podemos dibujar un paralelogramo.

z Plano
4r —4y+2z=14

@ Como los puntos A = (1,0,0), B=(0,—-1,0), C = (0,0,2)
estdn en el plano, una parametrizacién es
IM: r(t,s) = A+t-(B-A)+s-(C-A4)
= ri+(t+s—-1)j+2sk; steR

Planos que contienen el origen. Para dibujar planos que contienen el origen se anula una de las variables y se dibuja
una primera recta resultante en el plano correspondiente. Luego se anula otra variable y se dibuja una segunda recta
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en el plano correspondiente. Tomamos dos segmentos, uno en cada recta y formamos un paralelogramo.

Ejemplo 2.21
¥
Dibujar el plano x+y -2z =0.

Solucion: @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

@ Como el plano x + y —2z =0 pasa por el origen, podemos Plano
rz+y—22=0 0

usar un segmento de la recta x -2z =0; y =0 y un
segmento de la recta y —2z = 0; x = 0, para dibujar un_
paralelogramo que represente al plano.

Q Para obtener una parametrizaciéon, podemos usar los pun-
tos del plano A = (3,0,1.5), B=(0,0,0),C =(0,3,1.5),
IM: r(t,s) = A+t-(B-A)+s-(C-A)

= 3ri+3sj+15(+0k; sreR

2.7 Dibujar los planos que se indican a continuacién:

ios 3

a) 2z+y=2

b.) x=2

jercic

c) x—y—-z=0

E

d) x+y—z=2
e) 2x+2y+2z=2

2.8 Dibujar el plano 4x -4y +2z =4 en el primer octante.

Supeificies cilindricas o “cilindros”.

El término “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La palabra “cilindro’
probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en calculo en varias variables un cilindro (cilindro
generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un cilindro es una superficie formada por una familia
de rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan por los puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la
directriz vive en un plano y si la generatriz es perpendicular a este plano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un

y


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura17a.html

2.3 Superficies en R3 65

cilindro es un caso particular de una superficie reglada.

En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de ecuacién

r(t,s)=c(t)+s-e; te I, se R donde c(f) esla parametrizacién de N?
una curva que esta en alguno de los plano XY, YZ o XZ y € esun
vector perpendicular al plano correspondiente. c

Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacion en dos de las tres variables x, y y z van a ser cilindros rectos, con
linea generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la linea generatriz es el eje asociado a al
variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacién z = 1 — x? tiene generatriz paralela al eje Y mientras que el
cilindro y? + (z—1)? = 1 tiene generatriz paralela al eje X.

Ejemplo 2.22
D

Para dibujar el cilindro de ecuacién z = 2cos(x) + 2 primero deberiamos dibujar la curva de ecuacién
z=2cos(x)+2; y=0. Luego, segiin nuestro convenio, la superficie cilindrica z =2 cos(x) + 2 tiene linea genera-
triz paralela al eje Y. Para obtener uan parametrizacion de esta superficie, tomamos x =t y z = 2cos(x) + 2.
y=seslibre. r(¢,s) =(t, s,2cost+2), t,seR,

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Cilindro
z=2cosx + 2
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2.3 Superficies en R? (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

El cilindro de ecuacién z = 2 — x> es una superficie cilindrica
generada por la pardbola z =2 — x?, y = 0; con linea generatriz
paralela al eje Y.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Para obtener una parametrizacién de esta superficie, usamos la
ecuacion de la curva en el plano X Z, tomanos x =ty z=2—t2.
La coordenada y = s es libre. r(t,5) = (t, 5, 2— t?), t,s€ R.

Dibujar el cilindro de ecuacién

Y 2
(x—4) +(y 3) _
4 16

1.

Y )2
(x 4)+(y 3)

Solucién: La superficie cilindrica generada por la elipse de ecuaciéon =1 tiene su li-

16
nea generatriz paralela al eje Z.

Una parametrizacion de esta superficie es
r(t,s)=(4+2cost, 3+4sent, s), t€ [0,2n], s€ R.

Aquitomamos x(f) =4+2costy y(t) =3+4sent. z=s eslibre.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Dibujar el cilindro de ecuacién (y —2)? + (z—2)?> = 4.
Solucién: La superficie cilindrica generada por la circunferencia (y —2)? + (z — 2)? = 4 tiene su linea generatriz
paralela al eje X. Una parametrizacion de esta superficie es r(t,s) = (2+2cost, s, 2+2sent), t€ [0,27], se R.

La circunferencia en el plano XZ se parametriza con x=2+2costy z=2+2sent. y = s es libre.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

2.4 Supefficies cuadrdticas.

Rotar una cénica (no degenerada) alrededor de su eje focal, por ejemplo, produce un caso especial de un conjunto mas
general de superficie llamadas superficies de segundo orden. Estas superficies satisfacen una ecuacién de segundo
grado en x; y y z y también son llamadas superficies cuadrdticas o cuddricas.

La curva de interseccion entre un plano y una superficie cuadratica es una cénica. Hay 17 tipos estdndar de cuddricas,
algunas de ellas son: paraboloide, esfera, esferoide, elipsoide, cono, hiperboloide, cilindro, cono eliptico, cilindro
eliptico, hiperboloide eliptico, paraboloide eliptico, etc.

Aqui solo consideramos cuédricas en posicidn estdndar (sin rotacién). Estas superficies tienen ecuacion

Ax2+By2+Cz2+Dx+Ey+Fz+G:0.

Curvas de nivel y trazas.

Si S es una superficie en el espacio de ecuacién F(x, y, z) =0, todos los pares (x,y) € R? que satisfacen la ecuacion
F(x,y,c) =0 definen una curva en el plano XY (siempre y cuando este conjunto no sea vacio). A esta curva se le
llama una curva de nivel de la superficie. Geometricamente corresponden a el corte del plano z = ¢ sobre la superficie S.

También nos interesa dibujar la curva como una curva en el espacio. Por abuso del lenguaje se dice “la curva de nivel
z = ¢” para indicar la curva de nivel “F(x, y,c) =0; 2 =0". Alas curvas “F(x, y,¢) = 0; z= c” (si existen) les llamamos


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura35.html

2.4 Superficies cuadrdticas. (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical).

‘trazas’ o ‘cortes’ de la superficie.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

trazao corte curvas

curva de nivel

Figura 2.15: Traza o corte z = ¢ y curva de nivel. Figura 2.16: Algunas curvas de nivel y algunas trazas.

Como se deduce facilmente, si nos movemos sobre una curva de nivel z = ¢, la funcién se mantiene constante.

Consideremos la superficie de ecuaciéon z = x* + y?>. Como z es
una suma de cuadrados, z debe ser = 0. Vamos a dibujar las
curvas de nivel correspondientesa z=0,1,2y z=3.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

@ Lacurvadenivel z=0 es el punto (0,0,0)

@ La curva de nivel z = 1: circunferencia 1= x* + y%; z=0.

@ Lacurvade nivel z=2: circunferencia 2 = x? + y%; z=0.

@ La curva de nivel z = 3: circunferencia 3 = x% + yz; z=0.

Consideremos la superficie de ecuaciéon

(x—3)?
—
Vamos a dibujar las curvas de nivel correspondientesa z=0y z =1.

z=(y—2)°—

x—3)? x-3
@ Si z=0 tenemos (y_2)2=%, esdecir,unparderectaszy:Zi( ) );Z=0.
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—3)2
@ Lacurvadenivel z=1 eslahipérbola 1= (y—2)2— (x 7 ) ;2=0.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Consideremos la superficie de ecuacion z -1 =
_ 92
(x — 2)2 + (y—

rrespondientesa z=1,2,3 y z=4.

Dibujar las curvas de nivel co-

Solucion:
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

@ Lacurvadenivel z=1 esel punto (2,2,0).

@ Lacurvadenivel z=2 eslaelipse
(y-2)
T

1=(x-2)%+

@ Lacurvadenivel z=3 eslaelipse

—2)2

2=(x—2%+ %, es decir,

2 92
1:(JC 2) +(y 2) '

2 8

@ Lacurvadenivel z=4 eslaelipse
, (y-2)° .

3=(x—-2)“+ , es decir,

2 52
_m2? =2
3 12

1
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2.4 Superficies cuadrdticas.

Trazas o cortes. Con el fin de realizar el dibujo de una superficie S de ecuacién explicita z = f(x, y) o de ecuacién
implicita F(x, y,z) =0, procedemos a realizar cortes a esta superficie con planos paralelos a los planos coordenados.
Estas curvas son llamadas trazas o cortes y producen un dibujo ‘de alambre’ de la superficie a dibujar.

Para describir las trazas por ecuaciones se procede de la siguiente manera:

@ Si la traza resulta de la intersecciéon de la superficie S con el plano x = ¢, entonces su ecuacién es
“z=f(c,y); x=c"0“F(c,y,2) =0; x=c,” yse representa en el plano x = c.

@ Si la traza resulta de la intersecciéon de la superficie S con el plano y = ¢, entonces su ecuacién es
“z=f(x,¢); y=c"0“F(x,c,2) =0; y=c,” yserepresenta en el plano y =c.

@ Si la traza resulta de la intersecciéon de la superficie S con el plano z = ¢, entonces su ecuacion es
“c=fx,y),z=c"0“F(x,y,¢) =0, z=c” yserepresenta en el plano z =c.

Ejemplo 2.29
Consideremos la superficie de ecuacién z = x? + y?. Dibujar la traza z = 1.

Solucién: La traza z =1 es la circunferencia

1= x2 + y2; con z=1. @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
La curva se representa en el plano z = 1. Como la
circunferencia vive en el plano z = 1, para dibujarla
ubicamos su centro (0,0,1) y trazamos un par de rectas
paralelas alos ejes X e Y que pasen por este punto, estas
lineas las podemos usar como “ejes” para dibujar este
tipo de elipse.

La “caja” punteada que pasa por los vérticies de la curva,
nos ayuda a hacer el trazo de la curva “en perspetiva’

Estrategia general: Trasladar los ejes. Para dibujar trazas, una estrategia consiste en trasladar los ejes al plano de
dibujo:x=c¢c; y=c oz=c.

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)
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[ ittty |

-7

X

Figura 2.17: Traslacion de ejes Figura 2.18: Traslacién de ejes Figura 2.19: Traslacion de ejes

Ejemplo 2.30
D

Consideremos la superficie S de ecuacién 4(y — 12 +4(z-1)% = x2. Dibujar la traza x = 2.
Solucién:

Latraza x =2 esla curva
y-1D%+(z-1)%=1x=2.

Para dibujar la traza primero trasladamos los ejes al plano x =2 (figura 2.20), luego dibujamos la curva en el
plano Y Z (figura 2.21).

Finalmente dibujamos la curva “(y — 1)2+(z—1)%2=1; x=2” usando los ejes Y'Z' (figura 2.22).

Q Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Z

| ] 7
/\\‘\5\1

. i 1

\‘\\‘_ Y/|
el 1 %

Figura 2.20: Traslacion de ejes Figura 2.21 Figura 2.22: Traza x =2
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2.4 Superficies cuadrdticas.

Ejemplo 2.31
D

Consideremos la superficie de ecuacién
2 (y B 2)2 @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

z—1=(x-2)"+ —
Dibujar la traza z = 3.

Solucioén: La traza z =3 es la elipse

Y/
T
(x-2?° (y-2)° 2 —~
+ =1 I pl =3. — T~ :

> 5 enel plano z 43// - Y
5/
d

Xs

Como la elipse vive en el plano z = 3, para dibujarla ubi-
camos su centro (2,2,3) y trazamos un par de semiejes X’
y Y’ paralelos alos ejes X e Y que pasen por este punto,
estas lineas las podemos usar para dibujar la elipse de la
manera usual.

Cuddricas

Nos interesan las cuddricas de ecuacién Ax? + By? + Cz> + Dx + Ey + Fz+ G = 0. Excepto casos degenerados,
completando cuadrados podemos obtener la ecuacién canénica de cada superficie cuadrética. A continuacién se
muestra algunas cuédricas en posicion estdndar y centradas en el origen.

Cuddricas centfradas en el Origen @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Z
2 2 2
X z
Elipsoide: Tiene ecuacion —+ Y +—==1
a? b*

Es simétrico con respecto a cada uno de los tres planos
coordenados y tiene interseccién con los ejes coordena-
dos en (+a,0,0), (0,£b,0) y (0,0, +c). La traza del elipsoi-
de sobre cada uno de los planos coordenados es un tinico
punto o una elipse.
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e Xty oz
Paraboloide eliptico: Tiene ecuaciéon —+ = =—
a c

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses:

2 2
L
a’  b? )
x =k o y =k son pardbolas.

k .
= —. Sus trazas sobre planos verticales, ya sean

2 X2 2z

Paraboloide hiperbdlico: Tiene ecuaciéon — — — = —.
b> a*> ¢

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son hipérbolas
o dos rectas (z = 0). Sus trazas sobre planos verticales
paralelos al plano x son parabolas que abren hacia abajo,
mientras que las trazas sobre planos verticales paralelos
al plano Y Z son pardbolas que abren hacia arriba. Su
gréfica tiene la forma de una silla de montar.

x2 y2 ZZ

Cono eliptico: Tiene ecuacion — + = = —.
a2 b* 2

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses.
Sus trazas sobre planos verticales corresponden a hipér-
bolas o un par de rectas.

Hiperboloide de una hoja: Tiene ecuacién

x2 y2 Z2

|

a2 b> c?

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses
2 2 2

Y .
— + 75 =1+ —. Sus trazas sobre planos verticales son
a’  b? c?
hipérbolas o un par de rectas que se intersecan.
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2.4 Superficies cuadrdticas.

Hiperboloide de dos hojas: Tiene ecuacién

Es una superficie con dos hojas (0 mantos) separadas. Sus
trazas sobre planos horizontales z = k son elipsesy sobre
planos verticales son hipérbolas

Ejemplo 2.32
Considere la superficie S de ecuacién z = (y —2)? + 4(x — 1) Dibuje por separado las trazas obtenidas al

intersecar S con los planos de ecuaciéon y=2, x=1, 2=0y z =4, y dibuje la superficie.
Solucion: Se trata de un parabolide eliptico.
@ Latraza y =2 corresponde ala pardbola 4(x—1)> =z, y=2.

@ Latraza x = 1 corresponde a la pardbola (y—2)> =z, x=1.

(y—2)?
4

@ Latraza z =4 corresponde a la elipse +(x-1)2%=1, z=4.

@ Latraza z =0 corresponde al vértice del parabolide, (1,2,0).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

Traza y=2 Traza x=1 Traza z=4
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Ejemplo 2.33
D

(x=-3? (y-3? (z-1)?
+ it =
4 9 4

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 1.

Solucion: Se trata de un elipsoide con centro en (3,3,1). Una estrategia de dibujo es la siguiente: Los elipsoides
se puede dibujar con tres elipses (trazas). En este caso, se pueden usar x =3; y =3y z =1 (estos valores
corresponden al centro de la cuadrica).

a2 12
(y 3)+(Z 1)

@ Latraza x =3 corresponde a la elipse =1, x =3; que se dibuja en el plano x =3.

4

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

;2 a2
(x 3)+(y 3)

@ Si z=1 obtenemos la elipse 5

=1, z=1; que se dibuja en el plano z=1.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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2.4 Superficies cuadrdticas. (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical).

Este es el elipsoide,

Consideremos la superficie de ecuacién z = x? + y. Trazar la superficie usando las trazas correspondientes a
z=0,1,3yx=0.

Solucion:
@ Latraza z =0 es el punto (0,0,0)

@ Latraza z =1 esla circunferencia 1 = x? + y?; en el plano z =1

@ Latraza z =3 es la circunferencia 3 = x> + y?;en el plano z =3
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@ Latraza x =0 esla pardbola z = y%; en el plano x =0

—2)2
Consideremos la superficie de ecuacién z—1 = (x —2)% + y 0 ) .

correspondientesa z=1,2,3,4y x=2.

Solucién:
@ Latraza z=1 esel punto (2,2,1)

: . =27

@ Latraza z=2 eslaelipse 1 =(x—2) +T en el plano z=2.
_ 2 _ 92
(x—2) +(y 2)

2
_ 92 _ 92
(x—-2) +(y 2)
12
(y-2)7?

@ Latraza z=3 eslaelipse 1=

en el plano z=3

@ Latraza z=4 eslaelipse 1 = enelplano z=4

@ Latraza x =2 eslapardbola z—1=

en el plano x =2.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Trazar la superficie usando las trazas

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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2.4 Superficies cuadrdticas.

Ejemplo 2.36
D

Identifique y dibuje la superficie cuadratica x*> +2z? - 6x—y+10=0

Solucién: Completando el cuadrado en x obtenemos el paraboloide eliptico y—1 = (x—3)? +2z. Abre en
direccién del la parte positiva del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El paraboloide eliptico (que estda mds arriba), se puede dibujar con un par de
elipses y una parabola. Para obtener las elipses le damos valores a y en la ecuacién y—1 = (x—3)% +2z%. Se
requiere que y = 1.

@ Si y =1 obtenemos el punto: (3,1,0).

2

@ Si y =2 obtenemos la elipse 1 = (x— 3)2 + 1Z/_2 enel plano y=2

2

@ Si y =3 obtenemos la elipse 1 = + 2% enel plano y=3

@ Para obtener la parabola, ponemos x = 3 y obtenemos la pardbola y =2z? +1 en el plano x = 3.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Z
Y
="
X
L
Ejemplo 2.37
D
Identifique y dibuje la superficie cuadratica 4x*> — y> +22z2 +4 =0.
22
Solucién: Dividiendo por 4 obtenemos: —x? + VA 1, que corresponde a un hiperboloide de dos hojas.

Abre en direccién del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El hiperboloide de dos hojas (que estd mds arriba), se puede dibujar con dos
elipses y una hipérbola por cada hoja.

32 22
Para obtener elipses, arreglamos la ecuacién como A 1=x*+ 5" Las elipses se obtienen dando valores a y
con |y|>2.
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@ Si y=+2 obtenemos dos puntos: (0,2,0), (0,-2,0).

2 2

. . x z
@ Si y =43 obtenemos la elipse = + T 1 enel plano y =3 yelplano y = -3.

2 2
@ Si y = +4 obtenemos la elipse % + % =1 enelplano y =4 yel plano y = —4.

2 Z2

@ Para obtener la hipérbola, ponemos x =0 y arreglamos la ecuacién como i 1.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

=

jercicios

E

2.9 Dibuje cada una de las siguientes cuddricas:
a) ¥’ +(y—-2?2=z/4
b.) Z2+y*=x/4
c) X*+y*+(z-1)?/9=1
d) ¥+y*-(z-2)2%=1
e) xX>+y°—(z2-2)?=0
f) X*+(y-22%-22=0

2.10 Considere la superficie de ecuacién S: 4 — z = x? + (y — 2)? + z. Dibuje por separado las curvas de corte de S
con los planos x =0, z=3y z=0. Y luego dibuje S.
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2.5 Sélidos simples

Solidos simples

Los sélidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo limitan. Un
sélido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de dos caras), sin hoyos, con
borde y sin traslapes; en el interior del s6lido no hay superficies ni ‘burbujas’ (la frontera del sélido es tal que divide el
espacio en dos partes).

Visualizando curvas de interseccion entre superficies

Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de interseccién entre superficies. En general, si dos
superficies se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos puntos de
contacto. En los casos mads sencillos, estos puntos los podemos localizar en los planos XY, XZ o Y Z. En los ejemplos
que siguen, estos “puntos-guia” se sefialan con un punto rojo.

Ejemplo 2.38
D

Consideremos la curva C de interseccién de la superficie S1: z=1-x? yelplano S, : y =3, en el primer octante.

Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos guia” para trazar la curva. Los puntos guia estdn en rojo en la
figura. Son el punto de intersecion entre las rectas z=1y y =3 en el plano Y Z y el punto de intersecién entre
lasrectas z=1y y=3 enel plano XY. La curva que queremos dibujar inicia en uno de estos puntos y termina
en el otro.

Para obtener una parametrizaciéon de esta curva C, podemos tomar a x = t como paramétro,
C:r()=(t,3,1-¢%) con t€ [0,1].

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Plano y=3 Superficie S;: z=1- x2 Curva de interseccion.
Z
(i,/&l)
Y ¥ Y
pd 3§> & ?
x &
(1,3,0)

Ejemplo 2.39

A |
2

. . " . X .
Consideremos la curva C de interseccion entre la superficie Sy : z=4— T yelplano S»: x+y =6 enel primer
octante.
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El plano S, : x+ y =6 interseca a los ejes X e Y en x =6 y y = 6, respectivamente. Como se observa, los
puntos-guia estdn en los planos XY y Y Z.

En el plano XY el punto-guia se obtiene sustituyendo x =4 en la ecuacién de larecta x+ y = 6, z = 0; se obtiene
4,2,0).

En el plano Y Z el punto-guia es claramente (0, 6,4).

Usando x = ¢, una parametrizacion de la curva C es r(t) = (¢,6 —t,4 - t2/4); te [0,6].

Q@ Hacer clicenla figura para ver en 3D (en Internet) (Arrastre los puntos I‘OjOS).

Curva de interseccién C:r(t) = (¢, 6—t, 4 — t2/4); t € [0,6].

x+y=6 (4,2,0)

Consideremos la curva de interseccion entre la superficie Sy : x*>+2z?> =9 yelplano S,: y— x = —2 en el primer
octante.

El corte del plano Sy: y—x = -2 conel plano X7 eslarecta x =2 (pues sobre este plano, y = 0). Sustituyendo
x =2 enlaecuacién x%+z%2 =9, y = 0; obtenemos el punto de interseccién (2,0, V5).

El otro punto-guia se obtiene sustituyendo x =3 en la ecuacion del plano S»: y — x = -2, este punto es (3,1,0).
Para una parametrizacion podemos usar x =  como paramétro.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Curva de interseccién C: r(t) = (t, t—2, V9—1t2); te [2,3].

Cilindro

Consideremos la superficie S;: z=1-x? yel plano S, : y+z =2 en el primer octante. Los puntos-guia son
(1,2,0) y (0,1,1). El punto (0,1,1) se obtiene sustituyendo z =1 enla ecuacién delarecta y+z=2,x=0.

Para una parametrizacién, podemos tomar x = t como pardmetro, C: r(t) = (¢, 2— (1 —t%), 1-t?), t€ [0,1].

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Plano y+z=2 Superficie S;: z=1-x? Curva de interseccion

Xé//

Consideremos la superficie S;: z=1-x? yel plano S,: 2z~ y =0, en el primer octante. Para dibujar la curva C
de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (1,0,0) y (0,2,1).

Para obtener una parametrizacién de la curva C, podemos usar x = ¢t como paramétro; C : r(t) =
(£, 2(1-12),1-1%), te[0,1].

@ Hacerclicenla figura para ver en 3D (en Infernet)
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Plano Sy: 2z—y=0 Plano S, y superficie S;: z=1- x? Curva de interseccion

z

2z—y=0
p=1-22 (0,21

Consideremos las superficies S1: x*+y? =1, S»: x—z? =0, en el primer octante. Para dibujar la curva C de
interserccién en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (1,1,0) y (0, 1,0).

Para obtener una parametrizaciéon de la curva C, podemos parametrizar desde el plano XY. La circun-
ferencia x? + y?> = 1 se parametriza con x = cost y y = sent. La coordenada z es z = \/x = v/cost. Asf,

C: r(t)=(cost, sent, vcost), te [0,7m/2].

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Superficie S;: x*+y? =1 Superficie So: x—2z%=0 Curva de interseccién

Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XY Z en posicion estdndar, podemos mover el eje X
un poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie.

En el dibujo que sigue, se muestra la interseccién del mismo cilindro y el mismo plano, la diferencia esta en la posicién
del eje X (lo que produce el cambio de perspectival). En el primer caso el plano se ve “desde arriba” en el segundo caso
el plano lo vemos “desde abajo”


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura40a0.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura40a1.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura40a.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura40d0.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura40d1.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/Figura40d.html

2.5 Sélidos simples (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Figura 2.23: Efecto en la perspectiva al mover el eje X

Dibujo de sélidos simples

¢Siempre dibujamos en el | octante?. No, excepto que se pida de manera especifica. A veces se pide el dibujo en
el primer octante para simplificar el dibujo, pero para otros s6lidos es obligatorio especificar el octante para que se
cumpla la especificacién de sélido simple que dimos maés arriba y asi evitar ambigiiedades (recuerde que los s6lidos
simples son conjuntos compactos y no tienen superficies interiores ni ‘burbujas’).

Ambiguedades. Por ejemplo, el s6lido Q limitado por z=2-x?; y=3; x=0; y=0y z=0, no es un sdlido simple
pues x =0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie interior, si tendriamos un sélido simple.

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Sélido Q (no simple) limitado por z=2-x%; y=3; Sélido Q simple, limitado por z=2-x% y=3;
x=0; y=0yz=0. y=0yz=0,

Los siguientes s6lidos son una “variacién” del sélido anterior, pero ahora se trata de s6lidos simples. En particular
muestran que la presencia de los planos “x =0, y =0, z= 0" no implica que el sélido esté en el primer octante, de
hecho se pueden usar estos planos especificando que el s6lido estd en otro octante:
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Q limitado por z=2-x% y=3; x=0; y=0y z=0, en el primer octante

El dibujo de sélidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccién entre las superficies que
limitan el sélido.

Dibujar el s6lido Q limitado por los planos x—y+z=0; y+z=2; x=0y z=0.

Solucién: Dibujamos ambos planos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de interseccién. Uno
de los puntos se obtiene como la interseccién de las rectas —y+z =0y y+ z =2, y el otro como la interseccién
delasrectas x—y =0y y =2. Estos puntos son (0,1,1) y (2,2,0) El sélido se mantiene en el primer octante pues
esté limitado por el plano x =0 (plano Y Z) yel plano z=0 (plano XY).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Planos x—y+z=0; y+z=2; Sélido Q

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Dibujar el sdlido Q limitado por la superficie
S1:z=1-x?ylosplanos 2z—y=0; y=0; x=0; enel
primer octante.

Solucién: La superficie S; : z=1-x? queda arriba y el
plano 2z — y =0 queda abajo. El plano z =0 noes parte
del sélido. El punto (0,2,1) se obtiene como interseccién
delasrectas z=1y2z—y=0.

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie S;: z=1-x? ylos planos 2z—y=0; x=0; z=0y y=2, enel
primer octante.

Solucién: Como el solido esté limitado por los planos z=0 y x = 0, entonces el plano 2z— y =0 queda en la
parte de arriba del sé6lido.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Dibujar el sélido Q limitado por la superficie S; : z=1-x? yel plano y + z = 2; en el primer octante.

Solucion: En este caso no es necesario especificar los planos x =0; y =0y z = 0; con solo especificar que esta
en el primer octante es suficiente porque en este caso no hay ambiguedad.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Dibujar el s6lido Q limitado por las superficies S;: x>+ y?>=1; So: x—2z?>=0 ylos planos z=2—-x; x=0y
y =0, en el primer octante.
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Solucién: Tal vez sea mds sencillo dibujar primero la superficie Sy : x?+y? = 1 yel plano z = 2 — x; luego
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

dibujamos la otra superficie S, : x — Z2=0.
Superficie S; : x*>+ y?> =1 y plano | Agregamos la superficie Sélido Q
z=2-x Sy: x—2%2=0.
)
2 T Ty
z=2—x /’/
L =22 |
— ll
// — /’
o4y = 1t W
= !
— : Y
L] k\“§
X 2 T

Dibuje el s6lido Q limitado por la superficie y = x> +2 ylos planos x—y=0; x+z=2; x=0y z=0.
Solucion: Tal vez sea mads sencillo dibujar primero los planos x—y =0 y x + z = 2; luego agre-gamos la otra
superficie y = x? +2.
@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)
Sélido Q

Agregamos la superficie

Planos x—y=0y x+z=2
y=x>+2.
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Dibuje el sélido Q limitado por las superficies x>+ z2 =4; y+x=2; z=4;y y=0, x=0, en el  octante.

Solucién: Diibujamos los planos y+ x =2 y z = 4; luego agregamos la otra superficie x? + z% = 4.

@ Hacerclicenla figura para ver en 3D (en Internet)

Planos y+x=2; z=4.

Agregamos la superficie
¥ +z2=4.

Sélido Q

—t>» r+y=2

!

\Y

y Se: 2=0.

Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S;: (y—2)2=x—-2, Sp: y=1, S3: y=4, S4: x+2=6, S5: x=0

Solucioén: La parte delicada es dibujar la interseccion entre las superficies S; y S4. El plano x + z = 6 debe
ajustarse para lograr visualizar la interseccién con la superficie S;.
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S (y—2)2:x—2y84: X+z=6

Sélido Q

Zp

2.11 o

octante.

x =0, en el I octante

1\ sélido Qs limitado por la superficie y* + z* = 1; y los planos x+y=2; x—y+z=0,enell

octante.

z=0con0=sx<4.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Dibujar el sélido Q, limitado por las superficies x> + y> =4; z+y=2; y=1y y=0, enell

_ Solido Q limitado por la superficie x*+y?>=4;ylosplanos z+y=2; x+v3y = 2/3y

/' Sélido Qg4 limitado por la superficie y? + z> = 4 ylos planos 2x —2y+z=2; x=0y z=0.

Sélido Qs limitado por la superficie (x —4)?> + y> =4 ylos planos x—z=0; y=-2; y=2;y
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2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

., Sélido Qg limitado por la superficie y*+z? =16 ylos planos x+2y+z=2; x+z=2; x=0;
L vy z=0 enelloctante.

Soélido Q7 limitado por la superficie y2 +z2=16 ylosplanos x+2y+z=2; x+z=2; x=0;

.y z=0enellyIVoctante.

Sélido Qg limitado por la superficie y = x* ylos planos 2z+3y =18; x+y=6; z=3; x=0;

'y z=0, en el I octante.

Sélido Qg limitado por la superficie x> =4 —z ylos planos 3z+2y=6; z=2x; y=0;y
z=0.

Sélido Qg limitado por la superficie z=9— x? ylos planos 5y —5x+2z=0y y =3, enel
primer octante.

" So6lido Q11 limitado por las superficies z =4 — x%; 2y+z=8;, y=x;, x=0y z=0, enel
., primer octante.

Sélido Q; limitado por las superficies z=4—x?/4; y=6—x; y=4y y=0, en el primer

.. octante.

~ Solido Q3 limitado por las superficies z =4 — x% x+ 2y=4; z=4,z2=0y y=0.

Sélido Q4 limitado por las superficies y=2—2x% y=1-x?% y+2z=2; x=0y z=0; en
el I octante.

Sélido Q;5 limitado por las superficies y =2—2x% y=1-x% y+2z=2; x=0y z=2, en

' el I octante.
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2.26 Sélido Q1 limitado por las superficies x> + y? = 1; z=1-x?, en el I octante.

Sélido Q;7 limitado por las superficies z=1-x% z—y=1; y=x; x=0y z=0, enelIyIV
octante.

2.27

Proyeccién ortogonal de un sélido simple

Proyeccion ortogonal de un punto. La proyeccién ortogonal de un punto P en un plano es el punto en este
plano cuya distancia (euclidiana) a P es minima. Intuitivamente corresponde a la “sombra” del punto proyectada
perpendicularmente sobre el plano. En la figura que sigue se muestra la proyeccién de un punto P sobre cada uno de
los planos XY, YZ y XZ.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyeccion sobre XY Proyeccion sobre Y Z Proyeccién sobre X7

z | zj)

Proyeccion ortogonal de una superficie.
La proyeccion perpendicular de una supetficie S es la proyeccién de cada uno de sus puntos.

Ejemplo 2.52
D

En este ejemplo visualizamos la proyeccién de un tridngulo S sobre cada uno de los planos XY, YZ y XZ.
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Proyeccién sobre XY Proyeccion sobre Y Z Proyeccién sobre X Z

d)

En la préctica nos interesa describir la proyeccién de manera analitica porque, en este curso, estas proyecciones van a
ser regiones de integracion.

Consideremos la superficie S: z =4 - x? limitada por el plano x +2y = 4 en el primer octante. En general, a este tipo
de superficies se les puede determinar la proyeccién usando la proyeccion de las curvas frontera.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Superficie S Fronterade S

raY

Figura 2.24: Superficie S: z =4 - x? limitada por el plano x +2y =4 en el primer octante.

Proyectando la superficie S en el plano XV. Las curvas C; yC, estdn en planos perpendiculares al plano XY. La
curva C, estd en el plano XZ por lo que su proyeccion es el segmento que va del origen hasta (2,0,0).

La curva C; estd sobre el plano x+ 2y =4, como este plano es perpendicular al plano XY , la proyeccién de esta curva
estd sobre la recta que genera el plano, es el segmento que va de (0,2,0) a (2,1,0).


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProyFigura1.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProyFigura2.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProyFigura3.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProyFigura4.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProyFigura4.html

2.6 Proyeccién ortogonal de un sdlido simple

Finalmente podemos decir que Ry, estd entre larecta y =0 ylarecta x+2y =4 con x € [0,2].

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 2.25: Proyeccion de la superficie S en el plano XY

Proyectando la superficie S en el plano Y Z. La curva C; esta en un plano que no es perpendiculara Y Z . Para
calcular la ecuacién de su proyeccién observamos que esta curva es la interseccion de las superficies S: z=4-x?y
X+ 2y =4, lo que hacemos es eliminar la varible x para que nos quede una ecuacién en términos de y y z.

= z=4-(4-2y)?, otambién (y-2)>=-1(z—4) (una parébolal).

La proyecciéon de la curva C» es el segmento que va de (0,0,0) a (0,0,4).
La proyecci6n de la curva Cs es el segmento que va de (0,0,4) a (0,2,4).

La proyeccién de la curva Cg, es el segmento que va de (0,0,0) a (0,1,0) pues el “vértice” D es la interseccién de las
rectas x =4—-2y y x =2 con lo cual se obtiene que la coordenada y es y =1.

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)
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7 A

Figura 2.26: Proyeccion de la superficie S en el plano Y Z

Proyectando la superficie s en el plano x 7. La curvas C; y C, estdn sobre la superficie z =4 — x* que es perpendi-
cular al plano XZ, por lo tanto la proyeccién de la superficie S es la misma curva z =4 — x> (no hay regién).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

S

Figura 2.27: La proyeccién de la superficie S en el plano X Z es una curva

Proyeccion de un sélido. En el caso de sélidos simples, la proyeccién se determina proyectando las superficies
(posiblemente no todas) que lo limitan.
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Ejemplo 2.53
D

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Consideremos el s6lido Q limitado por la superficie
S: z=4-x? ylos planos x+2y =4y z =4, en el primer
octante.

Proyeccién sobre el plano XY: La proyeccion es Ry, = R; + Rz. La superficie z = 4 — x? se proyecta sobre
Ry yelplano z =4 se proyecta sobre Ry,. El plano x+2y = 4 se proyecta en la recta que genera este mismo plano.

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Proyectando el s6lido Q Proyeccién sobre XY

zh )

Z

Proyeccién sobre el plano YZ: La proyeccion Ry, va desde la recta z = 0 (eje Z) hasta la pardbola
(y-2)?% = —%(z —4) (esta ecuacién la determinamos en el ejemplo anterior) con z € [0,4]. Tanto la su-
perficie z = 4— x? como la porcién del plano x+2y = 4 se proyectan sobre esta regién. El plano z = 4 se proyecta
sobre el segmento que va de (0,0,4) a (0,2,4).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Proyectando el s6lido Q Proyeccién sobre Y Z

Proyeccién sobre el plano Xz: La proyeccién Ry, va desde la pardbola z = 4 — x* hasta larecta x = 4. La porcién
del plano x +2y = 4 se proyecta sobre esta regién. La superficie z = 4 — x* se proyecta sobre la curva que la
generay el plano z =4 se proyecta sobre el segmento que va de (4,0,4) a (0,0,4)

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyectando el s6lido Q Proyeccién sobre Y Z

zﬁx 2
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— (Interactivo).

En este ejemplo, en las paginas web asociadas, usted po-
dr4 arrastrar los puntos rojos para simular la proyeccién
respectiva.

7 En Internet,
|| punto de arrastre

Consideremos el sélido Q limitado por x? + z? = 4, el
X+ y =5y z=2; en elprimer octante. = 7 N SETRNS B Y

x+y=5 x2—|—y2=4

Hacer clic sobre la figura para ver en Internet — Arrastrar los puntos rojos en la direccion de la proyeccion

Proyeccion XY Proyeccion X Z Proyeccién Y Z

x| moyscibndoungi ) [ itda

etz @ o =

— (Interactivo).

Consideremos el sélido Q limitado por las superficies S : z=1—-x?,
So: x+y=1ylosplanos x=0, y=0 y z=0; en el primer octante.

En Internet,
Z ® = punto de arrastre

Hacer clic sobre la figura para ver en Internet — Arrastrar los puntos rojos en la direccién de la proyeccién

Proyecciéon XY Proyeccion XZ Proyeccion Y Z

T L TR L TR T

€ | wawtecdigitalitcrac.crfrevistamate

A=
oy B 2 =P

W Barrade marca... | @l Impartado des.
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Consideremos el sélido Q limitado por la superficie S: z=4—x? ylos planos 2y+z =8y y = x, en el primer
octante.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyeccion sobre el plano XY. La curva C; estd en el plano y = x que es perpendicular al plano XY; su
proyeccion es el segmento que va de (0,0,0) a (2,2,0).

La curva C; es la interseccién de las superficies z =4 —x? y 2y + z = 8; la ecuacién de su proyeccién en el plano
XY se obtiene eliminando z,

4 - x? 2
= y=4- (z—x)’ otambién y=2+ x? (una parabola!).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Proyectando el sélido Q Proyeccién sobre XY

)

4

La proyeccion es Ry, = Ry + Rp. La porcion de la superficie z = 4 - x? se proyecta sobre R; mientras que la
porcién del plano 2y + z = 8 se proyecta sobre R».

El plano y = x es perpendicular al plano XY y por tanto se proyecta sobre su recta generadora y = x.
Proyeccién sobre el plano YZ: La curva C; es la interseccién de la superficie z = 4 — x> con el plano y = x por

lo que su proyeccién en el plano Y Z es la pardbola z =4 — y?. La curva C, estd en un plano perpendicular al
plano Y Z, por lo tanto su proyeccion esta en la recta que genera el plano: 2y + z = 8.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyectando el s6lido Q Proyeccién sobre Y2

La proyeccion es Ry, = Ry + R,. La proyeccion de la porcion del plano y = x es laregion R;. La proyeccion de la
porcién de superficie z = 4 — x? es laregiéon R,. La proyeccién del plano 2y + z = 8 es el segmento que va de
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(4,0,0) a (0,2,4).

Proyeccion sobre el plano X 7: La proyeccién es Ry.. En este caso, las curvas C; y C, se proyectan sobre la curva
z =4 - x?. La superficie z = 4 — x? se proyecta sobre su curva generadora mientras que las porciones de los
planos y = x y 2y + z = 8 se proyectan sobre R,;.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyectando el s6lido Q Proyeccién sobre X7

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

2.28 Dibujar las proyecciones del s6lido Q si este s6lido estd limitado por x>+y? =4; z+y=2; y=1; x=0; y=0
y z=0, enell octante

jercicios

E
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2.7 () Definicién formal de una superficie (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical).

2.29 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este sélido estd limitado por las superficies y = 2 — 2x%;
y=1-x% y+2z=2; x=0y z=0; enelloctante.

2.30 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este s6lido esta limitado por la superficie y? + z? = 4 y los planos
2x-2y+z=2; x=0y z=0.

2.7 (*) Definicion formal de una supefficie

No todas las superficies (suaves) en R3 se pueden describir con una sola ecuaciéon F(x, y,z) =0 (con o sin desigualda-
des). En general, para estudiar superficies de una manera mds general, se requiere estudiarlas “localmente”.
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A veces se define una superficie de manera local. Una superficie S es
un subconjunto de R® que en un entorno de cualquiera de sus puntos,
luce como un “parche” de R?, es decir, para cada p € S e-xiste un
entorno abierto U € R? y un entorno W € R3 que contiene a p tal
que se puede establecer una biyecciéon continua (homeomorfismo)
rp: U — SN W. A cada homeomorfismo r;, se le llama “parche” o
parametrizacion del conjunto abierto SN W. Una coleccién de tales
parches que cubren S se llama un atlas de S.

Si una superficie S tiene ecuacién z = f(x,y) con (x,y) € D € R?, entonces la superficie seria de un solo “parche”,
y una parametrizacion seria r(x,y) = x 1+ y j+ f(x,y) k con (x,y) € D. Mas adelante veremos mds ejemplos de
superficies y parametrizaciones.
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Introduccion
Derivadas parciales.

Derivadas parciales de orden superior
Funcioén diferenciable. Diferencial total.
Regla de la cadena.

Derivadas de una funcién definida de ma-
nera implicita.

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecua-
ciones.

Gradiente.

Gradiente, curvas y superficies de nivel.
Derivada direccional

Plano tangente y el vector normal.

-.l_l'

3 — Céilculo dife

3.1 Introduccién

La derivada de una funciéon de una variable mide la tasa de

cambio de la variable dependiente respecto a la variable /
independiente. La derivada de la funcién y = f(x) en x f(z+h) N
es’ A flc+h) - f(x) J@)y 7 Az ’
£00 = lim ~2 = Jjm 2270710
Ax—0AX  h—0 h
siempre y cuando este limite exista. Geométricamente, la

derivada de f en x esla pendiente de la recta tangente a / v z+h \

f en x. /

Si f:R?> — R, laderivadade f en x = (xo, yo) € R?, enla direccién de un vector unitario v = (v1, v») € R?, mide la tasa
(instdntanea) de cambio de f através de larecta L(h) =x+ hv cuando h = 0. De nuevo, esta derivada en la direccién
de v se obtiene como un limite,

f(xo+ hvy, yo+ hva) = f(x0, yo)

lim
h—0 h
El cambio enlarectaes ||x —x— hv|| =||hv|| = h (v es unitario). Geométricamente, esta derivada es la pendiente de la

recta tangente a la curva C(h) = (xo+ hvy,yo+ hvs, f(x+ hv)) en h=0. Esta curva es la interseccion de la superficie
S de ecuaciéon z = f(x,y) con el plano generado por larecta L tal y como se muestra en la figura (3.1).



3.2

3.2 Derivadas parciales. (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 3.1: Derivada direccional en la direccién de v

0
De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada %, y la derivada en la direccién del eje Y,

0 .
denotada a—f; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.
y

Figura 3.2: Derivada parcial en la direccién de X Figura 3.3: Derivada parcial en la direccién de Y

Derivadas parciales.
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Definiciéon 3.1 (Derivadas parciales).

of

Sea U < R”" un conjunto abierto y sea f: U — R. Entonces la derivada parcial F de f respecto a la variable
i
x; en el punto x = (xy, ..., X), se define como l
of _ lim flx, x2,0 X+ hy ooy Xp) = f(X1,.0, X0) ~ lim fx+he) - f(x)
0x; h—0 h h—0 h

siempre y cuando este limite exista. Aqui e; = (0, ...,1,...0) con un 1 en la i —ésima posicién. El dominio de ™
Xi

es el subconjunto de R” en el que este limite existe.

Caso de dos variables

of 0
Cuando z = f(x, y), es comun denotar las derivadas parciales con a—f, a—z, zx 0 f. Segun la definicion,
x 0x

O _jim L&AV -F6 P Of _jyp fEY+M-f& )
0x h—0 h dy  h—0 h

: 0 : .
Es decir, para calcular of derivamos de manera oridinaria f respecto a x pensando en y como una constante y
X

0 . e :
para calcular —f derivamos de manera oridinaria f respecto a y pensando en x como una constante. Esto es véalido

siempre y cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

Ejemplo 3.1 (Cdiculo directo y por definicién).
D |
Sea f(x,y) = \3/5\3/_ , entonces aplicando la regla del producto,

0x  0x 3x2/3

of _ 0 (Vx¥3y) _ VY

of _ 0 (Vxym) _ Vx

dy T y 3 y2/3 :

Esta es la manera de derivar f respecto a x y respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo esto no
decide si la funcién es derivable o no en (0,0). Para saber si estas derivadas parciales existen en (0,0), se debe

calcular usando la definicién,

of

— =lim =0,
0x

h—0

Dl f(0+h,0) - £(0,0) 0-0
h—0 h
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f(0,0+h) - f(0,0)

0-0

aof
9 0,0=1i -
Gy = n

Iim
h—0

=0,

0 0
es decir, en este caso la derivada parcial O_f existe en (0,0)y es cero y también O_f (0,0)=0.
X y

Ejemplo 3.2 (Derivadas parciales de funciones de dos variables).

En este ejemplo se muestra como calcular derivadas parciales usando las reglas de derivacién ordinaria.

Recordemos que en una variable, [kf(x)]'=kf'(x) y

f(x)

0
0z=x’y’+y = 6—i=2xy2+0

0z
Q@z= 22+ :—:22 +1
Z=X"y y ay X"y

w1 oz 1 _,
®z=F="5% PP
»woy ox y
3 3 4
X 0 —-x°-5
@z= == Y

Recordemos que en una variable, [a"]' = a“In(a) v’ y [x%] = ax
. 0z il
@Si z=xY con x>0, entonces — = yx
0x
. 0z y
@Si z=x” con x>0, entonces 5, =% Inx
y

ocC
@Si C(r,0) =r""cos(nf) con n € N una contante. Entonces ar =

a—1

nr’

k ]’_—k-f’(x)
f2x)

ocC
“Lcos(nb) y i —nr'sen(no)

Recordemos que en una variable, si u = g(x) entonces [f(w)]' = f'(u) - u'.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.3 Derivadas parciales de orden superior 109

@ Si arctan(y/x) — 02 1 -l
Z = X = o
Y ox 1+y/x)? x°

cos(xy) + xsen2 0z —ysen(xy) +sen?2 —1-sen(m?/2
@Si z= (xy) J entonces —(m,m/2) = J (xy) J = #
2 X 2 x=n, y=nl2 4

0 0
@Sea f de una variable y derivable, y z = f(u) con u = x° + y3, entonces a_z = f'(w)-5x"y a_z = f'(u)-3y°
X y

u
@ Sean [ y g funciones derivables de una variabley z = Jw con u = x° + y3, entonces

0 0 A
0z 5yl W]-800 - g fW) 1y 56t g — w53t fw)
dx g%(u) g% (u)

0 0
0z 5[f(u)] 8l - a[g(u)] S _ flw-3y*-gw) — g'(w)-3y*- f(u)
ay g% (w) - g% (w)

Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcion de dos variables x e y, entonces sus derivadas parciales fy y fj, también son funciones de dos
variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (fx)x, (fx)y, (fy)x ¥ (fy)y, las cuales cuales se
llaman segundas derivadas parciales de f. Si z = f(x, y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,

B . o0 f(af _azf_azz
° (fX)x_fxx_fH_ax(dx C0x2 0x?

3 B _aaf_a2f_62z
o (fx)y—fxy—flz—a(a = dyox _ dyox

o (0f\_ 0*f 0%z
° =fyx=fa=o|>-]= -
(Px=frx=ra dx ( dy) 0xdy 0xdy

3 (3f\ 0°f @z
o (fy)y:fyy:fzzza(a :G_J/ZZW

2

0yox
para calcular fy, el orden se invierte.

La notacion fyy o significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y, mientras que
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Ejemplo 3.3
D

Calcule las segundas derivadas parciales de f(x,y) = x> + x?y? + y°

Solucion: Las primeras derivadas parciales son

felx,y) =3x% +2x)° fyx,y)=2xy+3y°

De donde obtenemos que :

(x,y) =6x+2y% 0

fry(x, ) = i[?>x2+2xy2)] =4xy
N =5 fyy(x,y) =6y +2x
Ejemplo 3.4

D

Sea f:R— R una funcién dos veces derivable y sea z = f(u) con u = x3y*. Entonces,

0 0
O—Z:f'(u)-3x2y4 O—Z:f'(u)-x34y3
0x oy
0522_” 3214352 vY + 6x12 F' °2z_,, 4533 45313 + 1232 F'
@—f(u)-xy-xy+xyf(u) a—yz—f(u)-xy-xy+ x*y° f(w)
° &z = () -4x3y3-3x2y* + 12623 f (W) ° 0ut = () - 3x%y* - 4x3y + 12623 f(w)
0y0x 0x0y
Ejemplo 3.5
D
Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo, la ecuacion

u 0’u
322 T 32
0x* Ody
Las soluciones de esta ecuacion se llaman funciones arménicas y desempenan un papel fundamental en las
aplicaciones relacionadas con conduccién de calor, flujo de fluidos y potencial eléctrico.

diferencial parcial =0, se conoce como ecuacién de Laplace, en honor a Pierre Laplace (1749 - 1827).

Compruebe que la funcién u(x, y) = e¥ sen x satisface la ecuacioén de Laplace.

Solucién: Las primeras derivadas parciales estdn dadas por

u, =eYcosx
u, =e¥senx
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con lo cual

Uy, =—e’senx
— oV
Uy, =e’senx
2 2,
de donde —— +—— = —eVsenx+e’senx=0
0x¢ 0y
Ejemplo 3.6

. °u  ,0%u
La ecuacién de onda — =4 =,
ot 0x

donde a es una constante, describe el movimiento de una onda, que puede

ser una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Si f y g son
funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién u(x, t) = f(x + at) + g(x — at)
satisface la ecuacion de onda.

Solucién: Primero un cambio de variable. Sea A=x+at y B = x— at. De esta manera u = f(A) + g(B). Las
derivadas de u(x, y) con respecto a x estan dadas por :

2

a—u—f’(A)+ '(B) 6—”—f”(A)+ "(B)
0x W50 52T s

Las derivadas de u(x, y) conrespecto a ¢ estan dadas por:

0 g
a—LLf = af'(A) - ag'(B), a—;‘ = a2 f"(A) +a’g" (B)
Sustituyendo obtenemos
0%u 0%u

— =d’f"(A) +d’g" (B) = a’[f"(A) + " (B)] =

a2 ox2

Ejemplo 3.7
D

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,y) =xf(x+y)+yg(x+y) satisface la ecuacion diferencial parcial 1, — 25y + 11y = 0.

Solucién: Primero un cambio de variable. Sea A = x + y, entonces u = xf(A) + yg(A). Las derivadas de u(x, y)
con respecto a x estdn dadas por

uy = fA)+xf'(A)+yg'(A

Urx = f'(A) + f1 (A +xf"(A) +yg"(A) =2f"(A) + x f'(A) + yg'(A)
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uxy = f'(A) +xf"(A) + g'(A) + yg"(A)

uy=xf'(A)+g(A) +yg'(A)

yy = xf"(A) +g'(A) +g'(A) + yg"(A) = 2f"(A) +2g'(A) + yg" (A)
Sustituyendo,

Uy —2Ugy+uyy = 2f (A)+xf"(x+y)+yg"(A) - 2f'(A)-2xf"(A)-2g"(A)

-2yg"(A)+ xf"(A) +2g'(A)+yg"(A) =0

Ejemplo 3.8
¥

Compruebe que la funcion u(x, y) = \/x? + y% + z? satisface la ecuacion diferencial de Laplace en derivadas
arciales i + On + i =
s 0x2  0y2 0z%

Solucion: Calculemos las derivadas parciales

0x B 24 /(x2+y2+zz)3" ay - (x2+y2+Z2)3/2’ 0z - (x2+y2+zz)3/2,
ou _ 2x2—y2_Z2 ou B _xZ +2y2_22 ou ~ _xz_y2+2Z2
0x2 - (x2+y2+z2)5/2’ ayZ - (x2+y2+Z2)5/2’ 0z2 (x2+y2+zz)5/2.

y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas fyy y fy» en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente

teorema, da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es conocido
de Clairaut o también como Teorema de Schwarz.

Sea f: D <R — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a,b) y radio 9, si las
funciones fy, y fyx son continuas en D, entonces

fxy(a; b) = fyx(a, b)
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Ejemplo 3.9 (Hipétesis en el Teorema de Clairaut).
D

22

Sea f(x,y) = xysz;//Z y f(0,0) = 0. Se tiene fy(0,0) = f,(0,0) =0, pero fx,(0,0) # f;x(0,0). En efecto,
aunque fyy y fyx estan definidas en (0,0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos calcular estas
derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos sobre la recta x = 0 y luego

sobre larecta y =0.

_ 2_ .2
f(h,y)hf(O,y) _ lim hy(h* —y9)

= 1’ =
20, )= g h—0 h(h?+ y?)

. f,h)—f(x,00 .  hx(h*-y%
=] l —_— = —_— =
z2x(x,0) hl_I% hl_I% AT X

Ahora

HO)-£0,0  h-0 o ROR-£0,0 . —k=0
- B ALE S

zxy(0,0) = },ii% =-1

Esto muestra que fy,(0,0) # f}x(0,0). El grafico de f(x, y) muestra un salto en (0,0)

Xy of of
3.1 Sea f(x,y) = o Calcule @, 3 Y fH2,1).

3.2 Sea f(x,y) =In®(x¥ + x> +2%) Calcule g, g

0y Ox
3.3 Sea z(x,y) = 2(ax+ by)? - (x*> + y?) con a® + b?* = 1. Verifique que & + & =0.
0x?  0y?
3.4 Sea z= f(x;) con f derivable. Verifique que xg—i +2y§—j =0.
3.5 Sea z = xy+arctan(z) . Demuestre que zxa—z + zy% =Xxy.
X 0x oy

2
_ —x“/kt
3.6 SeaC(x,n)=t"%e o . Verifique que esta funcién satisface la ecuacion (de difusién)

k 9°C _oC
4 90x2 ot
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of o0
3.7 Sea z= f(x*y+y)-\/x+ y2. Calcule %, %

?u 0°
3.8 Verifique que u(x, y) = e’ sen x satisface la ecuacion de Laplace ﬁ + a—ybzt =0

3.9 Sea a € R una constante. Verifique que u(x, t) = sen(x — at) +In(x + at) es solucién de la ecuacion de onda

=
Urr = A" Uyxx.

3.10 Sea a € R unaconstantey f y g funciones dos veces derivables. Verifique que u(x, t) = f(x—at)+g(x+at)

es solucién de la ecuacion de onda u;; = a®tyy.

0z

0
3.11 Verifique que z = In(e* + e) es solucién de las ecuacién diferencial é + @ =1 y de la ecuacién

diferencial & & - (ﬁ)z =0
ox2 0y \oxoy)

3.12 Sea f una funcién derivable en todo R ysea w(x,y) = f(ysenx). Verifique que

cos(x)a—w + sen(x)a—w =yf (ysenx)

3.13 Sea g(x,y) = x%sen(3x—2 ¥). Verifique la identidad

02g og
: =2-°4+6x-8(x, ).
X 3yox 0y+ x-g(x,y)

3.14 Laresistencia total R producida por tres conductores con resistencias R;, Ry y Rs conectadas en paralelo

e L. , , 1 1 1 1 R ) .
en un circuito eléctrico estd dado por la férmula — = — + — + —. Calcule —. Sugerencia: derive a ambos
R R1 Rg R3 Rl

lados respecto a R; .

3.15 Laley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta 7T, presién P y volumen V es
0P 0V oT

PV =mRT donde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique que =
oV oT oP
0K 0°K

1
3.16 Laenergia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = Emvz. Verifique que 3 902 -
m 0v
3.17 Sea f funciones dos veces derivables. Sea u = x*>+y? y w(x, y) = f(u)-g(y). Calcule y Cw P
- Vi Vi o = y = ° . —_— —, —
ow
y 6y *

3.18 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(x,y) = f(u) + g(v) donde u=—y v = % Calcule

jad
y
d G
ox’ dyox’
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2

3.19 Sea w = &3*. f (x2-4 yz), donde f esuna funcién dos veces diferenciable. Calcule EPETe
Xoy

3.20 Sea u(r,0)=r"cos(nf) con n € N una contante. Verfique que u satisface la ecuacon

u Ugp
urr+—r+—2 =0
r r

Funcion diferenciable. Diferencial total.

Definicion 3.2 (Funcion diferenciable)
Sea f:U c R?> — R. Si las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de (xo, yo) € U,

entonces f es diferenciable en (xy, yo).-

En una variable, Ay = f(xo + Ax) — f(xo) se puede aproximar con el diferencial dy = f’(x) dx. De manera similar, el

cambio en f en dos variables es
Af = f(xo+Ax, yo+Ay) — f(xo0, Yo)

y se puede aproximar con el diferencial total,
df = fx(xo,y0) dx+ fy(xo,y0) dy

Es decir, si f es diferenciable en (xg, yo) ysi Ax=x—xp y Ay =y — yo son pequeios, entonces f se puede aproximar

usando el plano tangente:
Fp) = f(xo, y0) + fx(x0, Yo) Ax + fy (X0, yo) Ay.

22 (x0,30) il 30) (v 50) + £ (x0,30) (o) O H QX Y0 AV X0+ A% 30 +AY))
Z:f<x7y) E
A : Af
df
(x0, Y0, f(x0,Y0)) J f(x0,¥0) + fx(x0,50)Ax + fy(x0,y0) Ay
A (x0,0,0)  f0,y0)

Ax Ay (xo+Ax,yo+Ay,0)

Si z= f(x,y) es diferenciable, el diferencial total d f representa el incremento de f alo largo del plano tangente a f
en el punto (x, y). Seria como calcular con el plano tangente en vez de usar la superficie S (ver figura anterior).
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Regla de la cadena.
Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece

df dfdu
dx  dudx

Laregla de la cadena nos indica como varia f conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es la derivada de
f en presencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relacién persiste en un siguiente sentido.

Sean x = x(t) y y = y(t) derivablesy z = f(x, y) diferenciable en (x, y) = (x(¢), y(#)), entonces z = f(x(1), y(1))
es derivabley

dz of , of
dt_axx(t) * nym

Sean u = u(x,y) y v = v(x,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v) es diferenciable en
(u,v) = (u(x,y),v(x,y)) entonces z = f(u, v) tiene derivadas parciales de primer orden en (x,y) y

0z of ou N of ov
0x ou 0x Ov Ox

0z of ou N of ov
oy 0u dy Ov 0y

Ejemplo 3.10
¥

0
Sea z(x,y) = y/arctan(y/x) + tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular EZC usando la regla de la
cadena. Sea u(x, y) = arctan(y/x) y v(x,y) =tan(xy), entonces z = v u+ v.

0z _ 0z0u 0z0v
0x ou 0x Ov Ox

1 1 —y-1 1 )
. + sec”(x
2Vu+v 1+(y/x)?  x? 2\/u+vy )

Al sustituir u y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.
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dz
dr

d_z
ou

0z
ov

O_Z
0x

0z

Sea f una funcién derivabley z = f(x,y) con x =rcos6, y =rsenf, entonces

Sea z(u, v) = x*¢¥’, donde x = uv yy=u

Sea z(x,y) = x> +3y?, donde x = e’ y y = cos(f) entonces

0z dx+6z dy
Ox dt 0y dt

2xe'—6ysen(t) = 2e*’ —6cos(t)sen(t)

2 _ 13 entonces

0205 020y
0x0u 0yodu

0 0
2xey3£ +3x2yzey3£ = 2xey3v+3x2y2ey32u
0z0x 020y
0x0v Odyodv

0x 0
2xey36— +3x2y2ey36—y = 2xe3’3u+5’:x2yzey3 -=3v
v v

of ou_ of v

ou 0x Ov 0x

of of
L oxs+ L.
ou x+av y

of ou of ov Of of
St B B BN ERCI
ou 6y+6v 0y Ou +6v “

Sea f una funcién diferenciable y z(x,y) = f(x?, xy?). Para derivar usando la regla de la cadena usamos el
cambio de variable u = x? y v = x)y?, entonces z(x,y) = f(u,v) y
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9z ofdx ofdy of of
9z o U I _ U 04 seng
ar ~ oxor ‘ayor  ax VT g, %0

g—; 6f6_x+6f6_y = g-—rsen0+grcose

0x00 dyad0  ox dy

Si z(x,y) = g(y)- f(x—2y, y°). Calcule z, ¥ zyy.

Solucién: Sea u=x-2y, v= ys. Entonces z(x,y) = g(y) f(u, v).
ze=8W) [fu-1+ fo-0] =g fulu,v)

Zxy =8' )1+ fult, v) + ) [2 Fuu + 3V Fur]

ov
Sea V=V(RT).Si P(V-b)elY =RT, con b,R constantes, calcule 6_T

Solucién: V esfuncién de P y T. Derivamos a ambos lados respecto a T,

— [P(V-b)e™"] 57 [RT]

P[Vre®V +(V-b)e?VRVy|

Il
=y

R
Pe®V(1+(V-D)R).

2

07z
S ) =8(u, =x?y* y v = xy. Calcul .
ea z(x,y)=g(u,v) con u=x“y“y v=xy acueayax

Solucién:
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0z 0godu 0gov o0g , 0g
L g BB o g h=20
0x 6u6x+6v6x ou Y +6v *
0z 0 [dg(u,v) , 0 5 0g 0 [dg(u,v)
= = 2x)% + —[2x)2] - 28 + x| 280
3y0x ay[ T R i A - R vl P
g 6°g og 6’g o%g
= ——= 5 —= 5 .2 2 4 0 —=, S —22 . db —=,
ou? ty + ovou Uy|-eXy” + &xy ou X oudv Hy o0v? vy
0’g o’g g o°g o’g
= |[=—=.2yx2 x| -2xv? + 4xy- -2 . 2, 295
8z V" T aven T TV 5u T Guaw YT T oz "

Sea F(u,v) =—u—v con u2:x—yy v2:x+y. Siu#0y v#0, verifique

a) F.= u+v
T 2uw
v—u

b.) F,=- .
) Y 2uv

Solucién: Primero veamos que 2uuy, =1, 2vv, =1, 2uu, =-1y 2vv, = 1. Por lo tanto

) F,=F,u,+F Lo L urv
a. =F,u vy=-1l-—-1-—=— :
* uu v 2u 2v 2uv

1 1 v—u
b) Fy=Fyuy+Fyvy=-1- 2ul T 20 T 2uv

jos E

jercic

E

d
3.21 Sea z=xy’>+x con x=sent y y = tan(z). Calcule d—i

d
3.22 Sea w=x>+2xy+y? con x=tcosty y = tsent. Calcule d—L:

0 0
3.23 Sea z=uVvu+v? con u=xyy v=arctan(y/x). Calcule £ y 5

3.24 Sea z=g(y)- f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.

a.) Calcule a_z
0x



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.5 Regla de la cadena.

0
b.) Calcule i
oy

0z 0z
) Six=t?y y=u®+13 calcule — y —
c) Six yy=u cacueatyau

2
3.25 Sea z= f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden f;, fuv, fuu V fvv, calcular

0yo0x
0
3.26 Sea z = a—f + a—f, donde f = f(x,y) es una funcién con derivadas de segundo orden. Si x = u?> + v y
x 0y
= u+ v?, calcule 0z 0z
= ’ ou’ ov

3.27 Sea z= f(u,v),donde u=x*+y?, wv=xy.Si f tiene derivadas parciales de segundo orden fy, fuv, fuu ¥
fvv continuas (es decir, f, = f,,). Verifique que:

Pz of | Lf . Bf L3
— =2 AKX S Ay —— + Y
0x2 ou . ou? xyauav Y ov?

3.28 Sea z= f(x*+cosy, x>—1)—g(3xy?) con g derivabley f con derivadas parciales continuas y de segundo
orden. Calcule zy,

3.29 Sea z=x*f*(xy,y?) con f con derivadas parciales continuas. Calcule Zyy zx
2 2 of of . :
3.30 Sea z= f(x*—y,xy) donde s=x“—yy t=xy. Calcule 3cY 3s (Sugerencia: Calcule z, y z, y despeje
G i
lo que se pide).
3.31 Verifique quesi f es diferenciable, la funciéon z = f(xy) satisface la ecuacion

0z 0z 3

——y—=0
xax yay

3.32 Sea u= f(r) con f derivabley r? = x? + y? + z2. Mostrar que
Xux+yuy+zu,=rf(r)

3.33 Supongamos que se sabe que

_z+y_6z_22 (xy) >0y y>0. (%)
X =2x"sen(xy) con x . (x
ax 6y

Verifique que aplicando un cambio de variable de (x,y) a (1, v) donde u=xy y v = x/y; entonces la ecuacién
(*) se convierte en la ecuacién

0z
— =vsenu

ou

Sugerencia: Como z = z(u, v); calcule las derivadas parciales y luego despeje x y y en el cambio de variable. Al
sustituir, obtiene el resultado.
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Derivadas de una funcién definida de manera implicita.

Supongamos que se conoce que z es una funcién de x e y, es decir, z = f(x, y), pero que z estd definida de manera
implicita por una ecuacion del tipo

F(x,y,2)=0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacién de una esfera: x> + y? + z? = a®. Esta
ecuacion define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

2= /az_xz_yz y z=—\/a2—x2 -2

Cuando una funcién estd definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla. Por ejemplo considere
y? + xz+ z°> —@*—1=0. Pero si podemos calcular las derivadas parciales.

Podemos deducir, de manera informal, las férmulas para z, y z,. Supongamos que z = z(x,y) es una funcién
diferenciable que satisface la ecuacion F(x, y, z(x,y)) = 0 en algtin conjunto abierto D.

Sea g(x,y) = F(x,y,2) = 0, aplicando la regla de la cadena a g(x,y) = F(u,v,w), con u(x,y) = x, v(x,y) =y y
w(x,y) = z(x,y), obtenemos

0g _ OF 0u  OF ov O dw
0x Ou Ox ov 0x Ow O0x

0g OF odu N OF 0v+6F ow
dy odu dy Ov dy Ow Oy
0g ov
Ahora, como a =0y a =0, entonces

0g _ | OF  OF 0z _
ox  du 0w 0x

Despejando,
OF
0 3o oF
9z _ _ox en todos los puntos de D donde — #0
0x OF Z |(x,p,2(x,)
0z
OF
b milar, 0% - _ 0¥
e manera similar, 3y =~ 3F

9z
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Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R" y sila ecuacién F(xy, xp, ..., X;) = 0 define a x,, como una
funcién diferenciable x, = f(x;, xp, ..., X;,—1) en algin conjunto abierto de R""! entonces

OF
of  ox
R

ox,

en aquellos puntos en los que — #0.
0xy,

z definida de manera implicita por F(x, y, z) = 0.
Si z = z(x,y) esta definida de manera implicita por F(x, y,z) = 0 de acuerdo a las hipoétesis del teorema 3.6,

entonces
Fx Fy

b= ——— T Gy ——
TR TR

En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las variables indepen-

dientes y si se cumplen las hip6tesis del teorema,

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F(x, y,z,u) =0.

Ejemplo 3.19
D
Sea z definida de manera implicita por F(x,y,z) = xyz+ x+ y—z =0. Como se cumplen las condiciones del

teorema 3.6 entonces

F, zy+1 F, zx+1
X _ y ZJ’:_F_:_—
2 xy—1

Ejemplo 3.20
¥
Calcule zy y zy si F(x,y,2) = x2 —2y2 +322 —yz+y =0 definea z como z = z(x, ).

Solucién: Dado que F, =2x, F,=-4x-z+1, F, =6z~ Y, entonces si F, #0, por el teorema 3.6,
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2Xx
Zy=—
* 6z—y
1-4y—-2z
Zy:_—y
6z—y

en R — {(x,y) € R? : 6z(x,y)—y=0.

Ejemplo 3.21
D

Considere la funcién z definida de manera implicita por x> + y2 +2z%—1=0. Calcular z,, Zy, Zxx» Zyy ¥ Zyx
Solucién:
z estd definida de manera implicita por F(x,y,z) = X2+ y2 +z%—1=0. Entonces,

F, X
oy =—— = —— Ty S —m— S =
X 2 y ¥

F,

Para calcular zyy, zxx Y 2y, debemos notar que zy y z;, no son funciones definidas de implicita, como tal
derivamos de manera ordinaria.

. _G(Zx)_a(_g)__1~z—xzx__z_x(_)_zc)
e 0x a 0x a z2 B z2 ’
_a(zy)_a(_%)_ 1~z—yzy_ z2+y2
Wy T oy T2 T @

- 0(zy) _ 6(—%) _Yiax y(—z)
YT ex T x| z2 z2

Ejemplo 3.22
N

Si F(xz,yz) =0 define a z como funcién implicita de x e y y ademads cumple con las condiciones del teorema
3.6 en cada punto de una regiéon D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacion

0z 0z 5

—txe— =—
yay xax £

Solucién: Sea u=xz y v=yz, entonces F(xz,yz) = F(u,v) =0.
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0z F,  F,+-0+F,z
oy B F, F,-x+F,-y
0z B F. Fy,-z+F,-0
ox F, F,-x+F,-y
Luego
Oz+x 0z F, -z N F,-z
Y dy ox Y Fy-x+Fy-y F, - x+F,-y

z(Fy-x+Fy-y)
F,-x+F,-y

3.34 Si x?y? +sen(xyz) + z° = 4 define a z como funcién implicita de x e y, verifique que

. 0z 0z 0
ox 7 oy
3.35 Sea g (ﬂ, x+ yz) =0 una ecuacion que define a z como una funcién de x e y. Verifique que si gy, gy y
%

- existen y son continuas en toda la regién en la que g, # 0, entonces

Ejercicios E

0z 0z z(x% - y?)
Voo X =
0x oy Xy

0z 0
3.36 Sea z= f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule a—z, O_Z y verifique que
x 0y

05 05
0x yay_

3.37 Sea z=xIn(yz) Calculea— a_z & & ﬁ
’ B ye ox’ 0y’ ox%’ 0y? Y 0x0y’

0.

3.38 Si f(zx,y?) = xy define a z como funcién implicita de x y y, calcule Zyy.
3.39 Si f(zx,y?) +g(z%) =5 define a z como funcién implicita de x y y, calcule z, y zy

3.40 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable.
Supongamos que la ecuacion 2g(z) + f(x?, y?) = 0 define a z como funcén implicita de x y y.
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a) Calcule 0z 0z b) Calcul 0z
axyay ) acueayax

3.41 Repita el ejercicios anterior con la funcién zx + f(x?, y?) = 0.

3.42 Sea f una funcidén con derivadas de segundo orden continuas y g una funciéon dos veces derivable.

0 0
Supongamos que la ecuacién g(z) f3(x?, y?) = 0 define a z como funcén implicita de x y y. Calcule £ y O_)Z/

3.43 Sea z definido implicitamente por medio de la relacién z = x- f (X) con f una funcion con derivada
z
continua. Verifique que z satisface la ecuacion:

Gz+ 0z
Xx— — =2z

0x

0%z
3.44 Si zx+e*’ = x define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy, z,y Fye)
x

3.45 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable. Si
62
y = g(z%) + f(y?, x?) define a z como funcién implicita de x y y, calcule z,, zZyy 6_§
y

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

Supongamos que u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

F(x,y,u,v)=0 y G(x,yu,v)=0

Para deducir las expresiones para uy, uy, vy, vy se resuelve el sistema

dF Fydx+ Fydy+ Fydu+ F,dv=0

dG = Gydx+Gydy+Gydu+G,dv=0

F, F
paraduydv.Sij=| “ "' |, obtenemos
Gu Gy
1| 7, F, 1| r, F,
du=-- dx — =| Y d
7| G: Gy 7| Gy G |7

como du = uydx+ uydy entonces se obtienen las férmulas (siempre y cuando J #0.)


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.7 (*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

F, F, F, F,
Gx Gy Gy GI/
Uy = ———, u, = -
* J Y J
y
F, Fy, F, Fy
Gy Gy Gy Gy
Uy = - ]_ y Ux = - ]
Ejemplo 3.23
v
Si u=u(x,y) y v=rv(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones
F=u*+v*-x*-y=0,
G=u+ v—x2+y:0,
calcular uy y u,.
‘s F, F, 2u 2v
Solucién: C = = =2(u-v),
omo J G, G, 1 1 (u—-v)
entonces,
x(1-2v) 1+2v
Uy=—""""17Y Uy=——.
* u—v v iy 2(u—-v)
Ejemplo 3.24
D

Sea z = f(x,y) definida por z = u+ v donde u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de manera
implicita por las ecuaciones

F = u+e"’—-x=0
G = v+eV—-y=0
Si u=v =0 entonces x = y=1. Calcular z,(1,1).
Solucion: z, = uy, + vy. Podemos calcular uy y v, usando las férmulas respectivas, sin embargo, para calculos

numéricos es mds practico derivar respecto a x las expresiones F =0 y G = 0. En efecto, derivando respecto a x
obtenemos
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u+v u—v
(

Ugte " (Ux+v)—1=0y vxte Uy —Vy) =0

de modo que cuando x=1,y=1,v=u=0 se obtiene

2ux+vx—1=0y uy,=0

conloque uy =0 vy=1six=1,y=1,v=u=0. Asique z4(1,1) =0+1=1.

Gradiente.

Definicion 3.3 (Campo Gradiente).

Sea f: D cR" — R una funcién (o campo) escalar diferenciable en una regién R, entonces la funcién (o
campo) gradiente de f es la funcién vectorial Vf: R<R"” — R definida por

Vf(xlyxZ;---y xn) = (fxlr fxz;---,fx,,)
Enelcaso f:D<SR?> — R
o

Enelcaso f:DSR® — R
_ _Of g of 5, 0y
vf(xyyyz)—(fx,fyfz)—axl"’ y]+ Zk

Interpretacién geométrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R> — R?> es un campo vectorial (campo
gradiente). Por ejemplo, consideremos el paraboloide z—1 = x%+ y2, el campo gradiente de z es Vz = (2x,2y). Una
representacion gréfica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.4. Los vectores apuntan
en la direccién de maximo crecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la
‘intensidad’ de esta razén de cambio.

Ahora consideremos el paraboloide z—3 = —x? — y?, el campo gradiente de z es Vz = (-2x,—2y). Una representacion
gréfica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.5. Los vectores apuntan en la direccién
de méximo decrecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la ‘intensidad’ de
estarazén de cambio
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Figura 3.4: Vz(P) apunta en la direccién de méximo Figura 3.5: Vz(P) apunta en la direccién de méaximo
crecimiento respecto a cada punto P decrecimiento respecto a cada punto P

@ Si f(x,y) =senxy+x?y?, calculeV f(r, 1).

Solucioén: El gradiente esta dado por :

Vf(x,y) = (ycosxy+2xy?) i+ (xcosxy+2x*y) j

y evaluando

Vi) =@rn-1)i+(2n*-n)j

@ Si x?+y?+2z?=1, calculeVz(x, y).
Solucién: Excepto en la circunferencia x* + y? = 1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular
J

F; Fy) X .
\Y V) =-—, -——,|=——1T+ —
f(xy) ( F,'F, Zl

N =

@ Si G(x,y,2) = x>z+2Z3y + xyz, calculeVG(x, y, z).

Solucién:

VG(x,y,2) = (Gx, Gy, G;) = 2xz+yz) T + (2% + x2) j+ (x? +3z2y+xz) i
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Ejemplo 3.26
D

Consideremos la superficie S de ecuaciéon x? + y? + z? = 1. Sea

P=(/v3,1/V3,1/V3) € S. Z

El gradiente de z es Vz(x,y) = (—f, —f).
z z

Vz(P)=(-1,-1). Y
El gradiente no esta definido si z = 0 porque las derivadas par-

ciales se indefinen (las tangentes a la superficies sobre la circun-
fencia x? + y* = 1 son rectas verticales)

Gradiente, curvas y supelficies de nivel.

Recordemos que si z = f(x, y) entonces la curva z = ¢ (es decir, ¢ = f(x,y)) lallamamos “curva de nivel”. Si tenemos
w = g(x,y,2), lasuperficie w =0 (es decir 0 = g(x, y,2)), se denomina superficie de nivel w = 0.

Si S es una superficie de ecuacién G(x, y,z) =0, con G derivable con continuidad en el plano, y si P = (xg, yo,20) € S,
entonces,

1. Sise cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita, en P se tiene, Vz(x,y) = (——, -——

El vector Vz(xy, yo) es perpendicular a la curva de nivel z = zy, es decir Vz(xy, yo) es perpendicular al vector
tangente en (xp, Jo). Si necesitamos un vector perpendicular, podriamos usar solamente (—Gy, —Gy).

Por supuesto, si la ecuacion de la superficie es z = f(x, y), podemos calcular el gradiente de la manera usual
tomando G =z— f(x,y) =0 yentonces G, = 1.
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Figura 3.6: Vz(xo, yo, 29) es perpendicular a la curva de nivel z = z; .

2. Elvector VG(xy, yo,20) es perpendicular a la superficie de nivel w =0, es decir VG(xy, yo, z0) es perpendicular a

cada curva de la superficie S, que pasa por P = (xo, yo, Z0)-
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

VG(x0,y0,20) : G(z,y,2)=0

Figura 3.7: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.

Considere la curva C de ecuacién y* —x*(1+x) = 0. Sea P = (1/6, v/7/V/216). Observe que P € C. Calcule un
vector perpendicularala curva en P,
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Solucion: Podemos ver C como una curva de nivel de
z=y? - x*(1 + x), concretamente la curva de nivel z = 0.

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendicular a
la curva de nivel C en P. Veamos

Vz(x,y) = (—x* = 2x(x+ 1), 2y)

Vz(P) = (-5/12, \/7/ v 54) Figura 3.8: Vz(P) es un vector perpendicular a la
curvaen P

En la figura 3.8 se muestra graficamente la situacion.

Ejemplo 3.28
D

Considere la superficie S de ecuacién
1 2 2 2
§(z— D+ (x-2)"+(y—-2)"-4=0.

Sea P = (3,2,1+3v/3). Observe que P € S. Calcule un
vector perpendicular ala superficie S en P.

Solucién: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es per-
pendicular a la curva de nivel S en P donde G(x,y,z) =

%(z—1)2+(x—2)2+(y—2)2—4.

VG(X»_V;Z) = (GXJ G_y, GZ) = (Z(x_z)) 2(}/_2); g(z_ ]-)

2
VG(P) = (2,0, —)
\/§ Figura 3.9: VG(P) (traslacion) es un vector perpendicular a la

superficie S en P
En la figura 3.9 se muestra graficamente la situacion.
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Derivada direccional

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de
z= f(x,y) enel punto (xg, yo) en la direccién de un vec-
tor unitario arbitrario % = (a, b), para esto consideremos
la superficie S con ecuacién z = f(x,y) (la grafica de
f) ysea zyp = f(xp, yo). Entonces el punto P = (xy, yo, zo)
pertenece a S. El plano vertical generado por la recta L
que pasa por el punto (xp, yo,0) en la direccién del vector
U, interseca a la superficie S enla curva C. La pendiente
de la recta tangente T ala curva C en el puntoP es la
tasa de cambio de z en la direccion del vector .

Figura 3.10: Derivada direccional

Sea Q = (x, ¥, z) otro punto sobre la curva C,ysean P’ = (xp,)0) y Q' =P+ h las proyecciones ortogonales sobre el
plano XY delos puntos P y Q, entonces
P/Q/ — Q/_P/ — hl—/t)

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

para algin escalar h. Asi pues,

X—X9=ha=x=x9+ha

Yy—-Yo=hb=y=yy+hb

Figura3.11: ||P'Q'|| = hl|Z||

R
El cambio sobre recta L es ||P'Q’|| = h||i|| = h (U es unitario), por tanto la razén de cambio estd dada por

Az Az z-zy  f(xo+ha, yo+hb) — f(xo0, o)

ni@l - h h h

y al tomar el limite cuando i — 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio instantdnea de
z (con respecto a la distancia) en la direccién de U, la cual se llama derivada direccional de f enladireccién de u.

Definicion 3.4 (Derivada direccional).

Sea f: D cR? — R una funcién escalar y sean (xo, yo) € D'y U = (a, b) un vector unitario, entonces la derivada
direccional de f en (xo, o) en la direccién del vector unitario %, estad dada por :
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, (x0 + ha, yo+ hb)— f(x0, Vo)
Dot Fxo, o) = },m(l)f 0 J’oh f(xo0, ¥0

Teorema 3.5 (Cdlculo de la derivada direccional).
Sea f: D c R" — R una funcién escalar diferenciable en D, entonces f tiene derivada direccional en la
direccién de cualquier vector no nulo % = (a, b) y estd dada por:

Dy » \Y » R
af(x,y) fxy) ol

b

a
= X ) T"' ) =
L T TR LA ATEAT

Calcule la derivada direccional Dy f(x,y) si f(x,y) = x®—3xy+4y?> y U = (v/3, 1). Calcule D7 f(1,2).
Solucion:

@ Evaluar el gradiente: Como V f(x, ) = (3x*> -3y, —3x+8y) entonces Vf(1,2)= (-3, 13)

® [lull=2
u
Dzf1,2) = Vf(Q1,2):—
[lull
@ Cilculo: + = (-3,13)- (\/‘z’ J
= —3£+13l
2 2

Calcule la derivada direccional de f(x,y,z) = xsen(yz), en el puntoP = (1,3,0) en la direccién del vector
uU=i+2j- k.

Solucioén:

@ Elvector gradiente de la funcién f esta dado por
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Vf(x,y 2) = (sen(yz),xzcos(yz),xycos(yz))
evaluando en P tenemos que Vf(1,3,0) = (0,0,3).

@ Por otro lado, como || Z|| = v/6, un vector unitario en la direccién de 7 es

) u 1 2 -1 3
@ Célculo: D3 f(1,3,0) = Vf(l,?;,O)-ﬁ = (0,0,3).( _6 _) - __
u

o)

Componente. Recuerdemos que la componente de ¥ en la direccién de 7 es
- —

u-v . . .
, esta componente es la longitud de la proyeccién vectorial de U sobre U

Wull
proyi = 273 conlo cual, la férmula
u Il ull
i
Dzf,y) =Vfx,y - T

nos dice que la derivada direccional es la componente del vector gradiente V f(P)
en la direccion del vector

Figura 3.12

Direccion de maximo y minimo cambio. Suponga que tenemos una funcién f de dos o de tres variables y
consideramos todas las posibles derivadas direccionales de f en un punto P dado. Esto proporciona las tasas de
cambio de f en todaslas posibles direcciones. De modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ;En cudl de
estas direcciones f cambia con mayor velocidad?, y ;cudl es la mdxima razén de cambio?.

Intuitivamente, de acuerdo a la figura 3.12, la derivada direccional en P aumenta conforme el vector 7 se acerca al
gradiente.

Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema.

Sea f: D < R> — R una funcién escalar. El valor maximo de la derivada direccional D3 f en (x,y) es
IV f(x, y)|| y se presenta cuando el vector no nulo # tiene la misma direccién que el vector gradiente V f(x, ).


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.10 Derivada direccional 135

Podemos justificar esto, informalmente, de la manera que sigue. Primero recordemos que si 8 = {u, v entonces
u-v=|lull-||v|lcos(@). Ahora

—

u
Dl—[ ’ =V ’ =
J@y) U TEAT

[IVf(x, )l cos8.

—

u
donde 6 es el dngulo entre el vector unitario Tl y el vector Vf(x,y).
u

V£(x,y)

El valor de D7 f(x,y) aumenta o disminuye solo si cosf
cambia (si giramos el vector 7).

Asi que el maximo valor se obtiene cuando cosf =1 (es decir
0 =0). Por tanto D7 f(x,y) es méxima cuando 6 =0 y en ese >/
caso i y Vf(x,y) son paralelos.

Figura 3.13

Valor minimo: El valor minimo de la derivada direccional en (x, y) es —||V f(x, y)|| y ocurre cuando % tiene la misma
direccién -V f(x, y).

Observacién: f se mantiene constante sobre las curvas de nivel; la direccién (un vector %) en la que el cambio
(instantdneo) de f respectoa P esnulo es la direccién de un vector perpendicular a V f(P). Que la derivada direccional
se anule en P en la direccién de % no significa, por supuesto que en esta direccién la funcién se mantenga constante
(esto solo pasa sobre las curvas de nivel) excepto que la curva de nivel sea una recta.

Ejemplo 3.31
D
Suponga que la temperatura en un punto (x, y, z) en el espacio estd dada por

80
14 x2+2y%+3z2

T(x,y,2) =

donde T estd medida en grados centigrados y x, y, z estdn en metros. ;En qué direccién aumenta més rapido la
temperatura respecto al punto (1,1,—2)? ;Cudl es la méxima tasa de incremento ?

Solucion: El gradiente de Tes

160x ) 320y ) 480z .

VT(x,y,2) =— 1- =
L (1+ x2+2y2+322)2 (1+x2+2y2+3z2)ZJ (1+ x2+2y2+322)2
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5 A~
Evaluando en el punto P =(1,1,-2) obtenemos VT'(1,1,-2) = 3 (— 1-2j+6 k)

Por tanto, la temperatura se incrementa con mayor rapidez en la direccién del vector gradiente

—
v

=-7-2j+6k

5 A 5v41
La tasa maxima de incremento es la longitud del vector gradiente ||VT(1,1,-2)|| = 3 | |— i-2j+6 k| | = 5

Considere la placa rectangular que se muestra en la figura
de la derecha. Si la temperatura en un punto (x, y) dela
placa esta dada por

T(x,y) =4(x—2)*>-7(y—0.4)?

determine la direccién en la que debe de ir un insecto
que estd en el punto P = (0,0), para que se caliente lo
mas rapidamente. ;Y qué debe hacer el insecto si desea
ir por un camino en el que la temperatura se mantenga
constante? Figura 3.14: Mejor direccién, respecto a (4,2).

Solucién:

La direccion en la que la temperatura aumenta mds rapidamente respeto a P es la direccién del gradiente (vector
negro en la figura): VT'(x, y) = (8(x—2),-14(y —0.4)) = VT(0,0) = (—16,5.6)

En cuanto a la otra pregunta, aunque la derivada direccional es nula en la direccién de un vector perpendicular al
gradiente (vector rojo en la figura) esto solo dice que la raz6n de cambio instdntaneo en esa direccién es cero. La
trayectoria en la que la temperatra se mantiene constante es la curva de nivel T'(x, y) = T(0,0) (curvas blancas).
Es por ahi donde deberia caminar el insecto.

Vector unitario tangente.

Sea r: 1 <R — R". Sila funcién vectorial r es continua en I, entonces la grafica de r se le llama curvay decimos que
esta curva esta descrita paramétricamente por r(#).
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Parametrizacién de rectas y elipses.

Rectas en R3. Si la recta L pasa por P en direccién de 7
entonces r(f) =P+ ﬁ[, teR.

AV 2
(x h)+(y k)

Elipse. Consideremos la elipse 5 - 1. Una
a
parametrizacion es
Figura 3.15: r (¢) parametriza a C.
r(t)=(h+acos(t) i+ (k+bsen(t) j, te[0,2m] Vector tangente r'(¢).

Derivada de r (1)

t+h)-r(t
La derivada de r (si existe) es r'(t) = }lﬁ% M

a.) Si x(#) y y(¢) son funciones derivables en I ysi r(f) = x(t) i+ y(¢) j, entonces

' =x'"0i+y @]

b.) Si x(¢), y(t) y z(¢) son funciones derivables en I ysi r(¢) = x(#) T+ y(£) j+ z(¢) k entonces

!

) =x'(0i+y (1) j+2 ) k.

La interpretacion geométrica de /() sugiere la siguiente definicion

Definicion 3.5
Sea C una curva descrita por la funcién vectorial continua r(#), t € I. Si existe la derivada /() y no es nula, la
recta que pasa por r(t) y es paralela a r'(t) se llama tangente a C en r(t). El vector r'(t) se denomina vector
tangente a C en r(t). El vector unitario tangente T es una funcién vectorial asociada a la curva C y se define
como

= T

. 1
I (1) = on S (D1 #0


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ejemplo7.html

3.11 Plano tangente y el vector normal.

Ejemplo 3.33
D

@ La pendiente de la recta tangente en P en la direccion de U=(,1 es

D 1z(P) =Vz(1/V3,1/V3)- % =2

1
@ El gradiente Vz(1/v/3,1/v/3) es perpendicular a la recta tangente a la curva de nivel z = ﬁ en P la

derivada direccional en la direccién del vector unitario tangente es cero. Geométricamente, la recta L, en
la figura que sigue, tiene pendiente cero.

—>
Esto es asi pues si Tp es el vector unitario tangente a la curva de 7

1
nivel z=— en (1/v/3, 1/1/3), entonces
V3 =

Dz f(P) Vf(P)-Tp=0 (;porqué?) Curva de nivel

[IVf(P)||cos8 =0

lo cual implica que 6 = 7/2.

Plano tangente y el vector normal.

Si f es diferenciable, entonces el plano tangente a z = f(x,y) en P = (xo, yo, z(Xo, yo)) tiene ecuacién

fx (X0, yo) (x — x0) + fy (X0, Y0) (¥ — y0) = z2— 20


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.11 Plano tangente y el vector normal. (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 139

L yo) (X~ x0))

7/ Recta (x0, ¥, fy(x0,y0)(y —y0))
X0

Figura 3.16: Plano tangente a z= f(x,y) en P si f es diferenciable.

Caso general. Podemos obtener la ecuacién cartesiana del plano tangente (si existe) usando un vector normal a la
superficie S: G(x,y,z) =0. Si G es derivable con continuidad en P = (xo, yo, 20) € S y si el gradiente en P es no nulo, los
vectores tangentes a cada curva en S que pasan por P estdn en el plano tangente a esta superficie en P y VG(xy, yo, 20)

es un vector normal a este plano (ver capitulo 6.1).
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

VG(x0,Y0,20)

Figura 3.17: VG(P) es perpendicular al plano tangentea S en P.

Asi, una ecuacién del plano tangente en P es

ax+by+cz=d con (a,b,c)=VG(xp,¥0,20) ¥ d=VG(xp,Y0,20)P
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3.11 Plano tangente y el vector normal.

( Plano Tengente)

@ Si S tiene ecuacion z = f(x,y) con f diferenciable, el plano tangente en P € S tiene ecuacién cartesiana

Jx(x0, y0) (x = X0) + fy (X0, y0) (¥ = y0) = z2— 2o

@ Si la superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) =0 con G diferenciable, el plano tangente en P € S tiene
ecuacion cartesiana

Gx(P)x + Gy(P)y + G,(P)z2=VG(P)-P

(Un vector normal)

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccién, el tamafio puede variar.
@ Si S tiene ecuacion z = z(x, y) entonces si ponemos G(x, y, z) = z— z(x, y), un vector normal es
N=(-zx, —2y,1)

@ Si S estd definida de manera implicita por G(x, y,z) = 0, entonces un vector normal es

. Gy Gy 1 .
N = (Gyx, Gy, G;) otambién Np=|—, —, 1) = —(Gy, Gy, G| si G;#0.
G, Gg G,

Ejemplo 3.34
D

Sea S la superficie de ecuacién f(x,y) = %, si (x,y) #(0,0) y f(0,0) =0. Aunque f¢(0,0) = f,(0,0) =0, no
Xe+y

hay plano tangente pues la funcién es discontinua en este punto (aunque esté definida).

Ejemplo 3.35
D

Sea S la superficie de ecuacién z = x> +2y%. Obtener una ecuacién cartesiana del plano tangente a S en
P=(,1,3).

Solucioén:
Primera manera. En este caso fy(x,y) =2xy f,(x,y) = 4y. Entonces una ecuacion cartesiana seria,

LD E-D+ 0, 1D (y-1) =2-3,
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es decir,

2x-1)+4(y-1) = z-3,

Otra manera. Sea S: G(x,y,2) = z— x> —2y? = 0. Entonces un vector normal al plano tangente a S en P es
VG = (-2x, -4y, 1). Ahora, VG(1,1,3) = (-2,—4,1), entonces una ecuacion del plano tangente es

—2x—4y+1z vVG(1,1,3)-P

= -3

Ejemplo 3.36
v
Consideremos la superficie S de ecuacion X2+ y2 +z%2=1.Sea P=(1/V3,1/V3,1//3) € S. Calculemos la
ecuacidn cartesiana del plano tangente en P.
@ Laecuacionde S es G(x,y,2) = S+ y2 +z2-1=0.

@ VG(x,y,2) =(2x,2y,22).

@ N=VG(P)=(2/V3,2/V3,2/V/3) yd=P-VG(P)=2

o . 2 2 2 .
@ Una ecuacion cartesiana del plano tangente: — x+ — y + 7 z=2 otambién x+y+z= /3.

V3~ V3

Ejemplo 3.37
D

Consideremos la superficie S de ecuacién x>+ y*>+z>=1.y P = (0,1,0) € S. Calcule la ecuacién del plano
tangentea S en P.

Solucion: Sea G(x,y,z) = x% + y2 + z%2 — 1. Entonces Z
VG(x,y,2) = (2x, 2y, 2z). Por tanto un vector normal es
N=G(0,1,0)=(0,2,0)

La ecuacién cartesiana del plano tangente a S en P es
0-x+2-y+0-z2=2, esdecir y=1. Y

X X
Observe que en este punto, como Vz(x,y) = (——, ——),

zZ z
la derivada direccional no existe.
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Ejemplo 3.38
D

Consideremos la superficie S de ecuacion x? + y? + z2 = 1. Encuentre los puntos Q = (a, b, c) € S tal que el plano
tangente en Q sea paralelo al plano 2x—y+3z=1.

Solucién: Q tiene tres incognitas asi que necesitamos, en principio, tres ecuaciones.
@ Como Q¢ S, esto nos da una ecuacién: a®+ b* +c® = 1.

@ Como el plano tangente en Q es paralelo al plano 2x—y+3z = 1, sus vectores normales deben ser paralelos,
es decir

VG(Q)=1(2,-1,3)

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incégnita més, A.

@ Para encontrar Q solo debemos resolver el sistema

a+br+c® = 1
VGQ) = A(2,-1,3)
es decir,
a+bh¥+c = 1
aA+br+c® = 1 2a = 21
> <
(2a,2b,2c) = A(2,-1,3) 2b = -1
2c = 31
Resolviendo, obtenemos las dos soluciones
1 1 3 1 1 3
Q S A==V2/7 'y Q= - L A=V2]7

Ve via  via V27 Vi Via
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jercic

E

jos a

L
\a

3.46 Sea f(x,y)=4-x*—y? la ecuacion de una superficie S.

Calcule Dy f(Q) si ii=(-2,1) y Q= (1,1,2) es un punto en la superficie.

S

Determine el punto P = (a, b, c) € S para el cual la derivada direccional de f en P es v/2 en direccién de
ii=(-2,1) y V5 enladireccién de 7 = (1,1).

c.) Encuentre la ecuacion cartesiana del plano tangente a S en el punto R = (1,-1,2) € S.

d.) Determine un vector i parael cualla derivada direccionalen R = (1,—1,2) € S es mdaximay calcule su valor.
3.47 Sea x*>+xyz+z> =1 la ecuacién de una superficie S.

a.) Calcule Dzz(Q) siu=(-2,1)yQ=(1,2,0€ S

b.) Determine b€ R— {0} talque en P = (1,b,0) € Sy Dzz(P) = v2.

c.) Encuentre la ecuacion cartesiana del plano tangente a S en el punto R = (1,-1,1) € S.

d.) Determine un vector i para el cual la derivada direccionalen R = (1,—-1,1) € S es minimay calcule su valor.
3.48 Considere la superficie S de ecuacion 2 +xz+ y=1.P=(1,1,00e S

a.) Calcule Dyz(P) donde & = (1,-2)

b.) ;Cudl es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direcciéon ¥ se
alcanza?

c.) Calcule la ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P
3.49 Considere la superficie S de ecuacién xyz>=8z. P=(1,1,8)€ S
a.) Calcule Dzz(P) donde ii = (-5,v/2)

b.) ;Cudl es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccion ¥ se
alcanza?

c.) Calcule la ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P

3.50 Calcule la ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S: x>+ y?> +2z? = 1 en el punto
P=(1/2,1/2,1/V2)
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3.51 Considere la superficie S de ecuacion e** + xy = yz+1. Sea P=(0,1,0) € S.

a.) Calcule la derivada direccional de z en P en la direccién del vector u = (1,2).

b.) Calcule la ecuacién del plano tangentea S en P.
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Introduccién

Maximos y minimos locales en varias va-
riables.

Puntos criticos y extremos locales F
Clasificacion de puntos criticos
Clasificacion de puntos criticos en el caso
de dos variables.

Extremos con restricciones: Multiplicado-
res de Lagrange

Cuando las condiciones de primer orden
fallan.

(*) Criterio de clasificacién para tres varia-
bles o mads.

(*) Extremos globales. Condiciones de
Kuhn-Tucker.

4 — Maximos y minimos locales.

Introduccién

;Por qué, en una variable, un punto critico p es méaximo localsi f”(p) <0?

En una variable, los puntos criticos de f sonlos puntos x = p enlosque f'(p) =0 (o enlos que f’ seindefine). Muchas
veces se puede clasificar este punto critico con el signo de f”(p). Esto se puede establecer usando polinomios de
Taylor. Segun el teorema de Taylor, en los alrededores de x = p,

1" (n) (n+1) hn+1
fip+h) = f(p)+f(p)h+f (p) f n(p)h” ! (nf)l)' con ¢ entre py h.
En particular, si x = p es un punto critico de f,
fp+h) - f(p)= f (6) con ¢ entre p y h.

Si f" es continua y f’(p) # 0, entonces hay un entorno alrededor de p donde f” conserva el signo. Si h es
sufientemente pequefio, p + h estd en este entornoy f”(p), f” (&) y portanto f(p+h) — f(p), tienen todos el mismo
signo; por esto el signo de f(p+h) — f(p) es el signode f”(p) si h es suficientemente pequenio.

Se concluye que si f”(p) >0 entonces f(p+h) > f(p) yen x=p [ alcanza un minimo local y si f”(p) <0 entonces
f(p+h)< f(p) yen x=p f alcanza un méximo local.

Interpretacion geométrica. Observe que le signo de f”(p) # 0 decide la concavidad del polinomio de Taylor

1
To(x) = f(p) + f'(p)(x— h) + > (&) (x—h)%

Y esta concavidad coincide con la naturaleza del punto critico (por eso no podemos clasificar si f” (&) =0 y deberiamos
aumentar el grado del polinomio de Taylor).



4.2 Mdaximos y minimos locales en varias variables.

A

. ' y : :
P p+h P P+h

Figura 4.1: El signo de f”(p) se usa para clasificar puntos criticos.

Maximos y minimos locales en varias variables.

Como en cdlculo en una variable, los extremos locales de una funcién de varias variables son puntos donde la
funcién alcanza un méximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién estd definida
en una regiéon D, los extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores méximos o minimos y esto
podria suceder en cualquier parte de la regiéon en consideracién. Recordemos que un entorno abierto alrededor
de p € R" deradio § es el conjunto Dg(p) = {x € R" : ||x—p|| < 5} (discos sin borde en R? y el interior de esferas en R?).

Definicion 4.1 (Exiremos locales).
Sea f funcién de n variables, f:R"” — R.

f tiene un maximo local en p = (p1,p2,...pn) € R" si existe un entorno abierto Dgs(p) tal que
f(x1,%2,...,x,) < f(p) para todo (x1,x2,...,X,) € Ds(p). El punto (p1,p2,.... pn, f(p)) se dice un méaximo
localde f yelnimero f(p) es el maximo de f en el entorno Ds(p).

f tiene un minimo local en p = (p1,p2,...pn) € R" si existe un entorno abierto Dgs(p) tal que

f(x1,%2,...,x,) = f(p) para todo (x1,xp,...,xX,) € Ds(p). El punto (p1,p2,.... pn, f(p)) se dice un minimo
localde f yelnimero f(p) es el minimo de f en el entorno Ds(p).

Miéximo local

A ’ .(‘711512/]((‘71/‘72))

Minimo local

Figura 4.2: Méximo y minimo local.
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Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f tiene
un maximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales
Sea f continua. Un punto p € R" es un punto critico de f si Df(p) =0 (o si Df no esta definida en este punto), es

of
decir, si — =0, i = 1,2,...,,n. Un punto critico que no es ni maximo ni minimo local se llama punto de silla.
Xi

Como en célculo en una variable, los extremos locales son puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea diferenciable,
la derivada de f se anula en los puntos criticos.

Sea U cR" un conjunto abiertoy f: U cR" — R diferenciable, si p € R" es un extremo local de f entonces
Df(p) =0, es decir, p es punto critico de f.

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 4.3: En los extremos locales las derivadas parciales  Figura 4.4: En los puntos de silla las derivadas parciales
se anulan se anulan

Clasificacion de puntos criticos

La férmula de Taylor de segundo orden en n variables dice que si f: U <R"” — R, es diferenciable en x € U, entonces
si h=(hy,..., h,) e R", existe 0 <& < 1 tal que

fx+h)=f(x)+ Xn:h~ﬂ(x)+R (x,h) con Ri(x,h)= E Xn: i hih; il (x+¢h)
B 5o n Y = =R T .
*f 0’ f
6x16x1 axlaxn n n 62]0
Si definimos D? f = : : : , entonces Y Y hihj——=—x+&h)=h-D*f(x+Eh)-h'.

0x,0x1 0x,0x,
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4.4 Clasificaciéon de puntos criticos

Asi, la férmula de Taylor de segundo orden se puede escribir como,
1
fx+h) =f(x)+Df(x)-h' + Eh-sz(erfh) BT, 0<é<1.

1
La Hesssiana' de f en x es la forma cuadrdtica 3 h-D*f(x)-h'.

Evaluando en un punto critico p, Df(p) =0 yla férmula de Taylor de segundo orden queda

fp+h)—f(p)=h-D*fx+{h)-hT, 0<é<1.

2

6x,-6x j
vecindario de p, entonces h-D?f(x)-h’ conserva el signo en un entorno de este punto, asi h-D? f(x+¢h)-h' tiene
el mismo signo que h-D?f(p)-h' si h es suficientemente pequefio y por tanto, el signo de k- D? f(p)-h'! (siemprey

El signo de laresta f(p +h) — f(p) es el signo de h-D?f(x+¢h)-h”. Silas derivadas son continuas en un

cuando no se anule) decide si en p la funcién f alcanza un maximo o un minimo local.

Pero h-D?f(p)-h' depende de h. Para establecer si h- D?f(p)-h'! es positiva o negativa para todos los valores de h
en un entorno, se usa la teoria de formas cuadraticas.

Matriz definida positiva y matriz definida negativa. Una forma cuadratica g: R” — R, g(h) = h- A, -h', es
definida positivasi g(h) =0 paratodo he R" y g(h) =0 solo si h=0. Similarmente, g es definida negativasi g(h) <0
paratodo he R" y g(h) =0 solosi h=0.

ail... ...4in

an  ap . .
yeey D =Det| . |, entonces

Del dlgebra lineal se sabe que si A= (a;j)nxn, D1 = ai1, D> =Det
azy az

anl... ...App

@ h-A,.,-h" esdefinitiva positivasi D; >0 para i =1,2,..,n

@h-A,y, -hT esdefinitiva negativa si sgn(D;) = (-1 parai=1,2,..,n

Test de clasificacién. En varias variables la clasificacién de un punto critico p se puede establecer si h-D? f(p)-h”
es definida positiva o definida negativa. Esto se hace calculando Dy, D,, etc.

Sea f:U<R"— R declase C* y pe U un punto critico de f. Si h-D?f(p)-h” es definida positiva, entonces
p es un minimo relativo de f. Similarmente, si h-D?f(p)-h’ es definida negativa, entonces p es un maximo

1En honor a Ludwing Otto Hesse (1811 — 1874).
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relativo de f.

En la demostracién de este teorema se establece que si h-D? f(p)-h” es definida positiva entonces en la férmula de
Taylor obtenemos f(p+h) — f(p) >0 en un entorno de p, es decir f(p) es un valor minimo local. Similarmente, si
h-D?f(p)-h" es definida negativa entonces en la férmula de Taylor obtenemos f(p +h) — f(p) <0 en un entorno de

p, esdecir f(p) esun valor maximo local. Si k- D? f(p)-h” no es ni definida positiva ni definida negativa, entonces
tenemos un punto de silla.

Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables.

De acuerdo a lo que hemos establecido en la seccién anterior, en el caso de dos variables es sencillo determinar si
h-D? f(p)- hT es definida positiva o definida negativa. En este caso,

fex(p) fxy(p) hy

h-D*f(p)-h' = (b hy)
fyx(p) fyy(p) h2

Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas mixtas son iguales y entonces D; (p) = fxx(p)
y D2 = fix(p)- fyy(p) — [fxy(p)]z. En este caso a veces se usa fyx(p) envezde D, y D»(p) envezde D,.

Sea f:R?> — R de clase C* en un conjunto abierto U de R2. Sea Dy (x, y) = fux(x, 1) fyy(%,3) = [ foy(x, )] Si
(x0, o) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(xg,¥0) >0V frx(x0,¥0) >0, entonces f alcanza un minimo local en (xg, yo).
b.) si Dy(x0,0) >0y frx(X0, ¥0) <0, entonces f alcanza un méaximo local en (xo, yp).
c.) Si Dy(xo, yo) <0, entonces (xo, yo, f (X0, o)) es u punto de silla.

El teorema solo da condiciones suficientes: No nos dice algo si D2 (xo, yo) = 0. En este caso se podria usar otros métodos
para clasificar. En este test, se puede usar fy, envezde fy, pues si D>(xo, o) >0, ambas tienen el mismo signo.

Ejemplo 4.1
¥
Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + y* - 2x? + 4xy - 2y2.

Solucién:
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of
3 =0 4x3+4y—4x = 0
Puntos criticos: =
U/ 43 —4y+d4x = 0 (E2)
oy

Sumando miembro a miembro obtenemos x>+ y3 =0 = x = —y. Ahora sustituimos en la ecuacién (E2), queda
4x3-4x-4x=0 = x(x*-2)=0; conlo cual obtenemos los puntos criticos (0,0), (v2, —=v/2), (—=v/2, V2).

Clasificacién. D;(x,y) = (12x* —4)(12y? — 4) — (4)?

(x0,¥0) | D1 = fxx(x0,¥0) | D2 = Da(xo, o) Clasificacién
(0,0) —4 0 Criterio no decide. \
V2, —V/2) 20 384 (v/2, —v/2,—8) es minimo local.
(-v2,v2) 20 384 (—=v2, v/2,-8) es minimo local.

La representacion grafica de f se muestra en al figura. Aunque D»(0,0) =0 yel
criterio no proporciona informacion, la grafica a la derecha nos indica que se trata
de un punto de silla.

Ejemplo 4.2
D

Calcule el volumen de la caja rectangular mdas grande que
esté en el primer octante con tres de sus caras en los planos
coordenados y un vértice en el plano x+2y+3z=6.

X
6
Solucién: Debemos maximizar V = xyz. Como z = 2 — x/3 —2y/3, el volumen de la caja es
V=xy(2-x/3-2y/3).
Puntos criticos. Nos interesa solo x >0y y > 0. Entonces,
2y
Vi = 0 —?(—3+x+y) =0 —34+x+y = 0
— - = x=2, y= 1.
_ X _
Vy = 0 —g(—6+x+4y) = 0 —6+x+4y = 0
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2

2
Clasificacién. Dy = D(x,y) = Vi Vyy — V,fy =g Ty §(x+2y—3)] . Asi D(2,1) =4/3>0vy Dy =

Vix(2,1) = —2/3 < 0. Esto nos dice que el volumen es méaximo cuando las dimensiones de la cajason x =2, y=1

2 4
yz= 3 Por otro lado, el volumen méximo es B ul®.

Ejemplo 4.3
D

Sea f(x,y) =6xy—2x*y—3xy?. Calculey clasifique los puntos criticos de f.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema V f = (0,0),

of

_ 6—-4
ax - 6y—4xy—-3y> = 0 y6-4x-3y) = 0 = y=0o0 y= 3x
= =
g—f = 0 6x-2x°—6xy = 0 6x—2x*—6xy = 0 (E2)
y

@Si y =0, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0,0), (3,0).

X
@Si y= , al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0,2), (1, 5) .

Q@ Hacer clicenla figura para ver en 3D (en Internet)

Clasificacién. D;(x, y) = (—=4y)(—6x) — [6 — 4x — 6y]?

(x0,¥0) | D1 = fxx(x0,¥0) | D2 = Da(x0,Yo) Clasificacién
(0,0) 0 -36 (0,0,0) es punto de silla
(3,0 0 -36 (3,0,0) es punto de silla
(0,2) -8 -36 (0,2,0) es punto de silla
(1,2/3) -8/3 12 (1,2/3,4/3) es maximo local.

Ejemplo 4.4
D
Sea z = yxe™* + y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/2012_LG3Dmaxmin_fig4.html

4.5 Clasificaciéon de puntos criticos en el caso de dos variables.

0z
e 0 e Yy—efxy = 0 yl-x) = 0 = y=0 o x=1
> >
%z _ e ¥x+2y = 0 e *x+2y = 0 (E2)
ay
I caso. Si y =0, sustituimos en (E2) y obtenemos x =0.
II caso Si x =1 sustituimos en (E2) y obtenemos y = —2—.
®
Clasificacion. Dy (x,y) =2ye * (x—2) — (e * —e *x)?
(%0,¥0) | D1 = frxx(x0,y0) | D2 = D2(xp,y0) Clasificacién
(0,0) 0 -1<0 (0,0,0) es punto de silla
1 1 1
(1,——) —>0 —>0 (1,-1/2e, —1/4¢%) es minimo local
2e 2¢? @2

Ejemplo 4.5
D
Sea z = x*y? — x — y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0z

P 2xy*~1 = 0 (El)
==

% _ 2x%y-1 = 0 (E2)

ay

Como y =0 no es solucion, podemos despejar x = 52
y

1 1
Entonces tenemos el punto critico (\3/; ) i/; )

Clasificacion. D (x,y) =2 y2 oA (4xy)2

1
de (E1). Ahora sustituimos en (E2) y obtenemos y = i/; .

(x0, Yo)

D1 = frx(x0,y0)

Dy = D;(xo, yo)

Clasificacion

[

Nat

2

-3vV4<0

1 1 3
(i/j , i/j , = ) es punto de silla
2 V2 2v2
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Ejemplo 4.6
~N

jercicios

E

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién
fx,y) =x%

Solucién: Primero calculamos los puntos criticos

fx = 2x=0

fy = 0=0

El sistema tiene infinitas soluciones de la forma (0, y). Asi que tenemos un namero infinito de puntos criticos.
Dy (x,y) =(2)(0) - (0)2 =0 asi que este criterio no da informacién aunque, de acuerdo a la gréfica, se trata de
puntos donde f alcanza minimos locales.

4.1 Calculey clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + y* —4xy+1.
4.2 Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x> +3xy? —3x% —3y% + 4.

a b
4.3 Sea z=xy+ — + — laecuacién de una superficie (con a y b constantes). Si P = (1,2) es un punto critico de
X

z, determine si en P la funcién alcanza un maximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla.
4.4 Calcular y clasificar los puntos criticos de z = 4x*> — xy + y°.

22
4.5 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = (x2 — yz)e =

4.6 Hallar el punto del paraboloide z = x? + y* +2 mads cercano del punto P = (2,2,2).

4.7 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = 4xy —2x* — y*

4.8 Cuales deben ser las dimensiones de un envase de forma rectangular, volumen de 512 cm?® y costo minimo,
si el material de los lados de la caja cuestan 10 colones el centimetro cuadrado y el material de la tapa y el fondo
cuestan 20 colones el centimetro cuadrado.

4.9 Calcule el volumen de la caja de base rectdngular més grande, que tenga caras en los planos
x=0,y=0,z=0, en el primer octante, y un vértice en el plano x + 2y + 3z = 6 (haga un dibujo).

B confed] c ] q o X < p anq
4.10 Resuelva el ejercicio anterior si el plano tiene ecuaciéon — + % +— =1, con a, b,c nimeros positivos.
a

c
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4.11 Encuentre las dimensiones da la caja rectdngular de maximo volumen, si el drea de su superficie total debe
ser de 64cm?

4.12 Sea z = yxe~* + y?. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange

Supdngase que queremos hallar los méximos y los minimos relativos de z = f(x, y) sujeto a la restriccién g(x, y) = 0.
Esto significa que la funcién f(x, y) solo podré ser evaluada en los puntos (x, y) que estén en la curva de nivel g(x, y) =0,
es decir f(x,y) esté restringida (o sujeta) a g(x, y) = 0. Una manera de resolver este problema se puede obtener con un
andlisis geométrico de la situacién (figura 4.5). En las cercanias de un maximo local, nos desplazamos sobre g enla
direccién de crecimiento de f, hasta el punto més profundo que puede alcanzarse sobre g en esta direccion. Este
punto podria ser el méximo local con restricciones que andamos buscando. Digamos que es P = (a, b, ¢). Para poder
determinar este punto con una ecuacion, podemos pensar que viajamos a “este punto mds profundo” atravesando
curvas de nivel, entonces la “Gltima” curva de nivel deberia ser una curva de nivel z = ¢ tangente a g en P (si P no
es un punto terminal de g). Que estas curvas sean tangentes significa que sus gradientes son paralelos, es decir,
Vz(a,b) = AVg(a,b.) Esta es la ecuacion que usamos para determinar P,

El andlisis es similar para determinar un minimo local con restricciones: En las cercanias de un minim local, nos
desplazamos sobre g en la direccién de decrecimiento hasta el punto mds profundo que podamos alcanzar.

Sea U < R? un conjunto abierto y sean f,g: U — R funciones C' y sea x* un extremo local de f en el conjunto
D ={xe U|g(x)=0.} Entonces, si Vg(x*) # (0,0), existe 1 € R (que puede ser cero) tal que

Vf(x*) - AVgx*) = (0,0)

El teorema dice que los extremos locales x* de f sujetos a la restricciéon g(x,y) =0 (y Vg(x*) # (0,0)), son puntos
criticos de la funcién “lagrangiana” L(x, y,A) = f(x,y) — A g(x, y), pero no necesariamente viceversa. Puede suceder
que algunos puntos criticos de L no sean extremos locales de f sujeto a la restriccién g(x, y) =0.

En tres variables, podriamos encontrar los puntos criticos del problema de optimizacién, como soluciones del sistema
L(x) J/; Z;A/) = f(xy yr Z) - A/g(xr N4 Z)

A A se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo cuando un extremo
local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones).
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Punto de g mas profundo
n la direccion de crecimiento

Direccion de crecimiento

Figura 4.5: Un problema de optimizacién con restricciones.

Método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion:
@ Para minimizar o maximizar f(x, x, ..., X,) sujeta a la condicién g(x;, x2, ..., x,) = 0, se busca los puntos criticos
de L(x1,y1, -0 X,y A) = f(X1, X2, ..., Xp) — A8 (X1, X2, ..., Xp).

Para hallar los puntos criticos de L(x1, y1, ..., X», A) se debe resolver el sistema

Ly, =0
an = 0
glx1,x2,..%x,) = 0

@ Ciriterio de clasificacion. Para determinar si los puntos criticos son méximos, minimos o no son ni maximos ni
minimos, se podria recurrir a al criterio de la Hessiana orlada (ver més adelante). Sin embargo, en los problemas
que siguen, los puntos criticos se pueden clasificar de manera directa (usando la geometria del problema o una
comparacion).

Ejemplo 4.7
Minimizar z = x> + y? sujetoa x— y = 0.

Solucién: Sea L(x, y,A) = x*> + y> — A(x — y).
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Ly = 0
* 2x-A = 0
{ by =0 2y+A = 0
L =
A 0 x—y = 0 (E3)

Sustituyendo x=A/2y y=—-A/2 en (E3) obtenemos A =0y, por tanto, x =0, y=0.

En este caso, A =0 indica que el minimo con restricciones coincide con un minimo local de z.

Ejemplo 4.8
Determine tres nimeros reales positivos x, y, z cuya suma sea 10 y su producto maximo.

Solucién: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restricciéon x + y + z = 10.

Sea L(x,y,A) =xyz—Alx+y+2z—10).

Lx = 0 yZ_A/ = 0
Ly =0 xz—A =0
] = <
L, =0 xy—A7A =0
gx,y2 = 0 X+y+z—-10 = 0 (E4)

Despejando A obtenemos

Yyz=Xz Yy XzZ=XJ.

Como x, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces x = y = z. Sustituyendo en (E4) nos
10

queda 3x—-10=0, esdecir, x=y=z= ER

Ejemplo 4.9
D

Determine el maximo y el minimo de f(x,y) = x*> + y* sujetoa x*+y*=1

Solucién: La lagrangiana es L(x, y,A) = x* + y*> — A(x* + y* = 1)
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@ Puntos criticos:

Ly =2x-Mx3 = 0 2x(1-2Ax%) = 0
L,=2y-24y> =0 = { 2y(1-21y%) = 0
Ly =-x*-y*+1 = 0 (BE3) ~xt-y*+1 = 0 (E3)

Casos para anular las tres ecuaciones:

@ Caso x =0y y=0. Al sustituir en (E3) obtenemos 1 =0. No obtenemos puntos criticos.
@ Caso x=0y 1-21y?=0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (0,+1) y A =1/2.
@ Caso y=0y1- 2Ax% = 0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (+1,0) y A =1/2.

@ Caso 1-21y? =0y 1-2Ax? = 0. Elevando al cuadrado obtenemos 4A%y* =1 y 4A%x* = 1. Multiplicando
+1 #+1
(E3) por 412 a ambos lados y sustituyendo, obtenemos los cuatro puntos criticos (—, 4—2) y A2 =1/2.

V2 V2

Para clasificar los puntos de manera “empirica’, podemos evaluar en la funcién f. Para visualizar la situacién,
dibujamos la curva de interseccién entre la superficie z = x> + y? y la superficie generada por la curva x* + y* = 1.

Z Z

>
XA/\Y

asi, tenemos cuatro puntos maximos relativos, ( ) y cuatro puntos minimos relativos,

0,+1,1), (£1,0,1)

SIE
s
Sl
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Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x*> + (y—2)? si (x, y) son puntos de la hipérbola x*> -y =1.
Solucién: . El problema es minimizar la funcién objetivo f(x, y) = x*>+(y—2)? sujeto alarestriccién x>—y*—1=0.
La lagrangiana es L(x, y,A) = x* + (y - 2)> = A(x*> = y* - 1)

@ Puntos criticos: Debemos resolver el sistema VL =0, es decir,

Ly =2x-2Ax = 0 2x(1-2Q) = 0 (ED
Ly, =2(y-2)+2y = 0 = (y=2)+Ay = 0 (E2)
Ly =x*-y*-1 =0 x?-y’-1 = 0 (E3)

De (E1) vemos que tenemos dos casos, x=0y A =1.
El caso x =0 no es solucién pues no satisface (E3).
El caso A =1 lo sustituimos en (E2) y obtenemos y =1 y este valor de y lo sustituimos en (E3) y obtenemos

x = +V/2. Este procedimiento nos garantiza que todas las ecuaciones se anularon y que son la solucién del
sistema.

Los puntos criticos son (v/2,1) y (—v/2,1). Para
determinar de manera empirica el minimo, evalua-
mos estos puntos en f.

fv2,1)=3
f(=v2,1)=3

En este caso, los dos puntos (v2,1,3) y (-v2,1,3)
son minimos locales.

Figura 4.6: Minimos locales
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Cuando las condiciones de primer orden fallan.

En general, el método de multiplicadores de Lagrange es muy eficiente, sin embargo los puntos criticos de L no
necesariamente son solucion del problema de optimizacién que da origen a L.

B El teorema 4.4 solo da condiciones necesarias. Consideremos el proble-
ma: Minimizar f(x,y) = x>+ y3 sujeto a la restriccién g =x—y =0.

(0,0) noesni maximo ni minimo localde f en D pues Ve>0, (e,e)e Dy
(—e,—€) € D pero f(0,0)=0> f(—e,—€) = —2¢3y £(0,0)=0< f(e,€) = 2€>.

Sin embargo (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,—1) # (0,0) y es la tinica solucién
(con A =0) del sistema VL(x,y,1) =0,

Ly = 3x*-1=0
L, = 3y°-1=0
Ly = x-y=

Figura 4.7: (0,0) es punto critico de L pe-
ro no es solucién del problema

B Cuando Vg se anula. El método de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg no se anule en los puntos criticos
de f sobre D para que el conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos criticos de f sobre D. Si
Vg(x) se anula podrian pasar varias cosas de cuidado.

YA

» Consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva
(x—1)% - y?> = 0 al origen, es decir, minimizar d = \/x? + y? sujeta a
(x—1)% - 3?2 = 0. Este problema es equivalente al problema:

Minimizar d = x% + y2 sujetaa (x— 1)3 - J’2 =0.

e x=1y y=0 esuna soluciéon del problema (como se ve gréfica-
mente), pues este punto estd en la curva de restricciéon y también
(x—1)3 = y? entonces (x—1)> =0 = x = 1. Por tanto de D,
dx,y)=x*+y>=d(1,0) = 1.

Figura 4.8: La distancia de la curva al ori-
gen se minimizasi x=1y y=0

® (1,0) no es punto critico de L. La lagrangiana seria L(x, y,A) = x*> + y*> — A[(x — 1)® — y?] y debemos resolver el
sistema
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2x—3A(x—1)? 0 (El)
2y+2yA 0 (E2)
(x-13-y> = 0 (E3)

Factorizando en (E2) obtenemos y =0 y A = —1. Sustituyendo y =0 en (E3) nos da x =1, pero este valor no es
solucién pues no satisface (E1). Sustituyendo A = —1 en (E1) nos da la cuadrética 3x*> —4x+3 = 0 que tiene
raices complejas, asi que el sistema no tiene soluciones en R y los puntos criticos de L no detectan el minimo
local (1,0,1)

Cilindro

» Problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién ¥ —x2=0
y3 _ x2 =0

L. zZ=-Y
° (0,0,0) es un maximo local para este proble-

ma pues como ) = x?> entonces y = 0 por lo que

z(x,y)=-y=<=0=12(0,0) V (x,y) € D.

* (0,0) no es punto critico de L(x, y,A) = —y—A(y®—x?).
El sistema VL =0 no tiene solucién. El método de multi-
plicadores de Lagrange no detecta el 6ptimo.

Figura 4.9: Maximo local en (0,0, 0)

» Problema: Maximizar z = 2x3 — 3x2 sujeto a la restriccién (3 — x)3 - y2 =0

Este problema tiene solo un maximo local cuando x =3 y y = 0 pero este maximo no estd dentro de los cuatro
puntos criticos de L.

Z f Cilindro
b 32— =0

El sistema VL = 0 tiene cuatro soluciones:
(0,+3v/3,0),
(1,+2v/2,0) (todas con A =0)

y no detecta el 6ptimo en (3,0).

Figura 4.10: Méximo local se alcanza en
(3,0), pero este punto no es punto critico
de L
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» Problema: Minimo z = x? + y? sujeto a la restriccién x*> - y?> =0

El minimo local se alcanza en (0,0) y aunque Vg(0,0) = (0,0), ahora si (0,0) es solucién del problema de
optimizacion. En este caso Vf(0,0) = (0,0) por lo que trivialmente la ecuaciéon Vf - AVg = 0 tiene infinitas
solucién (0,0,A) con 1 € R.

B Multiplicadores de Lagrange vs sustituir la restriccién. Consideremos el problema

Optimizar z=x*-y* sujetoalarestriccion x*+y*=1

Con multiplicadores de Lagrange Con una sustitucion
Si hacemos la sustitucién y?> =1-x? en z= x> - y?,

Lx, M) =x*>=y> = A(x*+y*>-1)

z=2x>-1
(01_1)_1)
(0) ]-7_]-) d _
VL=0 = (x,y,A) = az _ _) ©0-D
(1,0,1) dx 0= (x,») 0, 1)
(-1,0,1)

El método de sustitucién funciona si hacemos la otra sustitucién x? = 1 - y?... pero...

Determinar extremos absolufos. Si el conjunto de puntos Ag donde la restriccion g se anula, es cerrado y acotado y si
f es continua entonces si hay extremos absolutos en Ag. Formalmente uno obtiene los valores de la funcion en los
puntos criticos y los compara con los valores de la funcion en la frontera de Ag y asi obtiene los extremos absolutos.

Los puntos criticos los detectamos usando el método de multiplicadores de Lagrange, pero también a veces hay
extremos excepcionales en Ag en los que el gradiente de f o el de g se indefinen o puntos donde el gradiente de g se
anula como el ejempllo anterior.
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jercicios

E

4.13 Se quiere construir un cilindro circular recto con
fondo pero sin tapa (ver figura). Si se dispone de 487 cm?
de lata para construirlo; use multiplicadores de Lagrange
para determinar las dimensiones del cilindro de tal
manera que su volumen sea maximo.

4.14 Considere la superficie S de ecuacién xy?z = 32.

a.) Si(x,y,z) € S entonces x#0, y#0y z#0, ;Porqué?
b.) Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (x, y, z) € S que estan mds cerca del origen
0=1(0,0,0).

4.15 Se desea construir un tanque para almacenar

agua caliente en un cilindro con un tope esférico (media /
esfera). :

El tanque se debe diseiiar de tal manera que puede T
almacenar 300m? de liquido. Determinar la altura total y
el didmetro del tanque de tal manera que la pérdida de h
calor en la superficie sea minima. (L.a pérdida de calor en '

la superficie serda minima si su drea es minima). ' l

4.16 La densidad de una superficie metélica esférica de ecuacion x? + y? + z> = 4 estd dada por p =2+ xz + y°.
Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor.

4.17 Maximizar z = 1 -y sujeto a la condicién x®+ 5 =1.
4.18 Obtener el maximo local de f(x,y) =9—x%— y* sujetaa x+y =3

4.19 Sean k una constante positiva y C(r, h) = 2kr? + 2.5(2krh) conr, h > 0. Minimizar C(r,h) sujeta a la
restriccién kr?h = 1000.

4.20 Calcule los puntos criticos de z = x?y? sujeta a la condicién x? + y? = 1.

4.21 Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = X+ ( y—2)2 si (x, y) son puntos de la hipérbola x%— y2 =1.
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4.22 (*) Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> + y® sujeto a la restriccién g = x—y =0. (0,0) noes
ni méximo ni minimo local de f en D pues Ve >0, (€,€) € D'y (—¢,—€) € D pero f(0,0)=0> f(—¢,—€) = —2¢°
y £(0,0)=0< f(e,€) = 2¢3.

Sin embargo, verifique que (0,0) es la tinica solucién del sistema VL(x,y,A) =0
4.23 (*) Consideremos el problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién y* — x? = 0. El punto (0,0,0) es

un maximo local para este problema pues como y° = x?> entonces y =0 porlo que z(x,y) = —y <=0 = z(0,0)
Y (x,y) € D. Verfique que (0,0) no es punto critico de L(x, y,A) = —y — Ay — x?).

(*) Criterio de clasificacion para tres variables o mds.

En problemas de extremos sin restricciones solo presentamos el criterio de clasificacién para dos variables. Ahora
vamos a presentar el caso general. Como antes, este criterio de clasificacién no siempre funciona y se debe recurrir a
otras técnicas.

Tambien presentamos un criterio de clasificacién par el caso de problemas de optimizacién con restricciones.

Formas cuadrdticas.

La forma cuadrdtica general, con n variables, es

anxf + a22x§ e+ annxfl

F(x1,%2,..., Xn)
+ 2a12x1X2+2a13X1X3+ -+ 2a1,X1Xp

+ 2ap3XpX3+20p4X0X4+ -+ 202, X2Xy,

+ 2a(m-1ynXm-1%n

En particular, para dos y tres variables tendriamos:

F(x,y) = ax’>+2bxy+cy? y F(x,¥,2) = ax’+by*+cz’> +2a1xy +2a;xz +2azyz

Forma matricial

@ Siponemos 2a;;jXx1Xj = a;jX;Xj+aj;XjX; con a;j = aj;, entonces F(x,X,...,X,) se puede reescribir asi
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_ 2
F(xy,x2,..,Xp) = anxj+apxiXe+--+aipX1xn

+ a21x2x1+a22x§+---+agnx2xn

A1 XnX1 + ApaXpXo +++ + Anp X2

+

Entonces, la forma F(x, X2, ..., X,) se puede escribir matricialmente asi:

F(X1, X2, 00y Xp) = (X1, X2, 000y Xp) A (X1, X2, . %) T = XAXT

donde A= (a;j)nxn.Observe que A es simétrica.

Ejemplo 4.11
¥

Sea F(x,y,z) = x> +4xy+2xz—7y* —6yz+ 522, entonces

1 2 1
Fx,y,2)=(x,p2| 2 -7 -3 |(x, 327
1 -3 5

Formas definidas positivas y definidas negativas. El estudio algebraico de las formas cuadréticas esta centrado, en
determinar si una forma tiene siempre el mismo signo, i.e., si la forma es positiva o negativa

Definicion 4.2
F(x1,x2,+++,x,) sedice definida positivasi F(x,X2,++,%Xp) >0, VX1, X,..., X5, no todos iguales a cero.

F(x1,X2,-++,xp) sedice definida negativasi F(x1,x,---,Xn) <0, VX1, X2,..., X5, no todos iguales a cero.

F(x,y) = ax*+2bxy+cy® >0, Yx,y, no todos iguales a cero, siy sélo si

a>0 y DET b

a b)>0
c

F(x,y) = ax®>+2bxy + cy? <0, Vx, y, no todos iguales a cero, si y sélo si


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.8 (*) Criterio de clasificacidn para tres variables o mads. 167

a<o vy pET| ¢ P50
y b c
b \* ac-b* ,
Este teorema se puede probar completando cuadrados: F(x,y) =a|x+—y| + ——y“, asi, F(x,y) >0, Vx,y no
a a

ac—-b?
todos iguales a cero, siysolosi a>0y ———3*>0, osea, a>0y ac—b*>0.
a

Generalizacion. Para establecer la generalizacion de este teorema a n variables, necesitamos las siguientes definicio-
nes:

@ Sea D,, = | A| es decir:

al diz - din
D,=| @1 dz2 -+ a42n
ap1 Adp2 - dpp

@ Sea D; definido de la siguiente manera:

apl a2 - aig
D;=| a2 a2 - az
ajl a2 aij

Los D; sonlos menores principales de Dj,.

F(x1,Xx2,-++,Xxp) esdefinida positivasi D; >0, D, >0, -+, Dy, >0

F(x1,%2,+++,%,) es definida negativasi D; >0 para i par,y D; <0 para i impar.
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Ejemplo 4.12
D

Sea F(x,),z) =2x>—4xy+4xz+6y> —4yz+8z°. F es definida positiva, pues

2 =B X
2
D3=| -2 6 -2 |=48>0, D= =8>0, D1=2>0
-2 6
2 -2 8

Formas cuadraticas con restricciones lineales.

Supongamos que  F(x,x2,---,X,) estd restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal
a1x;+asxs+--+a,x, =0. ‘Orlando’ los determinantes D; obtenemos los nuevos determinantes D;:

@ Sea ﬁi, i =2, definido de la siguiente manera:

0 a a a;
ay an diz - a4y
D;=DET
! ay daz QA
a; Aanp1 Qp2 -+ 4jj
0 a a - ap
ay dyn a2 - dip
D, =DET
n ay ax axp -0 dp
an Aanl QAp2 - Qpp

A D; selellama determinante orlado.

F(x1,x,+++,xy), restringida a que sus variables cumplan la relaciéon lineal a;x; +a2x2+:--a,x, =0, es definida
positivasiD, <0, D3 <0, -+, D;<0
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F(x1,x,+++,Xy), restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal a;x; +a2x2+:--a,x, =0, es definida
negativasiD; >0 parai =2, par; yD; <0 parai impar.

Ejemplo 4.13
D

La forma cuadratica f(x,y,z) = x> — y*> —7z% + xy, sujeta ala relacién lineal x+ y+2z =0, es definida negativa,

pues
0 1 1 2
. 01 1
Ds = . =-2<0, D,=|1 1 1 |=1>0.
11 -1 o0 1
1 5 -1
2 0 0 -7 z

4.24 Verifique que F(x,y) = 4xy—2x*—3y?, es definida negativa.

jercicios

4.25 Verifique que F(x,y,z) = x%+ y2 +2z% - vz, es definida positiva.

4.26 Verifique que la forma F(x,y) = x> + y? + 3xy, restringida a que sus variables cumplan la relacién lineal
2x+y =0, es definida negativa.

E

4.27 3Es F(x,y) = x*> + y? +3xy, definida negativa?

2

4.28 Verifique que la forma F(x,y,z) = —x*> — y?> — z? + Xy + yz + xz, restringida a que sus variables cumplan la

relacion lineal x+ y+ z =0, es definida negativa.

Clasificacion de puntos criticos.

Recordemos la definicién de extremos locales.

Definicion 4.3
Un punto P se dice minimo local de f(x1, X2, ..., X,) si existe un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple
que f(P) = f(Q), VQ€e Vp.

Un punto P se dice maximo local de f(x, X2, ..., X;;) si existe un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple

que f(P)= f(Q), VQe Vp.
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Un punto P se dice punto de ensilladura (o de silla) de f(x, X2, ..., X5,) si existe un vecindario Vp alrededor de P
en que se cumple tanto f(P) < f(Q) como f(P) = f(R), para distintos puntos Q, R de Vp.

Criterio para maximos y minimos. El teorema de Taylor se puede generalizar a varias variables asi:

Sea V un conjunto convexo abierto. Si f es continua y tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, sobre V,
entonces existe t € [0,1] tal que, para cualesquiera dos puntos Qe V;Q=P+h

fP+h) :f(P)+Vf(P)-h+%hH[tQ+(l— HPIhT
donde h = (hy, hy,..., hy)
fx1x1 (R) fX1 X2 (R) e fxlxn (R)

H esllamada matriz Hessiana, |H[R]| = DET foaB) foo@®) - fiox,(R)

fx,,xl(R) fxan(R) fx,,xn(R)

Del teorema de Taylor y de la teoria previa de formas cuadrdticas, podemos obtener las siguientes condiciones
suficientes para un maximo o un minimo local.

Sea D;(P), D»(P), ..., Dp(P), n determinantes definidos como sigue:

fxlxl (P) fx1x2 (P) fxlxi (P)

D;(P)=DET fxle(P) fxzxz(P) fxzxi(P)

fxixl(P) fxixz(P) fxixi(P)

Entonces,
e f alcanza un un minimo en P si D;(P) >0, D»(P) >0, ...,D,(P) >0
¢ f alcanza un un maximo en P si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes
impares son negativos, i. e., D;(P) >0 si i es par D;(P) <0 si i esimpar
 Sininguna de estas condiciones es satisfecha, entonces en P podria haber o no haber un extremo local.
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Ejemplo 4.14
D

Encontrar los extremos de f(x,y,2) = x> +3y? +4z% —2xy - 2yz +2x2z

Solucion:
fx= x—-y+z = 0
@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema{ fy,= —-x+3y—-z = 0
o= x—y+4z = 0

asi, el tnico punto critico es P = (0,0, 0).

@ Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D; (P), D»(P) y D3(P)
frxx(P) fxy(P) fxz(P) 2 =2 2

Ds(P)=DET| fyx(P) fyy(P) fy:(P) |=DET| -2 6 -2 =48>0

fzx(P) fzy(P) fzz(P) 2 =2 8
2 -2
D,(P)=DET =8>0, D;(P)= frx(P)=2>0
-2 6

por lo tanto en P = (0,0,0) f alcanza un minimo local.

Ejemplo 4.15
D

Calcule y clasifique los puntos criticos de f(x, y,z) = x> — y* — zy.
Solucion:

@ Puntos criticos: Resolvemos el sistema

o= 2x = 0
fy= —2y-z =0
fz= -y =0

asi, el tnico punto critico es P = (0,0, 0).
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@ Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D; (P), D, (P) y D3(P)

fxx(P) fry(P)  fxz(P) 2 0 0
Ds(P)=DET| fyx(P) fyy(P) fy(P) |=DET| 0 -2 -1 |=-2<0
Jex(P)  fzy(P)  fzz(P) 0 -1 0
2 0
D»(P)= DET =-4<0, Di(P)= frx(P)=2>0
0 -2

Clasificacion de puntos criticos para problemas con restricciones.

Consideremos el problema
“Optimizar la funcién objetivo: f(x1, X2, ..., X5) sujeta alarestricciéon: g(x;, xo,...,xp) =c”

La funcién lagrangiana sera:

L(x1, .0 X, A1) = f (X1, X)) —A(c— g(x1, ..., X))

Asi, los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema (condiciones de primer orden)

Lxl = fxl - /lgxl =0
sz = fxz - /lgxz =0
Lxrz = fxn _A’gxn =0
Ly = gla,x2,..,xp)=0

El criterio que se usara para clasificar los puntos criticos difiere del criterio que se usa en el problema de optimizacién
sin restricciones.

Consideremos el hessiano orlado
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0 ga(P)  gu(®) - g (P)
gxl(P) Lxlxl(P) Lxlxz(P) fxlxn(P)
DuP)=| ¢ (P) Lyx(P) Lyx(P) - Ly (P)
g0, (P) Lyx(P) Ly - Ly (P)

y sus menores principales

0 8q(P)  gwn(P) - gy (P)

8x (P) Lx1x1 (P) Lx1x2 Py - Lxlx,- (P)
DiP)=| g () Lyy(P) Lywm(P) -+ Ly (P)

8x;(P) Ly, (P) Lyx,(P) -+ Ly (P)

Entonces, si P es un punto critico de f sujeto a la restriccion g(xi,...,x;) = ¢, se tiene
e En P f alcanza un minimo local si D»(P) <0, D3(P) <0, ..., D,(P) <0

e En P f alcanza un méximo local si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes
impares son negativos, i. e.,

D;(P)>0sii=2, espar

D;(P) <0 sii esimpar

En el anterior teorema, no aparece D; . Este siempre es negativo.
Cuando aparece més de una restriccion, se debe considerar un hessiano con mds de una orla:

Si hay n variables y m restricciones (m < n) de la forma gi (x1,..., Xp) = ¢; entonces la lagrangiana serd

m

L= f(X1,0Xn) + Y Ailci — 8" (X1, e0y X))

i=1

y el hessiano orlado sera:
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00---0 gll g21 grll

00---0 &' & v &

g8 8" Lunm Luxn - Lux,
1 52 m

8n8n " 8n Lx,,xl anx2 Lx,,xn

Ejemplo 4.16
D

Hallar los extremos de z = x? + y? sujeto a la restriccién x +4y = 2.

Solucién: La funcién lagrangiana es x? + y? — A(2 — x —4y).

Ly=2x-A = 0

Puntos criticos: { L, =2y—4A = 0 —=A=%, x=3%, y=2.
Ly=2-x—-4y = 0
8

)

Asi, el Gnico punto critico es: P = (12—7, 1

~

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado
D,

D, (P) = =-34<0

s~ = O
S N =
N O

: 2 8 2 8 ..
asi que (53, 17, 2(5%, 15)) es un minimo local.

Ejemplo 4.17
D

Maximizar f(x,y) =2y —x sujetoa y=senx, 0<x<2n
Solucion: F(x, y,A) =2y — x— A(y —senx)

Puntos criticos:
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Fr=—-14+Acosx = 0

Fy=2-2 = 0 — A=2, cosx=2so0sea x=2%, x=2%,
y 2 3 3
Fy=-y+senx = 0

Asi los puntos criticos son: Py = (%, ‘/7§) y Py = (%", %‘5’)

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado
D,

0 —cosx 1
52= —COSX 0 0
1 0 0

asi que Dy (P)) =D2(Py) =0 y, en este caso, el criterio no da informacion.

En los siguentes ejercicios, la clasificacion de los puntos criticos puede hacerse usando el criterio del Hessiano
orlado o haciendo una curva (si se pudiera).
4.29 Obtener el maximo de f(x,y) =9—x?>— y*> sujetaa x+y =3

4.30 Minimizar C(r, h) = 2kr? +2.5Q2krh) sujeta a la restriccion Kr(h=1000, K, r, h> 0.

4.31 Calcule maximos y minimos de z = 4x? + 9y sujeta a la condicién x? + y? = 1.
2
4.32 Calcule maximos y minimos de z = 4xy sujeta a la condiciéon z yT =1.

4.33 Calcule maximos y minimos de z = x?y? sujeta a la condicién x? + y? = 1.
4.34 Calcule maximos y minimos de z = yx + y° sujeta ala condicién Inx—Ilny =1, x>0, y >0.

4.35 Calcule maximos y minimos de w = zyx sujeta a la condicién x? + y?/9+ z?/4—1=0.

(*) Extiremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker.

Haremos aqui, una pequerio acercamiento a la programacion no lineal. Sea w una funcién posiblemente no lineal,
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@ Un problema de maximizacién en programacion no lineal, tiene la siguiente forma:
“Maximizar w = f(xy, xp,...X,) sujetoa g;(x1,...,X) <¢;, i=1,2,..,m con x; 20, j=1,2,..,n.”
@ Un problema de minimizacién en programacién no lineal, tiene la siguiente forma:
“Minimizar w = f(x1,x2,...Xn) sujeto a g;(xy,..,Xz) =¢;, i =1,2,...,m con x; 20, j=1,2,..,n”"

Solucion grdfica. Para obtener una solucion grafica de un problema de programacion no lineal (o lineal) sencillo,
usamos las mismas ideas que se discutieron en la seccién de multiplicadores de Lagrange. Las restricciones g; <0 y
las condiciones de no negatividad, determinan una regién factible para encontrar una solucién. Nos movemos luego,
sobre esta region o hacia esta regién, sobre las curvas de nivel de w, en la direccién en la que w crece o decrece, segiin
sea el problema (maximizacién o minimizacién).

Una vez encontrada una solucién, el problema de determinar si es un maximo (o minimo) global depende de que se
satisfagan ciertas condiciones.

Ejemplo 4.18
¥

Minimizar w = (x—4)% + (y —4)?, sujeto alas condiciones 2x+3y =6, y 3x+2y<12, x,y=0.

Solucion: Aqui las restricciones son lineales. La region factible es la region sombreada en las figuras. La funciéon
w es un paraboloide con vértice en (4,4,0) . La direccién de decrecimiento es hacia el vértice (entre mas me
acerco al centro, mas pequefio se hace w). El punto P, donde w alcanza el minimo local, se encontraria en el
“punto més profundo” de la region factible en la direccién de decrecimiento.

A A

3x+2y=12

Y

Para calcular este punto, observamos que la recta de contacto es 3x+2y =12. La curva de nivel de contacto
es (x—4)?+ (y—4)? = k. Asi que tenemos que calcular los puntos P, sobre esta curva de nivel, donde la recta
tangente es 3x +2y = 12, o mds precisamente, los puntos P = (a, b), sobre esta curva de nivel, donde la
pendiente de la recta tangente es —3/2

La pendiente de la recta tangente a la curva de nivel (x—4)?>+(y—4)>=k, en P es
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_Fu(P)_ a-4
F,(P) b-4

¥y (a,b)=-3/2=

y, puesto que P estd también sobre larecta 3x +2y =12, entonces tendriamos que 3a+2b =12.

azl _ ap
-4 36
Resolvemos entonces el sistema: oA = a= %, b= s
3a+2b = 12

Condiciones de Kuhn-Tucker.

Consideremos el problema
“Maximizar w = f(x1, x2,...Xp) sujeto a g;(xy,..,xz) <¢;, i=1,2,...,m con x;=0, j=1,2,..,n."

Entonces, consideremos la funcion lagrangiana

L= f(x1,...x0) + ) yilci — gi(X1,..0 Xp)]
i=1

Las y; sonlos multiplicadores de Lagrange.

@ Las condiciones de Kuhn-Tucker para un mdximo son
ij <0, x;=0, x; ij =0, j=1,2,..n

Ly, =0, yi=z0, yiLy, =0, i=12,..,m

@ Las condiciones de Kuhn-Tucker para un minimo son
ij =0, x;=0, x;j ij =0, j=1,2,..n
Ly, =0, yi=z0, yiLy, =0, i=12,...m

Bajo ciertas hipétesis, las condiciones de Kuhn-Tucker, son condiciones necesarias y suficientes para determinar si en
un punto P, lafuncién objetivo w alcanza un méximo o minimo global.
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Dado el problema no lineal

“Maximizar (o Minimizar) w = f(x1, x2,...X,) sujeto a g;(xy,...,xp) <c;, i=1,2,...,m con xXj=0,j= 1,2,..,n,~
si se satisfacen las siguientes condiciones:

a.) las g; sonlineales (diferenciables y convexas) en el octante no negativo,
b.) f esdiferenciable y concava en el octante no negativo,
c.) el punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker

entonces en P, la funcién objetivo w alcanza un maximo (o minimo) global.

Para verificar que un punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker, se desarrollan estas condiciones, i.e. , se
calculan las derivadas parciales Ly, ylas Ly, ,luegolas Ly, seevaltanen Py se debe verificar que existen y1, y2, ..., ¥n
tal que se satisface todo el conjunto de condiciones.

Ejemplo 4.19
D

Minimizar w = (x — 4)2 +(y— 4)2 sujeto a las condiciones 2x+3y =6, -3x-2y=>=-12, x, y=0.

Solucién: Ya sabemos que w podria alcanzar un a minimo globalen P = (%, %). Ahora verificamos si satisface

las condiciones de Kuhn-Tucker, pues las condiciones a.) y b.) ya se cumplen.

Sea L= (x—4)>+(y—4)?+y,(6—2x-3y)+ y2(~12+3x+2y). Como es un problema de minimizacién, las
condiciones son

1. Ly=2(x—-4)-2y1+3y2=0

2. Ly=2(y—-4)-3y1+2y.=0

3. Ly, =6-2x-3y=<0

4. Ly, =-12+3x+2y<0

5. XLy =2x(x—-4)—-2xy1+3x)2,=0
6. yL,=2y(y—4)-3yy1+2yy.=0

7. yiLy, =6y1-2xy1-3yy1=0
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E

8. ¥oLy,=—-12y,+3xy2+2yy,=0

Las condiciones de no negatividad,claramente se cumplen para el punto P. Ahora debemos evaluar estas ocho
condiciones en nuestro punto P y verificar que existen y;, y» tales que las condiciones se cumplen.

Al sustituir en las condiciones 5. y 6. obtenemos que Ly(P) =0 yque Ly(P) =0, de donde se obtiene

—2y1 +3y2 = 48/13 16
S J/l :0v _)/2= E)
-3y +2y, = 32/13

que son no negativas como se pedia. Con estos valores de las y; y P, se cumplen todas las condiciones de
Kuhn-Tucker. Por tanto en P la funcién objetivo w alcanza un minimo global.

Resuelva los siguientes ejercicios usando el método grafico. Aplique, si se puede, las condiciones de Kuhn-Tucker.
4.36 Maximizar w = x>+ y?, sujeto a las condiciones 2x+3y =6, —3x—2y=-12, x, y=0.

4.37 Maximizar z=3x+2y, sujeta a las restricciones —-3x+2y<6y —4x+9y <36, x,y=0

4.38 Maximizar z=4x+3y, sujeta a las restricciones 2x+3y <18 y 4x+2y <10, x,y=0

4.39 Minimizar z = (x—1)?>+ (y —2)?, sujeta a las restricciones —3x+2y<6 y —4x+9y <36, x,y =0

4.40 Minimizar z =3x?+ (y—1)?, sujeta a las restricciones —3x—y <6y —4x+y<6, x,y =0

4

4.41 Minimizar z=—x*, sujeta a las restricciones x<6 y x= -2
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Integral doble.
Cdlculo:de integrales dobles. Integral ite-
rada.

Area y Volumen
Cambio de variable en una integral doble.
Coordenadas Polares.
Coordenadas polares y elipses
Integral triple.
Cambio de variables en integral triple.
Coordenadas cilindricas.
(*)Coordenadas esféricas.
Describiendo Superficies en Coordena-
das Esféricas.
Cambio de variable con coordenadas
esféricas.
(*)Singularidades.

5 — Integral doble e integral friple.

Integral doble.

Sea R es una region acotada y cerrada del plano,
de drea A(R) y sea f : R> — R una funcién
definida y acotada sobre R. Supongamos que
Mpr = {R1,Ry,...R;} es un conjunto de n celdas
que conforman una malla que cubre R (ver figu- z2=f(x, )
ra). El area de cada celda R; la denotamos con AA;.

Una suma de Riemann de f sobre R es una expre- —f
sién de la forma f, v)

_Zif(xi,yi)AAi malla M‘R
i=

(x,‘r Y,)

donde (x;, ¥;) € R;.

Si f es continua y positiva sobre R, entonces f(x;, y;)AA; aproxima el volumen de cada prisma P; de base R; y altura
f(xi,yi); en este caso la suma de Riemann aproxima el volumen del s6lido entre la regién R y el gréfico de f.



5.1 Integral doble.

Diadmetro de la malla. El didmetro de cada celda R; esla méxima distancia entre todas las distancias entre cualesquiera
dos puntos en R; y se denota ||R;||. El didmetro de la malla Mg es || Mgl = Sup,{||R;|I}.

Definicién 5.1 (Funcion integrable).
Si las sumas de Riemann de f sobre Mg tienen un limite, independiente de la escogencia de los (x;,y;),
conforme ||MRg|| — 0, entonces decimos que [ es integrable sobre R y que la integral es este limite. En este caso
escribimos,

ff flx,y)dA= lim Zf(xi,yi)AAi con n = Card(M)
R

IMli~0 /=

En el caso de que R sea una region rectangular,
la malla Mg se puede tomar como un conjunto
de rectangulos R;j = [x;, Xj+1] x [y, ¥j+1] de édrea
AA;j = Ax;Ay;. En este caso es natural reempla-
zar el elemento de drea d A por dxdy y escribir el
limite como,

Malla MK.

n m
ffRf(x,y)dxdy:Hnliinm YY) flxi, y)AxiAy;

T®i=1j=1

Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones
integrables en una variable.

a.) Si f escontinua sobre R, entonces f es integrable sobre R.

b.) Sea ke R. Si f y g son integrables sobre R, entonces kf y f + g son integrables sobre R y

fkaf(x,y)dA:k/fRf(x,y)dA y ffRf(x,y)ig(x,y)dA:ffRf(x,y)dAif/Rg(x,y)dA
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c.) Si f y g sonintegrables sobre regiones R y S que no se traslapan, entonces f es integrables sobre RU Sy

f f(x,y)dA=ff f(x,y)dA+fff(x,y)dA
RUS R S

d.) Si fy g sonintegrables sobre Ry f(x,y) < g(x,y) paratodo (x,y) € R, entonces

ff f(x,y)dASff glx,y)dA
R R

e.) Si f esintegrable sobre Ry M < f(x,y) < m paratodo (x,y) € R, entonces

M A(R) sff fx,y)dA<mAR)
R

Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de
Riemann y es suficiente para los cdlculos y las aplicaciones en este libro. Para otros propésitos esta integral no es
adecuada y se requiere definir un tipo més general de integracion, por ejemplo la integral en el sentido Lebesgue.
Una diferencia esencial entre una integral y otra es la manera en que se midelos conjuntos de puntos. La integral de
Riemann usa medida de Jordan y la de Lebesgue, medida de Lebesgue.

Cdlculo de integrales dobles. Integral iterada.

Integrales iteradas. El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R, la integral doble se puede evaluar
por “integracién parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método de “integrales iteradas”. Primero
debemos especificar dos maneras de describir una misma regién.

@ Region entre las curvas y = g1(x) y y = g2(x).

R={(x,y) € [R2 talque asx<b y gi(x)<y<gx)}
con g1 y &2 funciones continuas en [a, b] .

Y x=hy(y)
q
@ Region entre las curvas x = h1(y) y x = ha(y).
R={(x,y) € R? talque p<y<qg y hi(y) <x<hy(y)}
con h y hy funciones continuas en [p, gl. P
x=h(y)
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Sea R={(x,y) € R? talque a<x<b y ©(x)<y<g (x)}cong yg
funciones continuas en [a, b]. Si f es continua en R, entonces

b rg(x) b
[ renaa= [ " renayax=
R a Jg(x) a

dx

& (x)
f flx,ydy
8

1(x)

Y x=hy(y)
Sea R={(x,y) € R2 talque p<sy<qg y m(y)<x<hy(y)} con hy y hy q

funciones continuas en [p, gq]. Si f es continua en R, entonces

q rh(y) q hy(y)
ff f(x,y)dA=f f f(x,y)dxdy=f f fx,y)dx
R p Jh(y) p h

1()

dy

x=hi(y)

Ejemplo 5.1
D

Sea R laregion de la figura. Vamos a calcular f f xydA usando el orden de Y A

R
integraciéon “dydx” y el orden de integracién “dxdy.” e /

Observe que R se puede describir como y==x

@ Integrando en el orden “dy dx”

2 X
ffxydA = f fzxydy dx
K 0 177 Y A

2 2 1%

= f xy? , | dx
0 2
2 2 4

= f xx——xx— clx:g
0 2 8 3
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@ Integrando en le orden “dxdy”

|| xvaa f;

Vi
f xydx|dy
y

Il
Ss—
[\&]
| A,

<

En este ejemplo se muestra como el nimero de regiones
de integracién puede variar, de acuerdo a la eleccion del YA
orden de integracion. y=x2

Considere la integral I = f f x>+ y?dA, donde R esla
R

region de la figura. Vamos a calcular esta integral doble,
usando el orden de integraciéon “dydx” y el orden de 4 5 NOX
integracién “dxdy.”

@ Orden “dydx”: en este caso R = Ry U R» URs. La manera de ver la regién es como sigue,
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1 x? 2 1 31 p3-x
ffx2+y2dA = f f xX*+y*dy dx+[ f X +y*dy dX+f U X +ytdy|dx
R o |Jo 1 LJo 2 LJo
1 3% 2 31 3 Sl
= f x2y+y— dx+f x2y+y— dx+f x2y+y— dx
0 3 1o 1 3 o 2 3 1o
1 6 21 3 4 3 1207
= / x4+x—dx+f —+x2dx+f 9—9x+6x2—idx=—
0 3 13 5 3 210
@ Orden “dxdy”
1 3~y
i = f f 2 +y*dx|dy
. 7 YA
1 33—y — =3—
= f Py — dy 1 = < ’
0 31y
1 5 43 X
= f9—9y—£+6y2—y%—ldy -
0 3 3 1 ]z 3'\){
1207
- 210

Ejemplo 5.3
w

1 px 4 px
Considere la integral I = f [ fx,pdydx+ f f f(x,y)dydx. Dibuje la region de integracion y re-escriba
0 J-x3 1 Jx-2

la integral en el orden “dxdy.”

Solucién: La regién de integracion en la primera integrales 0< x <1y x < y < —x°. La region de integracién en
lasegundaintegrales 1< x<4yx<y=sx-2.

En la figura aparece la region de integracidn. Si y es la variable independiente, R = Ry U R2 U Rs.
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@ Orden “dxdy”

fff(x,y)dA [f f(x,y)dA+ff f(x,y)dA+ff flx,ydA
R Rs Ry R,

4 r4 2 py+2 0 py+2
f f f(x,y)dxdy+f f f(x,y)dxdy+f f fx,y)dxdy
2 Jy 0 Jy -1J-¥y

-1 px+6 0 px+6
Sea I:f f dydx+f f dydx.
-2 J4-4(x+2)2 -1Jx+1

a.) Dibuje laregién de integracion.

b.) Plantear la integral o las integrales que correspon-
den a I invirtiendo el orden de integracion.

Solucién: La region es

4-4(x+2)?<y<x+6 si -2<x=<-1

x+l<sy=sx+6 si -1=x=<0
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Para integrar en el orden “dx dy” hay que partir la
region en tres subregiones Rj, Ry, Rs.

4-y .
Ry: -2+ 3 =x=y-1 s 0O=sy=l
4 4-y .
Ry: -2+ > =x=<0 si l=sy=<4
R3: y—6=x=<0 si 4=<y<6
Luego,
1 py-1 4 00 6 10
I:ff dxd +ff dxd +f dxd
o Jaevm T L T s

5.3 Areay Volumen

@ De acuerdo con nuestra definicién de integral doble, El d&rea Ar de una regién R se puede calcular con la integral
doble (“area de la base x altura”)
AR = f f 1dA
R

@ Sea f(x,y) =0 y continua en una region cerrada R. Sea Vg el volumen del sélido Q que tiene a R como base y
una altura de medida f(x,y) en cada (x,y) € R, entonces

VQ:[fRf(x,y)dA

Z ) 2 =f(,y)

@ Sielsélido Q estd limitado, sobre la region cerrada R, por
dos superficies de ecuaciones z = f(x,y) y z= g(x,y) con Pare
f v g continuasy f(x,y)— g(x,y) =0 sobre R, entonces vertid

Paredes
verticales

VQ=fo(x,y)—g(x,y)dA

@ Muchas veces es conveniente considerar la regién R como la proyeccion del sélido sobre los planos XZ o Y Z.
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Ejemplo 5.5

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea Q el solido limitado por las superficies
z=1-x% y x+y=1 enel primer octante. Calcule V
usando como regién R cada una de las proyecciones del
sélido sobre los planos XY, Y Z, X Z.

Solucioén:

@ Cdlculo de v, proyectando sobre el plano xZ. La pro-
yeccion sobre el plano X7 se muestra en la figura.La re-
gién estd entre la curva C, : z=1-x? yel eje X.

Desde el punto de vista del plano XZ, el sélido esta
limitado por las superficies x =0y y =1— x. Integrando
en el orden “dzdx” queda

1 pl-x?
Vo = ff l1-x—-0dzdx
0 Jo

1 .
f z—zxly © dx
0

1 9 5
fo Q1-x)A-x%)dx = 5

@ Cdilculo de VvV, proyectando sobre el plano XY. La
proyeccion sobre el plano xy se muestra en la figura

La ecuacion de la curva C; corresponde a y = 1—x

con x € [0,1]. Desde el punto de vista del plano XY, el
sélido Q esta entre las superficies z=1-x? y z=0.

Integrando en el orden “dy dx” queda
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1 pl—x
Vo = [f 1-x* - 0dydx
0 Jo

1 5
f l—x—xz(l—x)dxz—
0 12

@ Cdlculo de Vv, proyectando sobre el plano Y Z. En este caso, el s6lido no estd entre dos superificies. Desde
el punto de vista del plano Y Z, tenemos un sélido Q; que estd entre x =0y z=1- x? enlaregién R; y un

sélido Q, que estd entre x =0 yel plano x+ y =1 en R,. Ademas, Q = Q; U 2, como se muestra en la figura, y
entonces

La proyeccién sobre este plano se muestra en la figura. La curva de proyeccién C; es la proyeccién sobre Y Z de
la curva de interseccién entre la superficie z = 1—x? yel plano x+y = 1. C; tiene ecuacién en términos de x e y.

z=1-x* ) x+y=1 = z=1-(1-y)% yelo1]
La curva C; divide la region de integracion en dos partes, la region R; ylaregion R».
Desde el punto de vista del plano Y Z, el s6lido estd limitado por las superficies

@ x=+v1-2zyx=0 sobre R;.

@ x=1-yyx=0 sobre Ry.
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Integrando en el orden “dzdy” queda

1 pl 1 p2y—-y?
Vo ff v1—z—0dzdy+[f 1-y—-0dzdy
0 J2y—y? 0 Jo

)3/2 1 5
dy+f 2y-3y°+y*)dy = =
0 12

f12(1—2y+y2
0 3

Nota: (1—2y+y2)3/2 =/(y-Db=|(y-1)3=-(y-1)3si ye [0,1].

Ejemplo 5.6
D

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

Sea Q el sélido limitado por las superficies x* + z> = 4,
x+y=5 z=2, y=z=0.

Plantear la o las integrales dobles necesarias para 2 2

3
calcular Vy usando como region R cada una de las 5 <Nig
proyecciones del s6lido sobre los planos YZ, X Z, XY -— % +\y -5
Solucién:

@ Cdiculo de Vo proyectando sobre el plano XZ.
La proyeccion Ry, sobre el plano xz se muestra en la figura. La ecuacion de la curva C; corresponde a
x*+2z%>=4 con x€ [0,2].

Sobre laregion Ry, el sdlido Q esta entre las superficies y =0 (abajo) y y =5— x (arriba).
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Usando el orden de integracién “dx dz” tenemos

2 5
Vo = /f 5-x—-0dxdz
0 Jva-z2

2 2
Q—Z——S\M—zzdz

0o 2 2

83
= g—Sn ~ 11.9587

= ————————— —10arcsin

29z 28 5zV4-2z2 2|
2 6 2 (_)

0

z
Nota: Utilizando la sustitucién trigonométrica 7 send, se obtiene (salvo constantes)

zV4—2z2 L (z
V4-2z2dz = T+2arcsm(5).

@ Cdiculo de Vo proyectando sobre el plano v Z.

La proyeccion Ry sobre el plano yz se muestra en la figura Para hallar la ecuacién de la curva C; observe que
esta curva esta arriba del eje y por lo que:

z=+y/4-5-y)?% si ye3,5]

Cl:x2+zz=4nx+y=5= o

y=5-Vv4-2z2 si z€[0,2]

x+y=>5 z=+/4—(y—5)2

Sobre la region Ry, el s6lido Q estd entre las superficies x = V4 — z? (abajo) y x =5— y (arriba).

Usando el orden de integracién “dy dz” tenemos
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2 p5—-V4-2z2 83
Vo = ff 5_y_\/4_zzdydzz?—571:11.9587
0 Jo

@ Cdlculo de Vo proyectando sobre el plano Xv.
La proyecci6n sobre el plano se muestra en la figura. La ecuacién de la curva C3 correspondea y =5—x con
x € [0,5]. Esta curva divide la regién de integracion en dos regiones R; y R». El s6lido Q esta limitado por las

superficies

@ z=V4-x? (abajo) y z=2 (arriba) sobre R;

@ z=0 (abajo)y z=2 (arriba) sobre R,

Usando el orden de integracion “dy dx” tenemos

S
|

2 rb—x 5 pb5—x
ff 2—v4—x2dydx+ff 2-0dydx
0 Jo 2 Jo

83
3 —5m ~11.9587
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Ejemplo 5.7

El sélido Q esta limitado por las superficies
4z=x*+y% y=3,y=1,z=4, y x=0.

a.) Dibuje laregién de integracién en el plano yz.
b.) Plantee la o las integrales correspondientes al

volumen del sélido utilizando la proyeccién del
item anterior.

Solucion: La region de integracion aparece en la figura.

3 4
VQ:flfJ/Z/4\/4z—y2—0dzdy

1 py 2 2=y
¢ 5.1 Eléreadelaregion Ry viene dada por f f dxdy + f [ dxdy. Dibuje laregion Ry, y calcule la
0 Jo 1 Jo
== integralen el orden dydx.

4 8-7%/2 0 (8-7°/2
9 5.2 Considere la integral I = f f xydydz + f f xydydz.
0 J4 -4J4

—zZ +z
i_E‘ Dibuje la region de integracién y plantear la integral I usando el orden de integracion dzdy.
Y A

5.3 Considere laregion R ala derecha. Esta region estd
limitada por las curvas y =0; y =2; y =2— (x+2)% y y=(x—3)?

y=(x- 3)2. Plantear la integral f j f(x,y)dAen el orden
R
“dxdy” yenelorden “dydx”

4
=Y



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.3 Area y Volumen (hittp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica)). 195

5.4 Considere la regiéon R (figura a la derecha). Esta
region estd limitada por las curvas y = x+4; y = x - 2;
y=2-(x+2)?2y (x—2)%/4+(y—4)?/16 = 1. Plantear la
integral [ f f(x,y)dAen el orden “dxdy” y en el orden
“dydx” :

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

5.5 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen del
sélido Q si este solido estd limitado por x* + y?> =4; z+y=2; y=1;
x=0; y=0yz=0,enelloctante

5.6 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este sélido esta limitado por las superficies y = 2 — 2x?;
y=1-x% y+2z=2; x=0y z=0; enelloctante.

5.7 Plantear la integral que da el volumen del sélido Q, del ejemplo 5.7, proyectando sobre el plano XY
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7 S22 -2y+z=2

4
3 h e
/

5.8 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen sélido
Q si este sélido estd limitado por la superficie y? + z> = 4 y los planos
2x-2y+z=2;, x=0y z=0.

5.9 Considere el s6lido Q limitado por el cilindro x?+y? =1/4,
el cono 3z% = x? + y?, la esfera x*> + y* + z> = 1 y los planos
x =07y x =y, taly como se muestra en la figura 5.3.

Plantear la integral (o las integrales) necesarias para calcular el
volumen del sélido Q

5.4 Cambio de variable en una integral doble.

En una variable, si f tiene una derivada continua en [a, b] y x = x(u) estd definida en [u;, uy] con a = x(u;) y
b= x(uy),ysi f(x(u)) es continua en [u;, U], entonces

b Uz dx
faf(x)dx—fu1 f(x(u))%du (%)

Lainversa u = u(x) existe solo si x(u) es strictamente creciente o decreciente, pero no es una condicién que se pida en
la férmula (x).

Hay una férmula anéloga a (*) para integrales dobles;
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ox ox
o(x,y) a(x,y) ou OJv

ff f(x,y)dxdy:ff flx(u,v), y(u,v))| m——|dudv con =Det
Ryy Ruy a(u, V) a(u, U) ay ay
ou ov

Se asume que las funciones x = x(u, v), y = y(u, v) estdn definidas y tienen derivadas parciales continua en la regién
de integracion R, en el plano uv. En este caso si se asume que las funciones inversas u = u(x,y), v = v(x, y) estdn
definidas y son continuas en Ryy y que hay un mapeo invertible entre el interior de Ry, y el interior de Ry,. La funcion
f(x,y) se asume continua en Ry, y asi f(x(u, v), y(u,v)) es continua en R,,. También se asume que el Jacobiano
o(x,y)
o0(u,v)

La restriccion de que el cambio de variable sea invertible en el interior de Ry, (y por tanto que J(u, v) no se anule en el
interior de Ry, ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas polares en regiones que contienen

es no nulo en el interiorde Ry,,,.

J(u,v) =

el origen.

VA Y

| z = z(u,v)
y=yluw)
Ru'U
v(w,y)

<Y

S

Sea Ry, una regién compacta y conexa en el plano contenida en un cojunto abierto A de R?. Sea r : A— R? con
r(u,v) = (x(u,v), y(u,v)), una funcién continua con derivadas parciales continuas tal que r es invertible en el

0x 0x
ou Ov
interior de Ry, y J(u, v) = Det es no nulo en el interior de Ry,. Sea Ry, =r(Ry,) y f: Ryy — R una
dy 0y
ou Ov

funcién continua. Entonces,

ffR f(x,y)dxdy=ffR f(x(w,v), y(u,v)|J(u,v)|dudv
Xy uv
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Notas. Observe que el Jacobiano J(u, v) va en valor absoluto dentro de la integral. Ademads solo se requiere que
r(u, v) seainvertible en el interior de Ry, y por tanto |J(u, v)| no se anule en el interior de Ry, .

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una regién uno podria, si se puede, calcular la
transformacién inversa r~!(x, y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El 'Teorema
de la Funcién Inversa’ solo dice, con las hipé6tesis respectivas, que si J(ug, Vo) no se anula, entonces r(u, v) es
invertible en un entorno de (i, V), pero no nos da informacién de si hay una inversa ‘global’. Sin embargo en la
literatura se encuentran teoremas con condiciones especiales para ‘globalizar’ el resultado.

Idea geométrica. Consideremos el cambio de variable x = x(u, v), y = (4, v) que transforma R en S y que cumplen
las condicioes del teorema. Este cambio de variable define una funcién invertible r(u, v) = x(u, v) T+ y(u, v) jenel
interiorde Sy S=r(R).

(uia vj)

r(u,v) = @(u,0)T+ y(u, 0)7
—>>

Tomemos unrectdngulo R;; deunamalla M de R. r transformaellado u = u; enlacurva C; : r(u;,v), v€ [v}, vj+Av]
yellado v = vj en lacurva C;: r(u, vj), VE [uj, u; +Aul.

Si ademds r~! es continua, r es un homeomorfismo y la frontera del rectangulo R; j es 'mapeada’ en la frontera de
S =r(R;;) y el interior en el interior.
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VA
Vi AV oo x = z(u,v)
! y = y(u,v)
Av R;;
L : -<

A u = u(z,y)
i v =uv(z,y)
“17 ul—‘l- Au u

or(u;, v)
61} l):l/j
ala que se desplaza el punto r(u;, v) cuando v vade v; a vj + Av, entonces en la curva C;, (x;,y;) se desplaza, en

. . . . or(u;, v) . .
el tiempo Av, una distancia aproximada a—l Av. Usando el teorema del valor medio para derivadas lo
v V=0

Si r(u;,vj) = (x,y;), un vector tangente en (x;, y;) en C; es . Como este vector representa la velocidad

diariamos asi,

r(uj, v+Av)—r(u;,v)=Aur,

or(u,v;)
Analogamente, un vector tangente en (x;, y;) en C; es 0—] . Como este vector representa la velocidad a la
v u=u;
que se desplaza el punto r(u, v;) cuando u vade u; a u; + Au, entonces en la curva Cj, (x;,y;) se desplaza, en el
. . . . or(u, vj)
tiempo Av, una distancia aproximada “u Au.
u u=u;

Por tanto, el rectdngulo R;; en R, se transforma en una porcién del plano XY que es casi el paralelogramo de lados
or(ui, v or(u, vj)
(uj,v) Av y ]

5 5 Au. El area de este paralelogramo es, en términos de producto vectorial,
Vo y=y, u

u=u;

or(u;, v)
ov

or(u,v;)
x — I AulAv

u=1u;

l/:l/j au

En la figura que sigue se ilustra esta situaciéon con un punto genérico (u, v).
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VA
x = x(u,v)
U—f—A’U— .................. y:y(uav)
r(u,v) = z(u, )T+ y(u,v) 7
Av _—
QI
O C.
Q Au 2
u u —‘F Au E

or
El 4rea del paralelogramo “curvilineo” es aproximadamente el drea del paralelogramo de lados O_AU y 6—Au El 4rea
de este tltimo paralelogramo es

i ] k
ox oy
5 5 0x 0y 0 ou Ou
r r FY T 2
e —| du OJu - -
= x 3 AuAv oy oy [J(u,v)| k
O_y @ 0 ou O0v
ou Ov

De esta manera, si J(u, v) = 1, el cambio de variable conserva las dreas. Sino, el drea de cada paralelogramo en XY es
aproximadamente el drea de cada rectdngulo en UV, multiplicada por |J(u, v)|. Por eso decimos que |/(u, v)| opera
como un factor de compensacién por la ‘deformacién’ sufrida por la regién ante un cambio de variable. Si la integral
existe, deberiamos tener

As—ffldxdy ~ ZASU > U, v)Iu:ui,U:l,jAuszff |J(u, v)| dudv
R

i=li= i=li=1
Y en general,

m m
As =fsf(x,y) dxdy =~ Z Zf(xl,y])As,j = Y Y frw,v)lu, v)lu:ui,v:vjAuAv=fRf(u, VI, v)ldudv

i=1li= i=1li=1

Eiemplo 5.8

Calcular f f ey+x d A usando el cambio de variable u=y—xy v=y+ x. Laregion Ry, estéd limitada por las
Ryy
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rectas x+y=2,x=0y y=0.
Solucién: . Primero debemos dibujar las region de integracion Ry, para luego integrar.

Nueva regién de integracion. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplicamos
el cambio de variable a la frontera de la region Ry, para calcular las curvas frontera de la region R,,. Como

v =y +x, el segmento de recta x+ y =2 corresponde a v =2. Si x =0 entonces u = v ysi y =0 entonces
Uu=-u.

YA
14
A 5 = 7
= = 0
/ | Uv v=y+x x | T+y=
U= —u uU="v Ray
— % 7 X
y=0

. . . . . u = y—x 1 1

El cambio de variable es invertible: Resolviendo = Jix obtenemos x = E(U -u)yy= E(U + u).

Calcul 1J bi . , V) = Det
alculamos el Jacobiano. J(u, v) e 12 172

-1/2 1/2
=-—1/2.

Cdiculo d ela integral.

ff e%dA f[ e%lj(u,v)ldudv
Ry, R
1 [2[Y u
= —ff evdudv
2 0 J-v
1

= e—-—.
e
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Ejemplo 5.9
D

y=4+z y=4—z
Calcule [f (y2 -x% ety dA, donde Ry es laregién mostrada en
Ry
Uu=v—Xx 1 R
la figura. Utilice el cambio de variable { Y
v=y+Xx
Yy=—x i y=7x
X
1
. u=y-x x=3W-u
Solucion: Si { J Entonces ? VA v=4
vV=y+x y=5+v) 4
Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable
a la frontera de Ry, obtenemos la frontera de la regiéon Ry,. A
y = —x+4 le corresponde, sustituyendo x e y, v=4. A y=-xle - <
corresponde v =0 yA y = x+4 le corresponde u =4. La nueva regién [ Ruw 2}
es mds simple. *
2 4 4 2
ff (y? — x%) etV dA:f f uve” dvdu=4-e'%-a. -
Ryy 0 Jo v=10 4 U

Como se ve en los ejemplos anteriores, en la practica se usa el cambio de variable en la forma x = x(u, v), y = (u, v)
tanto como u = u(x, y), v = v(x,y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipéstesis, en particular la
invertibilidad.

Coordenadas Polares.

Este cambio de variable es muy ttil cuando la regién de integracion tiene fronteras a lo largo de las cuales r y 6 son
constantes (como en circulos centrados en el origen). Primero un pequefio repaso. (Ver apéndice 8.2).
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Unpunto P=(x,y) € R? se puede especificar en coordenadas
polares (r,0) donde r es la distancia del origena P y 0 es el
angulo medido desde el eje X contrareloj. La conversién de
coordenadas polares a coordenadas cartesianas se hace con la
transformacion

X = rcos)
@)
rsen(6)

y

Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si r >0 y si 0 € [0y, 8y + 27[. Podemos definir la
inversa desde R* x [0, 27r[ a R? —{(0,0)} con r = y/x2 + y2 y 0 el tinico d4ngulo 6 € [0, 27| que satisface (x), es decir
0 =arctan(y/x) si x>0y 6 = arctan(y/x) + m si x <0 pues arctan(¢) estd definidaen ] —n/2, n/2[ (si r =0, el cambio

de variable aplica todo el eje 6 en el origen (0,0).)

Poniendo u =r y v =0 tenemos el cambio de variable,

0 A
X = rcos(@)
y = rsen(f) P
En este caso,
ox ox
or 00 Or ommmenee-
J(r,0) = =r
oy Oy
or 00

A
0 A o
e
e/
2D
Al
(3, w6) ———> . .
e X
/6
3 F

Yy A

QY
Vi
D
/ o
] K 4 /%\’
x =rcosf o 7
y = rsenf
-

<Y A

o
7

Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si r > 0 y si 8 € [0, 0y + 27 [ (a veces es comodo tomar

angulos negativos).

Sien Ry R’ se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

fff(x,y)dxdy:ff f(rcos(d), rsen(d))rdrd6f
R R

=Y
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@ En el caso de coordenadas polares, la nueva regién R,g se puede describir en el mismo sistema XY.

@ Siunaregién R se puede describir como una regién en coordenadas

polares tal que
0 srs i 6p<60<06, dond —thetay <2
<@oO@)<r<@10) si Bgp<O<6, donde O0;—thetay<2n YA .
7
Q
Q
7 °
entonces —r=0(0)
—> = (p()(e)
>
01 1(6) Y X
f[ f(x,y)dxdy:f f f(rcos(d), rsen(@)) rdrdf
R Oy Jpo0)
@ Siunaregion R se puede describir como una regién en coordenadas
polares tal que
0<r=<@0) si Bp<0<6, YA P
Q
N
Q 7
entonces —r=¢1(0)
X

01 Le10)
f[ f(x,y)dxdy:f f f(rcos(@), rsen(@))rdrdf
R 0y JO

Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de la regién (r > 0) y ademads aqui el Jacobiano no

se anula, asi que no afecta que r =0.

Nota. Las férmulas anteriores requieren conocer de manera correcta el intervalo de integracién. En algunas curvas en
coordenadas polares se requiere ser especialmente cuidadoso con este detalle, sobre todo las curvas que tienen lazos.
Si una regién estd entre dos curvas, hay que tener el cuidado de que las dos curvas “barran” la regién en el mismo
intervalo para el &ngulo 6.
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Coordenadas polares y elipses

2 2
X
Para regiones elipticas se puede proceder de la siguiente manera: La regiéon R = {(x, y) € R?| = + % < 1} se puede

convertir en un circulo centrado en el origen con el cambio de variable (“coordenadas polares generalizadas”)
x=arcost y y=brsent; elJacobianoes J=rab
La nueva region es D = {(u, v) € R?| u? + v? < 1}. La integral se puede hacer usando coordenadas polares u = r cos y

v=rsenb.

Y, por supuesto, una elipse (o un circulo) con traslacién se le puede aplicar una trasformacién previa. Por ejemplo, la
(x-m? (-
a? b

k 2
region R = {(x, y)E R?| > ) < 1} se le aplica el cambio de variable

-2 1
=—, = — El' b' = —,
u v jacobiano es |}|

Lanuevaregiénes D = {(u,v) € R%|u?+ 12 <1}. La integral se puede hacer usando coordenadas polares © =rcosf y
v=rsenb.

Ejemplo 5.10
¥
Calcular el area A, del circulo de radio a.

Solucioén: Para este cdlculo podemos usar un circu- D
q Q q Q 2

lo de radio a, centrado en el origen. La circunferencia $

del circulo tiene ecuacién cartesiana x> + y? = a®. Para

obtener la ecuaciéon en polares, sustituimos x = rcosf e

y=rsenf y despejamos r: —a

¥ +y?=a®> = (rcosf)?+(rsend)?=a?> = r?=a

Asi, en coordenadas polares, la region de integracion va
desde r=0hastar=ay0<6 <2m.

2m pa 27 1’2
Le = [f l-dA:f f rdrd@zf —
R o Jo o 2

a o2 2 2 27
d@:f Ta0=%0| =na
0 o 2 2 o

Ejemplo 5.11
D
Considere la region R de la figura. Para calcular el drea Ag delaregion R, usando coordenadas polares, debemos

hacer el cambio de variable x = rcos(f) y y = rsen(9).
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& Y
Yy %B/y 1 Qs// &
L _ L M
Yy 7 Y V2 V2sen 6
1 Tx
V2
Observe que
1 1
@ Larecta y= — setransformaen rsenf=— — r=———.
V2 V2 V2sen(0)

@ La circunferencia x? + y*> =1 se transforma en r = 1.

@ Larecta y = x se transforma en 6 = n/4. En efecto, y = x = cos0 =sen(f) = 0 = n/4. Esto, por
supuesto, también lo podemos establecer de manera geométrica.

e
Agp = ffl-dAzf / rdrd6
R z J 1

4 V2sen(6)
31 o1 31 31 3n
r 1 1 1 1 1 0 1 4 T—=2
= f — d@:f“ ————d@:f“ = —csc2(@)dl = - + ~cot@®)] =—=2
) - = 2 4sen2(0) 2 4 2 4 x 4
v2sen(6) 4 4
EEHIESIE coumen
y

Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del s6lido Q limitado por las superficies z = Zra
x?+y’=4yz=0conx=0y y=0.

Solucién: El solido y su proyeccién sobre el plano XY se ven en la figura.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Pasando a coordenadas polares tenemos
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mi2 rsen(6)
- O dA = rdrd0
ff x2+4 f j(; 12c082(0) + 4 !

Nota: Esta tiltima integral se puede calcular observando que

1 2
® | xarctan(x)dx = > (-=x+(1+x°) arctanx), salvo constantes.

/2
f f f(r,0)drdo = f f f(r,0)do dr, pues estamos integrando sobre un rectangulo.

Veamos,

y ”/Zf r?sen(f)
Vo = drdo
< ffR x2+4 f o r2cos?(6) +4

r*sen(6) 2,1 42 )
ff r2c032(0)+4d6dr:f0[0 mdudr, (haciendo u = cos0).

2 rl /2 2 1 2
f f r r—dudr = f r arctan(ru/Z)‘ dr = f r arctan(r/2)dr
o Jo 21+ (ru/2)? 0 2 0 0o 2

1 1
2[ x arctan(x)dx = E(n—Z).
0

Ejemplo 5.13 (Volumen).
D B

1

2 2 _ —
m,x +y —1yZ—0.

Calcule el volumen del sé6lido Q limitado por las superficies z =

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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Solucioén:

1

El s6lido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura. El sélido Q esté limitado por z = m y

z=0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos

2m 1
dag = f Eln(Z) df =rIn(2)
0

1 2r 1 1 21 1 1
Vo = ff —— sz:f f zrdrdezf =In(1+7?)
R1+x“+y o Jo 1+r 0o 2 0

Calcule /fR(H-xJSﬁdA si R={(x,))eR: x*+y*<1,x=0, y=0}.

Solucién: La region R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que esta en el primer octante. Aqui

b pq b q
usamos el hecho de quef f f@)g(r)drdo = f [ de-f g(rdr.
a Jp a p

/2
fj‘ Xy f f r3cosfsend r"cosfsend , .,
R (1+x2+y2)2 CQ+r2)2
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Xy
——dA
fjl‘q (1+ x2 + y2)2 d

1 r3

o (1+712)2 dr

/2
f cosfsen0do -
0

1 1 r3
= —-f g
2 Jo 1+72)2

1 [ oard+ar 1Y 2r
= - | ———=dr->| ——zadr
8Jo 1+2r2+rt 4Jo (1+72)2

1 1
+_

1
= —Injl+2r2+rf| —_—
8 o Al+r2

o 8

Py +2x=/x2+12

Calcule, usando corrdenadas polares, el drea de la region R taly
como se muestra en la figura.

X

2

Solucién: La ecuacioén de la curva es x2 + y? +2x = v/x%2 + y2. Como r? = x* + y?, haciendo la conversién a

coordenadas polares obtenemos la ecuacién r2+2rcos6 = r, es decir,

r=1-2cosf

La curva inicia cuando r = 0. Resolvemos r =0 = 1—-2cosf =0 =0 = +7/3 en [0,27]. Asi, la region esta
entre los rayos 8 = /3 y 8 = n. Entonces,

fle-rdrdG r=1-—2cosf

b4 1-2cosf
f f 1-rdrd6
n/3J0

2(27:—3\/5)

AR
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Ejemplo 5.16
¥

Calcule, usando corrdenadas polares, el drea de la region R taly YA r=4+4sen(30)
como se muestra en la figura. £

Solucién: La ecuacioén de la curva es r = 4 + 4sen30. La curva
inicia cuando r = 0. Resolvemos r =0 — 4 +4sen30 =0 —
T T L R
0=——+2k—. ;
6 3

Como tenemos la figura, podemos verificar (posiblemente con
una tabla de valores) que los limites de integracién adecuados
7

E .

T
0=-—vOh=
son R

/2 p4+4senf
AR:ffl-rdrd():f f 1-rdrdf = 8n
R -m/6J0

Ejemplo 5.17
¥

Calcular el area de la regi6n limitada por la curva de ecuacién
(x% +y%)? = x*> + y* =0, x = 0 (regién celeste en la figura).

\
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Solucién: Haciendo el cambio de variable x = rcosf y y =

rsenf y sustituyendo en (x? + y%)? — x> + y? = 0, obtenemos

(r2 cos(0)? + r? sin(@)z)2 —r?cos(®)? +r?sen(@)?%=0

Simplificando queda r? = cos(26), que es la ecuacién de la lem-
niscata. Como x = 0 entonces la mitad de la lemniscata que nos

interesa es r = v/cos(26).

7
Tangentes al Polo: r =0 = v/c0s(20) =0 =60 = iZ. Como tenemos la figura, podemos ver que estos rayos
corresponden a los limites integracion.

/4  py/cos(20) /4
Luego, el area de la regién es f rdrdf = 1/2[ cos(20)dO =1/2.
—m/4J0 —-m/4

Ejemplo 5.18
¥

r = 4sen?26

Calcule, usando corrdenadas polares, el drea de la region R taly
como se muestra en la figura.

Solucion: La region estd entre las curvas r =2 y r = 4sen26.
Esto nos da tres subregiones: desde el origen hasta la curva
r =4sen20 y desde el origen hasta la curva r = 2.

b2
Comor=0= r=sen20=0—=60=0 y 0= —. Podemos

verificar con la figura que el dominio de la curva r =4sen20 es
[0, m/2.]
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icios E

Ejerc

Para obtener los limites de integracién de las tres su-
bregiones,buscamos la interseccién entre las curvas:
r=2n r=4sen20, es decir,

T 51
2=4sen20 = 0=—y 0=—.
12 12
Ar = ff 1-rdrd@
R
/12 p4sen20
= f f 1-rdrdf
0 0
57/12 2
+ f 1-rdrd@
/12 Jo
/2 4sen20
+ f f 1-rdrd6 = 2.45674
57/12J0

5.10 Plantear la o las integrales necesarias para calcular

1
ffR V(X% + y?)3
los circulos x?+y? =4, (x—2)>+y? =4 ylasrectas x+y =
4, y =0, como se muestra en la figura.

dA. Laregion R eslaregion limitada por



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.6 Coordenadas polares y elipses (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatemartical). 213

5.11 Plantear la o las integrales necesarias para calcular
el drea de la regién R limitada por las circunferencias
+y?=1y x-1D?+y*=1.

1
== 0
T 2—l—cos

5.12 (*) Calcular el area de la region limitada por el lazo
de la curva r = 1/2 4+ cos6. Ayuda: Notar que el lazo in-
ternovade 0 =27/3 a 0 =4n/3.

<

5.13 Utilizando coordenadas polares, plantear la o las
integrales que permiten calcular el area de la regiéon R
(regién sombreada) mostrada en la figura.

5.14 (*) Verifique, usando coordenadas polares, que
el 4rea de la region R (regi6én sombreada mostrada en

11v3 1l4n
v3 + 5 =~ 24.187. Debe ser cuidado-

so con la escogencia correcta de los limites de integracion.

la figura) es
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5.15 (*) Verifique, usando coordenadas polares, que
el drea de la region R (region sombreada mostrada
en la figura) es = 1.0708. Debe ser cuidadoso con la
escogencia correcta de los limites de integracion. En la
region de integracidn, la circunferencia celeste va de

r=senf + cosf

>N | 3

0 = /2 hasta 0 = que no es el mismo intervalo para la
circunferencia r = 1.

5.16 Calcular el drea de las regiones sombreadas.

X

3

r =2+ 2sen(30)

d
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5.17 Calcule, usando coordenadas polares, el volu-
men del sélido Q limitado por el cono z% = x? + y?
ylaesfera x>+ y? +z> = 1.

5.18 Calcule el volumen del sélido Q limitado por las
superficies X’ +z> =4, x> +(z—1)>=1yx=4-y, en
el primer octante; como se muestra en la figura. Ayuda:
Proyectar sobre X7 y usar coordenadas polares.

5.19 Considere el s6lido Q limitado por el cilin-
dro x?+ y?> = 1/4, el cono 3z = x? + y?, la esfera
x+y*+z2=1ylosplanos x=0y x = y; taly
como se muestra en la figura

Calcular el volumen del sélido Q

2 2
5.20 Calcular el area Ag de la region eliptica R = {(x, y) € R?| % + % < 1}.

12 42
5.21 Calcularff(x—l)sz donde R:{(x,y)E[RZI(x .7 <1}.
R

+==
25
5.22 Usando el cambio de variable x = u? — v?, y =2uw; calcular I = f f xydA donde T es el rectingulo de
T
vértices (1,1), (2,1), (2,3) y (1,3).

5.23 Calcule f f e =¥ g A usando el cambio de variable u=x+y, v=x—y; donde T es el trapecio de
T
vértices (1,0), (2,0), (0,-2) y (0,-1).
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5.24 Calcule f / cos(

cambio de variable u=y—-x, v=y+x.

)dA donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda: Usar

5.25 Calcule f/ xydA donde T es la region limitada por y =x, y =3x, xy =1y xy = 3; en el primer

T
cuadrante. Use el cambio de variable x=u/vy y=v.

Integral triple.

Consideremos un cubo Q como el de la figura ala derecha.

: . Z|
Su volumen es Vg = abc. Sila densidad p es constante c Q
en todo el cubo, la masa viene dada por

Mq =pVq

Si la densidad no es constantey p = p(x,y, z), entonces
para obtener una aproximacion de la masa, dividimos Q
en N cubos Q; de volumen

AV,' = AxiAy,-Azi.

Asi, la densidad en el punto P;(x;,y;, z;) es

AM; = p(x;i, yi, 2i) Axi Ay Az;.

La masa total del cubo Q seria,

[\/Jz

N
M= Z (xi, i, 2i) AxiAyiAz;

i 1

Ahora, tomando el limite cuando N — oo (si existe), obtenemos

= lim Z p(xi, yir 2i) AxiAy;Az;
N—oo; 5
Esto es muy parecido a la integral de Riemann que definimos al principio de este capitulo. En realidad podemos
reemplazar la malla Mp por Mg =1{Q1, Q2,...Qn} y definir la integral triple de Riemann de una funcién f(x, y, z) sobre
una region tridimensional Q como

C(Mg)

fff f(x,y,z)dV—| lim ) f(x;,yi,20)AV;
Q

QH_’OO i=1

Los teoremas para integral doble se extienden de manera natural a la inegral triple.
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(Integral Triple).

Sea Q wun soélido limitado por superficies suaves de ecuacibn z = Fi(x,y) (abajo) y
z = F(x,y) (F,F, con derivadas parciales continuas) y con su proyeccion Ry, limita-
da por funciones con derivadas continuas. Si f(x,),z) es continua sobre Q, entonces

Z)\ 2 = Fy(, 1)

F(x,y)
f fx,y,2)dz| dA
Fi(x,y)

fof(x,y,z)dV:ffoy

Paredes

Parqd verticales

vertidal

Fz(ny’)
f ldzdA

En particular, Vg = f f
Fl (X;J/)

Ryy

Calcular fff xcos(y+2z)dV con Q el sélido limitado por y+z=m, y=x, x=2=0
Q

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

Solucioén: Para calcular esta integral triple vamos a necesitar la integral f xcosxdx=cosx + xsenx + K (se

calcula “por partes”.) El s6lido Q esté entre las superficies z=0y z=m — }.
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dydx

n-y
f xcos(y+2z)dz
0

5.7 Integral triple. (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical/).
2

b3 T

fffxcos(y+z)dV ff

Q 0 Jx
T

/A /A _ T /A
/ f xsen(y+z)|g Vdydx = f f —-xsen(y)dydx = 2 -
0 Jx 0 Jx 2

Calcular, usando el orden “dxdzdy”, I = f f f 2xcos(y+2z)dV con Q elsélido limitado por las superficies (ver
Q
figura) y+z=m, y=vx, x=2=0

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Solucién: Por el orden de integracion que se pide, debemos proyectar sobre el plano Y Z.
Usaremos las integral fy4 senydy = — (24— 12y*+y*) cosy+4y (-6 +y*) siny + K, que se calcula “por

partes”. El slido Q estd entre x =0y x = y°.
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T -y
fff 2xcos(y+2z)dV f f
Q o Jo

Y o, ¥
f f X cos(y+z)|0 dzdy
o Jo

y2
f 2xcos(y+z)dx|dzdy
0

T pA—y
ff y* cos(y+2)dzdy
0o Jo

T m-y
= jéysen(y+z)|0 dy

/2
= f —y*sen(y)dy = —48+127° —n*
0

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Considere el sdlido Q limitado por z = 0,
y+2z=2, x=0y y= 1-x? tal y como se muestra
en la figura. Usando integral triple, Plantear la
integrales necesarias para calcular el volumen de
Q proyectando en cada uno de los planos XY, YZ
y XZ

Solucién:
Proyectando sobre XV. La region de integracion Ry, esté entre las curvas y = 1— x?yy=2-2x% yenesta
region el solido estdentre z=0y z=1-y/2.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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2
’\A?

dydx

1-y/2
f ldz
0

Proyectando sobre v 7. La region de integracion es Ry, = Ry + R. Laregion R estd entre las rectas z=0y
z=1-yl/2yelsoélidoestaentre x=/1-yy x=+/1-y/2.

1 p2-2x2
vo=J,
0 J1-x2

Laregién R, estd entre lasrectas z=0y z=1-y/2 yen estaregion el sdlido estd entre x =0y x=+/1—-y/2.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

1 pl-yi2 | p/1-y/2 ]
Vo = ff f ldx| dzdy
0 Jo

2 pl-yi2 V1-yi2 ]
+ f f f ldx| dzdy
1 Jo 0
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@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Proyectando sobre XZ. Ry, = R; + R,. La curva
C; que divide ambas regiones es la cruva de inter-

.. 2 C,i2 = i (]_ + 2)
seccién entre y=2—-2zy y=2-2x°. Igualdando ¢2: % = 3 =) 1
obtenemos C : z = x2. La curva C, se obtiene
como la interseccion de y=1-x*>y y = 2-2z.
Entonces Cy: z = (1+x2)/2.

1 px? 2-2x?
o =[] | 1
0 Jo 1-x?
1 p2+x) [ p2-2z
+ ff f 1dy
0 Jx? 1-x2

dzdx

dzdx

Considere el sélido Q limitado por z=4-x?, y+z=6, y=x, y=5, z=0y x =0, como se muestra en la figura.
Usando integral triple, plantearla integrales necesarias para calcular el volumen de Q proyectando en cada uno
delos planos XY, YZy XZ

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyectando sobre el plano XY. La region de integracion es Ry, = Ry + Rx + Rs.

La curva C divide las regiones R; y R, y la recta x = v/3 divide la regién R; y la regién Rs. La curva C
es la proyeccién de la curva de interseccién entre las superficies z+y =6y z=4-x?, es decir, C: y =2+ x°.
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La regién R; estd entre y = x y y = 2+ x?, la region R, estd entre y =2+ x?> y y =5 y la regién Rs es-
tdentre y=xy y=>5.

Vo =de+f dV+f av
R, Rs
4-x?
ldz| dydx
0

R,

V3 p2+x?
A

V3 p5 6-y
+ff [f 1dz

0 J2+x2 Jo

2 r5 4—x?
+ff[ 1dz

V3Jx 0

dydx

dydx
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Proyectando sobre el plano v Z. La curva C es la proyeccién de
la curva de interseccién entre las superficies y = x y z=4— x2,
es decir, C:z=4-y.

dzdy

2 r4=y* 1 ry
[ 7] ras

0 JO 0

2 pd Va-z
[] U L

0 Ja-y2 [Jo

5 p6-y [ pvi-z
[ U Ldx

2 Jo 0

S
I

+

dzdy

+

dzdy

Proyectando sobre el plano x~Z.

1 pvi-z 5 4 pyA-z 6—2
VQ:// [/ ldy dxdz+ff [f ldy|dxdz
0 JO X 1 J0 X
12
VQZ@_—\/g_
3 5

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

5.26 Plantear la o las integrales friples necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este sélido estd limitado por x>+ y> =4; z+y=2; y=1;
x=0; y=0yz=0,enelloctante
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5.27 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
del sélido Q si este sélido esta limitado por las superficies y = 2 — 2x?;
y=1-x?% y+2z=2; x=0y z=0; en el ] octante.

%, 20 —2y+z=2
: '

5.28 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen
sélido Q si este sélido estd limitado por la superficie y? + z> = 4 y los planos
2x-2y+z=2; x=0y z=0.

5.29 Calcular el volumen de los s6lidos que siguen a continuacion,

Cambio de variables en integral triple.

La version del teorema de cambio de variable para integrales triples es la siguiente,
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Sea Q una regién acotada en R® cuya frontera consiste de un ntimero finito de superficies suaves. Suponga-mos
que Q esta contenido en un conjunto abierto U ysea L(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) un cambio
de variable de U en R® invertible en el interior de Q y con derivadas parciales continuas. Sea f una funcién

0x O0x Ox
ou ov oOow
. 0y 0y Oy . .
continua y acotada sobre L(Q) ysea J(u, v, w) = Det 3 3v Bw no nulo en el interior de Q, entonces
u v w
0z 0z 0z
ou Ov Oow

ff Ly, v, w)|J(u, v,u)ldudvdw:ff f(x,y,2)dxdydz
Q L(Q)

Ejemplo 5.23 (Volumen de un Paralelepipedo).
D I—
Consideremos un paralelepipedo Q generado por los vectores A= (2,0,0), B=(0,2,2) y C=(0,2,0). Como se

sabe del dlgebra lineal, el volumen de Q es Vo = |Det(AB C)|=8. Si L: R3 — R3 es una transformacion lineal,
entonces el paralelepipedo generado por L(A),L(B) y L(C), el cual denotamos con L(Q), tiene volumen

VL(Q) = |Det(L)| VQ = |Det(L)|-8.

Verifiquemos en este caso el teorema de cambio de variable aplicando al s6lido Q de la figura, la transformacion
lineal L(u, v, w) = (u/2, v/I2w/2).

1 pz+l1 pl 2 pw+2 p2
VL) =f f f l-dxdydz=1 'y Vo= / f f ldudvdw = 8
0 Jz 0 0 Jw 0
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Ahora, com una verificacién, calculamos Vi) aplicando un cambio de variable. Sea x = u/2, y=v/2, z=w/2
sobre Q, obtenemos el nuevo sélido L(Q). En este caso,

1/2 0 0 1
Jw,v,wy=1 0 1/2 0 =3
0 0 1/2
y entonces, por el teorema de cambio de variable,
2
Vi = ff fl~|](u,v,w)|dw dudv
Ryw LJO
2 pwH2[ p2 |1 1
= ff fl-’—‘dw dudv = =-8 = 1.
0 Jw 0 8 8

Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas se usan para describir regiones que son simétricas respecto a alguno de los ejes. La
posicién de un punto P(x, y, z) en el espacio estd determinada por los ntimeros r,08, z donde (r,8) son las coordenadas
polares del punto (x, y).

Z )

Si integramos proyectando sobre el plano XY, el cambio de variable es

X = rcosf
cosf@ -rsenf 0
y = rsenfl, ademdas |J(r,0,2)|=||sin@ rcosd Of|l=r
0 0 1
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Como J(r,0, z) = r entonces el cambio de variable es invertible si r # 0. Entonces, si se cumplen las condiciones del
teorema de cambio de variable,

(Coordenadas Cilindricas).

ff f(x,y,z)dV=ff f(rcosf,rsenf,z)rdzdrdf
Q Q

Verifique que el volumen de un cilindro recto Q de radio
ayaltura h, es V = wa’h.

Solucién: Q es el cilindro x? + y? = a? limitado por z = 0 T
y z = h. La proyeccion sobre el plano XY es el circulo
x2+y%=a’.

v

fodv

2n ra h
J L e
0 0 0

27 a
f frhdrd@
0 0

21 42 2
f 2 hao = Lo
o 2 2

drdo

21
= na’h
0

4
Verifique que el volumen una esfera S de radio a tiene volumen V = gna3.
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Solucion: Podemos calcular el volumen de un octavo de esfera y multiplicar por 8 (ver figura). La esfera tiene
ecuacién x? + y? + z2 = a®. Como la proyeccién es un circulo, usamos coordenadas cilindricas: x = r cos6,
y=rsenf y z = z. La esfera estd entre las superficies z=0y z=\/a% — x% — y2 = Va? - r2.

<
I

/2 pa
drd0:8-f f rvat-r2drd0o
0 0

/2 pa a’-r?
o[ av=s [ [ ra
Q 0 0 0
a
w2 — az—rz3 /2 ;3 3
o [ “v(@-ry av=s. [ Lap - 2
0 3 0 3
0

/2

T 43

=-an
3

3 o

Considere el s6lido Q limitado por las superficies
z? = x*> + y? (cono), y el plano z = 1.

a.) Calcular f f f 2zdV.
Q

b.) Calcular el volumen de Q.

Solucién:
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a.) En coordenadas rectangulares tendriamos

Wezzer = Ll e

1 py/1-32 p1
= f f f 2zdzdydx
0 J-vV1-x2J/x%+y?

Laregion de integracion se describe facil si usamos coordenadas cilindricas. La proyeccién R sobre el plano
XY esuncirculo de radio 1. En coordenadas polares esta regién se describe como R: 0<6 <2m, 0<r<1.
Usando el cambio de variable x = r cosf, y = rsenf, entonces el sélido esta entre las superficies z=ry

z=1.
2n pl 1
fffZZdV = f f[f 2zdz
Q 0 0 r
2n pl 1
f [z2|rrdrd0
o Jo
271 1
= / fr—rg’drd(?:z
0 0 2

dydx

rdrd0

b.) Volumen de Q.

ffodv

rdrd0

2m ply pl
AT
0 0 r
2w rl
= f [zl}rdrd@
o Jo
2n pl
f fr—rzdrdH:z
0o Jo 3

Ejemplo 5.27
D

El s6lido Q de la figura esta limitado por el cilindro x? + y?> = 4 y el plano y + z = 4. Calcular el volumen de Q.
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Soluciéon: Usamos coordenadas cilindricas: x =
rcosf, y = rsenf y z = z. Observemos que Q estd
entre las superficies z =0y z =4—-y =4 —rsenf.
La region de integracién en el plano XY es el circulo
x?+ y? =4, esdecir el circulo r =2 con 0 <0 < 27.

Wy =L UL e

2n 2
f f r(4—rsenf) drdf
o Jo

2r 8 9
f 8- >°MY 1o = 167,
0 3

Vo

drdo

Calcule el volumen del sélido de la figura. Este sélido Q esté limitado por la esfera x> + y* + z? = 4 y el cilindro
xz + (y - 1)2 = 1, z=0. @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

2+ (y-1°=1

Solucién: El Sélido Q est4 entre las superficies z=0y z = \/4— x? — y2 = V4 —r2. La proyeccién del solido es el
circulo x?+ (y — 1)2 = 1. Este circulo se describe en coordenadas polares como

b4
0<r<2senb, —5505 otambién, 0<r=<2senf, 0<O<nmn

o1

El volumen de Q es,
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/2 p2senf V4-r?
ff av = f f f dz| rdrd0
Q -m/2J0 0

n/2 p2senf

= [ e aras
-m/2J0
n/2 p2senf

= f rva-r?drd6
-m/2J0
/2 1 2senf

= f ——@a-r?3? do
-2 3 0

1 /2
= ——f (4-4sen®0)%'? -8d0O
3 —-/2

1 /2 8
= ‘5[ 800536—8d9=—§(4/3—n).

-7/2

3 sin(#) N sin(3 )
4 12

Aqui se us6 la integral f cos> tdt =

Calcule el volumen de sélido Q, mostrado en la figura, el cual est4 limitado por la esfera x> + y* + z? =32 ylos
cilindros x% + z2 =22, x?+ 22 =12,

Solucién: La proyeccién sobre X Z es una region entre un par de segmentos de circulo. Usamos coordenadas
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rcos@
cilindricas, el cambio de variable seria { z rsenf ycomo antes, J(r,0,y)=r.

y =7
La proyeccién Ry, estd entre las circunferencias r =1y r =2 yel dngulo 0 < 6 < /2. El s6lido Q estd entre
y=0y y=v32-x2-2z2=v32-r2,

w2 p2 V9-r2
f f f 1-dy|rdrdf
0 1 |Jo
/2 p2
f [ [y Og_rZ] rdrdf
0 1

/2 p2
f f rvV9-r2drdf, hacemos u:9—r2, du=-2rdr,
0 1

/2 1
. _ 4 _ 21\3/2
- fo S(9-1)

X

Vo

9-22

do = %(16\/5—5\/5).

9-12

Ejemplo 5.30
D

Calcule, usando coordenadas cilindricas, el volumen del s6lido Q, limitado por la porcién de paraboloide
z=4-x?-y?, laporcién de esfera x? + y> + z2> = 16 y el plano x = y; en el primer octante (figura).

z=4

Solucion: La region e integracion, proyectando sobre XY, es R=R; U Ry.

@ Ri:0=<r=<2 7nld<O=<m/2,
@ Ry:2<r<4, nl4<0<m/2.
@ Enlaregion Ry, el sélido est4 entre la porcién de esfera x? + y? + z? = 16 y la porcién de paraboloide

z=4-x*>-y%
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@ Enlaregion R,, el sélido est4 entre la porcién de esfera x? + y? + z2 = 16 y el plano z = 0.

/2 V16-r2 w2 p4 pV16-12
ff dv = f f f rdz drd9+f f f rdzdrdo
/4 4 w/ 2 JO

/2 p2 /2 p4
f f r\/16—r2—r(4—r2)drd9+f f rV16—-r2drdf
0 2

/4
/2 1 r4
= f —Z(16-r>32 272+ —
ml4 3 4

Vo

4

ao

2 /2 1
do + f ——(16-r?%?
0 nia 3 2

/4

/2 1 r4
= f — =B P -2 — do
3 4

2 /2 1 4
do + f ——(16-r?)3"2
/4 0 b4 3

/4 2

= fﬂlz%_g\@‘w"'/” 8\/_d9—(——2\/_)n+27r\/_—13—n

/4 /4

Els6lido Q de la figura es un casquete, de altura &, de una esfera de radio a.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Vamos a usar coordenadas cilindricas. Para calcular su volumen proyectamos sobre el plano XY. La proyeccién
del casquete es un circulo de radio V2ha — h?. Este radio se obtiene calculando la interseccion de la curva
Z>+y?>=a’ ylarecta z=a— h.

El s6lido Q esta limitado arriba por la superficie z = \/a? — x2 — y2 = Va? — r? y por abajo por la superficie

z = a— h. Entonces
21 V2ha—h? pVa?-r2
Vo= f f f rdzdrdf
r(a—h)
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5.9 Coordenadas cilindricas. (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

1
Como (usando “sustitucién”) f rva?-r?dr= -3V (a? - r2)° salvo constantes, se sigue que

2n v2ha—h?
Vo = f f rva?-r?>—r(a—h)drdo
o Jo

vV2ha-h?
| 3 r’a-h)
I 2 _ 2\ 7
fo 3 v (a2 -1?) 5

do
0
2] 2ha-h»)(a-h) 1
f ——(a—r)3—( a ) )+—a3d9
0 3 2 3

/A
= —h’@Ba-h
3 (Ba—h)

5.30 Verifique, que el volumen del cono de base circular de

2
ma‘h
radio a yaltura h es V¢ = 3
Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién
242 o LR la fi
X +y° = —z tal y como se muestra en la figura.

h
El cono estd entre z=0y z:h—;\/x2+y2 pues z < h.

5.31 Calcule el volumen del sélido Q limitado por el cono
z2 = x>+ y? ylaesfera x>+ y> + 22 = 1.

5.32 Calcule, usando coordenadas esféricas, el volumen del s6lido Q limitado por un casquete de la esfera
x?+y?+z%> =4 yelcilindro x*> + y? = 1, como se muestra en la figura.
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2 pVA-x? py/16—x%2-y?
5.33 Sealszf \/ X%+ Zdef f f \/x2+y?dzdydx
. y o Jo " y y

a.) Dibuje el sélido Q. Observe que el sdlido est4 entre las superficies z2 4+ 2+ y2 =16, x>+ y2 =4, x€ [0,2].
b.) Calcule I usando coordenadas cilindricas.

5.34 Sea Q el sélido limitado por y = 1, y = x>+ z? y y = 4; como se muestra en la figura. Calcule

/et
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5.35 Calcule el volumen del sé6lido Q limitado por
S1: x®+2z°=4, So: y+x=2, S3: z=4, S5: y=0,
Sg: x=0.

(*)Coordenadas esféricas.

En el caso de coordenadas esféricas, la posicién de un punto P = (x,y,z) en el espacio estd determinada por los
nameros p, 0, donde p es la distancia del punto al origen, 0 es la medida del &ngulo de la proyeccion del punto en el
plano XY con el eje X (Ilamado “longitud”) y ¢ es la medida del 4ngulo entre el vector Py el eje Z (Ilamado “latitud”).
Est dltimo dngulo se mide desde el eje Z. Los dngulos 6 y ¢ se pueden tomar respecto a los otros ejes.

Describiendo Superficies en Coordenadas Esféricas.
Enlo que sigue, ¢ lo tomaremos como aparece en la figura anterior. El cambo de variable de coordenadas rectangulares

a coordenadas esféricas es

x = pseneg cosfH
y = psengsend conp>0, 0=s0<2rm, O0<@<m.
z = pcose

= pseng cosf = rcos6

Observe que hay una relacién entre coordenadas polares y esféricas:
= psengsenf = rsenf

Alas coordenadas esféricas a veces se les llama “coordenada polares esféricas”.
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m (Semi-cono z2 = x?> + y?> con z=0)

2

En la ecuacién del cono z? = x? + y?> hacemos la sustitucién x = psen¢ cosf, y=psengsend, z=pcosg y

obtenemos

p2 cos? Q= p2 sen’ 0 cos® @ + p2 sen’ 0} sen’f = cos® ()= sen® ()

., Y2 . . L.
Podemos tomar la solucién ¢ = 7 Asi, esta rama del cono se describe (en coordenadas esféricas) como

/s
(pzZ,OSHSZn,p>O.

o a2 o Y T T
Una parametrizacioén de esta superficie es r(p,0) = (p sen T cosf, psen T senf, pcos Z)' con 0<0<2m, p>0.

Consideremos el sélido limitado por la esfera x* + y?> +z2 =1y
el plano y = x, en el primer octante.

La esfera de radio 1 se describe en coordenadas esféricas
por p =1 pues, haciendo la sustitucién x = psen¢ cos0,
y = psengsenf, z= pcosg en x>+ y>+2z> =1 obtenemos
p=1

Este so6lido se puede describir en coordenadas esféricas
conO0<sp<l, n/4<0<n/2 y0<sp=mn/2.
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m (Superficie de la esfera x + y? + z2 = a?).

Haciendo el cambio de variable y simplificando queda
p = a. Luego, la esfera x* + y? + z? = a? se describe (en
coordenadas esféricas) como

p=a, 0=s0<2nm, O<sp<nm

Una parametrizacion de esta superficie es r(¢,0) = (aseng acos, asengsen, cosg), con 0<6 <27, 0 <

Q=<T.

m (Superficie de la esfera (x—1)%+ y? + 2z =1).

Para hacer la descripcién de la esfera (x —1)2 + y?> + z2 = 1 en coordenadas polares, hacemos el cambio de
variable y, simplificando, queda p =2sen¢ cosf. Luego, la esfera se describe (en coordenadas esféricas) como

p =2sen¢ cosf, —

<0<

SR

Una parametrizacion de esta esfera es

r(p,¢,0) = (2seng cosO-seng cosd, 2seng cosh-sengsenh, 2seny cosd-cosg) con —g <0< g, Osp<nm

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Z A ﬂ}\
(x—1)2+9y2+22=1
; Y ¥
) T
1 j %\&Y
x I X
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Ejemplo 5.36 (Supefficie S: (x®+y?+2%)3 = z%).

¥
Para hacer la descripcion de la superficie (x? + y? + z%)3 = z* en coordenadas polares, hacemos el cambio de
variable y simplificando queda p = cos? ¢. Luego, la superficie se describe (en coordenadas esféricas) como

p=cos’p, 0<0<2m,0<p=<m.

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

p=cos’p, 0<O<m/2,0<@<m/2 p=cos?p, 0<0<2m, 0< <.

A\
N
N

i

Cambio de variable con coordenadas esféricas.

En coordenadas esféricas ponemos u=r, v =0 y w = ¢. Como dijimos antes, vamos a tomar el cambio de variable,

X = pseng cosH
r: y = psengsend enestecaso |J(p,¢,0)|=p’seng.
z = pcosy

con p>0,0=<6<2m, 0< ¢ < n. Elinterior de la regién de integracién requiere p >0 y ¢ # kn, k € Z, para que el
jacobiano no se anule. Si se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

(Coordenadas Esféricas).

ff f(x,y,z)deff f(pcosgcosh, pcospsend, pseng) p’|seng|dp do de
Q Q


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/2012_figura63b.html

5.10 (MCoordenadas esféricas.

Ejemplo 5.37
D

Calcule, usando coordenadas esféricas, la integral
f f f zdV si Q es el sélido limitado por las superficies
Q

y=2x7y x*>+y*+2z? = 1; en el primer octante.

Solucion: Haciendo el cambio de variable, p=1, 71/4<0 <7m/2 y 0 < ¢ < /2. Luego,

/2 pnrl2 pl
fff zdV f f pcos(p) - p>sen(p) dp dep do
Q nia Jo  Jo

1
dedo
0

/2

/2 P4
f — cos(¢) -sen(¢y)
ni4 Jo 4

/2

mi2 1
f i cos(¢p) -sen(y) dp do
0

/4

/2
do

fﬂ/Z 1 SenZ((p)
ni4a 4 2

0

I}
—

S
~

| —

Q

S

I}

| 2
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Calcular, usando coordenadas esféricas, el volumen de la
esfera Q: x*>+y>+2z%=1.

Solucion: Vamos a calcular el volumen de un oc-
tavo de esfera. Aplicando el cambio de variable,
p=1 n/4=<60<n/2y0=<¢ < na/2. Notemos que
|seng|=seng en [0,7/2].

S
Il

8-fodV

/2 pnl/2 pl
8-[ f f p’lsengldpdde
o Jo Jo

1

/2 pml2 p3

= 8-[ f —sen¢g| dOde
o Jo 3 0

e A e PP Bl
o Jo 3 6 o 3

Calcular fff x*+y*dxdydz donde Q eslaesfera (x—1)2+ %>+ z% = 1.
Q
Solucién: Como ya vimos, esta esfera se puede describir, en coordenadas esféricas, como
/4 /4
p =2sene cosb, — <0< > O<sp<n

Notemos ademads que |sen¢| =sen¢ en [0,7]. Luego



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.10 (MCoordenadas esféricas.

m pr/2 p2seng cosd
f[ x2+yHdv = [ f [ (p*sen? ) p*senp dp dO de
Q 0 J-m/2J0

T erl2 32
f f —cos’0sinpdbde
0 J-mi2 5

/2 32 m 512 357 287
f —cosSHdB-/ sinffpdp = =—.=— = ——,
—n/2 0 75 128 15

Aqui usamos las integrales

o f cosS0.do = 25n®)  5sinB6)  sin(56)
8 48 80
° f sin pdo = 840¢ —672sin(2¢) +168 s:i))r(l)(;;(p) —325in(By) +3sin@¢)

Ejemplo 5.40
v

Calcular el volumen del sélido Q de ecuacién (x? + y? + z2)3 = z* (ver figura).

Solucién: Q se puede describir, en coordenadas esféricas, como

r=c032(p,050<2n,05(p5n

Notemos ademds que |sen¢| =sen¢ en [0,7]. Luego,

T 21w pcos’

f f f r’sengdrdfde
0o Jo Jo

f”fz” cos(¢)® sin(¢p) e
0 Jo 3 4

f”ZJtcos((p)6 sin(¢p) do = 21 cos(p)’ " _4n
0 3 P="3 7 |,T =

ff dxdydz
Q
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Ejemplo 5.41 (Intercambio de ejes).
-«

El s6lidoQ estd limitado por las supetficies y = z y
x? + y? + z? = 1; en el primer octante.

Vamos a calcular f f f zdV, usando coordenadas es-
Q

féricas de tres maneras distintas (variando el orden de
integracion dxdydz).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

En este caso ¢ varia entre 0 y el plano y = z. Entonces,

@ La manera “complicada”.

psengsenf = pcosyp — ¢ = arctan(csc(9)).

0 < ¢ < arctan(csc(f))

0<0=<m/2.

El cambio de

N

Luego, ¢ = /2 si

0 =0y 0 < ¢ < arctan(csc(8)) si

variable seria

psene cosf,
pseng@send, |J] = p2 sen(¢).

0 Cos .

Como tenemos ¢ = ¢(0), integramos en el orden d¢ df. Debemos calcular (la integral impropia)

/2 parctan(csc(@)) 1
I=f f f pcos(p) - p>sen(p) dp dep do
0o Jo 0

Aunque parece una integral complicada, en realidad no lo es. Solo debemos usar algunas identidades.

@ ¢ = arctan(x)

1
@ cos(arctan(x)) = 5
tan¢g = z AL @ sen(arctan(x)) = i
¢ = arctan(z) AN VTl
1 1
o 2 t 0O)= —
cos”(arctan(csc8)) vy

,0e D=R-1{kn: ke 7}

Esta dltima identidad se obtiene poniendo x = csc@ si csc >0 (no debemos usar ¢!). Si csc <0 = —cscf >0

y la identidad se obtiene usando las identidades arctan(—t) = —arctan(t)

cos(—1t) = cos(1).

(pues tan(—t) = —tant) y
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El célculo de la integral es como sigue,

/2 parctan(csc(@)) pr1
f f f rcos(p) - p?sen(p)dpdedo
0o Jo 0

Hacemos el cambio 6 = arctan(t), d6 =

I

/2 parctan(csc(0)) pr1
f f f rcos(p) - r*sen(p) dr dg db
0o Jo 0

@ La manera fdcil: Simplificacion con un intercambio de ejes.

’ t
LTI 0<0<T/4

2 14
)+1

/2 p4 1
f — cos(¢) -sen(¢g)
0 4

0

m/2 1
f i cos(¢p) -sen(¢) de do
0

/2 1 ) arctan(csc(6))
—=cos”(¢)
L 8 n

1 /2 1
—-j' — _1d6
0

8 csc2+1

1 /2 1
—f ——do
8Jo sen?0+1

1
[
1+2¢2

arctan(\/§ 1)

depdo

dgdo

arctan(v/2tan@)

+C

+C =
V2 V2
Luego,
_1( arctan(v/2tan#)
lim -
-2 8 V2
17/2 b4

8V2 16v2

0

0

El cambio de variable seria

pseng cosf,

N
Il

psengsend,

pcosg.

8 <
([

/1 = p*sen(¢).
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I N
jos !

jercic

E

/4 prl/2 pl ,_/—
f f f [psen(p)cos(@)] -p sen((p)dpd(de
0o Jo 0

ffode

1

/4 pml2 P
= f f ~— sen’(¢) cos(6) d(pd@
0o Jo 4
49 1 0172
= f f — sen®(¢p) cos(@) dpdb = f (—— - sen(20)) o8 do
0o Jo 0 2 4 4 |
_ f”"‘n cosG _ msenf ”/4_ i1 des sen(n/4)—i
0 16 1o 16v2’ P V2

5.36 Sea S la esfera de radio 1 centrada en el origen. Verifique que

fff \/(x2+y2+z2)3
e d
S

V= 471(9 1)
3

5.37 Calcule, usando coordenadas esféricas, el volumen
del sélido Q limitado por el cono z? = x* + y? y la esfera
P+y?+z2 =1

5.38 Verifique, usando coordenadas esféricas, que el volumen del cono de base circular de radio a y altura h es

v na*h
c= .
3
z?a?
Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién x? + y? = R tal y como se muestra en la figura.
h

h
=i

o = arctan(a/h)

a

5.39 Use coordenadas esféricas para evaluar la integral
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2 rV4-y? py/4-x2-y?
2. /324 y2 4 22
x*+y*+z-dzdxd
f—zfo I d

i

5.40 (Volumen de un casquete de esfera). El sélido Q est4 limitado por la esfera x> + y? + z2 = a® y el plano

z=h con 0 < h < a (el caso h = a corresponde a media esfera). Usando coordenadas esféricas, verifique que el
2

h
volumen de Q es Vp = Tn(?)a— h).

T
Ayuda: Esta es una integral sencilla (aunque asusta). Como sen(y) = (ver figura), entonces ¢ = 5

a . . . . p
arcsen (—) . La integral simplifica totalmente, pues el recorrido de ¢ seria evaluado con cos¢ y
a

a—nh a—nh a—h
cos (n/z - arcsen( )) =sen (arcsen( )) = .

a

a a

511 (")Singularidades.

El método preferido para analizar el comportamiento de las funciones en sus singularidades es el paso al limite. Si
f(x,y) es continua en una regién R excepto en un punto (a, b) entonces definimos R, = R — B, donde B es un

circulo de radio € > 0 alrededor de (a, b). Si lin(l) f f f(x,y)dxdy existe, entonces
e=0JJR

€

[ff(x,y)dxdy:limff f,y)dxdy
R e—0 R,
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Ejemplo 5.42
D

1pel
Calcular f f ———dydx.
0Jo /1-y? Y

Solucién: Tenemos una singularidad en y = 1. Entonces

ff \/—dydx lii%ff”\/—

o 1-¢
= lim xarcseny|0 dx
e—0Jo

dydx

1

= lim | xarcsen(l—¢)dx
e—0Jo

2 1

X
= lim — arcsen(1 —¢)
e—0 2

0

1
= lim—arcsen(l—¢) = —
e—02

Ejemplo 5.43
¥
1
Sea R el rectangulo [0,1] x [0,1]. Calcular f f ——dxdy.
R VXY

Solucién: Hay un problemaen x =0,y =0.

1 pl 1
ff—dxdy lirnf f ——dydx
R e—0Jc Je \/x_y

= lim4(1-Ve)?® =
€—0

Integrales impropias y primitivas. El Teorema de Darboux dice que si una funcién P es primitiva de otra funcion,
entonces P debe cumplir el Teorema del Valor Intermedio: La imagen de un intervalo es también un intervalo. En
particular, las funciones que tienen una discontiniudad de salto en un intervalo, no pueden tener primitiva en este
intervalo. Por ejemplo,

1 1 1]
1. f—dx———+errof —dx;éo en reahdad[ — dx es divergente
-1 X

x? L X2
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2. Variaciones de este ejemplo son

5 1 |
[t [ La
2 (x—4)? 11X

3. En varias variables, si calculamos sin tener en cuenta las singularidades podemos obtener cosas como

f f —y dxdy = -7 mlentrasquef f —y sdxdy =7
(x?+ (x2 + y2)?

8
v 541 Verifique que f f dxdy = B donde R es el rectangulo [0, 1] x [0, 1].
R

— 5.42 Verifique que [ Inxdxdy =2—-e donde R={(x,))e R : 0<sx<e’,0<y<1}.
R

2., .2
i.% 5.43 Sea a> 0. Calcularff ‘/1+%dAsiDeseldiSCO ¥+y*<a.
D a—x-—-y
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Superficies parametrizadas.
Supefficies regulares.

Area de una supefficie.
| Integral sobre una supefficie.
Campos escalares y campos vectoriales.
* Integral de flujo.

- Superficies orientables.
Teorema de la Divergencia.

3

Supefrficies parametrizadas.

Ey

6 — Integral de supeificie.

Un parametrizacién de una superficie S en R® es una funcién inyectiva r : D ¢ R? — R3, r(u,v) =

(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) con x(u,v), y(u,v) y z(u,v) funciones continuas sobre D, cuya imagen es S, es decir,
r(D) = S. La superficie S =r(D) se puede describir como

S: r(u,v) =x(u,v) i+yu,v) j+z(u,v) IAc, (u,v) € D.

Caso S: z=f(x,y)

Una superficie S: z= f(x,y) en un dominio D, se puede parametrizar como

rx,y)=xi+y j+fxy k, (x,y)€D.

Observe que D es la proyeccion de la superficie en el plano XY.

Ejemplo 6.1
/|

Considere la superficie S: x%+ y2 <1, z=0. Claramente
S es el circulo de radio 1 en el plano XY, centrado en el

origen.

Para describir a S podemos escribir S: z = 0 en el dominio D = {x? + y? < 1}. Pero mds conveniente es
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parametrizar S como

r(x,y)=x i+y j+0- I?:, (x,y) e D.

Sea S la porcién del paraboloide z = x? + y? entre z=0'y
z=1. Entonces S se puede parametrizar como,

S:r(x,y)=x i+y j+x%+y? k, (x,y)e D={(x,y) : X*+y* <1}.

También, z = x> + y? se podria ver como circunferencias
de radio /z, entonces

S:1(0,2)=vzcost i+yzsint j+z k, 0€[0,2n] y z€ [0,1].

Sea S;:x*+y?>=a? 0<z<h. S eselcilindro de la figura. Esta
superficie se puede parametrizar como

r0,z) = acosO i+asenf j+z k, con (0,2z)€ D=1[0,27[x|0, hl.

6.2 Superficies regulares.
Sea S: r(u,v)=x(u,v) i+yw,v) j+z(u,v k con (u,v) € D. r es de clase C' si x(u, v), y(u,v) y z(u,v) sonde

or 0x 0y 0
clase C! (funciones continuamente diferenciables). En este caso, consideremos los vectores 30 (ﬁ, %, 5) y
or _ (ax oy Oz)

or
— = —|. Los vectores —
ov

ou

or
pyaU

son tangentesa S en P.

5'5'61} P
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Definicion 6.1
Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por r: D cR?> — R3 de clase C'. Decimos que S es una

or ro .
superficie regularen (u, v) si ™ X 30 # 0. Si S se puede partir en un ntimero finito de elementos regulares se
u v
dice regular a trozos.

Caso z= f(x,)

Observe quesi S: z= f(x,y) entoncessi r(x,y)=x i+y j+ f(x,y) k en D con fx 'y fy continuas,

or oOr A
—x—=(fx,-f1,1 .
axxay (fx fy )#0

con lo cual la superficie S es regular en D.

Area de una superficie.

La idea de la definicién de area de una superficie paramétrica consiste en aproximar el drea de S sumando las dreas de
sus “planos tangentes”, es decir el drea de los paralelogramos generados por los vectores escalados Au;ry, y Av;r,.
Luego tomados el limite cuando Av; =0y Auj —0

v A D

Dij Avj

A'U,i

>
U

()

Partimos D en n rectdngulos como (a). En cada D;; se toma el punto (u;, v;) mds cercano al origen. En el punto
r(u;j, vj) dela superficie Sy, el plano tangente tiene ecuacion

Ti:r(ui,vj) + try(ug, vj) + sry(u;, vj), con t,seR.

La porcion de superficie de S que es imagen de a D;; se puede aproximar con un paralelogramo en el plano tangente
delados Au;ry, Avjr,. Como es sabido, este paralelogramo tiene drea

Au;ry x Avjryl|

Sacando los escalares y sumando el drea de todos los paralelogramos tenemos
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Area de la superficie S = )_ |1, x ryl|Au; Avj

7z

ST 177 —ul
~ oy
1777 (17
”/."...'.7'

[ 15
HHHHTHH

Definicion 6.2 (Area de una supefrficie).
Sea S una superficie regular definida sobre un conjunto abierto medible D. Digamos que

S:r(w,v)=x(w,v) i+yw,v) j+zwv) k con (u,v)e D.

or Or
Entonces, sillamamos dS = ‘ — % 3 dA, el drea Ag dela superficie S es
or Or
Ag= 1-dS = —x—||dA
S ffs ffD ou * ov

Si §=5,U...US,; eslaunién finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que
forman parte de sus fronteras entonces,

Ag = A81 + AS1 + A52 TP 00 T Ask

Caso S: z= f(x,y),

Si S: z= f(x,y), una parametrizaciéones r(x,y)=xi+yj+f(x,» ky Hé X éH = \/1+f§+ff. Entonces,
A :ffl-ds:ff,/u 24 f2dA
S . 5 fx fy

Caso S: F(x,y,2)=0

Si S: F(x,y,z) =0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una region D del plano XY ysi F definea z
como funciénde x e y ysi F, # 0 entonces zx = —Fy/F; y z, = —F,/F, ylaférmula anterior quedaria

Fi+F+F2
som [[roas = [ LEBE
s D

| Fel
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Area de una superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.
a) Proyectando sobre XY:Si S: z=2z(x,y) 0 S: F(x,),2) =0, con (x,y) € Dy,

2
F)C+F§+FZ2

F;

dA con F;#0 en Dy,

Ag = f f V1+z2+ 2)2, dA o, en “versi6n implicita”, Ag= f f
D D

xy Xy

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=y(x,2) 0 S: F(x,y,2) =0, con (x,2) € Dy,

Fi+F.+F;
2
Fy

Ag :ff \V1+y2+y2dA o, en “versién implicita”, Ag= ff dA con Fy#0 en Dy,
DXZ

sz

c) Proyectando sobre YZ:Si S : x=1x(y,z) 0 S : F(x,y,2) =0, con (y,z) € Dy,

FL+ F2 + FZ

F}

As:ff \/1+x§,+x§dA o0, en “version implicita”, AS:f[ dA con Fy#0 en Dy,
P D

Yz yz

Ejemplo 6.4 (Usando coordenadas rectangulares).
D

Plantear las integrales que dan el drea de la superficie S =
S1+ S, tal y como se muestra en la figura de la derecha.
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Solucién: Podemos proyectar sobre el plano Y Z. Tenemos

AS = AS1 + A32

La superficie S; tiene ecuacién F(x,y,z) = 0 con
F(x,y,z):x2+y2—4

La superficie S, tiene ecuaciéon x = 2+/3 —/3y. Entonces,

F2+F2+F2
Ag = ff A+ff \/x +x +1dA
D

1 2=y (452 4412 402 2 p2-y
f f \/&dzdy+f V3+0+1dzdy
1/2Jo 4x? 1 Jo

1 2_y 4(4— 2 4 2 02 2 2-}’
f [ (4-y") +4y%+ dzdy+f f 2dzdy ~ 2.18703
172Jo 44-y% L

- (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el area de la superficie S: y+ x* + z2 = 4.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Solucién: La proyeccion sobre X Z esta limitada por el
circulo x? + z = 4 yla ecuacion de la superficie es

S: y=4—x2—z2.

Figura 6.1: Superficie S

Primera manera:
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f/ V1+y2+y2dA
DXZ

= 0
ff V1+4x2+4z2dA, cambio de variable: { . rcos
DXZ

z = rsenb,

As

w2 p2
f f V' 1+4r2cos20 +4r2sen6 r drdf
o Jo

w2 p2
= f f rvV1+4rdrd6
o Jo

2
T

3
2

fﬂfz (1+4r?)
0

12

Segunda manera: Podemos usar la parametrizacion r(y,0) = /4—ycos@ i+y j+./4— ysenf k con y€ [0,4]
y 0 € [0,m/2].

or Or
X_

/2 p4 T
— dydo = V17/14—ydydl = — (17V17-1).
ay “aa|| ™Y fo fo ydydf = o2 A7TVI7=1)

o],

Ejemplo 6.6
¥

Calcular el 4rea de la superficie S: y+ z =6 tal y como se ve en la figura (a).
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

2

z=4—=x

Z A

Solucién: Como S: y(x,z) = 6 — z, usamos la parametrizacion r(x,z) =xi+(6-2) j+z k sobre la regiéon D
definida por x € [0,v2] y 2<z<4- x?. Entonces y, =07y y, = —1. La proyeccién sobre D, se ve en la figura
(b).
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Ag = ff \/1+y§+y§dA

V2 p4—x?
f V2 dzdx
0 2

V2 8
f V22 -x¥)dx = =
0 3

Ejemplo 6.7 (Parametrizando con coordenadas esféricas y con coordenadas rectangulares).

Z
Calcular el 4rea de la superficie de la esfera S: x> + y* + z° = a°. ?

Solucién: Vamos a calcular de dos maneras, parametrizando con coorde-

=

P . 2 —
nadas esféricas y parametrizando con coordenadas rectangulares (mdas a

complicado). X%

Primera manera:Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S:r(0,p) =asen@cosf i+ asen@senf j+ acosp IAc, con (0,¢)€ D=[0,2x[x[0,7x]

0
o Cl (—asenf sen, acosf seng, 0)
% 2 X 7l a?sen
or 20 " oz|| ¢
[+ 30 = (acosf cosg, acosp senf, —asen )
%

or Or

2n pm
%0 x 39 dpdf = fo fo a*senpdpdd = 4a*m.

o]

Segunda manera:Coordenadas rectangulares. Usamos la parametrizacion r(x,y) = xi+y j++/a> — x> — y? k.
Solo vamos a calcular el drea de la parte superior de la esfera. El 4rea total la obtenemos multiplicando por dos.

X
Dy == Z—x2— )2 2152
= As=2|| \J1+2Z2+ ZdAzsz 1+ —————dA
y s f[p “x T ey D a—x?-y>?
02y = T
a-—xc—y

Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen en la


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

6.3 Area de una superficie. (nttp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematicay). 259

frontera del circulo (si r = a). La integral se calcula desde 0 hasta r =€ con 0 <€ < a. Al final hacemos € — a.
[ 2, .2
X+
AS = 2[/ 1+ % dA
D a-x°>—-y
2n e a
= Zf [ ———rdrd0 si ;e — a (integral impropia!)
o Jo vVa2-r2 & prop
27
= 2[ a’dl = 4a’n
0
€ a
@ DPara calcular f ———T dr hacemos u=a?-r?, du=-2rdr. Queda
0 as—r
1 (@< q avu s
—= —du=--—— =a*-ava’-e — a* si e— a.
2Je  vu 21/2|,
v/ F5+F2+F?
Nota: Observe que As también se pudo calcular con Ag = [ f T dA. En este caso F(x,y,z) =
D z

x? + y? + z? — a® = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccion es uno a uno con la superficie,
solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a polares, la integral queda igual al célculo
anterior.

m (Usando una parametrizacién de S).

Calcular el 4rea del cilindro x? + y* = a? de altura h, es decir zl
O<zs<h.

Solucién: Como ya vimos, la parametrizacion de esta superficie
es

r(@,z) =acosf i+ asenf j+z l::, 0,z)e D=10,27[x[0, h].

Luego,

@ rg=(—asenb, acosb,0)

@ r,=(0,0,1)
or Or
@x& = ||(acosBO,asend,0)|| = a.
Entonces, L
0 o 27
As:ff Rl dzd@zf f adzdf = 2hna.
pDl||00 0z o Jo
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Integral sobre una superficie.

Supongamos que tenemos una region plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de S (se supone
que el fluido puede atravesar la region). La cantidad de fluido es “densidad por volumen.” Si el flujo se mueve con
velocidad constante V, entonces durante un intervalo de tiempo At llenard un cuboide de base S y “extensién” (arista)
AtV. El volumen de este cuboide es “drea de la base” AS por “altura”, la altura h se calcula con la proyeccién de V
sobre el vector normal unitario a S, denotado N. Como se sabe, h = AtV - N, entonces

Vs=V-NASAt

Figura 6.2: El fluido sobre S ocupa un sélido cilindrico.

La masa del fluido es AM = pV - NASAt donde p es la densidad. La densidad del fluidoes F = pV y el flujo total es la
masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F- N AS kilogramos por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V (x, y, z) y densidad (masa por unidad
de volumen) p(x, y,z) en cada punto (x, y, z). El vector densidad de flujo

F(x,y,2)=V(x,y,2p(x,Y,2)

tiene la misma direccién que la velocidad y nos dice cudnta masa de fluido circula por el punto (x, y, z) en la direccién
de V(x, y, z), por unidad de areay de tiempo.

Para sugerir una definicién razonable de como medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada superficie

S en el tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u, v) en una region rectangular D. Sea N el vector
unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial fundamental,

ou Ov

or o
_ Ou O0v
"l
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Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de S en la unidad de tiempo y en la direccién de N, se des-compone
elrectdngulo D en m subrectangulos D1, Dy, ..., Dy,. Sean S1, Sy, ..., Si, 1as correspondientes porciones de superficie
en S. Llamamos AS; ala k—ésima porcién Si. Sila densidad p y la velocidad V' son constantes en Sy y Sk es
suficientemente plana, el fluido que atraviesa S en la unidad de tiempo ocupa un sélido cilindrico oblicuo con base
Sk v eje determinado por el vector velocidad V.

ﬁ A’U}g
ov
A’Uk% Dk
Aukel A’LLk @
, ou
{
Figura 6.3: El fluido sobre Sj ocupa un sélido cilindrico.
. or or . - e 1
Como el area de Si es ASy = E x ™ Aug Avy, el fluido sobre Si ocupa un sélido cilindrico de volumen (base por
u v
altura),
or oOr
ASypV-N=F-NAS; ZFN’ — x —||Au Avg
ou Ov

m
Esto sugiere que la suma ZF -N AS). puede ser una aproximaciéon aceptable de la masa total de fluido que atraviesa
k=1
Sk enla unidad de tiempo.

Si ponemos f(x,y,z) = F-N, tenemos la siguiente definicién (la notacién D significa D = interior(D) U D)

Definicion 6.3
Sea D un abierto medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u, v), de clase C! en D,

—_ X —

donde (u,v) € D, de modo que 3
v

>0 paratodo (u,v) € D, r esuna biyeccién entre D y S.

Sea f(x,y,2z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por
— x —

ffsf(x,y,Z)dSszDf(r(u,v)) T

Si §=5;U...US;; eslaunién finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que
forman parte de sus fronteras entonces,

fﬁg(x,y,z)dszszs g(x,y,2)dS

or Or dA
u
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@ Integral de superficie con coordenadas rectangulares.
Caso S: z=f(x,y)

Si S: z= f(x,y) con f declase C! sobre D, se puede parametrizar S con con r(x,y) = xi+y j+ f(x,¥) k
y entonces

/fsg(x,y,z)ds:/ng(x,y,f(x,y))\/Hf;?‘wafdA-

Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S: z=2z(x,y) 0 S: F(x,y,2) =0, con (x,y) € Dyy

(x, ,z)dSsz (x, v, 2(x, V) \/1+ 22 + 22 d A,
f[sgy nygy M/ %+ 2y

0, en “version implicita”,

F5+F5+F:
ff g(x,y,2)dS zf g8,y z(x, ) \| ——5——dA
S ny FZ

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=y(x,2) 0 S: F(x,),2) =0, con (x,2) € Dy,

W d8=ff ,¥(x,2),2)\/1+y2+y2dA
ffsg(xyz) szg(xy(xZ) 2) yi+y

0, en “version implicita”,

Fi+F+F:
f[g(xy,z)dS f/ g(x,y(x, 2),2) FZ ———dA

¢) Proyectandosobre Y.Z:Si S : x=x(),2) 0 S: F(x,y,2) =0, con (y,2) € Dy,

(x, ,z)dS:f (x(3,2),1,2) \/1+x2+x2dA
fj;g Y Dyzg »zhy y T Xz

0, en “version implicita”,

F+F5+F:
ff g(x,y,2) dS:f g8x(y,2),y,2)\| —————dA
S Dyz Fx
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Ejemplo 6.9
D | E—
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
x* z
Calcular la integral de superficie f f —2 dS con S la porciéon
1+4x

de la superficie z = 4 — x* limitada por el plano x +2y =4, como se
muestra en la figura

Solucion: En coordenadas rectangulares, /1 + z,zc + zf, =V1+4x2,

zZ+ x> 4— x?% + x> 2-x/2
———dS = ff V1+4x2dA = ff 4dydx = 12.
ﬂ;\/1+4x2 D V1+4x?

Ejemplo 6.10 (Integrando sobre Y 7).
D

Calcular la integral de superficie f f 2xyzdS con S la parte del plano y = x limitado por z = x? + y?, como se
S

muestra en la ﬁgura. @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 6.4: Superficie S

Solucioén: La superficie S solo se puede proyectar en los planos XZ oen Y Z. La curva C de la proyecciéon en
el plano Y Z se obtiene como la interseccién del plano y el paraboloide: C: y=xn z=x*+y?> = C: z=2)>.

Como proyectamosen Y Z, entonces S: x=yy./1+ xy + x2 = /2. Luego,
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2xyz dS [f 2xyz\/1+x3+x2dA
[J2x [ 2eyz\ 1o+ 22

1 p2y?
f / 2y*zV2dzdy = 4vV2/7
0 Jo

4 X
Calcular la integral de superficie f f zZ+2x+ B y dS con S laparte del plano 7 + % + Z =1 situada en el primer
S
octante.

Solucion: Como S: z=4-2x— 3 y entonces |/1+ z2 + z§ = v/61/3. Las variables de integracién son x e y asi
que debemos sustituir z en el integrando,

ffD(z+2x+4/3y)\/l+z§+z}2,dA

2 r3-3x/2 4 4 61
ff (4—2x——y+2x+—y)£dydx
0 Jo 3 3 3

2 r3-3x/2 61
f f 4gdydx:4\/61.
0 Jo

ffz+2x+4/3yd$
S

1
Seaa>0yseal= f/ o dS con S el cilindro x? + y? = a? limitado por los planos z=0y z=h > 0.
sat+z

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares, S: x = /a? — y2.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

6.4 Integral sobre una superficie. (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 265

b.) Calcular I usando la parametrizacién S; : r(0,z) = acosf i+ asenf j+z k, 0,2)e D=[-n/2,7/2] x
[0, A].

Solucién:

a
a.) Proyectando sobre Y Z, S:x=\/a2—y2. Enestecaso,,/1+xf,+x§:\/?
a=y
1 1 a
—dS = ff dydz
\[LCIZ‘FZZ D612+Zz,/a2_y2 J

dz (laprimera integral es impropia),

a a L |
— = 4 -
— /aZ_yZ y/(; a?+ z2

a—e 1 z
- —arctan (—)
—a+e a a

b/ Ty 1 h
hm aarcsen( ) :(a—+a—)—arctan —1.
a 2)a a

€—

b.) En este caso, esta es la manera ficil. Usando la parametrizaciéon uno-uno

r0,z) = acosO i+asend j+z k, (0,2)€ D=[-n/2,7/2] x [0, h].

@ 1y =(—asenb, acosb, 0)

@ ,=(0,0,1)
or 0
’ éxa—; = ||(acosB,asenB,0)|| = a
1 1 or ar /2 h
—— _ds = dzd = dzdf = t
ffsa2+z2 ff 2+ 22|00 " 8z|| %* fpllzf @22 " narcan(a)

Note que usando esta parametrizacién no tenemos problemas de singularidades.
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Ejemplo 6.13 (Usando coordenadas esféricas).
g =

Considere la integral de superficie I = f InzdS con S
S1

el casquete de esfera x>+ y? +z2 =1, $<z=<1.

a.) Calcular I usando la parametrizacién (coordenadas esféricas)
S1: 1r(0,9) = (seng cosh, sengsend, cosp), con (0,¢) € [0,27[x[0,7/3].
b.) Calcular I usando la parametrizacién
S1:1(z,0) = \/ﬁcost 1+ \/ﬁsentj+z k con % <z<1ly 0€l0,2mx].

c.) Calcular I usando coordenadas rectangulares
Solucioén:

a.) Vamos a usar una parametrizacién del casquete de la esfera basada en coordenadas esféricas. Observe que
los pardmetros son 8 y ¢. En este caso, p = 1.

X = seng cosf
= 0
17 sehgseny r6, ) = (seng cosh, sengsend, cosgp), con (6,¢)€ [0,2n[x[0,7/3].
z = cosg

El valor ¢ = /3 se obtiene de resolver z=1-cos¢ = % Luego,

@ rg=(—sinf sing,cosO sing,0)

@ 1y =(cosf cosy,cosy sinb, —sing)
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Las variables de integracién son ¢ y 6, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver la
integral se hace la sustitucién u = cos ¢,

ar or

20 6 =sen@ >0 en [0,7/3],

2n /3 2w pcosm/3
ff InzdS = f f In(cosp)senp dpdl = —f f In(u)dudl =7 (In2 - 1)
S o Jo o J1

b.) Como S: x*+y?=1-2%, con 1 <z<1; podemos parametrizar el casquete como

A 1
r(z,0) =V1-2z2cost i+V1-z%sent j+z k con Eszsl y 6€[0,2n].

or
0z

En este caso las variables de integracion son z y 8 asi que no hay nada que sustituir en la integral,

||( V1-z2cost, —V1-z2sent, —z)H_l

2n 1l
f lnzdS:f In(z)-1dzdf = =7 (In2 - 1)
S o Jin2

c.) En coordenadas rectangulares S: z=4/1—x?—y?, con z € [1/2,1]. Entonces la proyeccion sobre el plano
XY esté entre las circunferencias x? + y?> = 3/4 y x* + y? = 1. Las variables de integracién son x e y asi
que debemos sustituir z en el integrando,

/Slnzds fDln(z)\/1+z§+z§dA

+
ff log( 1—x2- ) 1+ ——— x° 3 y dA (pasamos a polares),
\/ 1—x2—y>2

2n prl r
log(V1-1r2)
b LoV =

drdf (usamos la sustitucién u? =1-r?),

7 (In2 -1) (laintegral es impropia, se calcula con u — 0).
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icios E

Ejerc

6.1 Determine el drea de la superficie S de ecua-
cién z = x% + y* que se encuentra limitada por los
planos z=4, z=1, y=x yelplano y=0, taly

— 2
como se muestra en la figura z=a’+y°

X

6.2 Sea S la superficie del cono z? = x? + y*> compren-
dida entre z =0 y z = 1. Usando integral de superficie,

calcular el drea de la superficie S.

6.3 Calcule f f x> -2y +zdS donde S es la superficie
S
de la figura.

6.4 SeaF(x,y,2) =(xy, x, z+1) ysea S laporcién de superficie
de ecuacion z = 4 — y? limitada por las superficies z=3, x =4,

z=0y x =y, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Calcular ff 2xy+z+1dS
S

“d
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6.5 Lasuperficie S es el trozo del cilindro z - x? =0 que
estd limitado por los planos y =0, y=xy z2=4, en el
primer octante. La Superficie S se muestra en la figura
que sigue. Calcule el 4rea de S.

6.6 Determine el drea de la superficie S de ecuacién z = x?+ y?
que se encuentra limitada por los planos z=1, z=3, y=x yel
plano x =0, tal y como se muestra en la figura.

6.7 Calcule la integral de superficie f f (x*+y*+2)dS
S

donde S es la superficie de ecuacién z = 9 — x? — 2, limi-
tada por el plano z = 0 tal y como se muestra en la figura
ala derecha.
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6.8 Sea Q el s6lido que se muestra en la figura a la
derecha y sea S la frontera de Q, es decir, S = 9Q.

Calcule fF-NdS donde F(x,y, z) = (x> +senz, x*y +

S
cos z,tan(x2 + yz))

6.9 Calcule el area de la superficie S tal y como se mues-
tra en la figura a la derecha.

6.10 Calcule el 4rea de la superficie S tal y como se mues-
tra en la figura a la derecha.
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Campos escalares y campos vectoriales.

Definicién 6.4

Sea U <R" un conjunto abierto. Una aplicacién f:U — R se denomina campo escalar o funcién escalar.

Una funcién f:U — R" se denomina campo vectorial.

Ejemplo 6.14 (Representacién gréfica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x, y) el respectivo vector F(x, y) (se
traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto quede en el medio
del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la representacion grafica se hace
anclando el vector de esta segunda manera y escalando el tamafo de los vectores de tal manera que unos no se
sobrepongan sobre los otros, para tener una mejor vizualizacién de la direccién de “flujo” del campo vectorial.
Asilo hace el software (como Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(x, y) = (—y, x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados en el
punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se hace la
representacion gréafica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

b.)

Figura 6.5: F(cos(m/4), sen(r/4))

~
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c.) Escalamiento
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@ Representacion gréafica del campo vectorial F(x,y) =
(2x, 2y) sobre la circunferencia x> + y* = 1. Observe que
si z= x?+ y? entonces F(x,y) = Vz, por eso los vecto-
res son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de
nivel z=1). #

Figura 6.6: F sobre x*>+ y° =1.

@ Representacion grafica, sobre la circunferencia x%+ y? = 1, del
campo vectorial F(x,y) = (=¥, x).

@ Sea S la superficie de ecuacién z = —x? — y? + 1. En la figura de abajo se presenta parte de la representacion
gréfica, sobre S, de los campos vectoriales
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Figura 6.7: F(x z)—M Vv V4
gura 6.7: F1 (x, y, T3 /AR 42+ 1 Figura 6.8: F(x,y,2) = (-yV1-2, xV1-z,0)

Integral de flujo.

Si F esla densidad de flujo de una corriente de fluidoy N es el vector unitario normal a S definido por

arxar

_ O0u Ov
N_‘ or arH'

_X_

ou o0v

entonces la masa total de fluido que pasa por S por unidad de tiempo en la direccién de N es

arxar
NdS = _O0u_ v _[|or or _ff or or
fst NdS—ffDF(r(u,v)) Ha_rxﬂH'auxaV dA = DF(r(u,v)) auxavdA
ou Ov

Caso z= f(x,)

Como consecuencia tenemos que si S: z = f(x,y) con f de clase C! sobre D, se puede parametrizar S con
r(x,y)=xi+y j+f(xy) k y entonces

ffF-NdSsz F(x,y,2) (= fx, —fy,DdA
S Dyy

Orientacion. Nuestra expresion para el flujo total lleva implicita la escongencia de uno de los dos vectores normales

unitarios. Escoger un vector unitario para laregién S es equivalente a “orientar” la regién (como veremos m4é adelante).
Esta escogencia de N decide el signo de F-N.
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or or

— X —
Enlo que sigue, siempre vamos a escoger N = %
53]

2
&

F-N>0 F.-N<O0

Figura 6.9: Orientar S con N

Integral de Flujo—Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY:Si S: z=2z(x,y) 0 S: G(x,y,2) =0, con (x,y) € Dyy

ffF'NdS:[f F(x,yyz(x)y))'(_ZX)_zyv]-)dAy
s Dy,

0, en “version implicita”,

1
ffF-NdS _ ff F(x,y,2(x,)) Gy, Gy, G;) — dA
S Dy Gz

b) Proyectando sobre X7:Si S : y=y(x,2) 0 S : G(x,¥,2) =0, con (x,2) € Dy,

f[F-NdS:ff F(x,y(x,2),2) - (=yx, 1,-y)dA
S DXZ

0, en “version implicita”,

1
/fFNdS:f F(X,J/(xyz)yz)'(Gx» Gyr GZ)_dA
s Dy Gy

¢) Proyectandosobre Y.Z:Si S : x=x(y,2) 0 S: G(x,y,2) =0, con (y,2) € Dy,

ffFNdS:ff F(X(y,Z),y,Z)'(L‘xy,—xz)dA
S Dy,

0, en “version implicita”,
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1
ffFNdS:ff F(X(yyz)vy:z)'(erGy)GZ)_dA
S Dy, Gy

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Calcular ffFNdS si F(x,y,2) = (z+1) k y S esla
S

superficie z=2+y con x*+ y* =1.

Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon z = 2 + y.
Dyy es el circulo de radio 1. Entonces,

|J.F-nas

ff 0,0,z+1) - (—2zx, —2y,1) dA
D,y

ff 0,0,2+y+1)-(0,-1,1)dA
Dyy

f y+3dA
Dyy

2n 1l
f f B3+ rsen@)rdrdo
o Jo

f2”6+sen(0) P
= )
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6.6 Integral de flujo. (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematical/).

2
Sea F(x,y,2z) = (0,,0) y S el cilindro z =2 - x?, desde

y =0 hasta y =2, como se ve en la figura.

Calcular f/F-NdS
S

Solucién: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
supetficie S, asi que la integral de flujo deberia ser 0.

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyeccién sobre YZ es un rectdngulo. Sea

S:G(x,y,2)=0con G(x,y,2) =z—-2+ x? Entonces,

VG 2 312 1 2 312
ffF-NdS=ff F-—dA=f f (0,y,0)-(x,0,1)—dzdy=f f 0dzdy = 0
S D, Gy 0 Jo x 0 Jo

Calcular f f F-NdSsi F(x,y,2z) =(x,yz,xy) y S el cilindro de
S

ecuacién y =4 — x? limitado por el plano x + z = 2, tal y como
se muestra en la figura de la derecha.

Solucién: La superficie S tiene ecuacion G(x,y,z) = 0
con G(x,y,2) = y+ x> + 4. La proyecciéon de S sobre el plano
XZ esun tridngulo.
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[[7-vas

VG
ff (x,yz,xy)'G—dA donde S:G(x,y,z)=y+x2+4:0.
Dy, Y

ff (x,yz,xy)-(2x,1,0)d A

2 p2-x
f f 2x*+yzdzdx
0 Jo

2 r2—x 112
f f 2x°+(4—-xP)zdzdx = ==
0 Jo 15

Ejemplo 6.21
D

Calcular ffF-NdS si F(x,y,2) =4xzi +yz3 j+ z° k y
S

S eslasuperficie z2 + y? +x’ =4 entre z=1y z=2.

Solucioén: La superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) =0

con G(x,y,2) = x* + y* + 2> — 4. La proyeccion Dyy es el
circulo x% + y2 = 3. Entonces,

|].F-as

VG
ff (4xz,yz3,zz)-—dA
Dyy Gz
3.2 (XY
ffny(4xz,yz ,2%) (Z,Z,l) dA

ff 4x* +y? 2 + 22 dA
Dyy

/f A+ YA —x* -y ) +4—-x*—y*dA
Dy,

1 w2 V3
= 5[ f @B+6r2—r*+rtcos20)rdrdo
0 0

21w
o
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icios E

Ejerc

6.11 Calcule I = ffF-NdS donde F es el campo vec-
s

torial dado por F(x,y,z2)=yi—x j+ 8z k y S la parte
de la esfera de ecuacién x? + y* + z> = 9 que se encuen-
tra dentro del cilindro x? + y? = 4, como se observa en la
figura.

6.12 Sea F(x,y,2) = xy* i+x%y j+y k. Sea S esla su-

perficie dada por S = S, U S, U S. donde S,, Sy, S; son

las tres superficies frontera del sélido Q limitado por

x*+y?=1,z=1y z= -1 como se ve en la figura. Calcule

f f F-NdS donde N es el vector normal unitario exterior
S

a Q.

6.13 SeaF(x,y,2) =xi+y j+z EyE es la superficie
de ecuacién z=1+x?>+y?, con 1< z<3,talycomo se

muestra en la figura. Calcular f f F-NdsS.
E
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6.14 Sea F(x,y,z) = (0, x+ y, z). Calcule la integral de
superficie f f F-NdS, donde S es el trozo de cilindro de
S

ecuacion z = 1 — (x — 2)° que estd limitado por los planos
y=0,y=3,z=1y z =2 tal y como se muestra en la
figura.

6.15 Sea S la superficie de ecuacién z = x> + y? que se
encuentra limitada por los planos z=1, z=3, y=x yel
plano x =0, tal y como se muestra en la figura. Calcule

ffF-NdS siF(x,y,2) = (x, y, 2)
S

6.16 Sea F(x,y,2) = (xy, x, z+1) ysea S la porcién de
superficie de ecuacion z = 4 — y? limitada por las superfi-
cies z=3, x=4, z=0y x =y, tal y como se muestra en

la figura de la derecha. Calcular f f F-NdsS.
N

6.7 Superficies orientables.

Sea S una superficie y r(u, v) una parametrizacién de S. Los vectores normales a S, en (u, v), puede escogerse entre
los dos vectores unitarios opuestos

ar or
N =2 882



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

6.7 Superficies orientables. (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Caso S: z= f(x,y)

Enelcasodeque S: z= f(x,y), sir(x,y)=xi+y j+ f(x,y) k y entonces
(_fJC)_fy’l) (_fJCr_fyyl)

———_ y N-(x,)) = - ———"—
VI +1 VIRl

N.(x,y) =

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la superficie. Este
hecho se usa para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un signo para N, una cara de la
superficie es caracterizado N yla otra cara por —N. Como N depende de la parametrizacion r, es estdla que al finy
al cabo orienta la superficie.

En el caso de una esfera, cada vector N, (x, y) (con signo positivo) apunta al exteriory el cada vector N_(x, y) apunta
al interior

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

22 b2 2 =17

Ny (w0,90)

T2,Y2)

Ny (22,92)

Definicién 6.5
Si en cada punto (x, y,z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario N(x, y, z) de tal manera
que como funcién, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que S es orientable.

Como deciamos, la definicién supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determinado por la
funcién continua N(x, y, z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Hay superficies de una sola cara, como la banda de Mé-
bius, que no son orientables. En la figura que sigue tene-
mos una banda de Moébius. Note que la escogencia de N
no orienta la banda, es decir, si escogemos uno de los N,
la presencia de estos vectores N “arriba” y “abajo” de la
banda, muestran que hay una sola cara.

En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N.. No siempre
este es el vector que se elige para los cdlculos. Algunos teoremas requieren superficies orientadas con vectores
normales unitarios hacia el exterior.

Convenio para supefrficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si N apunta hacia afuera,
esta es “la orientacion positiva”y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacién negativa’”.

Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(x, y,z) = (B, Q, R) continuamente diferenciable, a través de
la frontera S = 8Q de un sélido simple Q, en la direccién del vector normal unitario exterior a 6Q. El flujo total se
puede separar entre el flujo que entra al sélido y el flujo que sale, en cada cara del sélido el flujo podria ser distinto.

En un caso sencillo, se toma un cubo Q centrado en (a, b, c) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el flujo sobre
S =0Q requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.

S:aQ N:(0,0,l)

F

F(a+A1’/2a,b,C)

| Az

En la cara que contiene al punto (a+Ax/2, b, c) (punto rojo en la figura anterior) la estimacion del flujo total Ft,, seria

Ftyy =F(a+Ax/2,b,¢c)-(1,0,00AyAz=P(a+Ax/2,b,c)AyAz

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a—Ax/2, b, c) la estimacion del flujo total Ft,_seria

Ft,_=F(a+Ax/2,b,c)-(-1,0,00)AyAz=—-P(a—Ax/2,b,c)AyAz

Luego el flujo total estimado en ambas caras seria,
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opP
Ftyy+Fty = [Pla+Ax/2,b,c) — Pla—Ax/2,b,0)]AyAz = 0_(
X

a,b,c)AxAyAz si Ax=0
De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y =0y z=0 seria

. 0Q OR )
aproximadamente a—(a, b,c)AV'y a—(a, b, c)AV, respectivamente.
¥ z

Asi, el flujo total a través de S = dQ con vector normal exterior, seria aproximadamente

AV

(ap 4Q aR)
(a,b,c)

a+6y+&

Asi, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequena caja de centro (a,b,c) es un escalamiento del

oP 0 OR
volumen, el factor de escalamiento P + O_Q + e evaluado en el centro, se llama divergencia.
X ¥ z

Definicién 6.6
La divergencia del campo vectorial F = (P, Q, R) es el campo escalar

0P 3Q OR

DivF = — + ==
v 0x 0y Oz

Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si Q; es una caja de didmetro pequefio, entonces

DivFAV szf DivF dV

Pero como DivF AV es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de Q;, en la direccién del vector normal

exterior, entonces
fff DideVz/f F-NdA
i 0Q;

La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.
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Teorema 6.1 ((Teorema de la Divergencia).

Sea Q un soélido limitado por una superficie orientable S y sea N el vector normal unitario siempre exterior a
Q. Si F esun campo vectorial de clase C! sobre Q entonces

([ pwray - [ 7-was

donde DivF = P, +Qy + R; si F=(PQ,R).

Calcular ffF-NdS si F(x,y,2) = (z+1) k, S esla
S

frontera del sélido Q limitado por el cilindro x? + y? = 1,
elplano z=2+y y z2=0, como se ve en la figura, y N es
el vector unitario siempre exterior a Q.

Solucién: En vez de calcular la integral sobre cada una de
las tres superficies que conforman la frontera de Q (ver
los ejemplos 6.6, 6.6 y 6.19), usamos el teorema de la
divergencia.

@ F(x,y,2)=(0,0,z+1) yDivF=0+0+1=1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilindricas, tenemos

fj;F-NdS ffoDideV

2+y
f f f 1dzdA (la cantidad de flujo coincide con el volumen de Q!)
DJo

2n p1 p2+rsenf
f f f lrdzdrdf = 2n
0 0 JO
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La importancia de que N se exterior a Q. Consideremos los ejemplos 6.6, 6.6 y 6.19. El célculo de la integral de flujo
se hizo siempre con N = (- fy, —f, 1). Pero este vector no siempre es exterior a Q. En el caso de la superficie S,

(figura siguiente), este vector no es exteriory f f F-NdS=m.
Sa

&\
3 Y - =

N Z
N /
e 4/
e S, =Y
*X

Sa Sp

ElresultadoesffF-NdS:ff F-(—N)d8+f F-Nd5+ff F'NdS=—7I+37'[+0=fff DivF dV =2n
S Sa Sp Se Q

Calcular f/F-NdS si F(x,),2) =x i+y j+z k y S esla frontera
S

del sé6lido Q comprendido entre las superficies z = 10 — x> — y* y
z=2+x?>+y% v N es el vector normal unitario siempre exterior a Q.

Solucién: Podemos usar el teorema de la divergencia.
@F(x,y,2)=(x,52) yDivF=1+1+1=3.
@ La proyeccidn del sélido sobre el plano xy es un circulo de radio 2

pues
z=10—xz—y2 N z=2+x2+y2 = 4:x2+y2.

Usando coordenadas cilindricas obtenemos,

[[7-was = [[[ oiray
N Q

10—x2—y?
[ sazan
D J2+x%+y?

2n 2 p10-71?
f f f 3rdzdrd6 = 48n
0 0 J2+r2
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Calcular [fF-NdS si F(x,y,2) = ycosx i+%yzsenx j+z k

S
y S eslafrontera del sélido Q comprendido entre las superficies
z=1+y, x>+y*=1y z=0, y N es el vector normal unitario
siempre exterior a Q.

Solucién: Podemos usar el teorema de la divergencia. La
proyeccién del sélido sobre el plano XY es un circulo
X2+ y2 =1l

@ DivF =—-ysenx+ ysenx+1=1.

[[#was = [[[owrav
([ 1razan

Sea Q el sdlido limitado por las superficies
Sa : z=sen(xy), Sp : x:%ySC Ty=x.

Sea S la frontera del s6lido Q y N es el vector normal
unitario y exterior a Q.

3
Calcule ff F-NdSsiF= (%, z, yx).
S1

Solucién: Podemos usar el teorema de la divergencia. La
proyeccién del s6lido sobre el plano XY es el tridngulo
Osx=nm/2y0=y=x.

@ DivF = x?

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

2n pl pl+rsend 2n pl
f [ f rdzdrdf = f f (Q+rsen@)rdrdf = n
o Jo Jo o Jo

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
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jos ﬁ

jercic

E

[[#was = [[[owrav

% x psen(xy)
f f f x*dzdydx
0 0 JO

L nx
fzf x? sen(xy)dydx
o Jo

|~

fi x—xcos(xz) dx =
0

(Jrz —4sen (

%)

6.17 Consideremos el campo de fuerzas F con

F(x,y,2) = (x+sen(y)) i+(n(xz)—y) j+(2z+arctan(xy)) k

Calcule la integral de superficie f f F-NdS donde Sesla

frontera del s6lido Q, el cual se muestra en la figura a la
derechay N es el vector normal unitario siempre exterior

a Q.

6.18 Use el teorema de la divergencia para calcular
f f F-NdS donde S es la frontera del sélido Q, limita-
S

do por la superficie z = x*> + y? +5 y el plano z = 10, tal
y como se muestra en la figura a la derecha, F(x,y,z) =
2xi+y j+z k y N es el vector normal unitario exterior

aQ.

Solido  Q
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6.19 Calcule ffF-NdS Si
S

F(x,y,2) :xy2 i+x2y j+y IAc,

y S es la superficie dada por S = S, U S, U S, donde
Sa, Sy, Sc son las tres superficies frontera del s6lido Q
limitado por x>+ y*=1,z=1y z=-1 como se ve en la
figura, ademdés N es el vector normal unitario siempre
exterior a Q.

6.20 Sea E la frontera del s6lido Q limitado por la esfera
x*+y*>+ 2% =2 yel cono 222 = y* + x?, tal y como se

muestra en la figura.
2

Si F(x,y,z) = xz 1+ xarctan(xz) j+ z l::, calcular

f f F-NdS si N es el vector normal unitario siempre
E
exterior a Q.

6.21 Sea Q el s6lido que se muestra en la figura a la de-
rechaysea S la frontera de Q, es decir, S =0Q. Calcule

fF-NdS donde
S

F(x,y, 2) = (x> +senz, x>y + cosz, tan(x* + %))

y N es el vector normal unitario siempre exterior a Q.

6.22 SeaF(x,y,z) =3yi—xzj+ yzk, S esla frontera del
sélido Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector
normal exterior a Q.

a.) Calcule f f F - N dS sin usar el Teorema de la Diver-
S

gencia.
b.) Calcule f f F-NdS usando el teorema de la Diver-
S

gencia.
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6.23 SeaF(x,y,2) = (2> +2)k, S eslafrontera del sélido
Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector
normal exterior a Q.

a.) Calcule [ f F-NdS sin usar el Teorema de la Diver-
gencia. )

b.) Calcule f f F-NdS usando el teorema de la Diver-
gencia. )

b 21642
Q Vi §=0Q
| | 1 L Y
2y=6—x
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Curvas y parametrizaciones.

Longitud de una curva.

Integral de linea para campos escalares.
(x)Longitud de arco en coordenadas pola-
res.

Integral de linea de campos vectoriales.
Trabajo.

Campos conservativos. Independencia
de la trayectoria.

Teorema de Green (en el plano).

Area como una integral de linea.
Teorema de Stokes (Teorema de Green en

el espacio). . ..’
> ..,‘i
Y SR 7 _ |nidaiy) delinedt

7.1 Curvas y parametrizaciones.

Definicion 7.1
Consideremos la funcién vectorial continua r : [a, b] — R con r(f) = (x1(¢), X2(1), ..., X, (). La representacion
gréafica de r se dice que es la curva C determinada por r y que une los puntos A=r(a) y B=r(b).

@ Si r(a) =r(b), la curva se dice cerrada.

@ Si r es inyectiva en [a, b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en ]a, b], la curva se dice
cerrada simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan.

@A r le llamamos una parametrizacion de C.

ﬂw@

Curva Curva simple Curva cerrada Curva cerrada simple

Figura 7.1: Curvas



7.1 Curvas y parametrizaciones.

La derivada de r se define de la manera usual

r(t+h)—r(

p = (X} (0), X5 (1), .0 X3, (1))

r'(t) = lim
h=0

Ejemplo 7.1
D

Consideremos la curva C parametrizada por r(t)=ti+@—-1) j+ (@ —(t— 1)%) focon te [0,3].
@ A=r(0) = (0,4-0,4—-(0-1> = (0,4,3) yB=r(3) = 3,4-3,4-(3-1)?) = (3,1,0).

@ r')=1-1j+-2(t-1) k. En particular, 7’'(1) = (1,—1,0). En la figura se representa la traslacion de este

vector velocidad al punto P =r(1).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

X_/ B=r(3)

Figura 7.2: Curvas

Curvas regulares. Sea r(t) una parametrizacién de una curva C en el plano o en el espacio. El pardmetro ¢ podria
ser tiempo, dngulo, longitud de arco, coordenada x, etc. Decimos que la curva C es regular o suave’en [a, b) si r'(t)

es continua en [a, b] y r'(t) # 0 para todo ¢ € [a, b] (es decir las componentes de r no se anulan simultineamente).
También decimos que una curva C es regular a trozos en [a, b] si es regular en cada subintervalo de alguna particién

finita de [a, b].
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Figura 7.3: Curva regular a trozos

@ En R? escribimos r(f) = (x(1),y(1)) otambién r(t) = x(t) T+ y(¢) j, con t€ [a,b]
@ En R3 escribimos r(f) = (x(£), y(£), z(£)) o también r(¢) = x(¢) T + y(£) j + z(¢) k, con t € [a, b]

@ Una funcién vectorial es de clase C! si las derivadas de sus componentes son continuas.

Ejemplo 7.2 (Curvas Orientadas).

Consideremos las curvas C; y Co

Y
4t B ol B
01 C’2

&)
[S)
h
t

(t,t?)

o

! i 2 1 ‘.
X X

Figura 7.4: Curvas C; y C,.

Ambas curvas tienen ecuacién, en coordenadas rectangulares, y = x*> con x € [-1,2]. Pero C; inicia en
A=(-1,1) ytermina en B = (2,4); mientras que C» inicia en B y termina en A.

Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientacion.
@ Una parametrizacién de C; es (tomando a x = ¢ como parametro),

_ _ 2 a2 _ ~ IIN _
r(f)=(x(), y()=(Ct , t°) otambién r(f)=_¢t T+ ¢t j con te[-1,2].
x(®)  y() x(1) y(0)

Observe que
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r(=1) = (x(=1), y-1) = (-1, (-D*) = A
y
r2) = (2,24 =B.

@ Como C; es C; con la otra orientacién, entonces podemos parametrizar C, con ri(t) = r(a+b—1t), de
estamanera r(f) = r(-1+2-0)=r(1-1)

rnO=x0-n,yd-1=0-t0- f)?) otambién ri()=1-1 T+ (1-01)? j con te[-1,2].
x(1) ()

Observeque r;(—1) = By ri(2) = A.

(Cambio de orientacion).

si r(#) es una parametrizacion con f € [a, b], entonces una parametrizacién que invierte la orientacién es
ri(t) = r(a+b—1t) con te [a,b]

(Curvas r =g(®)).

Sila curva C tiene ecuacion r = g() entonces una parametrizacion es r(#) = (g(t) cost, g(#)sent).

(Parametrizar una elipse contra-reloj).

(x-h? (y-k?
a? * b?

Una elipse de ecuacién =1 se puede parametrizar con

r(t)=(h+acost) i+ (k+bsent) j con fe [0,27].

En este caso no se toma en cuenta la orientacién de la curva aunque esta parametrizacién corresponde a una
orientaciéon contra-reloj.
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Ejemplo 7.3
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

C

Sea C la curva de ecuacién (x—1)% + (y— 2)2=16; z=3.Se
trata de una circunferencia, es decir, un caso particular de
elipse. Una parametrizacion es

14-__ 7 Y
r()=(1+4cos(t) i+ (2+4sen(t) j+3 lAc, te [0,27] X/

Figura 7.5: Curva C.

Segmentos de recta. Sean A, B € R3. El segmento de recta que va de A hasta B se puede parametrizar con

r()=A+ t(B—A) con te[0,1].

El punto inicial es r(0) = A+0-(B—A) = A; el punto finales r(1) = A+1-(B—A) = B y el punto medio es

1 A+B
r(1/2) :A+E-(B—A) =

Ejemplo 7.4
D B

El segmento C; quevade A= (1,2,0) hasta B=(2,1,2)
se puede parametrizar con

r(t) = A+ t(B-A)
(1+¢,2—1t,2t) con te [0,1].
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Ejemplo 7.5

Considere la curva C = C; + C, + C3. Parametrizar C.

Solucion:
@ C; esunsegmento de recta sobre el eje Y por tanto
x(t) =0y z(#) =0. Una parametrizacion es

ri()=(0, t, 0) con te€ [0,3].

@ C, esun cuarto de circunferencia de radio 3, en el
plano Y Z. Lo podemos parametrizar con

r2(t) = (0, 3cost, 3sent) con te [0,7m/2].

@ C3 esunsegmento de recta que vade (2,1,2) hasta
(0,0,3). Podemos parametrizar con

r3(1) (2,1,2) +1[(0,0,3) - (2,1,2)]

2-2t,1—-t,2+2t) con te[0,1]

Considere la curva C de interseccién entre el plano
2x—-2y+z=2yelcilindro y? + z2 = 4. Determine una
parametrizacion para C.

Solucién: Los puntos de C son puntos (x(f), y(1),z(t)) en  2x—2y+z= 2
donde y(#) y z(t) estdn en la circunferencia y? + z% = 4,
es decir, podemos poner y(t) =2costy z(t) =2sent.

(0,2cost, 2sent)

> (14+2cost — sent,2cost, 2sent)

Como x(t) estd en el plano 2x -2y + z = 2, despe-
jando: x(t) =1—-z(#)/2+ y(t), ahora podemos escribir

C:r(t)=(0+2cost—sent, 2cost, 2sent) con te€ [0,7m/2]

Observe que r(0) = (3,2, 0) y r(m/2) = (0, 0, 2).
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Ejemplo 7.7
D E—

Considere la curva C de interseccién entre el cilindro
x?+y?=1yelplano z =2 - x. Parametrizar C.

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C.
Veamos dos maneras.

@ Primera manera: Los puntos de C son puntos
(x(1), y(1), z(t)) con x(t) y y(t) sobre la circunfe-
rencia x? + y?> = 1, por lo tanto podemos poner
x(t)=cost y y(t)=sent. Como z(t) esti en el
plano z = 2 — x, entonces z(f) = 2 — x(#). Una
parametrizacion podria ser

C: r(t) = (cost, sent, 2—cost) con te€ [0,m/2]

Observe que r(0) = (1,0,1) yque r(/2) =(0,1,2).

@ Segunda manera: Ver los puntos de C con x(t) y z(t) sobre larecta z=2-xy y(t) en el el cilindro
x% + y? = 1. Una parametrizacién se podria obtener tomando a x = t como paramétro:

—-C:r() = (t, V1-1%,2-1) con te€[0,1]

La parametrizacién invierte la orientacion, eso lo indicamos con "—C".

7.1 Determine una parametrizacion para cada una de las siguientes curvas.

jos E

a.) b.)

YA

(x—12+y*=1

(@}

jercic

E

—
N
>
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plano y=2x (1,2,0)

Longitud de una curva.

Consideremos una curva C regular y simple, parametrizada por r en [a, b]. Para calcular la longitud de C, la idea es
partir el intervalo [a, b] en n partes [a, f1] U [f1, f2] U...U [£,-1, D] y considerar una linea poligonal inscrita en C, como

se muestra en la figura.

Figura 7.6: Longitud de arco como una integral de Riemann.
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Lalongitud de la curva (“rectificable”) se define como el limite al cual tiende la suma de las longitudes de los segmentos
de la linea poligonal cuando ||P|| = Méax(t;—; — t;) — 0 si n — oo, es decir

n
s= ’}ilgo;|lr(ti) —r(ti-1)ll

Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner ||r(t;) —r(t;-1)I| = [Ir' (&) (t; — ti—1)|l con &; €]1t, ti-1[y
concluir

n b
lim an’(éimm:f Ir' (0)lld
n—»ool.:1 a

Definicion 7.2 (Longitud de una curva).

Sea C regular, simple y parametrizada por r(t), f € [a, b]. Si ds=||r'(t)||dt, entonces la longitud (de arco) de C

es b
szfl-dszf I ()llde
C a

Ademaés, la longitud de arco no depende de la parametrizacién de C (ni, por tanto, de la orientacién).

Sea C parametrizada por r(t) con t € [a, b].

Caso C: r()=x(0) i+ y(0) j

Sir(t)=x()1+y(t) jcon te [a,b] entonces

b b
s= [ as= [irwnac= [ /worspmzar
(o} a a

Caso C: y=f(x)

Si y = f(x) entonces tomando x = ¢ tenemos
b
s= ||r’(t)||dt:f 1+ (f'(x)?dx
J e

Caso C: r(t)=x(0)i+y@) j+z(0) k

Si r(f) =x(t) i+ y(t) j+z(t) k con € [a,b] entonces

b b
s= [ as= [Cirwnac= [ \/wor+ oz @ora
C a a
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Ejemplo 7.8

jos E

Calcular la longitud de la circunferencia de un circulo de radio a.
Solucioén: La circunferencia C se puede parametrizar con

C: r(t)=acos(t) i+asen(t) j con te [0,2n].
—_—— ———
x(1) y(1)

r'(t) = —asen(t) i+ acos(t)
—_—— ———r
x'(8) y'(0)

b 27 21
s:[ ds :f Ir' (B)|dt = \/(asent)2+(acost)2dt:f adt=2an
C a 0 0

Calcular la longitud de la la hélice x(t) =2cos(?), y(t) =2sen(t), z(t) =t/4 con t € [0,27n].
Solucién:

r(t) = 2cos(t) T + 2sen(t) j + t/4 k con te [0,27].
—— N—— N~
x(1) y(0) z(1)
r'(t) = —2sen(t) T + 2cos(?) j + 1/4 k
N— — N— — ~—~
x'(2) Y (1) Z'(1)

b
fds=f Ilr' (o)lldt
C a

21 1
f \/4sen2(t)+4cosz(t)+—dt
0 16

2 [65 65
—dt =2m\/ —.
0 16 16

7.2 Calcular lalongitud dela curva C: y=vx3, x€ [0,44]
2
7.3 Calcularlalongitud delacurva C: x= g(y— 1)3/2, yell, 4.

7.4 Calcular lalongitud dela curva C: y? = (2x—1)3, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva tiene dos ramas).

jercic

E
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7.5 Calcular la longitud dela curva C: y =log(secx), x € [0, /4]

3

1
7.6 Calcularlalongitud delacurva C: y= % + o x€[1,2]

7.7 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas,

a.) b.)
Z
7T

Integral de linea para campos escalares.
Masa de un alambre. Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varia continuamente y tiene valor p(x)

gramos por centimetro en el punto x sobre C.

Para estimar la masa total sobre C, hacemos una particién de C: {r(t),r(t1),...,7(tx+1)} donde r es una parametriza-
cién de C.

Si As; =||r(ti+1) —r(¢;)|| centimetros, la masa del segemento que va de r(t;+1) a r(t;) es aproximadamente p(r(¢;))As;
gramos y la masa total s del alambre seria
k

s= ) pr(t))As;

i=1

Esta es una suma de Riemman y por tanto podemos tomar el limite (si existe): s = f px)ds
c

Generalizando, tenemos la siguiente definicion,
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Definicion 7.3

Sea f:U cR" — R continuay C una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada por r(¢) con
t € [a, b], entonces la integral de linea de f sobre C es

b
ffdszf Faranlir mlde
C a

Ejemplo 7.10
-

Sea C el arco de parabola x = y? con y € [0,v/2]. Calcular f 2x-2y*+8yds
C

Solucion: Usemos y = t como pardmetro,

C:r()= * i+ t j con re [0,V2].
x(1) y(1)

Entonces ds = ||r'(D|ldt = /[X' ()12 + [y (D12dt = /(212 +12dt

V2
/2x—2y2+8yds = f Q2 -2t2+8H)V (202 +12dt
C 0

V2
= f 8rv4r+1dt
0

V2

2
= g(4t2+1)3’2 = 52/3

0

Ejemplo 7.1
Calcular f (x? + y*)°ds con C la circunferencia x® + y* = 4.
C

Solucion: Una parametrizacion de la circunferencia es

C: r(t)=2cost 1+ 2sent j, con te€ [0,27].

Como ds = ||r'(1)||dt = ||4sen® t +4cos® t||dt = 2dt entonces
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21
f(x2+y2)5ds=/ 452dt = 2-4°-2m.
C 0

Ejemplo 7.12
¥

Calcular f % ds con C laespira (una vuelta) de la hélice x(t) =2cos(?), y(#) = 2sen(?), z(¢) = 2t.
cx-+y

Solucién: Como ||r'(£)|| = ||4sen? t + 4cos? t + 4|| = V/8, entonces

2 27 2
% 4t 16v/2
[ dem [ s 2
c 0 3

x2+y? 4

(7, 7.8 Calcular f xy?ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién x* + y* = 16
C

— 7.9 Calcular f xds donde C es el arco de pardbola C: y = x? con x € [-1,1].
c

7.10 Calcular/ Xyt
c2x—-y

ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0).

7.11 Calcule la integral de linea

X+y+2z2
f 2 yz 2 ds
cxt+y-+z
donde C es el segmento de recta que va desde A= (1,1,1)

hasta el punto B = (2,2,2), tal y como se muestra en la
figura ala derecha
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7.4 (x)Longitud de arco en coordenadas polares.

7.12 Calcule la integral de linea

2
X +2
f X EY s
CVv33-8z
donde C es la curva que se muestra en la figura a la
derecha

7.13 Calcule la integral de linea

fx+y+z—2ds
C

donde C = C; + C, + C3 + C4 es la curva que se muestra en
la figura a la derecha

Z)\
4
(0[2’4) C\‘ (0,2,4)
4
G
2
G (0,2,2)
(@]
. : e m\(

(x)Longitud de arco en coordenadas polares.

Ahora el pardmetro serd . Si C esta dada por r = r(f) con 6; <60 < 6,, entonces

x(@) = r(0) cos®) x!

y©) = r(@)sen(d) y

r'(8) cos(0) — r (@) sen (@)

r'(@)sen(0) + r(0) cos(H)

Luego, desarrollando y simplificando: ||(x', )| = v/(x)2 + (/)2 = V(' (0))2 + r2(6). Asi,
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Longitud de arco en coordenadas polares

0,
ffds:f f(r@) cos(@),r@) sen(@)V[r'@)]2+r20)do
c 0,

Ejemplo 7.13
v
\ JO=7/4
\/7 r = 2v/cos 20
Calcular f x1/x%2—y%ds con C la curva de ecuacién >
J 2
(x%+y?)? =4(x*>-y%), x=0.
Y =—m/4

Figura 7.7: Curva C

a . .. b4 b4 )
Soluciéon: Cambiando a polares la curva queda con ecuacién r = 2+v/cos(20) donde — <0< T Ademas

__23en(20) )2 + (2 cos(219))2 _ 2
vcos26 C

N2 AV 2 2 _
X +) =@ +r (0)—( 5520

/4 4
x\/x?—y?ds f rcos0 vV r2cos20 — r2sen20 do
fc J —n/4 cos(20)

/4
8 f c0s26 cosfdf (sustituyendo r ysimplificando).
—m/4

/4
= 8[ cosf —2sen’Hcosfdb (sustituyendo cos26 = cos®@ —sen?6)
-m/4

Il
»
[¢°]
=]
>

|
\S}

Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.

Trabajo. Si una fuerza (empuje) constante F desplaza una particula a lo largo de un vector Ar, el trabajo realizado
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por esta fuerza se define como el producto de la medida del desplazamiento por la componente F, de la fuerza en la
direccion de dicho desplazamiento (fuerza efectiva), es decir, el trabajo es

W =|[Felll|Ar||
Si 6 eslamedida del &ngulo formado por F y Ar entonces el escalar ||F,|| = ||F||cosf esla componente de la fuerza
en la direccién del movimiento! (0 si 0 = /2 v |IF]| si 8 =0)y ||Ar]|| la medida del desplazamiento. Luego el trabajo
realizado es

W =||F||||Ar||cos@ =F - Ar

Ar

Ar
"F.=||F|cos 6

Figura 7.8: Trabajo.

Para calcular el trabajo sobre una curva C, se consideran pedazos muy pequefios de la curva, tan pequefios que son,
aproximadamente, segmentos de recta y la fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamafio ||dr||. El trabajo
hecho por F para mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F-dr. Sumando todos los trabajos (pasando
ala integral) obtenemos

W:fF-dr
c

Definicion 7.4 (Trabajo).

Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C estd orientada, es regular y simple.
Entonces

k

W:fF-dr: lim ) F(r;)-Ar,
C k—oo i
[IM]|—0 =1

si el limite existe cuando es tomado sobre todas las particiones ordenadas r(#y), r(t;), ...r (tx+1) de C con
IM]| = méx; {[|Ar; |} y Ary =r (i) —1r(8), i=1,..,k

En la definicién anterior, C puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C es la unioén de curvas regulares y
simples Cj, Cy, ..., Cpy,, escribimos C = C; + C» +... + C; y definimos

1 F se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccién ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccién ortogonal es la
parte de F responsable del trabajo que se efectia.
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/F~dr= F-dr + F-dr +--- + F-dr
c G C; Cn

!
t ! ! !
C esta parametrizada por r(s) (usando la longitud de arco s como pardmetro) con 0 < s < ¢, entonces como

!
dr=r'(t)dt = r ()
[r' ()l

@ El vector unitario tangentees T =

[Ir' ()||dt = T ds, tenemos

¢
fF-dr:f (F-T)ds
C 0

La funcién escalar F- T puede tener discontinuidades de primera espacie ligadas a algtin punto esquina de C.

@ Si C estd parametrizada por r(¢) con t € [a, b], entonces

b r’(t) , b ,
[ Fear=[ @ T iride= | Eew-rod
¢ ; 7Ol ;

F(x,y) =P(x,»)1+Q(x,)) ]

Sea F(x,y) = P(x,y) i+ Q(x,y) j, como dx=x'(t)dt y dy = y'(t)dt, podemos escribir

b b
/F-dr :f F(r(t))-r’(t)dt:/ Pdx+Qdy
C a a

Es decir,

fF-dr
c

b
f Pdx+Qdy
a

b
f (P(x(8), y(1), Q(x(8), y()- (x'(1), Y (1) dt

F(x,5,2)=P(x,%,2) i+Q(x,,2) j+R(x,y,2) k

Si F(x,y,2) = P(x,1,2) i+ Q(x,7,2) j + R(x,y,2) k, como dx = x'(0)dt, dy = y (Ddt y dz = Z (t)dt,
podemos escribir

b b
fF-dr :f F(r(t))-r’(t)dt:f Pdx+Qdy+Rdz
C a a

Es decir,
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fF-dr
c

b
f Pdx+Qdy+Rdz
a

b
f (Px(2), (1), 2(0), Q(x(1), y(£), 2(£)), R(x(1), y(1),2(1))) - (x' (1), y' (1), 2'(1)) dt
a

@ Cuando una curva C es parametrizada por r(t) con ¢ € [a, b], entonces inducimos una orientacién en C.
Distintas parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones.

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x € [0,3]. Dos parametrizaciones que inducen
orientaciones opuestas son ri(t) = (t,sent) y ro(t) = (3—¢,sen(3 - ¢)) ambas con ¢ € [0,3].

C c
Figura 7.9: Orientacién inducida por dos parametrizaciones.

Si ry(t) parametriza C en una direcciéon con vector tangente T y r»(f) parametriza C en sentido contrario, con
vector tangente — T, entonces denotamos la segunda curva como —C y admitimos como vélido que

Convenio

f F-dr:—fF-dr
—@ @

@ Mas adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocién de orientaciéon: la curva
cerrada C estd orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C, la region siempre estd a
nuestra izquierda.

@ Note que el trabajo W puede ser un ntmero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza actia en contra del
desplazamiento de la particula.

@ Enla seccion 7.9, la integral f F - dr se interpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes a la

C
curva. Si C es cerrada, esta integral indica cémo F tiende a circular alrededor de la curva. Esta interpretacion es
la que usamos para el teorema de Green.
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Ejemplo 7.14
~

Consideremos una fuerza constante F(x,y) =1%+0 j.
Calcule f F.dr si C el segmento de recta que se muestra

C
en la figura.

Solucién: Usamos a x = t como pardmetro. La parame-
trizacion r(t) = ri+1j, t€ [0,2], parametriza a “~C”
pues r(0)=(0,1)=Byr2)=(2,1)=A.

Figura 7.10: Curva C

Es costumbre escribir,

-C: r=ti+1], tel0,2],

r'@=1i+0j

Como F(x,y)=17+0 j entonces P(x,y)=1y Q(x,y) =0.

fF-dr = —f F-dr
c -C

—fC(P(X(t),y(t)), Qx(8), y(®) - (X'(1), y' () dt

2
—f (1,0)-(1,0)dt
0

2
- [rae= -2
0

Ejemplo 7.15

D
Sea F(x,y) =x 1+ (x+y) j. Calcule f F-dr si C esla curva de ecuacién es y = x?, x € [—1,2] tal y como se
c
muestra en la figura.

Solucién: Usamos a x = t como pardmetro. La parametrizacion r() = r i+ 27, te[-1,2], parametrizaa “—C”
pues r(-1)=(-1,1)=By r(2) =(2,4) = A.
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Es costumbre escribir,

—C: r(=ti+1*§, te[-1,2],

Y AY; f
r')=1i+2¢j NS A
Nk 4
Como F(x,y) = x i+ (x+y) j entonces P(x,y)=xy Nov A 1
Qx,y)=x+y. N 4
AU UL S S | Il
AN U T ) :
P N E
fF~dr=—fF-dr oo
C -C s s s 0y ;
- *
! 1 l(t t2]
= —fC(P(x(t),J’(f)), Qx(0), y(0)) - (x'(0), y (1) dt o
Y
5 TX

2
—f (t, t+1°)-(1, 20) dt
-1 Figura 7.11: Curva C

2
—f r+22+23dr = —15
-1

Calcular / y*dx+x*dy donde C es la elipse
c

2 2

X
Loy,
19

Solucién: Podemos usar la parametrizacion

—C: r(@)=2cosf 71+3senfl j con 6 € [0,2n].

Como F(x,y)=(y*x*) entonces P = y* y Q = x%
Entonces,

Figura 7.12: Curva C.
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/yzdx+x2dy = [F-dr
c c

21
—f (9sen20, 400320) -(—2senb, 3cos0)do
0

27
= —f —18sen®0+12cos®0d6 = 0 ( Usar: cos®d = (1-sen?6)cosh.)
0

Ejemplo 7.17
D

Q@ Hacer clicenla figura para ver en 3D (en Internet)

R C=C+Cy

5 x2
Sea F(x,y,z) =2xIn(yz) i+ __5€x) j+(_+gz
y z

sea C la curva de la figura. Calcular f F-dr.
c

Solucién:

—Cy: ri(n=(0,11) con te[1,3],

Co: ra(8)=(0,1,1) con re [L,2]. (0,t,1)°

Figura 7.13: Curva C = C; U C,.

Luego

3 2
f F~dr+f F-dr = —f F(rl(t))-r’l(t)dt+f F(ry(1)-ry(n)dt
C, C, 1 1

fF-dr
c

3 2
—f F(o,t,l)-r;(t)dmf F(0,1,0)-ry()dt
1 1

3 2
—f (0,—5,2)-(0,1,0)dt+[ (0,-5,21)-(0,0,1) dt
1 1

3 2
—f [0+(—5)-1+0]dt+[ [0+0+(2)-11dt = 13
1 1
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Ejemplo 7.18
D

Sea F(x,y,2) = (z+cosx) i+ (2z+ xcosx) j+ x k.

Calcular | F-dr si C = C; + Cy + C3, tal y como se

C
muestra en la figura de la derecha.
Solucién:

Una parametrizacion para C es

-C1:n=2,1,1, te0,2]
_CZ : rZ(t) = (t) 170)’ re [072]

—C3:13() =(0,1,0), € [0,1]

Asi

F-dr
c

2 2
—f 2tdt—f costdt—0
0 0

2
—t2|0 — sen tlg =—4-sen(2)

Ejemplo 7.19
¥

Figura 7.14

2 2 1
—f (t+cos(2), 2t +2cos(2), 2)-r{(t)dt—f (cost, rcost, t)-rz’(t)dt—f (¢£,0,0)- ri(1)dt
0 0 0

2 2 1
—f (t+cos(2), 2t+2cos(2), 2)- (0,0, t)dt—f (cost, tcost, t)'(l,0,0)dt—[ (¢,0,0)-(0,1,0)dt
0 0 0

Sea F(x,y,2) = (x+y) i+(y—2) j+(x+2) k ysea C lacurva dela figura 7.15. Calcular f F-dr.
c

Solucion: Primero parametrizamos C.

C; se puede parametrizar usando la férmula para el segmento de recta que va desde A; = (1,2,0) hasta A, =

(0,4,2), es decir,

Ci:; r()=A+t(A—A)=(0—-1) i+@+21) j+2t k, con te[0,1].
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C, se puede parametrizar tomando z = t.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 7.15: Curva C
Cr:ri() = Q-0 i+@+20 j+2tk te(0,1],

-Gy :ra(t) = (0,821, te[0,2], 7r2(0)=(0,0,0) y r2(2) = Ay.
F-dr-| F-dr

fF-dr
(o} C C

1 2
fF(rl(t))~r{(t)dt—f F(ry(0)-ry(0) dt
0 0

1
= f (3+t,2,1+t)-(—1,2,2)dt—f(tz,tz—t,t)-(O,ZL‘,l)dt
0 0

1 2 23
= f t+3dt—f t=202+23dr = -=
0 0 6

Sea F(x,y) = (y?, x%). Calcule f F-dr donde C esla curva de la figura 7.16.

C
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Solucioén: Parametrizamos C,

C: : rn@®=(0) con te[0,1]
C, : r(t)=(@1,1) con te [0,1]

—C3 : r3()=(t,t?) con te[0,1]

Figura 7.16: Curva C = C; U Co U C3.

fyzdx+x2dy yzdx+x2dy+f yzdx+x2dy—f yidx+x*dy
C C Cy -G;

1 1 1
f(o,tz)-(l,ommf (t2,1)-(0,1)dt—f (4 %)-(1,20dt
0 0 0

1 1 1 3
fodt+f ldt—/ (*+283de=—.
0 0 0 10

icios g

7.14 CalcularfF- dr, F(x,y) =xi—yj, C1: (x-3)*+
C
y3:1dondeC=C1UC2.

Ejerc

YA

(x—12+y2=1

G
7.15 Calculef xdy—ydxdonde C=C,uUC,
C
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7.16 Calcule la integral f F.dr donde C=C,uCyuU
c
Cs, y ademds F(x, y) = 2y + V9 + x3)i + (5x + e¥€1a1Y)j

7.17 Calcule f x*zdx—yx*dy+3xzdz donde C = C,U
C
C, U C3 (figura de la derecha).

7.18 Evalie la integral de linea / xds donde C=Cy U
c
C, U C3 es la curva del ejercicio anterior.

7.19 Calcule I = | xdx+zdy+dz. Lacurva C = C;UC,

es la curva que aparece en la figura; C; es un trozo de la
circunferencia x?> + y? =1 y C, es el segmento que va de
(0,1,0) a B=(2,2,3).
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7.20 Considere el campo de fuerzas
F(x,y,2) =4xe® i+ ycos(z) j+2x%e* k.

Sea C la curva de la figura a la derecha. Calcule f F-dr.
C

Campos conservativos. Independencia de la trayectoria.

Una condicién para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que une a A con B es que exista ¢ tal que
F=V¢ con ¢ € C'. En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier camino que una A con B o
también, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea.

Definicion 7.5
Un conjunto D cR" se dice conexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva regular a trozos
contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”.

Un conjunto D c R" abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C en D, encierra
una regién que estd también en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no tienen “agujeros”.

Un conjunto D c R" se dice convexo si para todo par de puntos A, B € D, el segmento de recta que une A con B
esta contenido en D, es decir, {A+t(B—A): te [0,1]} < D.

~ -
S m - S ==

D es simplemente conexo, pero no convexo D es conexo pero no simplemente conexo Des convexo


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

7.6 Campos conservativos. Independencia de la trayectoria. 317

Definicion 7.6
Sea F un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si ¢ es una funcién diferenciable sobre U tal
que F =V, decimos que ¢ es una funcion potencial de F. También decimos que F es conservativo.

Si U es conexo y F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. También se puede
mostrar que si F = (PQ) y si P, # Qx, entonces F no es conservativo (no tiene funcién potencial). La condicién
Py = Qy essolo necesariapara que F sea conservativo. La condicion es necesaria y suficientesi U es simplemente conexo.

Sea F=P i+Q j es de clase C' en un conjunto simplemente conexo D del plano. Decimos que F es
conservativo sii

op _op
dy 0x

Sea F=P i+Q j+R k esde clase C! en un conjunto simplemente conexo D del espacio. Decimos que F es
conservativo sii

o»_oq op_on  0Q_or
dy 0x' 0z 0x 0z 0y

Sea ¢ : D cR" — R una funcién de clase C! donde D es conexo y abierto. Sea C una curva regular a trozos en
D parametrizada por r ysean A=r(a) y B=r(b); se tiene

LV(p- dr=¢(B)-¢(A)

Sea D simplemente conexo. Sea C una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada por r.
Suponemos que C iniciaen A ytermina en B. Sea F un campo definido en D.

@ F es conservativo < existe ¢ de clase C! tal que F = V¢, sobre D.
@Si F es conservativo, existe ¢ de clase C! tal que f F-dr=¢B)-¢p(A)
C

@Si F es conservativo, f F-dr= f F-dr donde C’ es cualquier curva, contenida en D, regular a trozos y que
C !
vade A a B.
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@ F es conservativo <= [ F - dr =0 para cualquier curva cerrada simple C contenida en D.
C

Observe que si f F . dr =0 para alguna curva cerrada simple C, esto no significa que F sea conservativo. El la parte 3.

del ejemplo 7.5 tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es conservativo.

Ejemplo 7.21
D
2

2
Sea F(x,y,2z) = (2xIn(yz) —-5ye*) i+ (x_ = Sex) j+
y

X N
=—dF 2z) k ysea C una curva simple que une A= (2,2,1)
z

con B =(3,1,e). Calcule fF~ dr.
C
Solucién: F es de clase C' enlaregion D = {(x,y,2): x>0, y >0, z> 0}. Esta region es simplemente conexa.

El campo es conservativo en esta region pues,

a—P——Sex+2x/ _%Q a—P—Zx/z—a—R 6_Q_0_0_R
3y Y=ox" 9z M7 %x Bz ay

Luego, podemos calcular la integral de linea usando un camino C’ en D que una A con B o también podemos
calcular una funcién potencial ¢ y usar el teorema fundamental para integrales de linea.

En este caso vamos a calcular la integral usando una funcién potencial ¢. Como V¢ = F entonces
Px=P,py=Q, ypz=R.

¢y = 2xIn(yz)-5ye* —= (p(x,y,z)=f2xln(yz)—5yexdx=len(yz)—5yex+K1(y,z).

2 2
¢, = —-5¢ = <p(x,y,z):fx_‘5exdy = x’Iny-5ye" + Kz (x, ).
y y
x? x*
0, = 42z = <p(x,y,z)=f—+2zdz=lenz+z2+K3(x,y)-
z V4
Observemos que x?’Iny + x’lnz = x°In(yz). Recolectando primitivas podemos adivinar que
px,y,2) = x2 In(yz) —5ye* + K lo cual podemos aceptar después de verificar que ¢x =P, ¢, = Q, y ¢, = R.

Finalmente,

f F-dr=¢(B)-¢(A) =8+11e*-5¢ —4log(2) =~ —13.9207.
C
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Ejemplo 7.22
@ Ver en 3D (en Internet)

Considere el campo de fuerzas F(x, y, z) = 4xe* 1+cos(y) j+2x2 e k.

Sea C la curva de la figura. Calcule f F-dr.
C

Solucién: F es de clase C! sobre D = R® que es simplemente
conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la curva C pues
F es conservativo. En efecto

oP

_0Q 6P_4 . OR 6Q_0_0R
Gy_ B

0=—, — =4xé®=—, e
0x 0z xe ox’ Y 3z oy

Figura 7.17: Curva C.
En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcién potencial y también

usando un camino C'.

Primer Manera: Con un camino C’ que inicia en (2,0,4) y
termina en (0,0,0). El camino que hemos escogido se ve
en la figura.

@ Ver en 3D (en Internet)

-C; : r()=(,04) con te [0,2] (2,0,4)

—Cy, : r1r(t)=1(0,0,8) con te [0,4]

fF~dr fF'dr+f F-dr
' G Cs

2 4
—f F(t,0,4)-r1'(t)dt—f F(0,0,0)-ry(1)dt
0 0

(0,0,t)

X

2 4
—f (4e4t,1,2e4t2)-(1,0,0)dt—f (0,1,0)-(0,0,1) d ¢
0 0

2
_f Atetdt = —8et. Figura 7.18: Curva C' = C, U Cy.
0

Segunda Manera: Con una funcién potencial.
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7.6 Campos conservativos. Independencia de la trayectoria.

px = 4xe* = @(x,),2) :f4xez dx=2x*e*+K(y, 2),
) @y = cos(y) = (p(x,y,z):fcosy dy=seny+K(x,2), = ¢(x,y,2) :2x2ez+seny+C
Q. = 2x*¢* = @2 :/szez dz=2x’e*+ Kz (x, 7).

Finalmente, f F-dr=¢(0,0,0)—¢(2,0,4) = —8e*.
C

Comentario: La condicién “simplemente conexo” para que F sea conservativo.

4

S F ) =\ 5 5
ea F(x,y) (x2+y2 1y

) definido en R? —{(0,0)}. Se verifica que Py = Qy pero

f F-dr=27 si C eslacircunferencia x+ y2 =1,
c

lo cual indica que F no tiene funcién potencial.

= 0] paraR®-{(0,0,0)}

Lo mismo pasa si consideramos F(x, y,z) = (ﬁ, 5
xX°+y* x°+y

El problema en principio es que se requiere que F esté definido en una regién simplemente conexa, pero la explicacion
detallada de este fenomeno con el campo F es una cuestion topolégica que tiene que ver con homotopias. Un articulo
sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V. Pati, “How Topology Governs Analysis”
http://www.isibang.ac.in/“statmath/stinc/database/notes/puncturedplane.pdf

7.21 Considere el campo vectorial F(x, y,z) = (yz? —senxsen(r — y), xz> — cos(m — y) cos x, 2xyz) y sea C la
curva que une los puntos (7,0,0) con (0,7,0), como se ve en la figura

a.) Verifique que F es conservativo.

b.) Calcule f F - dr usando una funcién potencial.
c
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1 4
7.22 Sea F(x,y,2z) = 2x+5) i+ (3)?) j+—- kyC la
z V/
trayectoria que va de A = (0,1,1) hasta B = (1,0,1) de ‘?
acuerdo a la figura de la derecha.

B=(1,0,1) .-~ c \““}A:(O,l,l)
a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo. N ;
‘x2+y2 =1;z=1

|
b.) Calcule la integral de linea f F - dr utilizando una ‘ ,
C ! ‘

funcion potencial. \]\g

c.) Calcule la integral de linea f F-dr, sinusaruna
C X

funcién potencial.

7.23 Sea F definido por

F(x,y,2) = (yz+ ycos(xy)) i+ (xz+ xcos(xy)) j+xy k

y C la trayectoria que va de A hasta B de acuerdo a la
figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo.

b.) Calcule la integral de linea f F . dr utilizando una
C

funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea f F - dr sin usar una
C

funcién potencial.
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7.24 Sea F definido por

N sl g Z)
Fx,y,2)=xi—-yj+zk 4
(0 2 4) - ‘\‘(0,2,4)
y C = C; + C» + C3 + C4 la curva que se muestra en la o Cy
figura de la derecha. | Cs
2
a.) Verifique que el campo vectorial F es conservativo. G (0,2,2)
Y C
b.) Calcule la integral de linea [ F - dr utilizando una 2
C

funcién potencial.
oY

c.) Calcule la integral de linea f F . dr sin usar una
c
funcién potencial.

7.25 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, 2) = 2xy + 2%)i + x*j +3xz% k .
a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (1,1, 1) hasta
(1,1,2).

7.26 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, 2) = (yz— y* +2x2)i + (xz—2xy)j + (xy + ¥*) k.
a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (0,1,0) hasta
(-1,-1,0).
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7.27 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) =
—(2x+3x%22%),i + 2y +3y%?zY)j- 2x3z+4)3 ) k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conserva-
tivo.

b.) Calcule la integral de linea f F-dr
C

7.28 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) =

1
ycos(xy) + =1’ xcos(xy), m) y+z=r1

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conserva-
tivo.

b.) Calcule la integral de linea f F-dr
(o

4

7.29 Sea F(x,y) = (szyz, szyz

) definido en R? —{(0,0)}. Verifique que Py, = Q, pero que sin embargo,

F-dr=2m si C eslacircunferencia x*+ y*=1.
C

Teorema de Green (en el plano).

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el plano”, aplica para regiones planas limitadas por curvas
cerradas y simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en términos de “circulacién”, se puede ver en la seccién 7.9.

Sean P y Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S; del plano XY. Sea C una
curva simple cerrada regular a trozos y sea D la regién encerrada por C (es decir, C =98D). Si D est4 contenida
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7.7 Teorema de Green (en el plano).

en S, se tiene la identidad

dex+Qdy ff O_Q_d_;’

donde C esrecorrida en sentido contrario a las agujas del reloj.

@ Intuitivamente, C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C la regiéon D estd
siempre a la izquierda. Notar que C = 0D indica que C es la fronterade D.

Ejemplo 7.23
D

Calcular / y*dx+x*dy si C esla curva de la figura.
c
Solucioén:

En este caso, P(x,y) = y2 y Qx,y) = x%. Como se cum-
plen las condiciones del teorema de Green entonces,

f ydx+x*dy
c

|
§
D
><|O
N
< |
QU
=

1 px?
f f 2x—-2ydydx
0 Jo

0 Figura 7.19: Curva C=C, UC U Cs.
3 4 3
2x°—x"dx = —

0 10
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Calcular f (x+y)dx + (3x+arctan y)dy si C eslacurva

de la figura.

Solucién: En  este  ejemplo, P(x,y)=x+y y
Q(x,y) =3x+arctan(y). Como se cumplen las con-
diciones del teorema de Green, entonces

ffa_Q_a_PdA
p 0x Oy
1 3-3x
2
ff 3-1dydx
-1Jx2-1
1

26
f 5-3x-2x’dx = —
i 3

f (x+y)dx + 3x+arctany)dy
C

Calcular f (x + arcsenx)dx + (2x+ln(y2 —3))dysiCes

C
la curva de la figura.

Solucion: En este ejemplo, P(x,y)=x+arcsenx y
Q(x,y) = 2x+1In(y* - 3). Como se cumplen las condicio-
nes del teorema de Green podemos poner
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7.7 Teorema de Green (en el plano).

f(x+arcsenx)dx+(2x+1n(y2—3))dy = /f 0Q _9oP
c D

- [

I

——-—dA
0x 0dy

4—x?
f 2dydx
1—

x%/4

3 x2

6-———dx =16.
2

7.30 Sea F un campo vectorial dado por

F(x,y) = (x+y) i—(x*+y* j. Lacurva C es la
frontera del trapecio limitado por las curvas y =0, x=1,
x =3y y=Xx como se muestra en la figura.

a.) Calcular la integral f F - dr usando el teorema de
C
Green.

b.) Calcular la integral f F - dr sin utilizar el teorema
c
de Green.

7.31 Considere el campo vectorial

Fx,y)=x i+(x+y2) j.

Calcular | F-dr donde C = C; + C, tal y como se

c
muestra en la figura a la derecha.

YA

Y
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7.32 Considere el campo vectorial F(x,y,z) =y 1+ x? j-
Calcule la integral de linea f F-dr donde C es la curva

c
que se muestra en la figura a la derecha

7.33 Calcule la integral f F.dr donde C=C;uCyuU
9
Cs, vy YF(x, y) = (xy? + V2 +cosx)i + (yx? — yes™Y)j

7.34 Calcule[ (4y +arctan(x/5) dx + (x2 +In(y+1)dy
C

donde C es el camino representado en la figura a la dere-
cha.

Area como una integral de linea.

Si P(x,y) =0y Q(x,y) = x entonces Qx — Py = 1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las condiciones)
obtenemos otra manera para calcular el 4rea de Ap siendo la frontera de la regién D una curva orientada contra-reloj.

fodx+xdy:ff 1dA = Ap
C D
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7.8 Area como una integral de linea.

Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad.

Si D es una region plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada contra-reloj,
entonces el drea de D viene dada por

Ap :f xdy
c
Ejemplo 7.26
¥
2 L2
Calcular el area de la region encerrada por la elipse — + i 1.
a

Solucién: Parametrizamos la elipse con r(t) = acost i+ bsent j con t € [0,27[. Esta parametrizacion orienta
la elipse contra-reloj. En este caso, x = acos t mientras que y = bsenty dy = bcostdt,

2n
Ap :f xdy = f acost-bcostdt = mab.
c 0
Ejemplo 7.27 (Area de un poligono simple).

D
Verifique que el drea de un poligono simple de n vértices {(xy, ¥0), ..., (Xn—1, Yn-1)} €8

n—1
(Xk+1 + XK) Vi1 — Vi)
a=¥ L)
k=0

Asumimos que (xg, o) = (Xn, ¥n)-

Solucion: El area del poligono es, por el teorema de Green en el plano,
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Ap:fxdy:ff 1dA
C D

Aqui C=C;+Cy +...+ Cy_; ycadasegmento C; estd parametrizado por

ri() = (k1 — XK £+ Xk, (Ves1 — Vi) T+ yx) con € [0,1],

entonces,

n—1 n—1
(Xgs1 + X8 ( - Vi)
Ap=f xdy =Y ¢ (Veor - i) (Goer —x0) £+ ] dt = 3 kb DI Vker 7 Vi
C k=0YCi k=0 2

Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P, Q, R) entonces el rotacional de F es

RotF = = (Ry_szPz_RXny_Py)-

~ ng) ~>
) @’|QJ ~>
= Rl =

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

v_(a o a)
~\ay’ ay’ ay

Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

o 8 o of of af)
\% = A A A = N A A
= oy aya) (57 v o
o 8 o oP 9Q OR
V'F = A ) A ) A R »R = ~ ~ ~
3y’ dy Gy)( QR ox ay oz
0 0 0
VXF = E’E,E)X(RQ,R) = (Ry_QZ)PZ_RX)Qx_Py)

Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que es arrastrado

por este fluido.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
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:[F LFL

La “circulacién” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo largo Y i cTe
de una curva. La circulacién de un fluido sobre una circunferencia C en un ~ FT \
plano z = ¢ se mide con la componente tangencial de F, es decir, se mide N.= (0,0,1) \
) _ T (1) \
con F-T donde T = oIk lﬁ—léi
o~ d

El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,

circulaciéon = fF-Tds = fF-dr
c c

Sila circunferenciaes C: r(t) =(a+rcost) i+ (a+rsent) j+c k con € [0,27] ysi F(x,y,z)=(-ky,0,0), entonces
RotF = (0,0,k) y

circulacién = f F-dr = knr® = RotF-N, Acirculo
c

Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un cuadrado, %

orientada contrareloj, en el plano z = ¢. Supongamos que cada uno de sus b+s 4 kKbts) ¢
lados miden L y que estos lados son paralelos a los ejes. Como antes F = _ X
(=ky,0,0). Eneste caso, F-T =0 enloalados paralelos al eje Y, En el lado de #
arriba (y = b+ L) la velocidad tangencial es k(b + L) y el lado de abajo (y = b) bl

la velocidad tangencial es —kb; por lo tanto, —kb F

circulacién = k(b+ L)L - kbL=kL* = RotF-N, Acuadrado

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulacién de F a através de la frontera de rectangulos en los

otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusién de que si S; es una superficie orientada,
entonces

circulacibonde F atravésde 0S; = Flujode RotF atravésde S;

f F-Tds = ff RotF-NdS:ff "circulacién microscépicade F" d A
651 Sl D

Orientacién positiva de € =4S, respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere que la curva
esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientacién de la curva debe ser tal que gire contra-reloj respecto al
vector normal unitario N.
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Figura 7.20: Orientacion positiva de C respectoa N.

Teorema 7.6 (Teorema de Stokes).

Sea S; una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = 8S;, cerrada y regular a trozos.
Si F=(P,Q,R) esdeclase C! sobre S; ysi N (el vector normal unitario) es elegido de tal manera que C tiene

orientacion positiva, entonces
[ Fear = [[ rotr-nas
c S

El teorema de Stokes se puede extender a dos 0 més curvas cerradas.

Ejemplo 7.28

Sea S la superficie de ecuacion z =2 definida sobre el circulo D =
2, 42

{x°+ y= < 4}, tal y como se muestra en la figura. La curva C es la © Ver en 3D (en Infernet)

frontera de S;. Una parametrizacion para C es

r(t)=2cost i+ 2sent j+ 2 k, te[0,2m]
—— —— ~—~—
x(1) (1) 2(1)

Si F(x,y,2) =3yi-xz j+yz°k,

a.) calcular f F- dr usando la definicién de integral de linea,
c

b.) utilice el Teorema de Stokes para calcular f F-dr.
C

Solucién:
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7.9 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistarmatematica/).

a.) Por definicién de integral de linea.

/F-dr
c

fF(r(t))-r'(t)dt
C

2r
f (3-2sent,—(2cost)(2),(2sent) (2)2) -(—2sent,2cost,0)dt
0

27
f —12sen’t—8cos® tdt = —207
0

b.) La superficie es S: z =2 yla proyeccién es el circulo x? + y? = 4.

(_ZJC) _Zy) 1)

Elvector N se debe tomar de acuerdo a la regla de la mano derecha: N = ————
[1(=zx, =2y, D

=(0,0,1).

Luego, RotF = (x + zz, 0, —3 — z). Entonces,

fF-dr ffRotF-NdS = ff (x+2%,0,-3-2):(0,0,1)dA = ff -3-zdA
C S ny Rx}’

ff —-5dA, pues S1:z=2
Ry

2n 2
f f —5rdrdf =-20n
o Jo

Utilice el teorema de Stokes para calcular f F.dr
C

donde F(x,y,z) = 3yi—xzj + yz°k y C es la curva de
interseccién entre el paraboloide 2z = x? + y? y el plano
z =2, tal y como se muestra en la figura.

Solucién: La curva es borde de dos superficies, el
plano z = 2 y también del paraboloide 2z = x? + y?. ;Cual
superficie escoger, el paraboloide o el plano?.

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger
cualquiera de las dos. La mds simple es el plano z = 2.
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Si §: z—2=0 entonces N = £(0,0,1). ;Cudl signo se escoge?.

Las integrales f
9

derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientacién de C, el que se debe
escogeres N = (0,0,1).

F-dry f f RotF - N dS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regla de la mano
S1

fF-dr jf RotF-NdS
C S1

ff (Z>+x,0, —z—3)-(0,0,1)dA,
ny

2n 2 2n p2
f f (~z-3)rdrdf = f f (—2-3)rdrdf = 100" = —207.
0 0 0 0

Sea F(x,y,z) = (x+y, 2x—2z, y+2) y S1 la porcién del
plano 3x+2y+ 2z = 6 en el primer octante. Sea C la

frontera de la superficie . Calcular LF dr. @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Solucién: La ecuacion de la superficie S; es
z =6-3x—2y. La curva estd orientada a favor de reloj
respecto al vector normal Ny = (-zy,—zy,1) = (3,2,1),
como se ve en la figura, por lo tanto debemos usar el
vector Ny = (zy,2y,—1) = (=3,-2,-1). Recordemos que
no necesitamos hacerlo unitario por la cancelacion de
normas en la integral de superficie.

@ RotF = (2,0,1).

fF-dr
c

/f RotF-N dS
S1

ff (2)0,1) * (_3,_2,_1) dydx
D

2 p3-3/2x
—f [ 7dydx = -21.
0 Jo
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7.9 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). (hitp://tecdigital.tec.ac.cr/revistarmatematica/).

Calcular f F-dr si F(x,y,2) = (yz,x,2%). C eslafrontera de la superficie S; : y = x*> + 1 limitada porlos planos
C

z=5-yy z=0, como se ve en la figura.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Solucién: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S; sobre X7 y proyectando S; sobre
YZ.

Proyectando S; sobre el plano XZ. Como S;:y=1+ x2, un vector normal es N (x, ¥,2) ==%(=yx 1,-yz). El
normal adecuado es N;(x,y,2z) = (yx,—1,¥z) = (2x,—1,0). En la figura aparece el vector N;(1,2,2) = (2,-1,0).
RotF =(0,y,1-2z).

fF-dr
C

ff RotF-N dS
S1

2 pVA4A-x?
f f 0,y,1-2)-(2x,-1,0)dzdx
0 Jo

2 pVA-x?
f f —-ydzdx
0 Jo

2 pV4-x2
j j —x*-1dzdx = —48/5.
0 Jo

Proyectando S, sobre el plano YZ. Como S; : x = 4/1-y, unvector normal es N (x, y,z) = (1, —xy, —Xz).

El normal adecuado es N (x, y,z) = (1, —F,0

2y/y-1

. RotF=(0,y,1-2).
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[Far = [[ norvas
C S1

5 p5-y =1l
0,y,1-2)-1, ,0|dzd
flj(; Y 2/y-1 Y

5 p5-y y
= dzdy = —48/5.
.[1 fo 2/y-1 Y

Ejemplo 7.32
D

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

Sea S;:y=4-x*-2z? enel primer octante y C = 4S;. Calcular

fCF-dr si F(x,y,2) = (xy,2,¥)

Solucién: La ecuacién de la superficie S; es y = 4 — x? — z2.
Vamos a proyectar sobre el plano XZ. El vector normal
adecuado para que se cumpla la identidad del teorema de
Stokes es N1(x,y,2) = (=¥x,1,—yz) = (2x,1,2z). Para ver esto,
tome un punto de la superficie S, digamos (1,2,1). En este caso
Ni(1,2,1) = (2,1,2). Al trasladarlo a la superficie, vemos que es
el vector adecuado.

Figura 7.21: Curva C.

@ RotF = (0,0, —x).

fF-dr
c

ff RotF-N dS
S1

ff (0,0,—x)-(2x,1,22)dzdx
D

2 pVa—x?
/ f —2xzdzdx = —4.
0o Jo
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Ejemplo 7.33
D

P
icios H

Ejerc

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

NIVQ S1 : z = sen(zy)

Sea Q el sélido limitado por las superficies Z
S1:z=sen(xy), Sz : x= g y S3 : y=x. Calcule

fF~ dr si F = (z, x, x) y C es la frontera de la
C

supetficie Sj.

Solucién: Como S; : z =sen(xy), entonces N (x, ,z) = (—ycos(xy), —xcos(xy), 1). Tomamos un punto de la
superficie, digamos (1,1,sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslaciéon del vector N;(1,1,sen(1)); se
nota que la curva C no estd orientada positivamente, asi que debemos tomar N; = (ycos(xy), xcos(xy), —1).

Ahora, RotF = (0,0,1); proyectamos sobre el plano XY, la regién de integracion es el tridngulo 0 < x < n/2 y

O=sy=x
fF-dr ff RotF-NdS
@ S

2 px
f (0,0,1) - (ycos(xy), xcos(xy), —1)dydx
0 Jo

wi2 px 2
= f / -ldydx = T
0 Jo 8

7.35 Calcule f F-dr donde C es el camino que se repre-

C
senta en la figura a la derecha y ademds F es el campo
de fuerzas: F(x, y, z) = x*i +4xy%j + xy° k .
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7.36 Considere el campo de fuerzas

F(x, y, 2) = zzycos(xy)i+zzx(1+cos(xy))j+25en(xy) k.

Calcule / F-dr si C es el camino que se indica en la

c
figura a la derecha.

7.37 Sea F(x,y,z) = —y2 i+z J+x k. Considere-
mos la superficie de la figura, S = S; U S y la curva
C =C; + Cy + C3 + C4 el borde de la superficie S.

a.) Calcular f F - dr usando la definicién de integral
C

de linea.

b.) Calcular f F - dr usando el Teorema de Stokes
C

7.38 Usando el Teorema de Stokes calcule la integral
f F-dr donde F(x, y, 2) = xyi+yzj+xzk y Cesel
C

camino indicado en la figura a la derecha.
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7.39 Sea F(x,y,2)=—-y i+z j+(x+2) k. Use el teorema

de Stokes para calcular | F-dr donde C eslacurvade
c
la figura que sigue.

7.40 SeaF(x,y,2z) =2yz i—4x j—32% k, ysea Clacurva
que se obtiene al intersecar la superficie z = 4 — x? con el
plano y+z = 6, tal y como se muestra en la figura. Calcular

fF-dr.
c

7.41 Plantee las integrales necesarias para calcular f F.
C

drsi F(x, y, z) = 3yi—xzj+ yz>k y C es el camino
indicado en la figura a la derecha.
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7.42 Sea F(x,y,2) = (x> -y, yz—x, x+2y). Calcule la
integral de linea f F-dr , donde C es la curva que se

C
muestra en la figura de la derecha.

7.43 Sea F(x,y,z) = (x+ z, 2y, y — z). Calcule la integral
delinea | F-dr,donde C =C; +C;, + Cs tal y como se

Cc
muestra en la figura de la derecha.

7.44 Calcule la integral f F.dr donde F = (zx, zy, x)

c
yademads C = C; + Cy + C3 + C4 es la curva que se muestra
en la figura.

plano y=2x (1,2,0)

C=C+C+C+Cy
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8.1 Apéndice A: Mds sobre cénicas

En esta seccién vamos a ver que la manera préctica de identificar la c6nica de ecuacion (1.2), con todos sus elementos.
También vamos ver teoria de invariantes. Usando esta teoria podemos identificar la conica, sin atender a sus elementos,
directamente aplicando el siguiente teorema,

Teorema 8.1

Consideremos la ecuacién general Ax?> +Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0. Entonces,
a) si B>—4AC=0 y 4ACF + BDE - AE? - CD? - FB? #0, tenemos una parabola,

b) si B2—4AC <0y (A+C)(4ACF + BDE — AE?> - CD? - FB?) < 0, tenemos una elipse,
©) si B2—4AC >0y 4ACF + BDE — AE?> - CD? — FB? #0, tenemos una hipérbola.

Si definitivamente se sabe que la ecuacién general corresponde a una cénica propia, entonces
a) si B>—4AC =0, tenemos una parabola,

b) si B> —4AC <0, tenemos una elipse,

) si B2—4AC >0, tenemos una hipérbola.
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Preliminares: Traslacion y rotacion de ejes.

Traslacion del origen. Sea P con coordenadas (x, y) en el sis-
tema estdndar XY. Nos interesa las coordenadas de P en un
nuevo sistema X'Y’ con ejes paralelos alos ejes X e Y. Siel nue-
vo sistema tiene su origen en el punto (h, k) (en coor-denadas
estandar), el punto P tendréd coordenadas

P=,y)=x-hy-k

Figura 8.1

en el nuevos sistema. Asi, la transformaciéon de coordenadas,
para pasar del sistema XY al sistema X'Y’, es

x=x'+h
8.1
y=y +k
Si aplicamos este cambio de variable a la ecuacién general

Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0,

obtenemos

Ax? +Bx'y' + Cy? + (D+2Ah+ Bk)x' + (A+ Bh+2Ck)y' + Dh+ Ah* + Ek+ Bhk + Ck* + F=0.

Conicas centrales. Para eliminar la traslacion en el eje X' y la traslacion en el eje Y’, debemos tomar h y kde tal
manera que

0,

0. (8.2)

A+Bh+2Ck

{ D+2Ah+ Bk

Esta sistema tiene solucién si B2 —4AC # 0. En este caso,

2CD-BE

B2-4AC’
(8.3)
2AE-BD

k = ————.
B2-4AC

Asi, si B2 —4AC # 0, la ecuacién general queda reducida a

CD*-BDE+ AE*+ B*F —4ACF _ 0

8.4
B2-4AC ®84)

AX?+Bx'y +Cy”? +
Las conicas propias para las cuales B> —4AC # 0, se llaman “cénicas centrales”. Como la ecuacién reducida (8.4)
permanece sin cambios al sustituir x e y por —x y —J, esta cénica es simétrica respecto al punto (A, k) definido por
las ecuaciones (8.3). Es decir, (h, k) es el centro de esta conica.
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Ejemplo 8.1
D

Consideremos la cénica 3x?> —2xy +5y> — 10x — 10y — 4 = 0. Verifique que es una cénica central y calcule su
centro (h, k). Aplicar el cambio de variable (8.1) para reducir la cénica.

Solucién: Como B? —4AC # 0, se trata de una cénica central. El centro es, segtin (8.3), (h, k) = (15/7,10/7).
Aplicando el cambio de variable x =x"+ h y y = x’ + k, obtenemos

3x"2-2x'y' +5y"2-153/7=0.

YA v 4

A D\

Rotacion alrededor del origen. Sea P con coordenadas (x, y)

en el sistema estdndar XY. Nos interesa las coordenadas de P Y
en un nuevo sistema X'Y' que corresponden a una rotacion, A eP(z,y)
respecto al origen en el sistema XY. Si el 4ngulo de rotacién es Y’ 1 9
0 (contra-reloj), el punto P = (x,y) tendrd coordenadas N
' \\ /
(x',3) = (xcos@ + ysen, —xsend + ycos0) Qn ----- \'N X
en el nuevo sistema. (3a =5 _
En la figura (8.2) se ve que OM = ONcosf — NPsenf (;por- O M R X
42 / - / = 3
qué?) y como x' = ON y y' = NP, concluimos entonces que Figura 8.2

x = x'cosf—y'senf. De manera andloga, y = x'sen6 + ' cosé.

La transformacion de coordenadas, para pasar del sistema XY al sistema rotado (en un dngulo 6 contra-reloj) X'Y’,
es,

x=x"cosf -y senf
(8.5)
y=x"senf + y'cosf
En forma matricial,

x| [cos® —senf|[x’
y| \senf cosf ||y

Al sustituir x = x’cosf — y'senf e y = x’senf + y' cos en la ecuacion general Ax*>+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F=0,
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obtenemos la ecuacién

Ax?+Bxy +C'y?+D'x+E y' +F=0,

donde

A’ = Acos?0 + Bsenf cos + Csen? 6

B’ = Bcos?6 —2Asenf cosO +2Csenf cost — Bsen?

C' = Ccos?6 — Bsenfcosf + Asen? 0

D' =Dcosf + Esenf

E' =Ecosf—Dsenf

F'=F

Eliminar el término “xy”. Aqui es de interés el caso en que tomemos 6 de tal manera que el coeficiente de “xy” se
anule. En este caso, nos quedaria una nueva ecuacion,

AX?*+C y*+D' x'+Ey +F=o.

Esto nos dice que sila ecuacion Ax>+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0 corresponde a una cénica propia, este cambio de
variable deja la conica en forma estdndar (sin rotacion) en el sistema X'Y’.

Si en la ecuacién general, B # 0, podemos usar una rotacién para eliminar el término “xy”. Al sustituir

x = x'cosf — y'senf e y = x'senf + y'cosO en la ecuacién general Ax>+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0, obte-
nemos la ecuacion

x> (Acos?6 + Bsen0 cosf + Csen?0)
+ x'y'(Bcos?0—2Asenf cosf +2Csenf cos — Bsen?0)
+ ¥?(Ccos?6 —Bsenfcosf + Asen?0)

+ y'(Ecosf—Dsenf)+ x'(Dcosf + Esenf) + F=0

Necesitamos calcular 6 de tal manera que su coeficiente Bcos?6 —2Asenf cos +2Csen6 cosd — Bsen® se anule,

Bcos?0—2Asenfcosfh +2Csenfcosd — Bsen?0 =0 = (C— A)sen(20) + Bcos(20) = 0.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.1 Apéndice A: Mds sobre cdonicas 345

B tan(B/(A-C
@ Si A#C, tan(20) = Tc Aqui tomamos la solucién 6 = arctan(B/( ) €l-ml4,ml4].

2

@ Si A=C, entonces Bcos(260) = 0. Para eliminar la rotaciéon podemos tomar 6 = /4.

@ Si 0 = a es el dngulo que anula el coeficiente del término “xy”, la ecuacién general queda como

AXx?+Cy?*+D'x+Ey+F =0
Mais adelante haremos referencia al caso particular 8 = 71/2, en este caso, el efecto de la transformacién es, basicamente,
intercambiar x con y, es decir, el resultado de aplicar el cambio de variable es

Cx*-Bxy+Ay*+Ex—-Dy+F=0.

Ejemplo 8.2
¥
Consideremos la cénica 3x*> —2xy +5y® — 10x— 10y —4 = 0. Su centro es, segtin (8.3), (h, k) = (15/7,10/7). Como

A=3#C =5, el angulo de rotacién que anula el coeficiente del término xy al hacer el cambio de variable (8.5)

es 0= w = /8. Al aplicar el cambio de variable se obtiene la conica (con coeficientes aproximados)

2.585x"2 +5.414y" —13.065x' —5.411y -4 = 0.

Y’

(W', K"

e

El centro de la conica en el sistema X'Y’ es (W', k') = (2.526,0.499). Como conocemos el dngulo de rotacion,

entonces ()= (08§ ~senf) () ~ (2.14289) como ya sabiamos.

Estudio de la ecuacion general.

En el estudio de la ecuacién general, empezamos con el caso més sencillo. Necesitamos este caso para reducir los casos
mds complejos, via traslacién o rotacion, a este caso y luego, usando invariantes, obtener la clasificacién del teorema
(8.1).

Reduccién al caso mas simple. Vamos a establecer la reduccién de la ecuacion general en los casos en que B2 —4AC
se anula o no se anula.

Si B> —4AC #0, la ecuacion general se reduce a

AX*+C'y* +F =o.
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En efecto, si h = (2CD - BE)/(B?> - 4AC) y k= (2AE— BD)/(B? —4AC), al aplicar la traslacién x=x"+h, y=y' +k, a

la ecuacioén general Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0, obtenemos

CD? - BDE + AE* + B’F —4ACF _
B2-4AC -

AxX?+Bx'y +Cy* + 0, (8.6)

Ahora, a esta ecuacion reducida le aplicamos la rotacion x” = x'cos — y’senf e y” = x'sen6 + y' cos6 con 0 escogido

w oIy

de tal manera que se elimine el término “x'y"”, obtenemos

x"”? (Acos? 0 + Bsenf cos0 + Csen?0) + y"? (C cos? 6 — Bsenf cos0 + Asen®0)

. CD*-BDE+ AE*+ B*F —4ACF _ 0
B2—-4AC -

0, en forma abreviada, A'x"? + C'y"? + F' = 0.

Si B> —4AC =0, la ecuacién general se reduce a
AX?+Ey+F =00 Cy?+Dx+F =0.
En efecto, como B = +2v/AC, la ecuacién general se reduce a
Ax*+2VACxy+Cy*+Dx+Ey+F=0.
Como antes, tomamos 6 de tal manera que se elimine el término “xy”. La ecuacion general se reduce a
Ax?+D'x+Ey+F=0 o Cy*?+D'xX+Ey +F=o.
Hay dos casos pues A’ =0 0 C'=0. Para ver esto, observemos que

A= Acos?0 +2vACsenfcos + Csen® @ = (\/ZCOSH + \/EsenG)2

C' = Ccos?0+2vVACsen0cos + AsenZ6 = (\/ECOSH + \/Zsen9)2
Uno de estos coeficientes se anula si vCsenf = —vAcosf o vVAsenf = vCcosf. Si A=C y B=+2v AC, obtenemos el resultado. Si A#ZCy

2tanf
B =+2y/ AC, entonces como tan(2) = ——— = ——
(20) 1-tan?§ A-C

_ —2(A-C0)=V4(A-C)?+4B?
- 2B

A VA

= tanf=t—=+—

vVAC ~VC
B Csenf = —vAcosf o vVAsen =vCcosf.

tenemos,

Btan20+2(A—C)tan9—B:0 = tanf

(racionalizando con V/A),

Completando cuadrados, estas ecuaciones se reducen a

AX?+Ey+F =0 o C'y?+Dx'+F =0.
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Asi, el estudio de la ecuacién general se reduce al estudio de los casos A'x?+C'y2+F' =0y C'y"?+D'x'+F' =0
(pues aplicando una rotacién de /2, se intercambia x con y). En lo que sigue, se hace el estudio detallado.

Estudio de los casos mas simples. El primer caso que analizamos corresponde a la ecuacion
Ax*+Cy*+F = 0. (8.7)

Si ninguno de los coeficientes es cero, tenemos

2 2

X y B

A ®0)
A C

De aqui podemos deducir que’
a) Si AC>0y AF <0, tenemos una elipse.
b) Si AC >0y AF >0, no hay lugar geométrico.
¢) Si AC<0y F<0 o F>0, tenemos una hipérbola.
En el caso de que algunos coeficientes en Ax? + Cy? + F = 0 sean cero, tenemos
d) Si AC>0vy F =0, tenemos un punto.
e) Si AC <0y F=0, tenemos dos rectas que se intersecan.
f) Si AC=0y (A+C)F >0, no hay lugar geométrico.
g) Si AC=0y (A+C)F <0, tenemos lineas paralelas.
h) Si AC=0y F =0, tenemos una linea.

Ecuaciones sin el término “xy”. En la ecuacién

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F = 0. (8.9)
Si A ni C son cero, completando cuadrados tenemos
E )2 D> E?

D\2
A(x+ﬂ) +C(y+i _M+E_F,

(8.10)

D E
Si hacemos el cambio de variable x' = x + A Y =y+ Yol la ecuacioén (8.9) se convierte en

4ACF-CD? - AE* _ 0
4AC o

Esta ecuacién es del mismo tipo que la ecuacion (8.8), asi que podemos concluir que

Ax?+Cy? +

1Observe que AC >0y AF <0 significa que A y F tienen signo contrario y que A y C tienen el mismo signo.
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4ACF — CD? — AE?

a) si AC>0y Yo <0, tenemos una elipse,
4ACF - CD? - AE?
b) si AC<0y 1AC 2 0, tenemos una hipérbola.

Usando la ecuacién (8.10) podemos establecer centro, vértices, etc., en términos de los coeficientes A,C,D,E y E.
Casos A=06 C=0.

Ecuacién Ax?*+Dx+Ey+F=0.Si A#0y E #0, completando cuadrados en la ecuacion, se obtiene la ecuacién
canoénica de la pardbola
Dy E; F D?
(oo =52
2A A E AEA

Ecuacién Cy?>+Dx+Ey+F=0.Si C#0y D #0, completando cuadrados en la ecuacién, se obtiene la ecuacién
canobnica de la pardbola

EN> D; F E?
- =
2C C D 4CD
Ecuaciones con el férmino “xy”. Sila ecuacién Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0 corresponde a una cénica propia,
la presencia del término “Bxy” indica que la cénica no esta en posicién estdndar sino que presenta una rotaciéon de
angulo 6, respecto al origen. El “discriminante” B> —4AC, si se trata de una cénica no degenerada, indica la naturaleza

de la conica.

Ejemplo 8.3
Consideremos la cénica (propia) 3x? +5y? —10x — 10y — 4 = 0. Para tener una primera idea de cémo afecta la

aparicién del término “Bxy”, vamos a agregar a esta ecuacién este término de tal manera que B> —4AC sea nega-
tivo, positivo y nulo. Para esto, en la figura (8.3) se muestra la grafica de las cénicas 3x? +5y? —10x—10y —4 =0,
3x2-2xy+5y>—10x—10y—4=0, 3x>*~v60xy +5y? - 10x—10y—4 =0y 3x>—20xy +5y*> —10x— 10y -4 =0,
en ese orden.

= T T

(a) BZ—4AC<0 (b) B2—4AC <0 (c) BZ-4AC=0 (d) B2-4AC>0

Figura 8.3: En el caso de cénicas propias, el signo de B> —4AC nos indica que que tipo de cénica se trata.

Para estudiar la ecuacién general hacemos un cambio de variable para convertir esta ecuacién en una del tipo (8.10).
La idea del cambio de variable es introducir un nuevo sistema X’'Y’ en el que la conica quede en posicién estandar, i.e.,
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respecto a este sistema la conica no presenta rotacion.

Si 6 = a es el &ngulo que anula el coeficiente del término “xy”, la ecuacién general queda como

Ax?+Cy*+D'x'+Ey+F =0

donde

A’ = Acos? a + Bsenacosa + Csen®a
C'=Ccos?a— Bsenacosa+ Asen®a
D'=Dcosa+ Esena

E'=Ecosa—Dsena
F' =F

Como esta ecuacion es del tipo (8.10),

4A'C'F' - CIDIZ _ A/EIZ

a) si AC'>0y i < 0, tenemos una elipse,
4Alchl _ CID/2 _ A/EIZ
b) si AC'<0y A 2 0, tenemos una hipérbola,

c) siC'=0, A'#0y E' #0, tenemos una parabola,
d) si A'=0, C'#0y D' #0, tenemos una parabola.
Centro, focos y vértices de la conica. Una vez que hemos eliminado el término “xy” de la ecuacion general,

podemos obtener la ecuacién candnica, completando cuadrados. Si en el sistema X'Y’, el centro (o el vértice) de la
conica es (h', k), entonces, en el sistema XY, (h, k) se puede obtener como

h| [ cosa —sena |(A
k| | sina cosa K\

Y en general, si (x', ') es un foco o un vértice de la conica en el sistema X'Y’, entonces el respectivo foco o vértice en
el sistema XY seria

cosa -sena |[x'
sina@  cosa y

Si B> —4AC #0, el centro (de la elipse o hipérbola) en el sistema XY también se puede calcular (como vimos antes)
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con la férmula,

h=(2CD - BE)/(B*-4AC), k = 2AE — BD)/(B* - 4AC).
Si B> —4AC =0, se dice que el centro de la cnica est4 “en el infinito”.

Si ya tenemos la ecuacién sin rotacion, el resto de la informacién la calculamos de la manera usual y luego aplicamos
una rotacién para ubicarla en el sistema XY.

Ejemplo 8.4
D

Identifique la cénica 3x>—2xy +5y? — 10x — 10y — 4 = 0, determine su ecuacién canénica en el sistema X'Y’ y
trazar su gréfica.

Solucién: Primero calculamos el dngulo de rotacién

B
tan2a)=——=1 — a =n/8.
A-C
La nueva ecuacion es
Ax?+C'y*+D X +Ey +F =o.
donde Y \

A’ = Acos’ a + Bsenacosa + Csen? a = 2.585 s

C'=Ccos?’a—Bsenacosa + Asen’ a =~ 5.414 Kv X
D'=Dcosa+ Esena ~ —13.065
E'=Ecosa—Dsena ~ —5.411

F =F=-4.
La cénica en el sistema X'Y' tiene ecuacion (con coeficientes aproximados)

2.585x"2 +5.414y" —13.065x' —5.411y' —4 =0.

Se trata de una elipse con ecuacion canénica

(x' — 2.527)? L= 0.499)%
8.456 4.037

Para hacer la representacion gréfica, podemos dibujar los ejes X', Y’ en el sistema estdndar (rotando los ejes
/8 contra-reloj) y dibujar respecto a estos ejes usando la ecuacién canénica.
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Ejemplo 8.5
D

Identifique la cénica x?> —20v/3xy +21y? -6 =0, determine su ecuacién canénica en el sistema X'Y’ y trazar
su gréfica.

Solucion: Primero calculamos el dngulo de rotacion
tan(2a) b V3 = a=m/6
= —= =7
A-C

La nueva ecuacion es

—9x2+31y2+0-x'+0-y'—6=0.

La cénica en el sistema X'Y’ tiene ecuacién —9x"2 +31y'2 -6 = 0. Se trata de una hipérbola con ecuacién
o X2 P
canénica ——— +
z 2/3 6/31 . . . . . 2 P .
estandar (rotando los ejes 7/6 contra-reloj) y dibujar respecto a estos ejes, usando la ecuaciéon candnica.

= 1. Para hacer la representacion grafica, podemos dibujar los ejes X', Y’ en el sistema

Ejemplo 8.6
N

Identifique y haga la representacion grafica de la conica 5x> —4xy +8y? +4v/5x — 16v/5y +4 = 0. Determine su
centro (h, k) en el sistema XY.

Solucion: Aplicando el cambio d variable nos queda,

112 I _ 92

(x'-1) N =27 _
9 4

El angulo de rotacién es 8 == 0.463. El centro de la elipse, en el

sistema X'Y' es (h', k') = (1,2), por tanto, en el sistema XY es P

_ !
( cos6 senf )(Z’) _ (0’\/5).

sinf cos®

4x"? +9y? —8x'-36y'+4=0 o 1. Y’

Invariantes y clasificacion de cénicas.

No es necesario eliminar el término “xy” para clasificar una cénica. Esto se puede determinar con el valor de ciertas
combinaciones de coeficientes.

Cuando aplicamos a la ecuacién general Ax?>+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0, el cambio de variable (8.5) obtenemos la
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ecuacion A’ x?+C'y"”? +D'x'+ E'y' + F' =0, donde

A’ = Acos?0 + Bsenf cosf + Csen?0
C' = Ccos?0 — Bsenf cos6 + Asen?6

D' =Dcosf + Esen0 (8.11)
E'=Ecosf—-Dsenf
F' =F

Cuando aplicamos el cambio de variable (8.1), del origen al nuevo origen O’ = (h, k), la ecuacion general queda
A'x?+C'y?+D'x'+E'y +F =0, donde

A=A B =B,C'=C,
D'=2Ah+Bk+D,
E'=Bh+2Ck+E,

F' = Ah? + Bhk+Ck* + Dh+ Ek+F.

(8.12)

Se observa entonces que si aplicamos una rotacion, el coeficiente F no variay si aplicamos una traslacién, no varian los
coeficientes A, B y C. También hay combinaciones de coeficientes que no cambian cuando se aplican combinaciones
de estas dos transformaciones de coordenadas. Estas combinaciones se llamamos invariantes (respecto a traslacion y
rotacion). Las combinaciones de coeficientes que nos interesan son las que deciden la naturaleza de la cénica, por
ejemplo B?—4AC.

El invariante mdés simple es la combinacién ® = A+ C. En efecto, en el caso de una traslacién es obvio,
segin (8.12), que A+ C = A’ + C'. En el caso de una rotacién, podemos usar (8.21) para establecer que
A +C =(A+C)cos’0+(A+C)sen’6 = A+C.

Un segundo invariante es ® = B2 —4AC. El valor de ® no cambia si aplicamos una traslacién pues no cambian A, B y
C. Si aplicamos una rotacion,
A'—C'=(A-C)cos20 + Bsen20,

y entonces
(A'-=CY+B*=(A-C)*+B?

Ahora, agregamos 2AC —2AC en el miembro izquierdoy 2A'C' —2A’C’ en el miembro derecho para obtener
(A'+C?—4A'C' +B?=(A+C)*-4AC+B?
finalmente, como O es invariante,
B*-4A'C' =B*-4AC.

Un tercer invariantes es A = 4ACF + BDE — AE> — CD? — FB?. La prueba es similar.

Ahora vamos aplicar estos invariantes para identificar conicas a partir de la ecuacién general. Como hemos visto, la
ecuacion general Ax?>+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0, se puede reducir a alguna de las formas

A'x*+C'y*+F =0, con A,C" nonulos. (8.13)
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C"y*+D"x=0, con C"#0 y D" #0. (8.14)
Es suficiente considerar estos casos porque al aplicar una rotacién de 7/2 se intercambia x con y y se obtienen las
otras combinaciones.
@ Sila ecuacién general se reduce a la forma (8.14), entonces ® =0y A = —C"D"? #0. Como® y A son invariantes,
aplicados en la ecuacién general, nos dice que si
®=B>-4AC=0 y A=4ACF+BDE - AE*—CD*-FB? #0,

entonces tenemos una parabola.
Si la ecuacion general se reduce a la forma (8.13), entonces ® = —4A'C' y A=4A'C'F' = -®F'.

@ Si @ > 0, la ecuacion general solo se puede reducir a la forma (8.13) y en este caso ® = —4A'C’ > 0 nos dice
que A" y C' tienen signos opuestos y que F’' es cero solo cuando A = 0. De acuerdo a nuestra caracteri-
zacion de conicas en el caso mds simple, la ecuacién general representa una hipérbolasi ® = B>~4AC >0y A #0.

@ Si @ <0, la ecuacion general solo se puede reducir a la forma (8.13) y en este caso ® = —4A'C’ < 0 nos dice
que A’ y C' tienen signos igualesy que F' es cero solo cuando A = 0. De acuerdo a nuestra caracterizacion de
cénicas en el caso mds simple, la ecuacién general representa una elipse si ® = B2 —4AC <0, A#0 y F' tiene
signo opuesto a A’ y C'. Enresumen, si ® <0, la ecuacion general corresponde a una elipse si ©A < 0.

Toda este analisis se resumen en teorema (8.1).

Excentricidad: Otfra manera de definir las cénicas.

La parébola, la elipse y la hipérbola se pueden definir en términos de las distancias a un punto fijo y una recta dada.
En un plano, consideremos una recta fija ¢ y un punto fijo F, no contenido en la recta; se llama “cénica” al lugar

- . d(Q,F) . .
geométrico de un punto Q que se mueve en el plano de tal manera que la razén 20,0 es siempre igual a una
’ d(Q,F
constante positiva, denotada con e. Larecta ¢ se llama directrizy el punto F se llama foco. La constante e = d((g g))

se llama excentricidad de la cénica.
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Figura 8.4

Para hacer el andlisis sencillo, se puede ubicar la directriz en
el eje Y y se puede tomar el foco en F = (s,0), con s > 0. Si
Q = (x,y) estd en el lugar geométrico, entonces si QA es el
segmento perpendicular al eje Y, de debe cumplir

QF \
A \
QA
que analiticamente corresponde a .
F = (s,0)
/ 24 12
VE-97+y° —e. Figura 8.5

| x|

Simplificando se obtiene (1 —e?)x? — 2sx + y? + s? = 0. Esta ecuacién es la ecuacion de una cénica, pero su naturaleza
depende del valor de e.

@ Si e =1, obtenemos la pardbola y2 =2s(x—s/2).

@Si e # 1, podemos dividir por 1 - e? y completar el cuadrado:

el
Xx— 2
1- ez) Y
+ —1 (8.15)
s%e? s%e?
(1-e2)2 1-e?
s 22
T 2) ¥y
Por tanto, si e > 1 entonces 1 — % < 0; y tenemos la hipérbola 5 ze -—=5 = 1
se sce
(1-e2)2 e2—1
s , s2e? ,  s%e o s o )
con centro (h, k) = (—, 0), a“=——=,yb = . Como en la hipérbola ¢ = a“ + b*, tenemos en particular,
1-e? (1-e2)2 e2-1
c
e=—.
a

. L . 7 C
@Si e< 1, entonces 1—e? > 0 yla ecuacion corresponde a una elipse. De manera anéloga, se puede mostrar que e = —.
a
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En resumen, dada unarecta ¢ y un punto fijo F que no estd en
¢, el lugar geométrico de los puntos Q del plano tales que el
cociente de las distancias de Q a F ya ¢ es una constante, e, es

a) una elipse si 0 < e <1 (una circunferencia si e =0),
b) una pardbolasie=1y
¢) una hipérbolasi e > 1.

En general, si a eslalongitud del semieje mayor en la elipse o la

longitud del semieje transversal en la hipérbola, en ambos casos,
2_a2_b% en Figura 8.6

la excentricidad es e = ¢/ a; ¢ se calcula como c¢
la elipse y como ¢? = a? + b? en la hipérbola. En la parabola la
excentricidad es siempre e = 1.

Ejemplo 8.7
En este ejemplo consideramos cénicas con distinta excentricidad.

x —2)? -1)?
( ) + =1 =1 (en celeste) tiene excentricidad

La elipse

5
c . . y-17°
e = — =~ 0.44 mientras que la elipse (x —2)% + yT =1 (en
a
c
violeta) tiene excentricidad e = — =~ 0.89. Como se observa, sila
a
excentricidad es = 1, la elipse se parece a una circunferencia.

92
) —(y- 1)2 =1 (en celeste) tiene excentri-

La hipérbola &

-2 2 -1 2
cidad e = = ~ 1.118. La hipérbola i . Vi
a 4 30

. . . . c
violeta) tiene excentricidad e = — = 2.91. Se observa como una

=1 (en

a
excentricidad grande hace que la hipérbola tenga ramas “estre-
chas”.

Ecuacion polar de una cénica.

El matematico y astrénomo J. Kepler (1571-1630), sobre la base de una gran cantidad de datos obtenidos por Tycho
Brahe (1546-1601) acerca del movimiento planetario (en particular de Marte), descubri6é que la trayectoria de los
planetas del sistema solar es eliptica, con el sol en uno de sus focos. En un principio Kepler pensaba que las orbitas
debian ser circulares, una idea dificil de desechar dado que la excentricidad de la 6rbita de Marte es 0.093315 (casi una
circunferencia!).


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.1 Apéndice A: Mds sobre coénicas

El Afelio es el punto mas alejado de la 6rbita de un planeta alrededor del Sol. E1

Planeta perihelio, es el punto més cercano al Sol. Si a es la longitud del semieje mayor de la
0 orbita eliptica y e la excentricidad, entonces en el afelio, la distancia del planeta

Sol al sol es r = a(1 + e) y en el perihelio la distancia del planeta al sol es a(l — e).
Afelio Perinelio  Para obtener estas distancias es conveniente expresar la ecuacion de una elipse en
términos del semieje mayor a y la excentricidad.

Para simplificar, supongamos que tenemos una cénica C con excentricidad e, un foco F en el origen y una directriz
vertical ¢ a una distancia d ala derechade F.

Y4 / Y4

Figura 8.7
Como vimos en la seccién anterior, se debe cumplir
QF
—_— =e.
QA

Si ponemos s = QA y r = QF, entonces s = |d —rcosf| y =T cos0l =e
—rcos
@ Si Q(x,y) estdalaizquierda de la directriz ¢, entonces s = d — r cos6, despejando r obtenemos

ed
fr=——
1+ ecosf

@ Si Q(x,y) estd ala derecha de la directriz ¢, entonces s = rcosf — d, despejando r obtenemos

ed
fr=——
ecosf—1

En este caso, como r >0, e> 0y d >0, se cumple ecosf > 1 porlo que e > 1. Esto dice que solo las hipérbolas
tienen puntos a la derecha de la directriz ¢.

En resumen,

Sea C una cénica con excentricidad e, un foco F en el origen y una directriz vertical ¢ a una distancia d ala
derechade F. Si 0 <e <1, lacénica C es una elipse o una pardbola; todo punto de C estéd a laizquierdade ¢ y
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satisface la ecuaci6én polar

ed

r=———— 8.16
1+ecosf ( )

Si e > 1, la curva es una hipérbola con una rama a cada lado de ¢. Los puntos de la rama de la izquierda satisfacen

la ecuacion (8.16) y los de la rama de la derecha satisfacen

ed
= 8.17
r ecosf—1 ( )

Ejemplo 8.8
D

. . 8 &l
Considere la cénica con ecuaciéon polar r = ————.
. 1+cos0 .
Como e =1, se trata de una parabola. El foco estd, por supuesto, en el origen.
La directriz estd a la derecha del foco y tiene ecuacién x = 8. El vértice es 5
V=(4,0).
5 L

e

En Wolfram Mathematica se puede hacer la representacion gréfica usando PolarPlot. El c6digo del ejemplo
anterior es,

PolarPlot[ 8/(1+Cos[t]),{t,0,2Pi},
PlotRange->{{-10,10},{-10,10}},
AxesStyle->Arrowheads[{-0.05,0.053}]
15

ed
Afelio y Perihelio. La ecuacién de una elipse (0 < e < 1) confoco en el origen es r = Trocosd Para calcular la distancia
e cos

d
al sol en el Perihelio hacemos 0 =0, es decir, r = le—. Para calcular calcular la distancia al sol en el Afelio hacemos

+e
ed ed ed ed
0 =, es decir, r = ——. Como la suma de ambas distancias es 24, entonces 2a= —+ — — ga= ———.
l1-e l+e 1-e 1+e)(1-e)
ed

ed
Asi,r=——=a(l-e r=——=a(l+e).
l1+e ( )y l-e ( )
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Reconocimiento de cénicas con métodos matriciales.

La ecuacién general Ax?>+2Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0 se puede escribir en términos matriciales como

(x y)g Ié o +(p ) ; +F=0,
0, como XTAX+KX+F=0con X = ;,A: 2 g yk=(D E.

pi1 P12

Si P= (
p21 p22

/

. X x . . .
variable =P ,) provoca una rotacion. Sustituyendo X = PX’ en la ecuacion (8.18),

PXHYTAPX)+KPX)+F=0 < XT(PTAP) X'+ K(PX)+F=0.

Como P diagonaliza a A, entonces

PTAP) =

A0
0 A

donde A; y A, son vectores propios de A. Entonces, X' (PTAP)X' + K(PX') + F = 0 es equivalente a

+F=0,

A ) A

Mx?+ )2 +D'x'+E'y +F=0.

Como se ve, se elimino el término “xy” y la conica se puede reconocer facilmente.

(8.18)

) es una matriz que diagonaliza ortogonalmente a A, tal que Det(P) = 1, entonces el cambio de

(8.19)

(8.20)

Cdiculo de la matriz P. Primero hay que calcular una base ortonormal para cada espacio propio asociado a cada valor

propio A;. En nuestro caso, cada espacio propio tiene una base ortonormal con un solo vector unitario.

Ahora debemos colocar estos vectores base como columnas de la matriz P de tal manera que |P|=1.

SiP= (Ul Uz) con |P| =1, los vectores unitarios v; y v, generan los nuevos ejes X'Y’. El dngulo de rotacién es

0=_/ey, v con e =(0,1).
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Ejemplo 8.9
D

Identifique y haga la representacién grafica de la cénica 5x? —4xy +8y? +4v/5x—16v/5y+4=0.
Solucién: La forma matricial de la conica es
XTAX+KX+F=0
5 =2 4v/'5
y K= VB .
-2 8

con A=

-16v5

La ecuacion caracteristica de A es 7

A-5 2
2 A-8

IYLI—AIZDet( )2(1—9)(/1—4).

2/\/5)

La base ortonormalizada para el espacio propio asociadoa 1; =4 es v} = (1 IV

-1/v5

La base ortonormalizada para el espacio propio asociadoa 1y =9 es v, = ( 2/\/5

2/vV5 -1/V5
1/v5  2/V5

La matriz P =

nos queda,

4x" +9y"? —8x'-36)'+4=0 o 5

) tiene determinante igual a 1. Ahora, haciendo el cambio de variable X = PX’

El angulo de rotaciéon es 6 = arccos((1,0) - v1)/11(1,0)|[||v1]] = arc cos(2/v/5) = 0.463. El centro de la elipse, en el

cos®

sistema X'Y' es (W', k') = (1,2), por tanto, en el sistema XY es <ing

Ecuacion paramétrica de una cénica.

), ie, (hk)=(0,V5).

Una parametrizaciéon de una curva C es una funciéon r(t) = (x(t), y(t)), t € [a, b], con x(t) y y(t) funciones conti-nuas
en [a,b]. Las parametrizaciones es lo que mds usado en gréaficos por computadora y modelado geométrico ya
que los puntos de la curva se calculan facilmente. En contraste, la evaluacién de los puntos de una curva definida

implicitamente (como es el caso de las conicas) es mucho més dificil.

En esta seccion vamos a establecer una parametrizacién para la cénica propia de ecuacién general
Ax>*+Bxy+Cy*+Dx+ Ey+F = 0. Hay varias maneras de hacer esto. Aqui vamos a usar la teoria que he-
mos desarrollado previamente, usando algunas parametrizaciones conocidas para los casos simples. No vamos a ver
c6mo se obtiene una parametrizacién. Para esto puede ver ([?]). En principio, podemos usar el teorema (8.1) para

identificar la cénica, luego la llevamos a la forma estandar. En esta forma es fécil definir la parametrizacién.

Pardbola. La pardbola (y — k)2 = 4p(x — h) se puede parametrizar como
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x(t) = h+pt?,
teR.
y(t) =k+2pt,

Para parametrizar Ax?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, recordemos que esta ecuacion corresponde a una parabola
si B2—4AC =0y 4ACF + BDE — AE?> — CD? — FB? # 0. Aplicamos una rotacién de dngulo 6 = arctan(B/(A - C)) si
A# C, enotro caso, § = /4. La ecuacion se reduce a

Ax*+Cy*+D'x+Ey +F =0,
donde

A’ = Acos?60 + Bsen6 cosf + Csen?0,
C' = Ccos?0 — Bsenf cosO + Asen?0,

D' =Dcos@ + Esen0, (8.21)
E' = Ecosf — Dsend,
F =F

En este caso A’ =0 o C' =0. En resumen, la ecuacion se reduce a
AxX*+D'x'+E'y+F=0 0 C'y*+D'x'+E'y +F=0.

Una vez que tenemos la ecuacion asi, ya podemos completar cuadrados y aplicar la parametrizacién. Para obtener una
representacion gréafica simétrica se puede usar ¢ € [—s,s], s> 0.

Estudio del caso C'y"?+ D'x'+ E'y/ + F = 0. La ecuacion canodnica en el sistema X'Y’ es

D/
(Y +E'12C"? = o (xX'+FID' - E?/4C'D’).

Por lo tanto, h = (E”? —4C'F)/4C'D’, k=-E'/2C' y p=—D/4C'. La parametrizacién en el sistema X'Y’ es
x'() = h+pt?

te [-s,s], s>0.
Yy (1) =k+2pt,

y la parametrizacién en el sistema XY es

x(t)] [ cos® —senB |[x'(1) R
y(®)] | sinf cosO Yy '

donde 6 es el dngulo de rotacién.
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Ejemplo 8.10
¥

Parametrizar la cénica 3x? — v/36xy +3y? —10x— 10y —4 = 0.

Solucién: Como B?>-4AC =0y 4ACF + BDE — AE?> - CD? -
FB? = —1200 # 0, se trata de una pardbola. Como A = C el
adngulo es 6 = /4. Al aplicar la rotacion nos queda la ecuacién

6y>-10vV2x—-4=0.

Entonces h=—v/2/5,k =07y p=5/(6v2). Porlo tanto, la parametrizacion en el sistema XY es

x() = g5 (12 - 501 +25¢2),
te[-s,s], s>0.
y(t) = & (-12+50t +25¢2),

El estudio del caso A’ x"? + D' x' + E' y' + F = 0 queda como ejercicio.

(x-h? (y-k)?
a2+b2

x(t) = h+acost,

La elipse. Sila ecuacién canénica de la elipse es

=1, una parametrizacion es

te [0,2m].
y(t) = k+bsent,

En particular, la circunferencia (x — h)? + (y — k)? = r? se parametriza como

x(t)=h+rcost,
te [0,2m].
y(t) =k+rsent,

Si Ax?>+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0 eslaecuacién de una elipse, al aplicar una rotacién que elimine el término “xy”,
obtenemos
Ax*+Cy*+D'x+Ey +F=0

Completando cuadrados nos queda

x'-h? (Y -k?
+ =1,
F'I A F'IC

donde h=-D'/2A!, k=-E'/2C', F'=—F + D"?/4A' + E”?/4C'. Esta informacién es suficiente para parametrizar la
/

en el sistema XY se obtiene con

elipse con .

) en el sistema X'Y'. La parametrizacion

y(1)
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XW)_ [ cos6-send ) (K0} g, o
ym) | sind cosb ||y'n) 27,

donde 6 es el dangulo de rotacion.

Ejemplo 8.11
D

Parametrizar la cénica 2x*> —2v/3xy +4y*> +5x+6y—1=0.

Solucién: Como B?—~4AC=-20<0y (A+C)(4ACF + BDE —
AE?-CD?-FB?) = 6(-192-60+/3) < 0, se trata de una elipse. El

angulo de rotacion es 8 = /6. Al aplicar la rotacién nos queda >
la ecuacién )
5v3 5
x2+(3+7‘/_)x+5y2+(—§+3\/§)y—1=0. *

Entonces h = —-3.66506, k = —0.269615, a = 3.84658 y b = 1.72024. Por tanto,

x'(t) = —3.66506 + 3.84658 cos ¢
y'(t) = —0.269615 + 1.72024 sen t.

La parametrizacién en el sistema XY es

x(1) g —% x'(1) —3.03923 +3.33123cost—0.860121sen ¢
— /2 ) - te [0,27],
y'(1)

yo)] | 1 —2.06603 +1.92329 cos ¢ +1.48977sent |’

2 2

El centro de la elipse, en XY, es (—3.03923,—-2.06603).

(x-h? (y-k?
a2 b2

La Hipérbola. Sila ecuacién canénica de la hipérbola es =1, una parametrizacion es

x(t) = h+ acosht,
te[-s,5], s>0.
y(t) = k+ bsenht,

Esta parametrizacién solo es para la rama derecha de la hipérbola. La rama de la izquierda la obtenemos por reflexién
sobre el eje x = h, es decir,
x(t)=2h—(h+acosht),
te[-s,5], s>0.
y(t) = k+ bsenht,
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Si Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0 corresponde a una hipérbola (i.e. si B>~4AC <0y B>~4AC >0y 4ACF+BDE -
AE? — CD? — FB? #0), eliminamos el término “xy” y obtenemos la forma reducida A’x?>+C'y* + D'x+E'y+F = 0.
Completando cuadrados obtenemos h, k, a y b pero respecto al sistema X'Y’. Si (x'(z), y'(¢)) es la parametrizacion
en el sistema X'Y’, la representacion gréfica de la cénica en el sistema XY la podemos hacer con la parametrizacion

x(t)) [ cos@ —senB |[x'()
y()] | sind cosO Yy

donde 6 es el dngulo de rotacion. El estudio completo queda como ejercicio.

Apéndice B: Coordendas Polares
introduccién

Las coordenadas de un punto en el plano también se pueden establecer fijando un punto O, llamado polo u origeny
construyendo un eje con punto inicial O. Este eje lo llamamos Eje Polar. Este nuevo sistema de coordendas se llama
“sistema de coordenadas polares”.

A cada punto P en el plano se le pueden asignar las coordenadas (r,0) (llamadas coordenadas polares del punto) de la
manera que se indica en la figura que sigue,

» Eje polar

Figura 8.8: Coordenadas polares de P.

“w »

@ r esladistancia de O a P. Mas adelante la tomaremos como una “distancia dirigida”, es decir, el signo
invierte la direccion.

@ 0 es el angulo desde el Eje Polar hasta el segmento OP
Ejemplo 8.12
D
a.) Elpunto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El dngulo desde el Eje Polar hasta OP es 6 = g

b.) Elpunto Q (3, —%) estd a 3 unidades del polo. El dngulo desde el Eje Polar hasta OQ es 6 = —%.

11 — 11
c.) Elpunto R (3, Tﬂ) estd a 3 unidades del polo. El &ngulo desde el Eje Polar hasta OR es 0 = ?n
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Figura 8.9: Puntos P, Q y R.

Ejemplo 8.13 (r como “distancia dirigida”)
v

a.) Elpunto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El dngulo desde el Eje Polar hasta OP es 6 = g

b.) El punto Q (—2, E) estd a 2 unidades del polo pero en direccién opuesta a P. El &ngulo desde el Eje Polar

hasta OP es 0 =

wa?

NN
&
o
e
%

2

Figura 8.10: r como “distancia dirigida”

/s b8 b8
c.) Elpunto P (2, 5) tambien se puede representar como P (2, B + 271) ycomo P (—2, B + Jt)

No unicidad. A diferencia de las coordenadas rectdngulares de un punto, en coordenadas polares la representacién no
es Unica: P(r,0) también se puede representar como P(r,0 +2km) con ke Z.

Ademads como r la tomamos como una distancia dirigida, entonces P(r,0) también se puede representar como
P(-r,0+2k+ 1)) con ke Z.

Adicionalmente, el polo se puede representar con O(0,6) con 0 € R.
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8.1 Represente, en un sistema de coordenadas polares, los siguientes puntos,
a.) (2,m)
b.) (—2,m)
c) (3,m/4)
d) (3,97m/4)

e.) (—3,57m/4)

Conversién de coordenadas

Para empezar podemos establecer una relacién inicial entre la coordenada (r,8) de un punto P y sus respectivas
coordenadas cartesianas. La relacion se puede ver usando una figura,

Figura 8.11: Conversién de coordenadas

Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares. Deducimos que si tenemos las coordenadas
polares (r,6) de un punto P, entonces las coordenadas cartesianas de P son (x,y) con

rcos6

r,0) — {x
y

rsenf

Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares. Si tenemos las coordenadas (x, y) de un punto
P, podemos determinar un juego de coordenadas polares con r =0y 8 €] —m, 7].
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Este intervalo ] — 7, ] es conveniente pues la funcién "arctan" usualmente la tomamos como la inversa de la funcién

tangente en este intervalo. A la funcién arcotangente hay que hacerle algunos ajustes dependiendo del cuadrante en el
que se encuentre el punto (x, y).

ro= x2+y?
arctan(y/x) si x>0 (IylIVcuadrante)

arctan(y/x) + 7 si  x<0 (IIylll cuadrante)

(x, ) «— 1|

4 .
0 =13 si x=0y y>0
b4
—-— si x=0 vy y<O0
2
0 si x=0 y y=0 (convenio)

Ejemplo 8.14 (Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares)

a.) Consideremos el punto P(v/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos la
féormula que establecimos mads arriba.

x = +3cosn/3

V3, 7/3) —

y = +3senn/3

b.) Consideremos el punto P(—v/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos la
férmula que establecimos mads arriba.

3
x = —v3cosm/3 = —% 5 3
(-V3,7m/3) — — (__y __)
3 2 2
y = —v3senn/3 = -

Ejemplo 8.15 (Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares)
¥

a.) Consideremos el punto P(—1,1). Para hacer la conversidon a coordenadas polares, usamos la férmula que
establecimos més arriba. Observemos que P(—1,1) estd en II cuadrante.
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V2
-1,1) — — (\/E T)

6 = arctan(L)+m = Zia=Z

\_‘
Il

b.) Consideremos el punto P(0,2). Para hacer la conversién a coordenadas polares, usamos la férmula que
establecimos mds arriba. Observemos que P(0,2) estd en el eje Y.

r o= Va=2
©0,2) — — (2%)

(wn}
I
NS

8.2 Haga la conversion a coordenadas cartesianas de los siguientes puntos,

I Ww
jos H

a.) (1,m
O
(@) b.) (-1,7)
o
"— ) (2,7/3)
LIJ C T

d) (-2,7/3)

8.3 Haga una conversién a coordenadas polares de los siguientes puntos,
a.) (0,-5)
b.) (=5,0)
c) (=V3,-v3)
d) (vV3,-v3)
e) (vV2,V3)

Curvas en coordenadas polares

Observemos que si tenemos una curva de ecuacién y = x?, entonces haciendo la conversién a coordenadas polares
(sin considerar el punto (0,0)), tendriamos
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y = X
rsenf = (rcos6)?’
rsenf = r°cos’6
senf

= r o también r = secOtané.

cos26

Algunas curvas son mas sencillas de ver y manipular en coordenadas polares. Por ejemplo, la circunferencia x?+ y* = a?

en coordenadas polares es la funcién constante r = a.

Ejemplo 8.16 (Ecuacién polares de una curva)

a.) Obtener una ecuacion en coordenadas polares de la curva (x%+ y2)3 =205y,

Solucion: Sustituyendo,

2, .2\3 5
(x*+y°) = 2°x ;
(r>® = 2%rcosf ¢ :
1
% = 2%rcosO 2
r = 2vVcosh

Figura 8.12: Curva (x? + y?)3 =2%x.

Ejemplo 8.17 (Circunferencias y rayos)
a.) Las circunferencia x? + y2 = a? tiene ecuacién polar r = a (funcién constante).

En efecto, sustituyendo obtenemos
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T
2 22 +y? =4
P =X
21 = & /_
RN
r = a

Figura 8.13: Circunferencia r =2

b.) Larectade ecuacién y = mx (una recta que pasa por el origen) tiene ecuaciéon 8 = arctan(m)

En efecto, sustituyendo obtenemos
y x Y = V3z

2 _ T

y = mx V= 3

rsenf = mrcosO
T 0
tanf = m
60 = arctan(m)

Por ejemplo, la recta y = v/3x tiene ecuacién en polares

0 = arctan /3 = il Figura 8.14: Recta 6 = %

=%

w

8.4 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (et yz)3 = x3.

8.5 Obtener una ecuacién en coordenadas polares parala curva y = x

7]
O
O
O

8.6 Obtener una ecuacion en coordenadas polares parala curva (x+1)? + y* =1

er

LE‘ 8.7 Obtener una ecuaciéon en coordenadas polares para la curva x? + y? = 2/x2 + y2 + x
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Graficar en coordenadas polares.

En general, en este curso, nos interesan curvas de ecuacion r = g(f). La manera de hacer la representacion gréfica de
curvas sencillas es (por ahora) representar algunos puntos de la curva y usar propiedades de simetria para completar el
gréfico.

Ejemplo 8.18
D
Realizar el gréfico de la funcién r = 4sen6

Solucién: Hacemos una tabla de valores para esta funcion tomando valores de 6 en [0, 27].

S
~

0 O
b4
= 2
6
b4
-  2vV3
5 2V3
b4
= 4
2
2n
== 2\/§
3
ST
= 2
6
n 0
3n
37 A Figura 8.15: Gréfica de r =4senf
2

Simetria

En el ejemplo 8.18 podemos notar que la grafica presenta simetria respecto al eje Y. Haber notado esto nos hubiera
permitido conocer propiedades de simetria de la grafica.

Hay una manera de verificar si una curva presenta simetria respecto a la linea 8 = n/2, respecto al Eje Polar y respecto
al Polo.

Estas pruebas de simetria solo dan “condiciones suficientes”, es decir, si la prueba de simetria falla, podria ser
todavia que la curva presente simetria. Esto es asi porque como las coordenadas en polares no son tnicas, las cur-
vas pueden tener ecuaciones alternativas. En algunas de estas ecuaciones las pruebas de simetria funcionan, en otras no.
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Pruebas de simetria. En este curso solo consideramos tres pruebas de simetria.

I i I
2 2 2
(_r’_e)
(r’n_e) (r’e) (F,Q) (r,9)
. n-6 T+0
\\!/‘ /
T - \9 0 T 0 0 T \9 0
\\\!_9 }/,
N o
(r, —9) (r,m+ 9)
(-r,m—0) (=r, 0)
3 3 3
2 2 2

(a) Simetria respecto alarecta 0 = /2 (b) Simetria respecto al Eje Polar (c) Simetria respecto al Polo

(Pruebas de simetria: Suficientes pero no necesarias)

Prueba de simetria Aplicar a r = f(0) y simplificar

Simetria respecto alarecta 8 = /2 r=fmx-60) o —r=f(-0)
Simetria respecto al Eje Polar r=f(-60) o —-r=f@-0)

Simetria respecto al Polo r=fm+60) o —r=fO)

Para aplicar las pruebas de simetria es ttil recordar que

cos(—0)

sen(—0)

cos(t —0)

sen(m —0)

cos(m +6)

sen(m +0)

= cos(®)

= —sen(d)

= —cos(@)

= sen(0)

= —cos(@)

= —sen(d)
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Ejemplo 8.19
D

Aplicar las pruebas de simetria la curva de ecuaciéon r =3 +2cos6.
Solucion:
a.) Simetria respecto alarecta 8 =m/2: La prueba no dice nada.
r=3+2cosf. Primera sustituciéon: r =3 +2cos(w —60) =3 —-2cos#, falla!
r=3+2cosf. Segunda sustitucién: —r =3+2cos(-0) = r=-3-2cos#, falla!
b.) Simetria respecto al Eje Polar: Si hay simetria.
r=3+2cosf. Primera sustitucion: r=3+2cos(-0) =3+2cosf ¢
c.) Simetria respecto al Polo: La prueba no dice nada.
r=3+2cosf. Primera sustitucién: r =3 +2cos (7w +6) =3 —-2cos0, falla!

r=3+2cosf. Segunda sustitucién: —r =3+2cosf =— r=-3-2cos0, falla!

SYESY

r=3+2cos0

/123450

,T N
=/

3n
2

Figura 8.16: La curva r = 3 +2cos presenta simetria respecto al Polo

Prueba rdpida de simetria

. . s . 4
a.) Las curvas de ecuacién r = f(sen6) son simétricas respecto a la linea 6 = i
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b.) Las curvas de ecuacién r = f(cos6) son simétricas respecto respecto al Eje Polar

8.8 Verifque quela curva r =1—-2cos6 es simétrica respecto al Polo

8.9 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién r = 2 cos36.

2

8.10 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién r? = a cos36 con a constante no nula.

2

8.11 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién r? = a® cos26 con a constante no nula.

8.12 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacién r =3cos26 con a constante no nula.

Maximos, ceros y tangentes al polo.

Una ayuda adicional para realizar el grafico de una curva con ecuacién en coordenadas polares, es conocer los dngulos
paralos que |r| es méximo y para los cuales r = 0 y adicionalmete conocer las tangentes al polo.

Méaximo valor de |r|. Para curvas sencillas podemos obtner el valor maximo de |r| por inspeccién, usando el hecho de
que -1 <senfl <=1y -1 <cosf <1.

. ] . ) - . o dr
Adionalmente podriamos aplicar calculo: Los puntos criticos los obtenemos resolviendo la ecuacién 20° 0.

Ceros. Resolvemos la ecuacién trigonométrica f(6) =0

Tangentes al Polo. Sea C una curva de ecuaciéon r = f(0) con f una funcién derivable. Sila gréfica de C pasa por el
Polo cuando 6 = a entonces f(a)=0.

Supongamos que cuando 6 = a, también tenemos una tangente no horizontal a C en el Polo, es decir, f'(a) #0. La
ecuacion de esta recta tangente es y = mx con m =tana (pues pasa por el origen). Esto es asi porque como

x = f(08)cosH
y=f(@)send

Entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por

d
dy d_g _ f'(0)sen0 + f(0) cosO
dx E ~ f'(0)cosO - f(O)send
ae
Asi, evaluandoen 0 =«

(cuidado: La pendiente de la tangente no es f’(6))
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!
dy _f(a)sena+f(a)cosa:tana si f@=01y f@#0.

ax|g=q B f'(@)cosa— f(a)sena

Tangentes y Tangentes al Polo

@ Lalinea 0 = a es una tangente al polo en la grafica dela curva ,C si f(a) =0y f'(a) #0

d
@ Lalinea 6 = a es una fangente al polovertical, en la gréficadelacurva C, si f(a) =0y ’d_y‘ —o0sif—a
X

dy

= =o.
dx

O=a

@ Lalinea 0 = a es una tangente al polo horizontal, en la graficadela curva C, si f(a)=0y

@ También puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que dy/dx se tenga que
calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(a) =0y f'(a) =0.

Ejemplo 8.20
D
Realizar el gréfico de la curva de ecuacién r =1 —2cos6.

Solucion: Para realizar la grafica vamos a aplicar las pruebas de simetria, vamos a calcular los valores méximos,
los ceros y las tangentes al polo. Finalmente haremos una tabla de valores.

a.) Simetria: La curva es simétrica respecto al Eje Polar.

b.) El valor méximo de |r|: Por inspecciéon: Como 2 = —2cosf = -2, entonces el valor méximo es |r| = 3
cuando 6 =7

1
c.) Cerosen [0,27]: 1-2cosf =0 = COS@=§ — 0=n/3 y 6=>5n/3.

d.) Tangentes al Polo en [0,27] : La funcién se anula en a = 7/3, 57/3. Como r'(f) = 2senf y como
r'(m/3) #0 y r'(5m/3) # 0, entonces las rectas 6 = 7/3 y 6 = 57/3 son dos tangentes al Polo.

e.) Tabla de valores y grdfico
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6| 0 /6 /3 | wl/2 | 27x/3 | ®w
r| -1| =-0.73 0 1 2 3

Figura 8.17: Curva de ecuacién
r=1-2cos6.

Nota sobre tangentes al Polo. Si f’ no esta definida en el cero 8 = @ entonces no se pueden definir tangentes al Polo
para este valor del &ngulo. Como ya indicamos, puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o
que dy/dx se tenga que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(a) =0y f’(a) = 0. Por ejemplo,

—sen(20
la curva de ecuacion r = v/cos(260) tiene ceros en 6 = £7/4 pero su derivada r'(0) = % estd definida solo si
cos
cos(260) > 0. Aun asi, la derivada existe como limite unilateral:
A(x2+y2) ~x2+y2 =0
Figura 8.18: Las rectas 6 = +7/4 son tangentes al Polo.
Las rectasf = +7/4 son “tangentes en el limite”, pues como
x=r(0)cosb
y=r(0)senf
Entonces,
dy —sen(20)
' ———senf + y/cos(20) cosO
dy 4o r1'@)senf+r@O)cosd  /cos(20) 26) T+

4av — 1si0—=
4

dx dx 1) cosd—r@)send —sen(20)
- ————cosf — v/ cos(20) send
do vcos(20)
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jercicios

8.13 Realizar el grafico de las curvas cuya ecuacién se indica en la lista que sigue. Usar simetria, ceros, valores
maxomo de |r|, tangentes al Polo y una tabla de valores.

a) r=2

b.) 6=3n/4

c.) r=3cosfO

d.) r=3senf

e.) r=2+3cosf

f) r=2-3cosb

g.) r=4cos20

h.) r=4sen20

Curvas especiales

Hay muchas curvas importantes que tienen una ecuacién simple en coordenadas polares. A continuacion hacemos un
resumen de algunas de estas curvas.

(SIE
SIE
SIE
SIE

/ 0 Y 0 717(

3n 3n 3n 3z

2 2 2 2
a a a a
- <1 -—=1 l<—-<2 )
b b b b
Caracol Cardioide Caracol Caracol

Figura 8.19: Caracoles r =a+ bcos0,r=a+ bsend, a>0, b>0.
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r r r
2 2 2
n=4
Y
” ° N
X n=2
3n 3n
2 2
r = acosnf r = acos nf r = asinnf r = asinnf
Figura 8.20: Rosas de n pétalos si n es impar y de 2n pétalos si n es par
T

(S1E

I
2

@:»0 nilkw r ﬁ 0 n@@—»o

' @,
1
M
a a

3 3 3 3n

2 2 2 2
r=acos 6 r=asin 0 r2 = a%sin 26 r2 = a?cos 26
Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata

Figura 8.21: Circulos y Lemniscatas
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En general, cualquier combinacién de ecuaciones y desigualdades pueden definir una regién, de manera implicita.

Esta seccion se introduce casos sencillos.

@ Desigualdades del tipo y= f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a, b].

La representacion grafica de la curva y = f(x) consiste de la representacion de los pares (x,y) con y = f(x). Los
puntos (x,y) con y = f(x) conforman una regién por encima de la representacion grafica de f (incluyendo esta
representacion) y, de manera anéloga, los puntos (x,y) con y < f(x) conforman una regién por debajo de la
representacion grafica de f (incluyendo esta representacion.)

A y=f(x)

A

y=f(x)

Y

@ Desigualdades del fipo y > f(x) 0 y < f(x) en un intervalo [a, b]. Este caso es similar al anterior, como la

desigualdad es estricta, no incluye la curva y = f(x).

A A y=f(x)
Y :f(x) !
1
” - ”-.:_~\\ III
>f(x0)? I‘ [ \\\ II
Y>> fx) ) | y
i v < fx0)s \
: /o i N LY
- ] ‘ -
,f't ~ _ ’I .
a X0 y b Yy < f(x>
\ :
M 4 o I >
-~ a x() b

@ Desigualdades del tipo x> g(y) 0 x< g(y) enun intervalo [a, b].

La representacion grafica de la curva x = g(x) consiste de la representacion de los pares (x, y) con x = g(x). Los
puntos (x,y) con y = g(x) conforman una regién a la derecha de la representacion grafica de g (incluyendo esta
representacion) y, de manera andloga, los puntos (x, y) con x < g(y) conforman la region a la izquierda de la
representacion grafica de g (incluyendo esta representacion.)

Cuando la desigualdad es estricta, la regién no incluye la curva.
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Yo

@ Pardbolas.

. (y—k)*<4p(x—h)

dp(x—h) < (y—K?

@ Elipses.

@ Hipérbolas.

(x—m? _ (y—k?
2 a2 s1

-
-
-
-
=

(x=h)?>4p(y—h)

(x — )2 <4p(y—h)

(y=—k? _ (=hp
A S
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Ahora vamos a ver un ejemplo de cémo s epuede representar el dominio de un funcién de dos variables.

Ejemplo 8.21 (Dominio de una funcién).
Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién f(x,y) =+1/3y—-6x+3+In(1-x)+1

Solucién: Necesitamos que 3y —6x+3 >0 yque 1— x> 0, es decir,

Dy ={(x,y)eR* talque y=2x-1 y x<l1}

Representacion grafica: El dominio de f es la interseccion de la regiéon y = 2x—1 (regién arriba de la recta
y=2x-1,incluida) y de laregién x <1 (regién a la izquierda de la recta x = 1, sin incluirla).

L Jy=2x—1
x=1y y>2x—1- E
Df Ex:1
*:—>

y=>2x—1
x <1

Figura8.22: Dy = {(x,y) € R* talque y=2x-1 y x<1}

Ejemplo 8.22 (Dominio de una funcién).
D EEEE—

1 1
+
y2—-2y—-4x-3 X—y

Determine y realice la representacién grafica del dominio de la funcién f(x,y) =

Solucién: Necesitamos x —y >0 y que y*> —2y —4x —3 # 0. Completando cuadrados obtenemos quela ecuacién
y? -2y —4x—-3 =0 corresponde a la pardbola (y —1)? = 4(x +1).

Dy = {(x,y eR? talque y<x y (y—D?#4(x+D}
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8.3 Apéndice C:Representacion grdfica de regiones definidas por
desigualdades

Representacion grdfica: El dominio de f es la regiéon y < x (regién abajo de la recta y = x, sin incluirla)
excluyendola parédbola (y — 1)2=4(x+1).

\
Y

o U Y(y—1)2#A4x+1)

Figura8.23: Dy = {(x,y) € R* talque y<x y (y—-D?*#4x+1)}

Ejemplo 8.23 (Dominio de una funcién).
D

x2

Determine y realice la representacién gréfica del dominio de la funcién f(x,y) =In(x—y?)+1/1-y2 - el

2
. . _ 2 _ 2 _ x_ .
Solucidn: Necesitamos que x—y“>0yque 1 -y 2 =0, es decir,

2 2 2, X
Dy =1(x,y) €R” talque x>y~ vy y+?sl

Representacién gréfica: El dominio de f es la interseccion de la regién x > y? (regién a la derecha de la
2

pardbola x = y?, sin incluirla) y de la regién y? + x? <1 (el interior de la elipse y* + x? =1 incluyendo la elipse).
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A

2
Figura 8.24: D = {(x,y)ele talque x>y* y y2+%sl}
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9 — Soluciones de los ejercicios

\

Soluciones del Capitulo 1

1.1 a) (y—2)%>==(x-2)

b.) (x-2)>==4y

1.2 Se trata de una parédbola con foco en (2,3) y directriz con ecuacién x = 4. Por lo tanto, la pardbola tiene vértice en
(3,3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacién es (y — 3)2=—4(x-3).

1.3

1
a) 2x%—4x+1l=y=>2x-12?=y+1 = (x-1)?= 5(y+1).

8 3
b.) y?= 5+ )
c) (y+1)%2=4(x+2)
d) x+1)?=2(y-2)
e) X¥>’=(y-2)
1.4 Elvérticees (h, k) = (1,3). Por la posicién del foco se deduce que el eje es paralelo al eje X y la pardbola abre hacia

la derecha. Entonces la ecuacion canénica es (y — 3)2 = 4p(x—-1). Como p=][(2,3)—(1,3)|| =1, la ecuacién canénica
es (y—3)%>=4(x—1).



1.5 La ecuacién canénica es de la forma (y — k)> = 4p(x — h). Como contiene los tres puntos, entonces

0-Kk?% = 4p(0-h)

k2 = d4p(-1- L2 2l
@-k? = 4p-1-h) = h=_, p=-2y k=3
(-2-Kk? = 4p(-2-h)

) 1\ 2 1
Por tanto, la pardbolaes({y—=| =4-—=|x——
3 3 24
1.6 Como (h,k)=(-1,1) y p=1, entonces (x+ 1)2= 4(y—-1).

1.7 Laecuacién es (y— k)?> = 4p(x— h) y abre a la izquierda. El vértice es (h, k) = (5,4) y p = —2. Entonces la ecuacién
canobnicaes (y— 4)2 = _8(x-5).

1.8 (x—2)>=2(y-3).

1.9 Elvérticees (h, k) =(2,0). Como b > 2, la pardbola solo podria abrir hacia arriba o hacia la derecha.
@ Si abre hacia arriba, la ecuacién canénica es (x —2)? = 4py. En este caso, como 8+ p =10 = p =2 y entonces
b = 10. En este caso tenemos la pard]bola (x —2)? = 8.

@ Si abre hacia la derecha, la ecuacién canénica es y? = 4p(x —2). En este caso, como la directriz tiene ecuacién
X =2-p, tenemos

= p=8 b=4 0 p=2; b=10.

b—-2-p) = 10
64 4p(b-2)

Las tres pardbolas son (x — 2)2 = 8y; y2 =32(x-2)y y2 =8(x-2).

1.10 Si el foco estd en la directriz tendriamos una recta (una cénica degenerada).

2 _ 2
(x+1) N (y—5/4) -1
1/4 1

1.11

1.12

Ry 2
(y=-1 +(x+2) _q

6
4 3

a.)
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2 2
(x+4) + (y+2) _

b.) 1
16 4
2 2
) (x+2) +(y+4) -1
4 16
—2)?2
d. x2+—(y2) =1

1.13 La ecuacién candnica la obtenemos completando cuadrados.

YY) YY)
(y-3) +(x 12) _1

@ Ecuacién canénica:
@ Centro: (h, k) =(2,3)
o a2=4,b2=1yc:\/§

@ Focos: (2,3++/3)

@ No hay interseccion con ejes.

1.14 Los datos los podemos representar en la figura de la derecha.

Como el centro es (i, k) = (0,0), entonces la ecuacion es

2 2

X
_+y_:1
b2 a?

Esto es asi pues el vértice (0,5) nos indica que el eje mayor esta
(en este caso) sobre el eje Y.

Ahora, como (0,5) es un vértice y el centro estd en (0,0), se sigue que a=5y

x_2 + y_2 = 1
b> 25
Por otra parte, como (—1,3) estd en la elipse
(_ 1)2 32
—t—=1
p> 25
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25
de aqui, despejando, obtenemos b? = TS Finalmente, la ecuacién canénica de la elipse es

1.15 Laelipse se puede ver en la figura de la derecha.

Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante, el
otro vértice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser paralelo
al eje Y pues su semieje menor seria de 8 unidades y el mayor
de 1 unidad!). Luego, (h, k) = (4,2), a=4y b=2. La ecuacion
canonica es

N W b

N2 _ 22
(x—4) +(y 2) _
16 4

1.

A
Y

1.16 La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

Segtin los datos, (k, k) = (0,0) y (4,0) es el vértice de la derecha,
entonces a =4y (3,1) satisface la ecuacion de la elipse:
32 12

, 16 5 .
— +— =1 = b*=—. Laecuacion canénica es
16 b2 7
2 2
X
_+y_ — 1
16 16

@ Centro: (h, k) =(0,0),

96
@ c=\/—,
7

96
@ focos: (01\/7,0),
@ vértices: (4,0) y (—4,0).

1.17 (x-2)%+ - =1.
9

@ Centro: (h, k) =(2,1),

@ c=3,

@ focos: (2,1+v8)

@ vértices: (2,1 +3).

1.18 Laelipse se puede ver en la figura de la derecha.
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La ecuacién candnica de la pardbola es y2 = —4(x-8). De esta
ecuacion se obtiene el otro foco y un vértice derecho de la elipse.
La ecuacién candnica es

(x-3.5?% y?

152 g U

@ Centro: (h, k) = (3.5,0),
@ c=35,

@ focos: (0,0) y (7,0),

@ vértices: (—1,0) y (8,0).

%2 yz
1.19 Laecuacién canénicaes — + =— =1.
64 55
@ Centro: (h, k) =(0,0),
@ c=3,

@ focos: (+3,0),
@ vértices: (£8,0).

2 2
(x-2) N (y+3)
16

1.20 La ecuacién canénica es
@ Centro: (h, k) =(2,-3),
@ c=7,
@ focos: (2,—-3+/7),
@ vértices: (2,-3 +4).

= 1. Por lo tanto es una elipse.

1.21 Siconsideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es un circulo con centro en

(r,r) y (x,¥) = (3,4) es un punto en la circunferencia.

Por lo tanto,

x-m*+(y-k?* = r?
B-r’+@-r? = r
ro= 7-2V6=21
r o= 7+2V6~11.8

Como 7 <4 entonces r =7 —2v/6.

1.22 De laminformacién que nos dan deducimos:
@ Elfoco dela parabola (x - 2)2 = —-4(y—6) es V1 =(2,6-1) =(2,5) pues p=-1.
@ El centro de la hipérbola (x-2)2—(y—1)2=1es Vo =(2,1).
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@ Los vértices nos indican que la elipse tiene centro en (A, k) = (2,3) y su ecuacién canénica es

x-2?% (y-3)? _
w2

@ Como la elipse contiene el punto (1,2),

(1-2)2 (2-3)2
—+ =

% 52 1 = b*=-.

(x-2)* (y-3)* _
Laecuacion candnicadelaelipsees 4 * 22

3

1.

1.23 a.) C esuna parédbola de ecuacién canénica
(x—-2)2=-8(y+1).

b.) Centro de la elipse (2,—1)

c) di1,F)=4 = 2c=4 — c¢=2
d) d(F;,1)=3 = a-¢c=3 — a=5
e) b*=21

f.) Ecuacién canodnica de la elipse:

(x—2) .\ y+1?
21 25

1

g.) Vértices (2,4), (2,-6).
h.) Focos (2,1), (2,-3).

1.24
1.25 Laecuacién canénica es

¥y-2?% (x-3)°_
4 8

1.

1.26 La ecuacién canodnica es
%2 yz

=1.
64 36

=1.

>

Como ¢ =10, los focos son (+10,0) ylos vértices son (£8,0). La ecuacién de las asintotases 3x—4y =0y 3x+4y =0.
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> . y* (x-1)?
1.27 La ecuacion candnica es 3 - 7 =1.

(x+4)* (y—D* _
36 6

1.28 Elcentro es (-4,1). a=6y b=4. La ecuacién candnica es 1.

(x-D* (y+2)°
16 9

1.29 Laecuacion canoénica es = 1. Vértices en (-3,2), (5,—2) yfocos en (—4,-2),(6,—2). Las asintotas

3
son y= J_rz(x— 1)-2.
1.30 Laecuacién canénica es

(x=3)?% (y-2° _
9 4

1.

Como ¢ =13, los focos son (3 +1/13,2) ylos vértices son (3 +3,2).

1.31 Como v/3-4> 6, laasintota y = v/3 x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que la ecuacién de la hipérbola

X% P ; . ) ) 16 36 ) »
es — — 75 = 1. Como (4,6) estd en la hipérbolay como b” =3a“, entonces — — — =1 = a=4. Asi, la ecuacion
a . b a 3a
candnica es
2 .2
x
LYoy
4 12
P
1.32 La ecuacion canénica es i 1.

1.33 La parabola tiene ecuacién canénica (y —1)? = —8(x +2), por tanto el centro de la hipérbola es (—2,1).

Como un foco esta en (3,1) y un vértice esta en (1,1), el eje
transversal es paralelo aleje X, a=3, c=5y b=4. Laecuacion
canodnica es

x+2? (y-1?

9 16

Sus focos son (3,1), (=7,1) y sus vértices (1,1), (=5,1). Las asin-

totas son y = J_r%(x +2) 4+ 1. La hipérbola interseca al eje X en
x=-=5.093 y x = 1.0933.

1.

1.34

a.) Como k>0y k—16>0, se trata de una elipse.

b.) Como k>0y k—16 <0, se trata de una hipérbola.

c.) Como k<0vy k—16<0, laecuacién no tiene solucién, es decir, no es la ecuacién de una curva.
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1.35 Se trata de una hipérbola.

(y+1?
L=

La ecuacién canénica es (x —1)% — 1.
@ Centro (1,-1),

@ a’=1yb*>=)9,

@ ?=1+9 = c=v10,

@ Focos (1+1/10, —1).

3
@ Asintotas: y = iI(x -1-1

1.36

Soluciones del Capitulo 2

2.1 Dy={(x,y) € R? tq (x—4)>+y*>=1y x#0 y y#0.} Este dominio corresponde al exterior de la elipse (incluye
el borde) y se debe excluir los ejes X y Y (lineas punteadas).

2.2 Como log(1l) =0 debemos excluir los puntos para los cuales x—y = 1.

Dr={x,y)eR* tq (y+1)?*zx+1y y#x-1y y<x}


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

(http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

395

\/

b.) (z—-2)%+(y-2)2=4;x=0.
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zZ

d) z+2y=4;,x=0

e.)

f.)

)

2.6 Esun punto, P=(1,-2,0)

2.7

a.) Plano 2z+y=2.
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b.) Plano x=2.

d.) Plano x+ y — z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x=2; y=2; z=-1.

e.) Plano 2x+2y+2z=2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x=1; y=1; z=1.

2.8 Plano 4x—4y+2z =4 en el primer octante. En este caso el plano lo dibujamos desde el segmento que vade x =1
hasta z=2.
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2.9

a) x’+(y-2)°%=zl4.

b.) z?+y?>=x/4
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d) ®+y?—(z-2)%=1

f) x>+(y-22-2>=0

2.10 Se trata del paraboloide 4 — z = x? + (y — 2)2. El vértice es (0,2,4).

a.) Si x=0 entonces 4—z = (y—2)2. Por tanto latrazaes (y—2)> = —(z—4), x=0.
b.) Si z=3 obtenemos la traza 1 :x2+(y—2)2, z=23.
c.) Si z=0 obtenemoslatraza 4 = x>+ (y—2)?, z=0.
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2.11 Sélido Q;

il

2.12 Sélido Q.
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2.13 Sélido Qs.

2.14 Sélido Q.
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2=2

Z ‘ ll\\\\\‘gx —_ 2y +

2.15 Solido Qs.
z |\

2.16 Soélido Q.
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2.17 Soélido Q.

o~
I
N
+
>
]
+
53

2.18 Sélido Q.

2z + 3y =18

r+y==6
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2.19 Sélido Q.

2.20 Sélido Ql().

oy —dr +22 =0

2.21 Sélido Q11.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido16.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido17.html
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(http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

2.22 S6lido Q.

2.23 Sélido Q13 .


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido18.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido19.html

(http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

2.24 Soélido Q4.

2.25 Soélido Q5.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido20.html 
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido21.html 
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2.26 Sdlido QIG-

2.27 Sélido Q17.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido22.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido23.html

(http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

2.28 Proyecciones de Q.

Proyeccién sobre XY Proyeccion sobre Y Z Proyeccién sobre XZ

2

2

2.29 Proyecciones de Q.
Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre Y Z Proyeccién sobre XZ

2.30 Proyecciones de Q.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/exersolido24.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido8aXY.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido8aYZ.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido8aXZ.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido21aXY.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido21aYZ.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido21aXZ.html
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Proyeccién sobre XY

La curva C; se proyecta en la curva C en el plano
XY. Lacurva C; es la interseccién de las superfi-
cies y> +2z?> =4 y 2x -2y + z = 2; para calcular su
ecuaciéon eliminamos z,

yz+z2 1

= y+(2-2x+2y)% =4

2x-2y+z 2 (una elipse con rotacién).

La curva C; se proyecta en la curva C en el plano
XZ. Lacurva C; es la interseccién de las superfi-
cies > +z2=1y2x—2y+z=2,

y2+z2 1

z
— (—1+E+x)2+z2=1.

I
S

2x-2y+z (una elipse con rotacién).

Soluciones del Capitulo 3

3.1 Usando la regla para la derivada del cociente,


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido11aXY.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido11aYZ.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ProySolido11aXZ.html

0 2_ 2 012
— Xy X =y)=—|x" =YX
of 5y Y] yI= gl -y]xy

0_}/ (x2_y2)2
B x- (x> =y +2y-xy
- (x2_y2)2
0 2 .2 0 5 2
of _ 5 P =y - = [ -]y
Ox (x2_y2)2

y-(x?-y*)—2x-xy
(x2 _y2)2

10
fen=—.

3.2 Se debe usar la regla de la cadena para funciones de una variable,

0 0
of = 51n4(xy+x2+2y)-—[ln(xy+x2+2y)]
oy 0
= 5t +x%+2Y) ———— (x’Inx +2Y1n2)
x¥+x%2+2Y
0 0
of = 51n4(xy+x2+2y)-—[ln(xy+x2+2y)]
0x 0x
= eV y2q4oy— — L (y.xYl
5In*(xY + x° +27) P, (y-xY"" +2x)
62
33 o a—§:4a2—2
X
62
° —§:4b2—2
A
0 0
= §+—a  — 4@+ D) -4=0.y
y

X
3.4 Sea u= 7, entonces z = f(u)

0z , 2x
@ —= =

0x A

0z _, . —-x*
o — = —

oy 1y

0z 0z 2x%  2x?
@ x—+2y—=fw|=—-="-|=0
x0x+ yay fw ¥ ¥ v
__y
oz 7 X2+ y?

3.5 @ — =
0x 2z
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X+ X
0z _ X2+ y?
ax 2z,
@ Ahora sustituimos,
¥ X
0z 0z y X2+ y? X2+ y?
ZX— +zZy— = 2zX +zy
0x o0y 2z 2z
Xy Xy
Xy X2+y2 x2+4y2
—x*/kt
3.6 Pongamos C(x,t) =
& Vi
—-2x 1 —x*/kt
t— - —Je
o € _ (‘f kt ﬁ) _e—lekt( X2 1
or t B k52 2p302
o 9 _1 —2xe—x2/kt
0x t kt
o 62C_e—x2/kt 1 (4x2 2)_e—x2/kt( 4x? 2
oxz NN T k21512 k3l

2

C
@ Luego, multiplicando 2 por - se obtiene la identidad.

|

3.7 z esuna funcién de dos variables pero f esuna funcién de un solo argumento y como tal, se deriva de la manera
ordinaria. Aqui es conveniente hacer el cambio de variable u = x*y + y de tal manera que z = f(u)-\/x+ y2.

0z
ay

0z

3.8 @ u,=e’cosx
uy =eYsenx

Uyx = —€Ysenx
uyy = e¥senx

u  0*u
PGP
0x* Oy

= —eVsenx+e’senx=0 /

3.9 @ u;=-—-acos(x—at)+
x+at

0 0
T e — 1] - 2 L
f(w ay[u] xX+y° + f(uw ay
flw)- (x> +1)-/x+y2 + fu)-

0 0
/ — . 2 L 2
Ep [ 6x[u] x+y-+ f(u PP [\/x+y
fl(w)-QCxy)-Vx+y* + f(u)'—2

\/ X+ y?
y

xX+y?

X+ y?
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2
@ u; =-a’sen(x—at)—

(x+at)?
° = —at)+
Uy, =cos(x—at) P
o uxxz—sen(x—at)—m
a
o u”:—azsen(x—at)—m:az- —sen(x—at)—m :az-uxx. Vv
3.10 Sea A=x—aty B=x+at, entonces u(x, t) = f(A) + f(B).
® u;=-af'(A+ag'(B)
@ u; =a’f"(A+a*g"(B)
@ u,=f'"(A+g'(B)
o uxef"(A)+g”(B)
@ u;=a’f'(A+a’g"(B)=a® uxx. v/
. 0z 0z
3.11 Satisface — + — =1.
0x Oy
ex
Q@ z,=
e +e)
ey
® &= e*+ey
0z 0z er ey
—+—= + =1
0x 0y e*+e¥ e*+eY
Satisface Fz Oz ( 0z )2 =
0x2 0y> \oxoy)
o _er-(eftel)—e'-e”
LT T oy o2
o _eV-(e"+e)-er-e
WETT ey e
o 0%z 0 ey _ —eV.e”
0x0y Ox|eX+eV| (eX+eV)?’
0%z 4%z (622 )2 3 eX-(ef+eV)—et-e* eV-(e*+e¥)—eV eV (—ey~ex )2
° 0x%? dy?> \0xdy B (eX + eY)2 (eX + eY)2 (eX + eY)2
ex.ey ey.ex —ey-ex
- [ o
(e*+e))? (e¥+e¥)?  \(e*+e))?

3.12 Sea u = ysen(x), entonces w = f(u).

@ wy=f"(u)-ycos(x)
@ w, = f'(u)-sen(x)
@ cos(x) wy + ysen(x)wy = cos?(x) - y- f'(w) +sen®(x) - y- f'(u) = (cos? x +sen’x) y f'(w) = y f'(w)

d’g

0yox

313 % 3x—2y)+3x2cos(3x—2y), 28 = ~2x2cos(3x -2
. e xsen(3x—2y) +3x“cos(3x—-2y), E__ x“cos(3x—-2y)y

=—4xcos(Bx—-2y) - 6x°sen(3x — 2y).

La identidad se verifica de manera directa.

3.14 Derivamos a ambos lados respecto a Rj,
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0P mR
o OPOVOT_ PmRV __
VAT 0P V P mR

3.16 6K62K—1u2 m=K./
T om ov? 2 o

ow
3.17 o =f(w)-2x-g(y)

ox
2w " 2 /
@ — =2g(y)-[f"(w-2x"+ f'(w]
’w
0ydx
0
a_w =flw)-2y-g+8 W) fw

=2x[f"(w)-2y-g»)+g - f (W)

ow 1 -y
3.18 o azf’(u)-;+g'(u)-;

0%w -x 1 1

w _ 8y [_Se3xf/(u) _ eSxf//(u) ~2x]

Q
0x0y

3.20 d_u =nn-1r""?cos(nb) 0_u -
= o T Y %00 =

3.21

dz _ 0z dx 0z dy
dat 0x dt 0dy dt

= (y2+1)-cost + 2xy-sec2t

n*r" cos(nd). Sustituyendo y simplificando se verifica la ecuacion.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

dw 9
3.22 E =2t+2tsen2t+2t“cos2t

3.23
0z _ 0z ou 0z ov
0x  Ou 0x Ov Ox
—ylx?
= Wurvre—2 |y S P
2V u+ v? Y Viu+v? 1+(Z)2
X
0z _ 0z ou 0z 0v
dy  Ou dy Ov dy
1/x
= WVurors 2| o | 2.
2V u+ v? Viu+ v? 1+(Z)2
x
3.24
0z of
a.) a—g(y)‘[a]
0z of
b) —=g'(n-flx, -
) 3y g f(xy)+g(y)[ay
9z _ , 2 [af of 2]
D) — = -3t , —-2t+—-3t
c.) T g f,+8Wy) ix +ay
0z , of of ]
- = 2u- , L. L.
o g uf(xy)+g(y)[ax 0+6y u
ses 0 20, 0F
@ Aplicamos regla del producto,
i 20,0090
oxdy  0dy|ou Y oy [ov
of o’ f 0’ f
= 1.-2L - .
ou "V 52 | " | Guav
3.26
0: _ 0 0x 0 oy @f ox &f oy
du  0x® Ou O0ydx Ou 0xdy Ou 0y? du
2 2 2 2
= a—f-2u+af 1+ of 2u+a—f-1

0x? 0yox 0x0y ay?
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0 _ Ff ox Pf oy Ff ox & 0y
dv  0x%2 dv 0dydx Ov 0xdy Ou 0y® Ou
o’ f 0’ f 0 f 0’ f
= L. .2 1+ —L.2
0x? +6y6x v 0x0y +6y2 v
oz _ of of
2 @ = =2x—t +y——
3.27 0x x6u+y61/
@ Aplicamos la regla del producto,
0z o[ of] o] of
— 2 - oL+ =|yL
0x? ox |7Foul Tox |V v
of ’f o’ f [
= 2—+42x |2x— 2
au 70w TV avou| TV 7T

@ Simplificando se obtiene el resultado.

o’f
ouov

3.28 Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea z = f(u, v) — g(w).

Entonces,

zy = fu-—seny — g(w)-6xy.

Zxy = —seny(fuu-2x+ fuy-2x)—g"(w)-3y*-6xy+6y-g'(w)

3.29 Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea z = x? f*(u, v).

Entonces,
Zp =2xf () + AL W, 0) - (fu-y + fo-0)

zy=x*Af3w,v)- (fu- x+ fu-2y)

0z
3.30 Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos — y
X

dos calculos.

oz of of

— = —2x+—y
0x os 0 Gf_ ) 52
5 of of or  y+2x2 ox
z
@ = a'—l'l‘a'x
De manera anédloga, — = 1 a_z_y_a_z
" 0s  y+2x? |[0x ay

0z

2x . —
x@y

0
a—z. Laidea es despejar a partir de estos
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0 0
3.31 Sea u = xy. Con un célculo directo obtenemos d_z =yfuy G_Z = xf’(u) Sustituyendo en la ecuaci6n diferencial
x y

se obtiene el resultado.

3.32
3.33 Al aplicar el cambio de variable, z es una funcién de u y v, es decir, z = z(u, v). Por tanto

0z 0z 0z dz 10z dz 0z x%0z

—_—— y —_— —_—

_— + — = — + =
0x 6uux 61/Uy ydu yov oy ou yov

0z 0
Sustituyendo a—z, 6—Z, x=+vuvyy=+vulven (x), nos queda
X oy

0z
— =vsenu
ou

3.34 Sea F(x,y,2) = x>y +sen(xyz) + z> — 4. Si las derivadas parciales z, y zy existen en todo el dominio en el que
F, #0, entonces

0z Fy 2xy? + yzcos(xyz)

E B F, xycos(xyz)+2z
0z  Fy  2x*y+xzcos(xyz)
dy F,  xycos(xyz)+2z

@ Laidentidad se obtiene sustituyendo y simplificando.

3.35 Eneste caso, F = g(ﬂ, x? +y2).
z
Y
oz g gu-;+gl,-2x
—=-E=-—f
wooE e

X
O_Z gy gu';"‘gv'zy

0x gz e Y
u- 2
z
xz_yz
gu-—+8y2x gu-—+8u-2y gu( 2 ) z(xz—yz)
° y  * y 7T Ty VY
3.36 Sea F=2z— f(u) con u=2z/xy.
-z
_, . —
0z  Fy rw x2y z  fl(w
ax_ F 1 Y xv=rflu
0x F, 1- () — x xy—f'(w)
Xy
-z
_l . —
0z Fy f ) xy? z  flw

oy F; 1—f’(u)-i y xy—f'(w
Xy


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

417

0z 0z z
X— — =—-x-—-
X

0z flw z  fl(w
0x yc')y_

S VP A A ||
xy=rw 7 v
3.37 La primera derivada se hace derivando implicitamente; las segundas derivadas son derivadas ordinarias.

0
o dz zln(yz)

0x x—z
y 0z
0z ox 0z
I In(yz)+z 7 (x—2) (l—a)'zln(yz)
Pr_ 0| shon)
0x2  Ox X—z a (x —z)2
zIn(yz)
| T 1
_z n(y2) -ln(yz)+z-¢ (x—2) — (1+ z n(yz)) -zln(yz)
X—z yz -
- (x—2)2
6_z__ Xz
oy y(x—2)
x@_z (x— )—(x— - %) X
&_i[_ xz gy T ey
0y dyl| yx-2| Y2 (x—2)?
X ks (x—2) (x z e )x
. . — — f— — . . Z
_ y(x—2) Y Y y(x—2)
yZ(x_z)Z
v ) g2 - [y-y &
62z_i_xz]__zx0xyxz Y=V 5x) **
oxdy ox| yx-z2| Y2 (x—z)?
1 1
(z+x —Zn(yZ))'y(X—z) - (y_y._zn(yz)).xz
_ - X—z
yZ(x_z)Z
3.38
3.39

3.40
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3.41
3.42
3.43
3.44
3.45
3.46

a) Vf=(-2x,-2y)

u (-2,1) 2
Dy =V P =(=2,-2)- ==
af(Q) =Vf(Q) Tl ( ) Vs 7
b.)
D.f(P) = (=2a,-2b)-(-2,1)/V5=v2 = 4a-2b=10
D,f(P) = (-2a,-2b)-(1,1)/V2=V5 = —2a-2b=V10

Entonces, a=0y b=-v5/2. P=(0,—-v5/2,3/2).

c.) La superficie S tiene ecuacién z = 4 — x> — y?. Si G = z—4+ x> + y* entonces un vector normal al plano es
N =VG(R) = (2,-2,1). Luego la ecuacién cartesiana es 2x -2y + z = 6.

d.) D,f(R) esmaximasi ii =V f(R) = (-2,2). En este caso, Dy ) f(R) = [IVf(R)|| = V8.

3.47

2x+yz —Xz

a) Vf=|- )
) VI xXy+3z%" xy+3z2

Daf(Q) =V2(Q) —— = (-1,0). T2D _ 2
- =Vz c— = (-1, . -
“ TEl V5 V5

b.) Dyz(P)=(-2/b,0)-(-2,1)/v/5=v2 = b=4/V10

c.) Lasuperficie S tiene ecuaciéon G(x, y,z) = x> +xyz+2z>—1, entonces VG = (2x+yz, xz, xy+3z?). Un vector normal
al plano es N =VG(R) = (1,1,2). Luego la ecuacién cartesiana es x+ y+2z = 2.

d.) D,z(R) esminimasi #i = —Vz(R) = (1/2,1/2). En este caso, Dy r)z(R) = —||[Vz(R)|| = -V'1/2.

3.48
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a.) z=z(x,y) estd definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) = 2>+ xz+y— 1.

( Fy Fy) ( z 1
Vz=|-—,-—=,|=|~- y = ;
F,” F, 3z2+x 3z2%2+x

Dyz(P) = VZ(P)-(L_Z)
u - \/5
(1,-2)

= (0,-1)- = 2/v/5 ~ 0.894427.
V5

b.) El maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P es ||[Vz(P)|| =1 cuando U = Vz(P) = (0,—1).

c.) Como la superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = B +xz+ y—1, la ecuacion cartesiana del plano tangente en el
punto P es VG(P)-(x,y,2z) =VG(P)-P.

@ VG(x,y,2) = (z,1,32% +x)
@ N=VG(1,1,00=(0,1,1)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es y+z = 1.

3.49

a.) z=z(x,y) estd definida de manera implicita. Sea F(x, y,z) = xyz> —8z.

Vz—(_ﬂ _ﬂ)_(_ yz* - xz’ .
"\ F,’ FE’) \ 2zxy-8" 2zxy-8)’
(=5,V2)
Dzz(P) = Vz(P)-———=——
" V27
-5,v2)  40-8V2
= (—8,—8)-( v2) -2 8\/_=5.52068
V27 V27

b.)

c.) Como la superficie S tiene ecuacién G(x, y, z) = xyz? — 8z, la ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P
es VG(P)-(x,y,2) =VG(P)-P.

@ VG(x,y,2) = (yz2 L xz%, 2xyz—8)
@ N=VG(1,1,8) = (64,64, 8)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es 64x+64y+ 8z =192.
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3.50 Larecta normal L pasa por P y va en la direccién de un vector normal a la superficie S e P. Podemos tomar
N =VG(P) = (1,1,2/v/2), asi una ecuacion vectorial de larecta es L: (x,y,2)=P+1(1, 1,2/v2), teR.

3.51
a.)
b.)

3.51

Soluciones del Capitulo 4

4.1 Puntos criticos.

of
L = 4x3-4y = 0 =x3,
ox X ¥ = y=x
0 —
o _ 43 -4x = 0 = x(x*-1D=0 = {x 0
o0y x = #1
Puntos criticos: (0,0), (1,1), (—1,-1).
Clasificacién. D> (x,y) = fex- fyy — (fxy)2 =12x?-12y* - 16.
p fxx(P) fyy(P) (fxy(P))Z D2 (P) Clasificacion
(0,0) 0 0 16 —-16 | (0,0,1) es punto de silla.
(1,1 12 12 16 128 | (1,1,—1) es minimo local.
(-1,-1) 12 12 16 128 | (-1,-1,-1) es minimo local
4.2 Puntos criticos.
fr=3x"+3y*—6x = 0 (ED) _ | 3(*+)*-20 = 0
fy=6xy—6y = 0 (E2) 6y(x—1) = 0= y=00 x=1
@Si y =0, sustituyendo en (E1) queda @Si x =1, sustituyendo en (E1) queda

3(x*—2x)=0 = x=0, x=2. 3°-1)=0 = y=1, y=-1.

Finalmente, tenemos cuatro puntos criticos: (0,0), (2,0), (1,1) y (1,-1).

Clasificacion.

Dz(x,)/) :fxx'fyy_(fxy)z = (6X—6)-(6x—6)—36y2.
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@ En (0,0) f alcanza un méximo relativo, pues D»(0,0) =36 >0y fx,(0,0) = -6 <0.
@ En (2,0) f alcanza un minimo relativo pues D»(2,0) =36>0y fxx(2,0) =6>0.

@ En (1,1) f no alcanza un extremo pues D»(1,1) = =36 < 0 (punto de silla).

@ En (1,-1) f no alcanza un extremo pues D»(1,—1) = —36 <0 (punto de silla).

4.3 Como P =(1,2) es punto critico, las derivadas parciales de z se anulan en P, es decir

0z a

— = 0 _- — = O _ ﬁ —
0x[(1,2) ( x2)|(1,2) 2 12 0
— ) = = a=2y b=4
b
0x |12 Y la2 2
2a\(2b) ., (4)(8
snors Dt =51 ()= () 3] -

@ Dy(1,2) =3 y 24x(1,2) =4 > 0. Luego, en el punto P = (2,1) z alcanza un minimo relativo.

4.4 @ Puntos criticos: Resolvemos el sistema,

Zx= 8x-y 0 =8x=y

= 16y=y = y=0
zy= —-x+2y = 0 =2y=x

asi, el tnico punto critico es (0, 0).

@ Test: D, (x,y) =8-2-—(—~1)? = 15 (es constante) y puesto que z,, = 8 >0, entonces = (0, 0, 0) es un minimo relativo.

4.5 Lagréficade f es,
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Il
o

2 2 2.2
Zy = 2xe XV —2xe XY (xz—yz)

@ Puntos criticos: El sistema es
{ zZy= —Zye_xz_yz —2ye_xz_y2 (x2 -y

Il
o

e‘xz_YZZx(l -x*+ y2)
—e‘xz‘y22y(1 +x%—y?)

I
(=)

Simplificando queda {

X2 2 .
como e~* 7Y >0 entonces nos queda el sistema

2x(1—x>+y?) 0
“2y1+x*-y") = 0

Tenemos 4 casos:

@cAsOol.) 2x=0y 2y=0. Entoncesx=0y y=0.

0CAs02) 2x=0y (1+x>—y*)=0.Entoncesx=0yy==+1
0CAS03.) -2y=0y (1-x?+y%) =0. Entonces y=0 yx = +1

0cAs04.) (1-x>+¥y*) =0 y (1+x%-y? =0.Este caso es inconsistente pues quedaria

xz—y2=1 y xz—yzz—l
@ Test: Calculamos D, y evaluamos cada uno de los cinco puntos.
Zyx = 20~y 2x*- xZ(Zy2 +5)+ y2 +1)
Zyy = 2e7 %Y (x?@2y? -1 -2y*+5y>-1)
Zxy = 4xye_"2_y2 (x%—y?)
Luego tenemos:
@Para P =(0,0,0), Dy(P)=—4. P esun punto de silla.
Q@Para (0,1,—1/e), D2(P) =2.165>0 zx =1.47<0. Se trata de un minimo relativo.
QPara (0,—1,—-1/e), D2(P)=2.165>0 zx,=1.47<0. Se trata de un minimo relativo.

Q@Para (1,0,1/e), D2(P) =2.165>0 z,,=—1.47<0. Se trata de un maximo relativo.

QPara (—-1,0,—1/e), D2(P)=2.165>0 z,,=-1.47<0. Se trata de un maximo relativo.
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4.6 La distancia del punto al paraboloide es d(x, y) = /(x—2)% + (y — 2)2 + (x2 + y2)2.

Puntos criticos: Debemos resolver el sistema

x—2+2x(x2 +y2)

y—2+2y(y2+y2)

Como x =0, y = 0 no es soluciéon del sistema, podemos asumir que x # 0 y y # 0. Luego, despejando
—X 2 —
Xty =——=—= = x=J.

¥ 2x 2y Y

Ahora, sustiyendo x = y en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos x —2 + 4x3 = 0. La calculadora nos da las
soluciones x = 0.68939835..., y = 0.68939835....

Clasificacién. D, (x, y) = [(1+4x2+2(x%+y?)]-[1+4y*+2(x>+y?)]—16x? y*. Evaluamos D, (0.68939835...,0.68939835...) =
19.4466...> 0 y f+(0.68939835...,0.68939835...) > 0, es decir, el punto en el paraboloide dénde se alcanza la distancia
minima al punto (2,2,2) es (0.68939835...,0.68939835..., 2(0.68939835...,0.68939835...)).

4.7 Los puntos criticos son (0,0), (1,1) y (-1,-1)

4.8 Suponga que las dimensiones dela cajason x cm de ancho, y cms delargoy z cms de alto, entonces su volumen es :

512
512 =xyz = z=—
Xy

Por otro lado, el costo total esta dado por c(x,y,z) = 20xz+20yz+40xy

De donde obtenemos que

10240 10240

cx,y) = — + +40xy
Calculando las derivadas parciales, formamos el siguiente sistema
oc 20 10240 0 ED
ox YT B
oc 10240
— = 40x-— =0 (E2)
oy y

10240 10240
Multiplicando por (E1) por x a ambos lados y (E2) por y ambos lados, obtenemos =

, es decir, x = y.

Sustituyendo en (E1) obtenemos x = y = v/256
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C =
XX x3
B 419430400
Do) = —1600+— 5
y al evaluar en el punto P = (v/256, v/256), tenemos que
c(P) = 80>0
Dy,(P) = 4800>0

Con lo cual las dimensiones de la caja con costo minimo son x = v/256, y= /256y z=8V/4.

4.9
4.10

4.11 El érea de la superficie es S(x,y,h) =2xh+2yh+2xy = 64. Despejando k obtenemos que le volumen es V =

32—
Xy Y .Resolviendo VV = (0,0) obtenemos x = y = v32/3.
y

X+

4.12 Puntos criticos: (0,0) y (1,—1/2e). El punto (0,0,0) es punto de sillayen (1,—1/2¢) la funcién alcanza un minimo
local.

4.13 Problema: “Maximizar V(r, h) = nr?h sujeto a 487w = 2nr h+mwr2.”
@ L(r,hA)=nr’h—AQ2rh+r?—48).

Ly=2nrh—AQh+2r) = 0 (1) A= IR des >0y r>o.
2 h+r
@< Ly=nr-—A2r = 0 (2 = A = 7nr/2
Ly=2rh+r? = 48 (3) orh+r: = 48
nrh &
Ahora, A=1 = =—r=rth-rN=0=r=h (r>0).
h+r 2

Luego, sustituimos r = h en la ecuacion (3):
2rh+r?>=48 = 2h?>+h?=48 = h=+4.
.. Las dimensiones son h =4y r =4.

4.14

a.) Como xy’z =32 entonces x, y ni z puede ser nulos (sino el producto seria 0).
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b.) Problema:
“Minimizar d(Q, O) sujeto ala restriccién x y2z =32."

“Minimizar d = \/x2 + y2 + z2 sujeto ala restriccién xy?z =32.”

sea L(x,¥,2,A) = /x2+ Y2 + 22 = AM(xy?z—32) = /x2 + y2 + 22 — Axy*z—32A).

@ Puntos criticos.

X
—— - 1y*z = 0 (ED
Ly = 0 \/x2+y2+z2
Y _
L, = 0 ————— —2Axyz = 0 (E2)
y /xz_,_yz_,_zz
1 =5
L, = 0
z £ _axy? = 0 (B3
VX2 +y2+ 22
Ly = 0
xy’z—-32 = 0 (E4)

Como x, y vy z son no nulos, podemos despejar A en las ecuaciones (E1), (E2) y (E3),

2x% = y*

3 X _ y 3 z

VoA P+ 2xya A Y+ 22 xyA R+ )P4 22
de donde obtenemos 2x* = y? y y? =222, es decir x=+z y y? =2z%. Sustituyendo en la ecuacién (E4) nos queda
z-22z%-z = 2z* =32, es decir z = +2.

A

Finalmente, como y* >0 y como x)y’z = 32 entonces x y z deben tener el mismo signo, es decir, x=zy y=+v2z.
Tenemos solo cuatro posibles soluciones,
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Q1=(2, -2v2,2); A=1/8,
Q=(2,-2V2,2); A=1/8,
Q3 =(-2,2v2,-2); A=1/8,
Q1=(-2,2v2,-2); A=1/8.

Como d(Q1,0) =d(Q2,0) = d(Q3,0) = d(Q4,0), los cua-
tro puntos son los puntos de S més cercanos al origen.

2
4.15 Problema: “Minimizar A = 3772 +27rh sujeto a la restriccién V = nr?h + 57‘[7‘3 = 400"

La altura total es h + r = 8.49m y el didmetro es d = 8.49m

4.16 Problema: “Maximizar p = 2+ xz + y? sujeto ala restriccién x?+ y?> +z> —4=0".

Sea L(x,,2,A) =2+ xz+ y* — A(x* + y* + 2% — 4). Factorizando en la ecuacién L, = 0 obtenemos los casos y =0y
A =1, yconlas ecuaciones Ly =0y L, = 0 obtenemos los casos z=0 y A = £1/2. Resolviedo para estos casos se
obtienen los cuatro puntos criticos: (0,+2,0), (+v/2,0,£/2),(£v2,0, FV2).

Evaluando p en los seis puntos encontramos que p es maximo en los puntos (0,+2,0) y minimo en los puntos

(+v/2,0,FV2).

4.17 (0,-1,2).
4.18 x=3/2, y=3/2, 1 =-3.
4.19

420 1=0,x=-1,y=0,
A=0,x=1,y=0,
A=0,y=-1,x=0,

1 1 1
2) \/zry 2,
U I
2) \/E»_V \/zy
P S A
2; \/E,y \/zy
PURL S R
2) \/E’y 2
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4.21 (+v2,1)y A =1.0Observe que x = 0 no satisface la restriccién.

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

4.31

4.32

4.33

4.34

4.35

4.36

4.37

4.38

4.39

4.40

4.41

x==+1/3, y==43, z=+4/3, Wpax=2V3/3
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Soluciones del Capitulo 5

YA

1 p2-x*
5.1 Asz f dydx=1716
0 Jx

5.2

5.3 Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada parabola.

3-V¥
fff(xy)dA ff f,y)dxdy
2+ 2 y

—2+V2 p2 3-v2 2 3 (x-3)
ff f(x,y)dAzf f f(x,y)dydx+[ f f(x,y)dydx+f f fx,y)dydx
R -2 2—(x+2)? -2+v2J0 3-v2Jo

5.4 Cuidado, debe tener el cuidado de escoger la rama correcta en la pardbola y el signo correcto en la elipse.

0 px+4 2 4-24/4-(x-2)2
ff f(x,y)dAzf f f(x,y)dydx+f f fx,y)dydx
R -2 J2—(x+2)? 0 Jx-2

y+2 —\/8y—y% y %4— 8y— y
ff Fx,y)dA= f f Fx, y)dxdy + f f Flx, y)dxdy f f Flx,y)dxdy
V=

2+4/2-y 2+4/2-y

5.5 El cdlculo es facil proyectando sobre XY o Y Z.

<Y
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Proyeccion sobre Y Z.

1 p2-y
VQIj(;j; \/4—3/2—0

dzdy

Proyeccion sobre XV.

1 py4-y?
VQ:f f [2—y-0ldxdy
0 Jo

Proyectando sobre XY.

5.6 1 p2-2x°
VQ=f f [1-y/2-0]dydx
0 J1-x2

5.7

Proyectamos sobre Y 7.

5.8 0 p2+2y 2 Ay
VQ:f f [1—z/2+y—0]dzdy+f f [1-z/2+y-0] dzdy
-1Jo 0 Jo
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5.9 Proyectamos sobre XY.

1v8 \/3/4—x2\/ " \/ T V3/8 \/3/4—x2\/ P \/ T
V:f / 1—x4—y4—1/(x*+vy4)/3d dx+f f 1-x>—y*—\/(x*+y2)/3dydx
A y y y e e y y y
5.10

V1/4—x?

5.11
5.12
5.13
5.14 Los limites de integracién son 8 = —n/6 y 8 = 7r/6. Ahora calcule la integral que da el area.
5.15
11z

i
516 r=0 — 2+2sen(36):091=FY92=?-

LI ~2sin(30)+2
f f lrdrd0 = 2n
= Jo

Nota: El intervalo [-77/6,—7m/6] no es correcto, agrega un trozo adicional de curvay el resultado daria, en valor
absoluto, 37. Use Wolfram Alpha (Internet) para graficar + 2 Sin[3t]PolarPlot[2, t, -7 Pi/6, -Pi/6]

2n pnl/4 pl 7T
5.17 VQ:f f f pzsempdpdqldez—(Z—\/z)
o Jo 0 3

Solucién: La manera facil es proyectar sobre X7 y usar
coordenadas polares,

VQ = ff 4-xdA

/2 p2
f f (4—rcosO)-rdrdf
0 2senf

= 2n-2

5.18

5.19 Proyectar sobre X7 y usar coordenadas polares

5.20 Aplicamos el cambio de variable

x=arcost y y=brsent; elJacobianoes J=rab

Lanuevaregiénes D = {(u,v) € R?| 12 + v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.
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5.21 Transformamos laregion R es un circulo con el cambio de variable,

-1 1
(x ), v= X. ElJacobianoes J= —.
3 5 15

La nueva region es D = {(u, v) € R? | u? + v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.

5.22
5.23 I1=3/4(e—e!).
5.24
5.25

5.26 El célculo es fAcil proyectando sobre XY o Y Z.

Proyeccion sobre Y Z.

1 p2-y VAa-y?
VQ:f f f dx| dzdy
0 Jo 0
Proyeccion sobre XV.
1 pv4-y? 2—y
VQ:f f f dz|dxdy
0 Jo 0
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Proyectando sobre XY.

5.27 1 p2-2x2 [ pl-y/2
VQ:f f f dz| dydx
0 Ji-x2 0
Proyectamos sobre Y 7.
5.28 0 p2+2y[ pl-z/2+y 2 p\A—y2 [ pl-zi2+y
VQ:f f f dx dzdy+ff f dx|dzdy
-1Jo 0 0o Jo 0

395
5.29 a) —

b)

2n pra ph—hria 2h
5.30 chf f f rdzdrdg="2
0 Jo 3
2n plIV2 pV1-12 T
5.31 VQ:f f f rdzdrdo == (2- 2|
0o Jo r 3

2r 1l pVa-r? 8
5.32 VQ:f f f rdzdrd9=2n(§—\/§)
0 0 Jr

5.33 ——2\/_71

1 /2 /2
5.34 fffo \/erl f [ fl mdydrd9+f [ frz mdydrd@ Para terminar el célculo, observe

r
ue (dividiendo —:1—— —r2—r+1——
que ( )r+1 r+1 yaue r+l r+1

5.35 La proyeccion sobre XY eslaregion limitada por larecta x+ y =2 en el primer cuadrante.

2 p2-x pd
Ve :f f f dzdydx.
Q 0 Jo Vi—x2 ¥
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5.36
2n pmld pl T
5.37 VQ:f f f pzsenq)dpdq)dez—(Z—\/i)
o Jo 0 3
5.38 Como z = pcosg = h, entonces el s6lido se puede describir en coordenadas polares como

0<sp= , 0=0=<2m y 0<¢ <arctan(a/h).

Esta integral es sencilla (aunque no parece). Recuerde que cos¢g = z—hz’ con esto la integral simplifica my bien.
as +

2n parctan(al/h) phl/cose 2h
VC:f f / p?sengdpdedb = ]”;
0 0 0

5.39

5.40 Como z = a— h entonces pcos@ = a— h. Asi Q se describe en coordenadas esféricas como

a-h
<p<a, 0=s0=<2n, yO0<s@<mn/2-arcsen(—).
a

27 n/2—arcsen(%h) a
f f f \ p’sengdpdedb
0 0 “=

cosp

fZﬂfﬂ/Z—arcsen(“ah) pS seng
o Jo 3

2 n/2—arcsen(%")
fo fo g[agsen(p—(a—h)3sec3(p sengldpdo

fodv

a
. dodo

cos¢p

m/2—arcsen(4")

0 T B 3 a 3 sec’ ¢

= fo 3 —a’cosp—(a—h) 2cosz<p] . df pues fsec psenpdyp = + K (sustitucion).
2t 1 [3ah? - h3 a-h a-h

= f — | ——=——|dOB pues cos|n/2—arcsen|——||= .
o 3 2 a a

- % (3ah? - h?)
5.41
5.42

5.43 2a’m
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Soluciones del Capitulo 6

6.1 Vamos a proyectar sobre el plano xy. Como se ve en la figura, la proyeccion est4 entre los circulos x> +y> =1y
x2+y? =2 con 0 <6 < 7/4. Entonces

ff\/1+z§+z§dA
D
ff \/1+4x2+4y2dydx

D

/4 p2
f fv4r2+1rdrd0, (sustitucién: u=4r?+1)
o N1

As

(-5V5+17V17) 7

48

6.2 elcirculo x*>+ > =1.

2

2
_ /2.2 _ X y
as = Zx+zy+1dA_\/x2+y2+x2+y2+l dA

21 1
A5=ffd8 = f f\/irdrdezn\/i.
S 0 0

6.3

6.4 Proyectamos sobre XY.

2 r4
[[s2xy+z+1)dS f f 2xy+z+1ldxdy
L Jy

2 (4
f f 2xy+4-y*+1dxdy
L Jy
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6.5

2 prx
Vax2+1dydx
y
o Jo

A:ffsds

2
f xV4ax? +1dx
0

17 d
N i
1 8

6.6 Proyectamos sobre XY

Ag = ff ds
S
w12 V3
= f V1+4rlrdrd@
/4 J1
1 [l 2,3/2V3 T
12[;,/4 (1+4r9)%%|" db 48(3\/_3 5v/5)
6.7
6.8
6.9
6.10

6.11 Vamos a proyectar sobre el plano X Y. La proyeccién es el circulo x? + y? < 2.

(—=x/z,-ylz,1)

@ Como z =+/9— x? — y? entonces podemos poner N =

[[F-vas

. Luego,
|(=x/z, —ylz, DIl

—xlz, -ylz 1
ff(y,—x,8z)- Cxla —yla D)\ iz 1ldA
S

[[(=x/z, —ylz, 1)||
ff 8zdA
D

2n 2
f f 8vV9—-r2rdrdo
0o Jo

167[(53/2 _ 93/2)
-3

6.12 ffF-NdS:JI
S
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6.13

6.14

3 r3
f f 0,x+y,1-(x-2%-(-3(x-2)%0,1)dydx
1 JO

3 pr3
f f (1-(x-2%dydx
1 0

3 r3
f f (—x>+6x*—12x+9)dydx
1 JO

[ 7-was

3
=6
0

3 x4
3[ (-x3+6x2-12x+9)dx = 3 —Z+2x3—6x2+9x)
1

6.15 Proyectamos sobre XY

s = [[as

/2

V3
f V1tarer drdo
1

/4

12 2y3/2|V3 n
Efm A +4r)*2[[7 do = =(13V13-5V5)

6.16 Proyectamos sobre XY.

fst-NdS

2 p4
/ f (xy, x, z+1)-(0, 2y, Ddxdy
LJy

2 4
f f 2xy+z+1ldxdy
L Jy

2 p4
f f 2xy+4-y*+1dxdy 27
1 Jy

6.17 Se puede aplicar el teorema de divergencia. DivF=1-1+2=2.
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6.18

ffSF-NdS

6.19 @ divF = y? + 22

2 p4-x* p3-x
f f f 2dydzdx
0 Jo 0

2 p4—x?

ff (6—2x)dzdx
o Jo
2

f 6-2x)4-x*)dx
0

2
/ 2x%—6x*—8x+24)dx
0

x4
(? —2x3 —4x?+24x

@ La proyeccion es el circulo x? + y?> < 1

6.20

6.21

6.22

6.23

||.F-nas

/f divFdV
Q
2 pl pl
[ ff r’rdrd6
o Jo J-1

|

2

0

=8-16—-16+48 = 24
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