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PREFACIO.

El Curso Programado de CALCULO BASICO se ha preparado para profesionales que requieren
un recordatorio rapido de conceptos matematicos previamente estudiados y para los estudiantes que
quieran ampliar su conocimiento de la matematica mediante el uso de la HOJA ELECTRONICA
EXCEL.

El curso se desarrolla gradualmente considerando a la capacidad de informacion que posee una
diapositiva del POWER POIT, en estas, se hacen preguntas convenientemente seleccionadas con el
objeto de que el estudiante dirija su atencion a lo esencial del caso. Estas preguntas, cuya respuesta
se ubica en la parte inferior de la diapositiva o del texto en el caso del documento impreso en el que
se resalta mediante el subrayado, en bastardilla y negrita.

La mecénica es simple:

El archivo POWER POINT. El estudiante debera trabajar con un archivo en POWER POINT
que debera ir respondiendo diapositiva a diapositiva que asi se lo requiera. En este archivo,
encontrara indicaciones como: “ELABORE LA ECUACION PERTINETE”; “SISTITUYA ESTE
ESPACIO POR EL CUADRO PERTINENTE”; “ESPACIO PARA SU GRAFICO O FIGURA”
para elementos que debera importar del archivo de trabajo ofrecido en EXCEL después de elaborar
sus cuadros y figuras. En otras diapositivas encontrard espacios para que acomode una frase, una
palabra, alguna cifra o cualquier elemento de los que se ofrecen al calce de la diapositiva bajo la
referencia Respuestas o simplemente R enmarcadas en un color diferente y distintivo del texto.

El archivo EXCEL. El curso ofrece un libro EXCEL que contiene al menos tres hojas: el ment
de distribucion cuyo objetivo es llevar al estudiante rapidamente a un problema especifico; Una hoja
que se llama Ejemplos en donde el profesor ha desarrollado todos los puntos operativos del curso
identificados por una etiqueta que hace referencia a la diapositiva del POWER POINT, en esta hoja,
el estudiante podrd estudiar las instrucciones, funciones y algoritmos utilizados para elaborar
cuadros, hacer operaciones, preparar graficos que sirven de punto de referencia al estudiante para
responder a sus ejemplos; Una hoja que se denomina Ejercicios o Problemas en donde el estudiante
resolvera ejercicios, similares a los que se ofrecen en el desarrollo del caso, identificables mediante
las mismas estructuras en los cuadros, muchos de ellos dinamicos, esto es, con instrucciones para
que el estudiante elabore de su particular conjunto de datos, También encontrard espacios en donde
se le indica que debera elaborar un grafico mediante la herramienta del EXCEL. Estos dos archivos:
POWER POINT y EXCEL forman la estructura de estudio del curso, por tanto, el estudiante debera
aprender a mantenerlos abiertos e interactuar con la informacién, especialmente del EXCEL al
POWER POINT, copiando cuadros y graficos.

Es conveniente que el estudiante haga un esfuerzo en llenar el archivo POWER POINT sin
recurrir a los siguientes.

El archivo de DIAPOSITIVAS POWER POIT. Este archivo tiene por objeto presentar al
estudiante el curso completo resuelto tal como deberd quedar, en lo tocante a estructura de la
informacion y no necesariamente en el resultado de los ejercicios dindmicos. Visto de otra forma, las
diapositivas ofrecen las respuestas a las preguntas directas y una orientacion para los ejercicios
dindmicos del curso.

El DOCUMENTO editado. El libro editado contiene ademés de la informacion de las
diapositivas, comentarios, leyendas y notas adicionales al curso. Como se menciono, muestra las
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respuestas a cada pregunta resaltadas en el texto y referidas al pié¢ del punto que se trata. Por si
mismo, es un libro de texto.

En todo caso, el estudiante puede acceder a los elementos digitalizados del curso POWER POIT;
EXCEL y DIAPOSITIVAS DEL POWER POIT en una versiéon modular por capitulos en la hoja
WEB de la biblioteca del Instituto Tecnologico de Costa Rica

http://www.itcr.ac.cr/escuelas/agropecuaria_administrativa/index.aspx ?url=htm/cursos/index.htm

Del Instituto Tecnolédgico de Costa Rica.
De manera que, en cualquier lugar del mundo, teniendo acceso a una computadora y a la Red
Internacional de Computadoras (INTERNET por sus siglas en inglés) pueda recordar algun proceso

0 encontrar otros cursos abiertos a la educacién permanente.

Manuel Pontigo Alvarado 2007.
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1 Funciones
1.1 Precalculo. Funciones
Menu:

Definiciones.

La Prueba de la Linea Vertical.

La Distancia entre dos puntos.

La forma estandar de una ecuacion lineal.
Los ceros de una funcién.

Las Funciones Polinomiales.

Las Funciones Cuadraticas.

Las funciones racionales.

Operaciones con funciones: La Suma.
Familia de funciones cuadraticas.
Familia de funciones cubicas.

Familia de funciones de valor absoluto.

1.2 Funciones. Definicion.

Una funcion es una relacion en la que cada elemento de la variable independiente x, que en
conjunto se conocerd como dominio de la funcion le corresponde un solo elemento del conjunto de
valores de la variable dependiente y denominado range de la funcion.

Respuestas: funcion; dominio; rango

1.3 La Prueba de la Linea Vertical.
GrificaA |y = xl_z Grafica B.

18,0 5,0
16,0 4,0
\ 14,0 / 3,0
\ 12,0 / 2,0

\ 10,0 / 1,0

\ 8.0 / 0,0 : ‘ :
\ 6.0 / 1,00 5,0 10,0 15,0 20,0

\ 40 / 2,0 |

\ 20 / -3,0

i i 86 i i -4,0

-6,0 -4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0 6,0 50 | Invirtiend o x'= (y, = xiz ) y'=x,

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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Una sola variable x del dominio puede conectar con varias de la variable y o rango. Por esto,
se puede comprobar que una relacidon x con y, se hace mediante la prueba de la linea vertical. Trace
una linea vertical movible en su grafica, si esta corta a la linea del grafico en dos puntos, entonces, la
relacion no es una funcion.

Respuesta: La del Grdfico B no es una funcion.

1.4 Las funciones lineales.
Las funciones lineales tienen la forma:
f(x)=mx+b;, o y=mx+b
En donde m es la pendiente y b la interseccion de la linea de la funcién en el eje y.

Grafica C. Grafica D.

N

o

2.0
2;0

Iy
[
(-]

pd

7, =0,5+0,25x,)

Iy
-3
=]

_ .3
i = %

1,0 2,0 3,0

b5 M & & ® S
b © © © © ©

®
&
D

&
°
N
°
a
» o
)
5

® ® o © ©

@
©
(-~}

~

-6,0 -4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0 6,0

o
o
o
'
© »© o N\

N

Por ejemplo:
f(x)=4x-1
La Pendiente es; 4 /1 esto es: la distancia vertical entre la distancia horizontal)
Y la interseccién con el eje y es: —1 .
El grafico de la funcion es:

1,4 Grafico de una funcién lineal.

0,00 -
0,25
0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00
2,25

O ~NO O WN O =

-bc-\ww.hmcnﬂoo«:

0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

3
N

Respuesta: 1; 4/ 1

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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L5 La distancia entre dos puntos de una recta.
La distancia entre dos puntos de una recta se puede
encontrar mediante:

Distancia entre dos puntos de una recta

d:\/(xz_xl)2+(y2_yl)2 0,5 1,0
0 X
I
En el ejemplo:
2 2 0.5 d
(—x)"=(1=0"=1 _ b
(2-»)’=(E1=0"=1

La distancia es: _1,4142

En un tridngulo:
v — x1| es el cateto = b
[y — y1| es el cateto = a

Y d es: h = hipotenusa.

El Planteamiento es el teorema famoso de: Pitdgoras.
Respuesta: Pitigoras; h = hipotenusa; (1 — 0)* = 1; b; a;1,4142; (-1 —0)*=1.

1.6 El punto medio.
Elabore un grafico de un rectangulo cuyas coordenadas son: (1, —1) y ubique los puntos:
El punto medio de un segmento de recta puede encontrarse con la formula del punto medio:

()_c,)_/)= [(xf +x"), (y-f i )} Punto medio de un segmento de recta
2 2

El punto medio parax =1 es: :

0,5 1,0
so[XtXe ) 1+0 ~05 0 X
2 2 « .

| .
El punto medio paray =—1 es: :
— (yity,) (—1+0 _ 0,5 d
y_( 2 j_( 2 ]_ 0 I 0505 °
El punto medio del segmento d = (0,5; —0,5). -1,0
En el grafico, senale mediante lineas punteadas las a

coordenadas al punto medio d: v

Respuestas: —0,5; 0,5; (0,5; —0,5)

1.7 Forma estandar de la ecuacion lineal.
La forma estandar de una ecuacion lineal esta definida por la férmula:

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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Ax+By+C=0
La pendiente es: m = —%

. . . C
La interseccion con el eje y es: b = )

El ejemplo que se ha desarrollado puede escribirse como: Ax+C =—-By
Ax+C
-B

Despejando para y; y

. A
Independizando términos a la izquierda: — Ex —% =y

Sustituyendo: — (iljx - (_—D =4x—-1=y;

1.8 Los ceros de una funcion.
Los ceros de una funcién se encuentran haciendo f(x) = 0 y despejando para x. Grafique las
funciones de los ejemplos:
Ejemplo 1.1: f(x) = 4x -1; Despejando para x:
4x-1=0
4x =1
xX= 1. 0,25
4

Ejemplo 1.2; f{x) = Ox + 6; Despejando para x:

Ox+6=0

Ox =-6
La ecuacidn no tiene solucion. No tiene ceros.
Grafica.3: x=4

) =4x-1 f(x)=0x+6 x=4.

80 10
Y [y=4029)-1-0 8
w |

2,0 j/// N
0.0 ‘ ‘ 2

2,0 1,0 ﬂ(d’o/ 1,0 2,0 3,0 ‘ o

L O N A * I

(Cual de los graficos no representa a una funcion:
Respuestas: El tercero.
Debido a:
Que la linea vertical pasa por +4 en el eje x lo que da un numero infinito de valores para y. Por
definicion: para todo punto de x 0 dominio de la funcion le corresponde un solo valor en el rango

Y.

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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1.9

Las funciones polinomiales.

Las funciones polinomiales tienen la forma:
1 2 -1
f(x)=a,+ax +a,x" +..+a, x" +ax"

el

Desarrolle y grafique la funcion: f(x)=2x"+x’+x+10. Es de grado 4 y tiene 4

Cuando la potencia mas alta de la funcion es un entero impar, hay por lo menos un cero real.
Cuando la potencia més alta es un entero par, puede no haber ceros reales.

Ambos tipos pueden tener raices imaginarias de la forma a + b;.

A la potencia mas alta de un polinomio se le llama grado.

raices

(soluciones).
Funcion de grado 4 y 4 raices
Intersectada 10 (soluciones)
al 1 '
a2 1 11,0
a3 2 10.8 ’
Incremento 0,125 ’
” m . 10,6 -
-0,50 9,9 2 10,4 -
-0,38 9,8 & 10,2 -
0,25 9,8 =
-0,13 9,9 ‘\,,.1«2,‘0/
0,00 10,0 %
0,13 10,1 o |f(x)=2x4+x2+x+10
0,25 10,3 bk ‘ ‘
0.38 106 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00
0,50 10,9 x; Dominio
1.10 Polinomios ejemplo de polinomio de tercer grado.
Intersectada g Funcién de grado 3 y un cero real
a1l -
a2 1 40,0
a3 2 ’
Incremento x 0,5
- y /’
2,65 -22,02
2,15 -8,03 o /
-1,65 0,00 2
4,15 3,57 S _,_,./’/
-0,65 4,18 5 ‘
0,15 3,32 ,00 1,00 2,00 3,00
0,35 2,51
0,85 3,24
1,35 7,00 = r
1,85 15,31 ann J@)=2c +x zr,”
2,35 29,65 .
x; Dominio

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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Desarrolle y grafique la funcion:
f(x)=2x" +x>=2x+3.
Esta es de grado 3. Tiene un cero real en -1,6535, y dos raices que no son reales.

10,00

1.11 Polinomios. Una funcion cuadrdtica con dos elementos.
Desarrolle y grafique la funcion:
f(x)= x*+1
Tiene dos raices que no son reales.
Intersectada 7.00 Funcion de grado 2 con dos raices no
at 1,00 reales.
Incremento x 1
X y 40-00
-6,00 37,00 ’
45,00 26,00 \ 35,00 /
-4,00 17,00 30,00
-3,00 10,00 g’ \ 25.00 J
-2,00 5,00 c
-1,00 2,00 & \ 20,00 1 /
0,00 1,00 > 15,00
1,00 2,00 10,00 -
2,00 5,00 00 4
3,00 10,00
. , -
4,00 17,00 @)=z +1 6:00 ‘
5,00 26,00 -10,00 -5,00 0,00 5,00
6,00 37,00 x; Dominio
1.12 Las funciones cuadraticas.

Las funciones cuadraticas tienen la forma:

f(x)=ax>+bx+c.

1.- La grafica de una funcién cuadratica se llama pardbola.
2.- Algunas parabolas son ecuaciones cuadréticas pero no son funciones cuadraticas.
4.- El vértice de una parabola se llama punto critico.
5.- Se puede usar la féormula:

—b*~b* —4ac

para encontrar las raices reales de las ecuaciones cuadraticas.
6.- El valor dentro del simbolo de la raiz cuadrada se llama discriminante e indica el tipo de raices
de ecuacidn cuadratica.
Si b*— 4dac > 0, indicara dos raices reales diferentes;
Si b* — 4ac = 0, indicara exactamente una raiz real;
Si b — 4ac < 0, indicara que no hay raices reales (dos raices imaginarias distintas).
Respuestas: pardbola; funciones; punto critico; discriminante ecuaciones;

1.13 La Parabola.

Desarrolle la funcion f(x) = x”

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.



I Funciones.

17

Discriminante D = b* —4ac=0> —4x0x0=0

La raiz positiva: a =0..no

La raiz negativa: a =0..no

—b+b* —4dac

2a

2

—b—b* —4ac
2a ’

La Parabola
X y
-5 25,00 a0 00
-4 16,00 bt
-3 9,00
-2 4,00 < 25;00 »
-1 1,00
0 0,00 20,00 -
1 1,00 >
3 9,00 g /_ | o ]
4 16,00 14 10-00
5 25,00 \ """"" / /
ot S eee
-6 -2 ’ 0 2 4 6
Dominio x
1.14 Parabola con dos raices reales: negativa y positiva.

Desarrolle la funcién f(x)=x" -2

Discriminante D = b* —4ac =0 —(4x1x —2) =8

La raiz positiva:

La raiz negativa:

—0+4/0% —(4x1x-2)

=1,4142
2x1
—01—4/0% —(4x1x-2)
= 14142
2x1
Parabola con dos raices reales
X y 6,00

4.0 14,00 il e
-3,3 9,09 12,00 |
2,7 5,08 $ 10,00
-2,0 1,96 g
1,3 -0,26 2 8,00
-0,7 -1,58 3 6,00 Dos raices:
0,0 -2,00 % N 4l
0,7 1,52 s X =-1,4142
1,4 -0,15 = 22

2,0 2,12 N\ 00 ‘ ‘

27 529 6,0 -4,0 209590 2,0 4,0 6,0
3,4 9,36 -4,00

4’0 14’32 X, Dominio de la funcién

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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1.15

La raiz positiva:

La raiz negativa:

Parabola con dos raices: ambas positivas.
Desarrolle la funcién f(x)=x> —4x+1

Discriminante D = b* —4ac = 4% —(4x1x1)=12

—_— —_ 2_
(-4)+ -4 (4><1><1):0,2679

—_ — J— 2_
(—4)-440 (4><1><1):3’7321

2x1
2x1
X y

-4,0 33
-3,0 22
-2,0 13
-1,0 6
0,0 1
1,0 -2
2,0 -3
3,0 -2
4,0 1
5,0 6
6,0 13
7,0 22
8,0 33

1.16

y; Rango

Dos raices reales positivas

5

‘\ 2]
25

/

Dos raices
positivas
x1=0,26
x2=3,73

/

L=

-6,0

-4,0

20 .0 0\20/4,0

6,0

8,0

10,0

x; Dominio

Funcion cuadradtica con una solucion real.
Desarrolle la funcion: f(x)=2x" +x+0

X y
-3,00 15,00
-2,50 10,00
-2,00 6,00
-1,50 3,00
-1,00 1,00
-0,50 0,00

0,00 0,00
0,50 1,00
1,00 3,00
1,50 6,00
2,00 10,00
2,50 15,00
3,00 21,00

y; Rango

Parabola con una funcién real

00

| f(x) =25 +x+0|
20,00 ?
& 18 0O /
5,00 #
— |Unaraiz
x=-0,5
10,00
5,0
4/00 -3,00 -2,00 -1,00 000 1,00 200 300 4,
5,00
x; Dominio

Discriminante D = 5* —4ac =1> —(4x2x0)=1

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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La raiz positiva:

La raiz negativa:

1.17

—1+w/12—(4><2x0) 0

2x2

_0+‘/12_(4X2XO)=—0,5

2x2

Parabola con discriminante = 0.
Desarrolle la funcion:  f(x)= x> +2x+1

Discriminante D = b* —4ac =27 —(4x2x1)=0

La raiz positiva:

La raiz negativa:

—2+,/2° —(4x1x1)

2x1

~2-427 —(4x1x1)

2x1
X y
4,0 9,00
35 6,25
-3,0 4,00
2,5 2,25
2,0 1,00
1,5 0,25
-1,0 0,00
-0,5 0,25
0,0 1,00
0,5 2,25
1,0 4,00
1,5 6,25
2,0 9,00

y; Rango

Una raiz real y Discriminante = 0

-

A

Una raiz
x=-1

|

\

/f
/

f(x)=x>+2x+1

DO O DO OO OO
L L L L

|y
T PO WA OONPOD
Poooo®o oo o

pu

-4,0

-2,0 0,0

X; Dominio

2,0 4,0

Parabola invertida con dos raices.

1.18
X y
-3,0 -16,00
-2,5 -8,75
-2,0 -3,00
-1,5 1,25
-1,0 4,00
-0,5 5,25
0,0 5,00
0,5 3,25
1,0 0,00
1,5 -4,75
2,0 -11,00
2,5 -18,75
3,0 -28,00

Rango

y=

Parabola invertida con dos raices

-
(=]
[-=]
o

Flo) == =25

YOU

0-00

.5,0000
-10,00 -

2,0

15,00
-20,00 -
-25,00 -

30,00

X; Dominio

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.
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Desarrolle la funcion: f(x)=-3x"—2x+5
Discriminante D = b* —4ac = 2% — (4 x-3x5) = 64

—2+4-2% —(4x-3x5)

La raiz positiva: =-1,6667
2x-3
—2—y—-22—(4x-3x1
La raiz negativa: \/ ( o ) =1,0000
2x-3
1.19 Pardabola con dos raices imaginarias.

Desarrolle la funcion:  f(x) =2x> +2x+3
Discriminante D = b* —4ac =27 — (4x2x3)=-20

—2+4/27 —(4x2x3)

La raiz positiva: D <0 ..no aplica,

2x2
, . —2-y-22—(4x-3x1)
La raiz negativa: =1,0000
2x=3
X y Parabola sin raices reales
-3,0 15
-2,5 11 30
-2,0 7 Dos raices 25 |
-1,5 5 imaginarias
-1,0 3 X 20
'0,5 3 5 & 1.5
0,0 3 S N W
0,5 5 \ | /
1,0 7 5> -
15 1 e | f(0)=20"+2x43
’ : 0 : T
2,0 15 -4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0
2,5 21
3.0 27 x; Dominio
1.20 Una pardbola que no es una funcion.
X x' y' Grafico de una parabola que no es funcién
En general, si
o -16,0 -3,00
se invierten los valores de 88 250 3,00
las coordenadas en las -3,0 -2,00 N 2.00
funciones cuadraticas se 1’3 1 ) I T
obtienen pardbolas que no s‘g :o‘gg 2 "
son funciones. El grafico 5.0 0,00 g -200 150 -100 -50 1.00° 1/;1) 10,0
muestra esta clase de 33 0,50 | ¢ '
arabolas. 0,0 1,001 = "
p -4,8 1,50 -3,00 |
-11,0 2,00 L
x no es dominio
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1.21 Las Funciones Racionales.
Las funciones racionales tienen la forma: f(x)= _i ((x))
X

1. La funcion racional bésica es: f(x)= 1
X

2. La grafica de estas funciones consta de dos partes en diferentes cuadrantes debido a que
cuando x = 0 la funcioén se indefine y pega un salto.

3. Las ramas de las funciones racionales se aproximan a rectas llamadas asintotas porque no
llegan a ser paralelas a alguno de los ejes.

1.22 Ejemplo de la funcion racional basica de las asintotas y su ubicacion.
Es evidente que las funciones
racionales no estan definidas para x = Grafico de la funcion racional basica y
0. En es funcidn, X y las asintotas
los valores de y o -18 -0,06
rango son mas 16 10.06
g 14 0,07 0,60
altos cuando x se -12 -0,08
aproxima a cero 13 812 c Cuadrante 2 0,40 | Cuadrante 1
y se van pegado 6 oa7|| 2 Asintotas —
al eje x a medida 3 02 5 —x=0;y=0 0,20
que se aumenta 0 000l = \ \M
Y S W, ¥ - )
el valor del 2 050|| 8 [~ | 008 |
domini 4 025 o -20 “"‘\«L\ b 10 20
ominio. 6 017| & 6,20
Cuando x 8 013l &
" 10 010l &
es negativo y 12 0,08 PAVPS
grande la 14 0,07 Cuadrante 3 & Cuadrante 4
. 16 0,06
fu{lcmn es 18 0.06 0,68y
asintota en y = 0. x; Dominio de la funcién

Cuando x es positiva y grande la
funcidn es asintota en x = 0.

Respuestas: y=0; x = 0.

1.23 Funcion racional en los cuadrantes dos y tres.
X
x+3
En esta funcion, cuando x es positivo la funcidn se hace asintdtica en y = 1. Cuando x es negativo se
hace asintdtica en x = 3.

Elabore el cuadro de datos y el grafico respectivo para la funcion: f(x)=

Respuestas: x =-3; x=-3

Recuerde que una funcién se hace asintética a un eje cuando a incrementos o decrementos
sucesivos de la variable del rango o del dominio, la linea tiende a ser paralela a uno u otro eje.
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N° X Yy
1 -6 2,00
2 -5 2,50
3 -4 4,00
4 -3
5 -2 -2,00
6 -1 -0,50
7 0 0,00
8 1 0,25
9 2 0,40
10 3 0,50
11 4 0,57
12 5 0,63
13 6 0,67

Funcion racional en Cuadrantes2y 3

1.24

Elabore el cuadro de datos y el grafico respectivo para la funcion: f(x) = 3
X

Funcion racional en cuadrantes uno y tres.

N° X y
1 -30 -0,10
2 -25 -0,12
3 -20 -0,15
4 -15 -0,20
5 -10 -0,30
6 -5 -0,60
7 0
8 5 0,60
9 10 0,30
10 15 0,20
11 20 0,15
12 25 0,12
13 30 0,10

" 400
+ 4,00 X
: f)=—=
" 300 x+3
I YU
1
. 2,00 i =
: . |Asmtota eny=1
PR Y
]
:e 0,00 :
/? /60 0 5 10
1
X 00
Asintotaen x=-3 | [
\ 2 00
CoT
Xx; Dominio
Funcién racional en cuadrantes uno y tres.
A
0,80
0,60 < f(x)= 3
Asintotas en: X
x=0;y=0 00 1
o 0,2
g) \.\LQ
< ‘ 8;06- -
m )
;40
0,80,
x; Dominio

La funcion no estéd definida para x = 0. Por tanto, es asintéticaenx=0e¢y =0.

1.25

Respuesta; x=0.;x=0;y=0

Funciones racionales en cuadrantes uno y cuatro.

Elabore el cuadro de datos y el grafico respectivo para la funcion: f(x) = % +3
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La funcion se indetermina cuando x = 2. Sin embargo, y mantiene el valor y = 3. Por tanto, las

asintotas se presentan parax =2y paray = 3.

Respuestas: y=3; x=2; x=2; y=3.
También se puede ver como una funcion lineal de la forma:

Funcién racional en cuadrantes uno y
cuatro
N° X y
1 3 2,88 I A
2 -5 2,86 ;""’
3 -4 2,83 4,00 1 '
4 -3 2,80 o L 350 S N
5 -2 2,75 I A =
6 -1 2,67 & g : Asintotas en
7 0 2,50 ¢ 2,00 | ! x=2,y=3
8 1 2,00 = 156 T
9 2 1,00 " 1
10 3 4,00 0,50 - X‘. f(x)= +3
11 4 3,50 : 0,00 b x=2
12 5 3,33 -10 5 0o Vv 5 10
13 6 3,25 -
x; Dominio
1
y=3+
x+2
1.26 Operaciones con funciones: La Suma.
La suma de funciones est4 definida por: ( f+ g)(x) = f(x)+g(x)
X
Dado: f(x)=x+2, g(x) =—— Calcule la suma:
x—4
2
X (x+2)(x—4)+x x"—x-8
(f+g)(x),x+2+ = = ;yx#4
x—4 x—4 xX—
Suma de dos funciones
La suma de funciones:
N° X f(x) g(x) f(x) + g(x) | f(Integrada) 2n A
1 24 22| 0,86] -21,14] -21,14 Asintotade Ia i
2 -20 -18| 083 -1717| 1717 suma:x=4;y =6 20\ /
3 -16 -14| 0,80| -13,20| -13,20 !
4 12 10| 075 -9,25 -9,25
5 -8 6| 067 -533 -5,33
6 -4 2| o050| -1,50 -1,50 '
7 0 2| 000| 200 2,00 - '
8 4 6 / H
9 8 10| 2,00 12,00 12,00 20| ! R
10 12 14[ 1,50 1550 15,50 v ] om=—
11 16 18]  1,33] 19,33 19,33 301y
12 20 22| 1,25 23,25 23,25 e
13 24 26| 1,20] 27.20] 2720 x; Dominio
@100 m g(x) & 7() +g(x) |

Compruebe los resultados usando la HE.

La funcién g(x) es racional, no estd definida para x = 4. La funcién compuesta, o suma de

funciones es asintotaenx =4 ey =6.
Respuestas: y =6; x =4; x =4.
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1.27 Operaciones con funciones: La Resta o Diferencia.
La resta o diferencia de funciones esta definida por: ( f- g)(x) =f(x)—g(x)
Dado: f(x)=x+2, g(x)= %

xX—

X (x+2)(x—4)—x_x2—3x—8.

Calcule la diferencia: (f + g )(x),x+2— i 4 = ;yx=4
Compruebe los resultados usando la HE.
Diferencia de funciones. Ej: 1,20 La diferencia entre funciones
N° X f(x) g(x) f(x)-g(x) |f(Integrada)| Diferencia
1 6 4] 0,60] -4,60 -4,60 0,00 » |
2 -5 3| 056 -3,56 -3,56 0,00 e !
3 -4 2| 050[ -2,50 -2,50 0,00 8 A e
4 -3 -1l 043] -143]  -143 0,00 ol / /
5 -2 of o033 -033 -0,33 0,00 AN,
6 -1 11 020 080 0,80 0,00 S 4 > X
7 0 2[ 000 2,00 2,00 0,00 g B ,_/ 4
8 1 3 -033] 333 3,33 0,00 ® . !
9 2 4{ -1,00] 5,00 5,00 0,00 > ‘ = T
10 3 5| -3,000 8,00 8,00 0,00 Sy 2 5
11 4 6 0,00 2 . L
12 5 7| 500 2,00 2,00 0,00 Y * :
13 6 8| 3,00 5,00 5,00 0,00 6 ~
x: Dominio
| e 00 -+ g0 —a— f(x)g(x) |

La funcion g(x) es racional, no esta definida para x = 4. La funcidon compuesta, o suma de funciones
es asintota en x = 4.
Respuesta: x = 4.

1.28 Operaciones con funciones: El Producto.

N° X f(x) g(x) f(x) x g(x) | f(Integrada)
1 6 4] 0,60] -2,40 2,40
2 -5 3| o056 -1,67 -1,67
3 -4 2| 050 -1,00 -1,00
4 -3 1| 043[ -043 -0,43
5 2 o/ 0,33 0,00 0,00
6 -1 1 0,20 0,20 0,20
7 0 2 0,00 0,00 0,00
8 1 3[ -0,33 -1,00 -1,00
9 2 4 -1,00 -4,00 -4,00

10 3 5/ -3,00] -15,00 -15,00
11 4 6

12 5 7 5,00] 35,00 35,00
13 6 8 3,00 24,00 24,00

y; Rango

3
>
‘T om
I I
]

El producto de fun

ciones

IS
=)

w
o
L

n
(=]

o

e

‘—O—f(x) — - —g(x) — A f(x)x g(x)

El producto de funciones esta definido por: ( fx g)(x) = f(x)x g(x)

Dado: f(x): x+2,2(x) :%
X—
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2
Calcule el producto: (fx g)(x),(x+2 = G+2) _ X2 ;yx#4
x—4 x—4 x—4
Compruebe los resultados usando la HE.
La ecuacion no esta definida para x = 4.
Respuestas: x = 4.
1.29 Operaciones con funciones: El Cociente.
El cociente de funciones esta definido por: (LJ(x) = @; g(x)#0
g) glx)
Dado: f(x)z x+2,g(x)= X
x—4
2
Calcule el cociente: (iJ(x), (x + 2) = (x + 2)(x 4) _x 2x—8 (yx #4
g

E

El cociente de funciones tiene algunas dificultades y el cociente directo puede no dar la solucién
apropiada. Cuando tenga que efectuar el cociente de funciones, considere en que puntos alguna o
ambas funciones se indefine y de preferencia use el resultado integrado o reducido.

Compruebe los resultados usando la HE.

Cociente de funciones.

N° X f(x) g(x) (f/ g)(x) f(lntegrada Cociente de funciones

1 6 4] 0,60] -6,67 6,67 R

2 -5 3| 056 -540 -5,40 10

3 -4 2| o050 -4,00 -4,00

4 -3 1| 043 -2,33 2,33 5] .

5 2 o| 033 0,00 0,00 ° L/ /-

6 -1 11 0,20| 5,00 5,00 5 SRS 1. !

7 0 2| 0,00 1 5 s I
8 1 3| -033] -900[ -9,00 ” /'77 1

9 2 4| -1,00] -4,00 -4,00 Nl
10 3 5/ -3,00 -1,67 1,67 /
11 4 6 0,00 -
12 5 7| 5000 1,40 1,40 x; Dotninio
13 6 8| 3,000 267 2,67

[+ 100 -~ gb) —a— (/9 |

La funcion g(x) no estd de finida para x = 4, mientras que la funcion integrada no estd definida para
x =0. Las asintotas son x =4 y x = 0 respectivamente.

Respuesta: x=0; x=4; x=0; x = 4.

1.30 Composicion de funciones.
La composicion de funciones tiene la forma:  [f o g](x)= f(g(x))

Dadas: f(x)=x+2,g(x)=——
x—4
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X x+2(x—4) 3x-8
calcule:[fog](x:)=f x+2; = ( )= ;yx#4

x—4 x—4 x—4
Se entiende como funciones integradas a utilizar el resultado de una funcién, es este ejemplo g(x)
que actuara como una nueva x o x’ en la siguiente funcién. Visto de otro modo, son anidamientos de
funciones.

Funciones integradas
N° X f(x) a(x) | fa(x)) [f(sintética)
1 6 4] 0,60] 260 2,60 10 !
2 -5 3| 056 256 2,56 8 L
3 -4 2| 050 250 2,50 5| :
4 -3 1| 043 243 243 2l !\
5 -2 o] 033 233 233 2 5
6 -1 11 020 220 220 o :
7 0 2| 000 200 200 > | . o v A
- - 2
8 1 3] -0,33 1,67 1,67 / 2 =
9 2 4] -1,00 1,00 1,00 -4 !
10 3 5/ -3,00 -1,00 -1,00 6 !
1 4 6 x; Dominio
12 5 71 5000 7,00 7,00
13 6 8] 3,00 5,00 5,00 ‘Qf(x) m g(x) A f(g(x)) \

La funcidon compuesta f{g(x)) se hace asintotica igual que la funcion cociente g(x) en x = 4.
Respuestas: x = 4; f(g(x)): g(x)

1.31 Funciones inversas.
Una funcién inversa tiene la forma: [f o gJ(x)=[g f]x)

Funciones inversas
N° X f(x) g(x) | f(a(x))=x|g(f(x))=g(x)
1 6 -16] -1,00] -6,00 -1,00 o
2 -5 -14| -0,50| -5,00 -0,50 -
3 -4 -12| 0,00 -4,00 0,00 5 1 x_xﬁ
4 -3 -10| 0,50| -3,00 0,50 X By
5 2 8| 1,00 -2,00 1,00 S x=XX A,??j?c/v |
6 1 6| 150 -1,00 1,50 5 0 ¥ 5 10
7 0 -4 2,00 0,00 2,00 = "0
8 1 2 250 1,00 2,50
9 2 ol 3,00 2,00 3,00 15 |
10 3 2| 3,50 3,00 3,50 o
11 4 4| 4,00 4,00 4,00 =0
12 5 6| 4,50 5,00 4,50 x; Dominio
13 6 8| 5,00 6,00 5,00
—0—f(x) —8—g(x) — & —f(g(x))=x —X— g(f(x))=g(x)
x+4

Dadas f(x) =2x-4,g(x)=
Para obtener la funcién inversa de g(x) basta despejar para cualquier x. Por ejemplo:

g(x):%;z[g(x)kﬂ4;x=2[g(x>]—4;x=2(x;4j—4

Entonces
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f<g<x))=2(x;4j—4=x

Y sustituyendo en la composicién inversa:

1.32

f(x)=2x-4=

=X

f()+4 _ (2x-4)+4
22
_(2x-4)+4

[gox](x)= T g(x)

Familias de funciones.

En una familia de funciones, los cambios en los valores de la funcidon bésica afectan la apariencia de

la gréfica

basica. Una grafica basica es la presentacion en el eje cartesiano de la funcion

fundamental de una familia. Todos los demas miembros de la familia estan desplazados hacia arriba,
hacia abajo, hacia la derecha, hacia la izquierda o girados en torno a ella, de acuerdo con los
cambios de los valores de los coeficientes.

Como ejemplo se consideraran funciones polinomiales de grado 2, de grado 3 y la del valor

absoluto.
1.33 Las funciones cuadraticas o parabdlicas y lineales de un elemento.
Incremento 0,5 - 5 5
Funciones Cuadraticas IMI IMI |f(x)—=—x|
N° X f(x) = x? f(x) = 2x? f(x) =0,5x2 | f(x) = -x?
1 -3,0 9,0 18,0 4,50 -9,00
2 -2,5 6,3 12,5 3,13 -6,25
3 -2,0 4.0 8,0 2,00 -4,00
4 1,5 2,3 4.5 1,13 -2,25
5 -1,0 1,0 2,0 0,50 -1,00
6 -0,5 0,3 0,5 0,13 -0,25
7 0,0 0,0 0,0 0,00 0,00
8 0,5 0,3 0,5 0,13 -0,25
9 1,0 1,0 2,0 0,50 -1,00
10 1,5 2,3 4,5 1,13 -2,25
11 2,0 4,0 8,0 2,00 -4,00
12 2,5 6,3 12,5 3,13 -6,25
13 3,0 9,0 18,0 4,50 -9,00
Funciones cuadraticas Funciones cuadraticas
20,0 6,00
\ 18,0 / 4,00 f@)=05)
16,0 -
o ¢ /
£ \ / ) ‘ |
K \ 50 7 5 -4,0 -2,0 20000 2,0 4o
S \ 60 / < 4,00
401 6,00
2,0 1 f(x)=2x" ’
\ /":’] / 8.00 f(x) =_x2
-4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0 10,00
x; Dominio x; Dominio
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Dadas las funciones:

f)=x7; f(x)=2x7; f(x) = 0,575 f(x) = —x

Desarrollelas y grafiquelas:

1.34 Funciones cuadrdticas o parabolicas: lineales de dos elementos y lineal
cuadratica.
Dadas las funciones: f(x)=x+2; f(x)=x>-2; f(x)=(x+2); f(x)=(x-2)

Incremento 0,5 — 2 C(x) = 2
2 x)= x> f(x)=x"-2 f(x)=(x+2) 3 2
Funciones Cuadraticas fzp 2 . l | | fx)=(x-2)
N° X Tx) =X + 2| F(x) =x-2 | {(x) = (x¥2)7 | FX)=(x-2)
1 3,0 11,0 7,0 10 25,0
2 2,5 83 43 0,3 20,3
3 2,0 6,0 2,0 0,0 16,0
4 15 43 0,3 0,3 12,3
5 1,0 3,0 -1,0 1,0 9,0
6 0,5 23 1,8 2,3 6,3
7 0,0 2,0 2,0 4,0 4,0
8 0,5 23 1,8 6,3 2,3
9 1,0 3,0 -1,0 9,0 1,0
10 1,5 4,3 0,3 12,3 0,3
1 2,0 6,0 2,0 16,0 0,0
12 2,5 8,3 43 20,3 0,3
13 3,0 11,0 7,0 25,0 1,0
Desarrollelas y grafiquelas:
Funciones cuadraticas y lineales de Funcién lineal cuadratica
un elemento
30,0
12,0
s00 | |/@)=x-2] 250
8,0 ° 20,0
° g
) 6,0 H 15,0
S 40 I : -
& N = 10,0 /(@)= (+2)]
£ y =x242 )= (x-2)
N o A= i
40 -2,0 \Nn,a/ 2,0 40 ‘ e ‘
4,0 -4,0 2,0 0,0 2,0 40
x; Dominio x; Dominio
1.35 Funciones cubicas: polinomio de un elemento y con coeficientes.

Dadas las funciones: f(x)=x"; f(x)=-x"; f(x)=2x"; f(x)=05x"

Incremen 3
Fucniio:etsocubicas 0s ‘f(x) = x3‘ f(x) = _XS‘ f(x) = 2x3 J()=05x
N° X f(x)=x*3 | f(x)=x"3 | f(x)=2x"3 | f(x)=0,5x"3

1 -3,0 -27,0 27,0 -54,0 -13,5

2 -2,5 -15,6 15,6 -31,3 -7,8

3 -2,0 -8,0 8,0 -16,0 -4,0

4 -1,5 -3,4 3,4 -6,8 -1,7

5 -1,0 -1,0 1,0 -2,0 -0,5

6 -0,5 -0,1 0,1 -0,3 -0,1

7 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

8 0,5 0,1 -0,1 0,3 0,1

9 1,0 1,0 -1,0 2,0 0,5

10 1,5 3,4 -3,4 6,8 1,7

11 2,0 8,0 -8,0 16,0 4,0

12 2,5 15,6 -15,6 31,3 7,8

13 3,0 27,0 -27,0 54,0 13,5
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Desarrollelas y grafiquelas:

Funcién cubica (sigmoides): polinomio de un
elemento.

300
oYU

\\ oo | S ==L
S~
-4,0 -2/9/10 e0 0

y; Rango

\\0 Ao

f(x)=x"

x; Dominio

20-0-
silnk

1.36

Funcién cubica (sigmoides): polinomio de un

elemento con coeficiente.

y; Rango

60,0
S = 2x3:|\

40,0

20,0

Xx; Dominio

Dadas las funciones: f(x)=x"+2; f(x)=x" =23 f(x)=(x+2); f(x)=(x-2)

Desarrollelas y grafiquelas:

Incremento 0.250[F@ =732 |F@=r2] |r@=6+2]| fo=G-2y
Funciones cubicas
N° X f(x)=xA3+2 f(x)=x~3-2 f(x)=(x+2)"3 f(x)=(x+2)"3
1 -1,5 -1,4 -5,4 -0,1 -42,9
2 -1,3 0,0 -4,0 -0,4 -34,3
3 -1,0 1,0 -3,0 1,0 -27,0
4 -0,8 1,6 -2,4 2,0 -20,8
5 -0,5 1,9 -2,1 3,4 -15,6
6 -0,3 2,0 -2,0 5,4 -11,4
7 0,0 2,0 -2,0 8,0 -8,0
8 0,3 2,0 -2,0 11,4 -5,4
9 0,5 2,1 -1,9 15,6 -3,4
10 0,8 2,4 -1,6 20,8 -2,0
11 1,0 3,0 -1,0 27,0 -1,0
12 1,3 4,0 0,0 34,3 -0,4
13 1,5 5,4 1,4 42,9 -0,1
Funciones cubicas de polinomios con dos Funciones cubicas de un polinomio con dos
elementos. unidades
Tlrw=x-2] 59[; _
40 JARAC) (x+2)
o ; ° 20,0
B B
& T 0,0 T 8 ; 0,0
w -2,0 %&620 ;0 2,0 5 -2,0 -1,0 -20,0q0 1,0
-4,0 - 40;0
6-0 60-0 \Tf(X):(x_z):‘,
x; Dominio x; Dominio

Funciones cubicas: Polinomios de dos elementos y cubicas de polinomio.
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1.37 Familia de funciones de valor absoluto: lineales de un elemento.
Dadas las funciones: f(x) = |x ; f(x)= —|x ; f(x)= |2x ; f(x)= 0,5x|.
Desarrollelas y grafiquelas.
Incrementoﬂ 1 _ ] . _ _
Funciones Val. Absoluto s ‘x‘ |f(x) _ ‘x” |f ()= ‘2x‘| |f(x) _ 0,5x‘|
N° X f)=Ixl_ | f()=Ix!_| f(x)=-12x!_| f(x)=-10,5xI
1 -6 6 -6 12 3,0
2 -5 5 -5 10 2,5
3 4 4 4 8 2,0
4 -3 3 -3 6 1,5
5 -2 2 -2 4 1,0
6 -1 1 -1 2 0,5
7 0 0 0 0 0,0
8 1 1 -1 2 0,5
9 2 2 -2 4 1,0
10 3 3 -3 6 1,5
11 4 4 -4 8 2,0
12 5 5 -5 10 2,5
13 6 6 -6 12 3,0
Funciones de valor absoluto: polinomios de Funciones de valor a.b.soluto: polinomio con
elemento. coeficiente.
o | f()=—n] 14— /(1) =[2x]
2 2 5 AN /
< ‘ & \\ 6 // /} £ (x) =054
- 20 5 1 = 4
> // 4 \ \') / /
&/ =] ‘ o ‘
8 -10 -5 0 5 10
x; Dominio Xx; Dominio
1.38 Familia de funciones de valor absoluto: lineales de dos elementos.

Dadas las funciones: f(x) = |x +2

Desarrollelas y grafiquelas.

s f(x)=]x-2

L f) =]+ 21 £ =] -2

IFnucr:Eiztso\llal. Absoluto : IM IM' F) =P +2||f ()= ‘x‘ -2
N° x fo=lxe2! fo)=Ix-2! F)=Ix+2 fo)=Ixl2

7 % 2 8 8 2

2 -5 3 7 7 3

3 -4 2 6 6 2

4 -3 1 5 5 1

5 2 0 4 4 0

6 1 1 3 3 A

7 0 2 2 2 -2

8 1 3 1 3 -1

9 2 4 0 4 0

10 3 5 1 5 1

11 4 6 2 6 2

12 5 7 3 7 3

13 6 8 4 8 4
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y; Rango

Funciones de valor absoluto de funciones
lineales de dos elemnetos

Funciones de valor absoluto de la variable en
funcion lineal de dos elementos.

‘|f(x):‘x+2“l‘ 9 10 f(x):‘x‘Jrz
8 4
\ 7 81
6 6 4
5 g, 4
; g >
3 5 |/@)=p-2— .
f@)=[x-2 -10 -5 0 5
: 9 ‘
-10 -5 0 5 10 -4
x; Dominio x; Dominio
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Biografia de Euclides.

Euclides (fl. 300 a.C.), matematico griego, cuya obra principal, Elementos de
geometria, es un extenso tratado de matematicas en 13 volimenes sobre
materias tales como geometria plana, proporciones en general, propiedades de
los numeros, magnitudes inconmensurables y geometria del espacio.
Probablemente estudié en Atenas con discipulos de Platon. Ensend geometria
en Alejandria y alli fundd una escuela de matematicas. Los Célculos (una
coleccion de teoremas geométricos), los Fendomenos (una descripcion del
firmamento), la Optica, la Divisién del canon (un estudio matemético de la
musica) y otros libros se han atribuido durante mucho tiempo a Euclides. Sin
embargo, la mayoria de los historiadores cree que alguna o todas estas obras
(aparte de los Elementos) se le han adjudicado errébneamente. Los historiadores también cuestionan
la originalidad de algunas de sus aportaciones. Probablemente las secciones geométricas de los
Elementos fueron en un principio una revision de las obras de matematicos anteriores, como
Eudoxo, pero se considera que Euclides hizo diversos descubrimientos en la teoria de nimeros.

Los Elementos de Euclides se utilizaron como texto durante 2.000 afios, e incluso hoy, una
version modificada de sus primeros libros constituye la base de la ensefianza de la geometria plana
en las escuelas secundarias. La primera edicion impresa de las obras de Euclides que aparecid en
Venecia en 1482, fue una traduccion del arabe al latin.

Tomado de:
http://es.geocities.com/eucliteam/bibliografia_de Euclides.html
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2 Geometria de Coordenadas; Coordenadas Rectangulares y
Polares

2.1 Precalculo: Coordenadas.

Menau.

Las coordenadas rectangulares

Las Coordenadas polares.

Graficas con coordenadas polares.

Angulos que representan varios casos.

Cambios de coordenadas rectangulares a polares.
Cambios de coordenadas polares a rectangulares.
Graficos de numeros imaginarios.

2.2 Las coordenadas rectangulares.
Las coordenadas rectangulares tienen la forma (x, y) y se grafican en un sistema de coordenadas
cartesiano.

Fig: 2,2. El Plano
Trabajo adicional: Incorporar los datos o
del Inventor de las coordenadas —
cartesianas. Recomendacion: Buscar —
Coordenadas en INTERNET.

La pantalla de su
computador es una plantilla de
coordenadas en donde cada punto o
pixel esta definido por un punto del —
imaginario eje de la x a lo largo de la -
pantalla y el punto de las y en el eje 1
imaginario ubicado a lo alto.

De la misma manera, la
cuadricula del EXCEL es un plano de
coordenadas rectangulares y en .
ocasiones polares definidas por las —— —— —— T
letras de las columnas y los nimeros 0.0 | | | |
de las hileras. 1 2 3 4

Rene Descartes (31 marzo 1596 a 11 febrero 1650) También conocido como Renatus Cartesius (en su
forma latinizada), fue un filésofo francés de gran influencia en las ciencias matemadticas. Fundador de
la filosofia moderna y padre de la matematica moderna. Mucha de la filosofia occidental es una
consecuencia de sus cuidadosos estudios aplicables aun, hoy en dia. Su influencia en las
matematicas ha sido determinante con el uso de las coordenadas Cartesianas usadas en geometria y
dlgebra, ésta ha sido una llave que abrié la Revolucién Cientifica.

Tomado de: http://en.wikipedia.org/wiki/Descartes.
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2.3 Las coordenadas rectangulares.
Los puntos en el sistema plano se grafican
con dos valores abscisa y ordenada. La y Fig: 2,2. Abscisas y Ordenadas
abscisa es el valor x o dominio y la

ordenada es el valor y o rango.

La abscisa se encuentra
ubicando el punto sobre el eje x y
desplazandolo verticalmente o de manera
paralela al eje y hasta que la ordenada,
linea imaginaria que se desplaza desde el
punto ubicado en el eje y, vertical a éste
eje o paralelo al eje x. El punto de
confluencia, en donde se cruzan abscisa y
ordenada define el punto (x, y) en el plano. .

Ordenada o Rango
|

Abscisa o Dominio

Respuesta: rango; dominio

2.4 Segmento de recta y angulo.
Se pueden dibujar muchas
funciones en el sistema
cartesiano. En la figura se y
presenta un angulo que se —
mide a partir del eje x en el
sentido contrario a las
agujas del reloj. Este p
angulo se representa por
un segmento de recta que —
parte del origen y se
extiende hasta un punto
dado llamado P.

Fig: 2,4. Angulo y segmento de

Respuestas: P; x -

El  estudiante
ya habra deducido que el — 0
punto mencionado esta
definido por los valores x e 00| | T T | tol | o I I
y, esto es: P=(x, y).
Las funciones son 1 2 3 4
ecuaciones operativas
matematicas cuyo fin educativo es desarrollar en el estudiante el razonamiento légico y cuyo fin
practico es simular o aproximar fenémenos naturales, esto es, situaciones que ocurren en la
naturaleza o en el trabajo diario del humano. Por ejemplo, la funciéon lineal que se presenta a
continuacion puede representar la relacion del peso de los hijos con respecto al peso de los padres,
fenémeno estudiado por un investigador ingles. Sir Francis Galton F.R.S. (Febrero 16, 1822 — Enero
17, 1911; Tomado de: http://en.wikipedia.org/wiki/Francis_Galton).
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La funcidn lineal se elabord con el modelo:

y=mx+a
y=0,516xx, +0,83

Funcion lineal

"

el

-

y=mx+a

y=0,516xx, +0,83

1,70 1,80

1,90 2,00 2,10

Dominio de la funcion: Estatura del padre en metros

Dominio Rango
X y
1,63 1,67
1,66 1,68 1,90
1,68 1,70
1,71 1,71 1,85
1,73 1,72 5
1,76 1,74 S 1,80
1,78 1,75 3
1,81 1,76 S 4,75
1,83 1,77 3
1,86 1,79 > 1,70
1,88 1,80 S
1,91 1,81 1,65 |
1,93 1,83
1,96 1,84 1,60
1,98 1,85 1,60
2,01 1,86
2,03 1,88
2.5 Las coordenadas polares.

La coordenadas polares tienen la forma P(r, 6), donde r = radio, es la distancia desde el origen (0,

0) al punto P un punto dado en el plano y 8 la magnitud el angulo. Si el lado movil del dngulo se

mueve en direccion_contraria_al movimiento de las manecillas del reloj considerando el eje x

entonces la direccion del angulo es positivo.

Si el lado movil del dngulo se mueve siguiendo el movimiento de las manecillas del reloj, entonces

la direccion del angulo es negativo.

Respuestas: positivo; direccion contraria;

positivo; coordenadas polares.

Fig: 2,6. Angulo positivo

120°

90°

2.6 El radio positivo y los

cuadrantes derechos.

Si el radio es positivo, 0 es la medida del angulo
en la posicion estandar que tiene el segmento (0,
P) como su lado terminal. Visto de otra forma, el
angulo es positivo si su lado terminal se ubica en
los cuadrantes positivos de x. Considere ademas,
que el ejemplo de 30° es un sexto del
semicirculo superior.

Respuesta: semicirculo; positivo; segmento.
Los cuadrantes de radio positivo
corresponden al semicirculo derecho. Desde 0°
hasta 90 o cuadrante uno y de 270° a 360° 6
cuadrante 4.

150°

180°

210°

240°

330°

270°
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2.7 Radio positivo y los cuadrantes derechos. Funcion con la HE.
En las coordenadas polares un valor de x puede considerarse de dos maneras, en grados circulares y
en radianes y ambos referir el mismo valor del rango y. Ambas son funciones polares.

Valor de x =radios en los cuadrantes
derechos (Uno y Cuatro)

Radio 3,0 X = Radianes para radio AN
Grados | Radianes 1 3 Y o
0 0,0000 1,0000 3,0 0,0
30 0,5236 0,8660 2,6 1,5
60 1,0472 0,5000 1,5 2,6
90 1,5708 0,0000 0,0 3,0
120 2,0944 -0,5000 -1,5 2,6
150 2,6180 -0,8660 -2,6 1,5 o
180 3,1416 -1,0000 -3,0 0,0 g
210 3,6652 -0,8660 -2,6 -1,5 24 40
240 4,1888 -0,5000 -1,5 -2,6
270 4,7124 0,0000 0,0 -3,0
300 5,2360 0,5000 1,5 -2,6
330 5,7596 0,8660 2,6 -1,5
360 6,2832 1,0000 3,0 0,0

4-0
a0

Dominio

En las coordenadas polares se usan alternativamente dos sistemas numéricos, uno
referente a grados que va de 0° a 360° y otro de radianes o unidades radio definidas por el niumero =
= 3,1416... La unificacion se efectua mediante la racionalizacion del sistema de grados mediante la

ecuacion:
Grados
ra=mn| ————
180

La cantidad dentro del paréntesis racionaliza los grados mediante el equivalente de 180° que
corresponde al nimero r y la cantidad de grados del angulo en cuestion asi por ejemplo, para 60°

rag, = 7{%} = 3.1416..(0,3333..) = 1,0472

Radianes.
Adelantando un poco, la HE (Hoja Electrénica) la funcion:

=RADIANES(GRADOS); =RADIANES(A165)
permite pasar los grados a fracciones de radio o radianes en coordenadas rectangulares cuya unidad
métrica es una unidad correspondiente a un circulo de radio 1. Asi, a un angulo de 0° le
corresponden 0 radianes. Estos radianes, para transformarlos en unidades X basta aplicar la funcién
coseno, en la HE:

=r xCOS(0) =1parar=1
Por tanto:

=r xCOS(0) =3 parar=3.
Para un angulo de 30° los radianes correspondientes son:

=RADIANES(30°) = 0,5232
En unidades x;

x =C0S(0,5232) = 0,8660
Multiplicadas por el radio definido para el ejemplo:

X=3x0,8660 = 2,5981

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.



37
II Geometria de Coordenadas.

Esto indica que para obtener el valor en unidades x de un angulo debera usarse la funcion
Coseno(Radianes).
Puede observarse que los cuadrantes derechos muestran abscisas x positivas. Las
lineas perpendiculares al eje x los cruzan precisamente en el valor de x para los grados de los
angulos 0°a 90°y 270° a 360°.

2.8 El radio negativo y los cuadrantes Izquierdos.
Si el radio es negativo, 0 es la medida del
angulo que tiene el rayo opuesto al segmento Valor de y en los cuadrantes izquierdos (Dos y

0, como su lado terminal. Los radios negativos Tres)

su ubican en los cuadrantes negativo del eje x
o en el semicirculo izquierdo de un circulo en

posicion estandar. / \/?»0%\‘\

IS
(]

0
Respuesta: semicirculo; negativo; rayo. / o \ \0\
Las abscisas negativas se §) \
presentan en los cuadrantes del lado izquierdo e Ao 20 alo
(cuadrantes tres y cuatro) correspondiéndose '
con angulos desde 90° hasta 270°. Se incluyen
ambos limites en ambos casos por ser valores
que pertenecen al conjunto de los numeros
reales indicando que prdcticamente no hay un
punto determinado en el que el valor de los 4.0
angulos de 90° y 270° determina una Dominio
coordenada rectangular positiva o negativa.
2.9 Grdficas con coordenadas polares usando angulos P(4,120°).
Radio 3
Angulos X Y Fig. 2,8,1. Recorrido hasta P(3, 120°)
0 3,0 0,0
10 3,0 0,5 35
20 2,8 1,0 35
30 2,6 1,5 Punto rectangular
40 2,3 1,9 P (x=-15,y=2,6) _\ g
50 1,9 2,3 2 /’/M
60 1,5 2,6 o 2,5
70 1,0 2,8 8
80 0,5 3,0 g 20
920 0,0 3,0 n
100 -0.5 3,0 v Radio de 3 ’
:;g :1’2 ;’g % unidades 0
5o I 5 [Angulo 120° |
150 -2,6 1,5 0.0
160 -2,8 1,0 * ‘ : 6,0\ . : +
170 3.0 05 -4,0 -3,0 2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0
180 -3,0 0,0 Dominio x = r coseno(angulo)

En la HE se puede crear un grafico tomando directamente el recorrido del radio en términos de
grados preferiblemente transformados el radianes. Esto implica, que para la HE las coordenadas
polares se miden en unidades radio. Si por ejemplo el grafico para el punto:

P(3,120°) =3x COS(RADIANES(120°)) =-1,5
El estudiante no debera tener problemas para graficar en una plantilla milimétrica. Sin embargo,
para el curso es preferible que el trabajo de lo deje a la HE.
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2.10 Graficar coordenadas polares usando unidades radio P(3,77/3).

Se puede obtener un grafico utilizando unidades radianes. El semicirculo de los cuadrantes
superiores tiene 180° cantidad que se puede expresar en unidades circunferencia, esto es, como el
nimero 1t = 3,1416... por tanto decir 180° o decir su equivalente 3,1416, en coordenadas polares es
lo mismo. Asi, si de pondera el valor circunferencia © por el valor proporcional de angulo se obtiene
el valor en radianes. Esto es;

P(3,%) - P(3, z%j = P(3cos(1,0472), sen(1,0472))

Puntos con los que se elabora el grafico. El punto solicitado tiene seno = 0,8660ra y coseno 0,5ra.
Recuerde que los radianes se refieren en un circulo unitario y 0,5 cae en 1,5 del dominio de un
circulo de radio 3.

Radio 3 X Y
Angulos | Radianes |x=37cos(rd) | 3'sen(rd) Grafico de coordenadas polares pi() / 3
0 0,0000 3,0 0,0 S i

10 0,1745 3,0 0,5 Coodenada eno

20 0,3491 2,8 1,0 — P(3,60°) 3;5 / angulo

30 0,5236 2,6 1,5 p[3cos(1,047),3sen(1,047) e \[ 0,8660ra

i I (- [

’ ’ ’ E Coseno

60 1,0472 1,5 2,6 g’ \\ s
70 1,2217 1,0 2,8 © _ 0,5ra

80 1,3963 0,5 3,0 g Angulo: L |
9| 1,5708 0,0 30/ ¢ 60°6 Y
100  1,7453 -0,5 3,0(| 1,0472ra 1,0 1
110 1,9199 -1,0 2,8 >
120 2,0944 1,5 2,6 0,5 1
130 2,2689 -1,9 2,3 . ‘ ‘ 0.0 ‘ ‘ :
140 2,4435 -2,3 1,9 4,0 3,0 2,0 1,0 0 Vi 20 3,0 40
150 2,6180 -2,6 1,5
160 2,7925 -2,8 1,0 X = coseno(angulo)
170 2,9671 -3,0 0,5
180 3,1416 -3,0 0,0

Respuesta: 0,5ra; 0,8660ra

El uso de coordenadas polares implica varias operaciones implicitas en valores de radios, medidas
angulares y grados. Asi que pueden referirse a ellas en diferentes términos.

Angulo x1 y1 x2 y2
0 2,0000 0,0000 2,0000 0,0000
20 0,8162 -0,3420 0,8162 -0,3420

2.11 En coordenadas polares los dngulos aw| -1,3339| -06428| -13339| -0,6428
. 60| -1,9048| -0,8660| -1,9048| -0,8660

que pueden representar varios casos. sol 02208 -09848| -02208| -09848

Por la misma naturaleza circular en donde el final de un 100] 1,7246| -0,9848| 1,7246| -0,9848
circulo es el inicio de otro un angulo graficado en 0 | 16264 -0.8660
g g 140 -0,3956| -0,6428| -0,3956| -0,6428

coordenadas polares puede representar varios casos o 160| -1,9513| -0,3420| -1,9513| -0,3420

180  -1,1969 0,0000| -1,1969 0,0000

funcnqnes (angulos) que coinciden. Por ejemplo la 00| 0074a| 03420 0o7as| 03420
ecuacion: 220 1,9922| 06428 19922| 06428
_ 240  0,6516] 08660 06516| 0,8660
Pl-r,0+Q2x+1)z]= P[-2,0+(2x3x180 +180)] a60| -1,4604| 09848| -1.4604| 09848
_ p(_ — p(_n- ° 280 -1,8435| 09848| -1,8435 09848
=P ( 2, 1~260) =P ( 2; [395 360 ]) a00| -0,0442| 0,8660| -0,0442| 0,8660
Proporciona los mismos angulos que la ecuacion para x = 3 200 1,8074|  0,6428|  1,8074|  0,6428
o ) o as0| 1,5193| 03420 1,5193|  0,3420

y = 180° o su equivalente en grados, esto es 180°: 60| -0,5674| 0,0000| -05674| 0,0000
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P(r,0+2x7) = P[2,0 +2x3x180°] = P[2,1.080]=
P(2,[3,0x360°))

En el primer caso el radio dard 3,5 circunvoluciones, mientras que en el segundo dara 3,0
circunvoluciones.

Respuesta: 3,0 circunvoluciones ;3,5 circunvoluciones

2.12 Grdficos de dos expresiones que indican los mismos dangulos.

En las coordenadas polares, el signo indica la posicion de inicio, esto es, si el angulo se inicia en los
cuadrantes o semicirculos derechos cuando es positivo o en los cuadrantes o semicirculos izquierdos
cuando es negativo. La primera expresion [-r, (2x + 1)n] indica que el radio de tamafo 2 se
desplazard a un angulo que se inicia en el cuadrante negativos, esto es, en 180° y va a dar 3.5
circunvoluciones desplazdndose a la derecha x puntos en cada una, tal como se esquematiza en la
figura A. Mientras qué la expresion [r, (2xm)] indica que el radio de tamafio 2 se desplazara a un
angulo se inicia en el cuadrante derecho o positivo y hard tres circunvoluciones como se
esquematiza en la figura B.

P[-r,6 +(2x+1)z] P(2.0+ 2x7)

180°

270°

2.13 Angulos que pueden representar varios casos: Ejemplos iniciando en -2.
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Angulo en Fig: 2,13 Recorrido de la funcién empezando en
Radio Radianes 1 800
Punto Polar 2 6,283185
X y
P. Rectanguli 2 0,00 25
Recorrido de la funcién 2,0 - - ° PN
Grados x = Coseno y = Seno 1,5 o

180 2 0,0 10 a
210 1,7 -1,0 o 05
240 -1,0 1,7 2 o0 ‘ : :
270 0.0 2,0 & -05 100 200 300 400 506600
300 1,0 1,7 10
330 1,7 -1,0 5 Y,
360 2,0 0,0 ’ N O
390 1,7 1,0 2,04 - [C2(pi) 0 360°_]
420 1,0 17 25
450 0,0 2,0 Dominio
480 -1,0 1,7
510 1,7 1,0
540 20 0.0 ‘ x =Coseno ------- y =Seno ‘

Los valores de la funcion y el grafico del recorrido de por ejemplo, una ola que se inicie con una
succion violenta del agua, por ejemplo un terremoto en el mar con una violencia de 2 unidades seria
simulado por el grafico 2,13.

Ahora suponga que una caida de un meteorito produce un levantamiento en la superficie
del mar de dos unidades, el desplazamiento de las olas se puede simular por el grafico que se
muestra a la izquierda. Si se mueve la plantilla del grafico las ondas coinciden aunque una tenga un
mayor recorrido.

2.14 Funciones representadas por los mismos angulos. Ejemplo HE iniciando
en 0°.

Ahora suponga que puede asociar la onda con el tiempo, la producida por el impacto de un meteoro

llegara antes a un punto dado. Es evidente que las funciones polares de seno y coseno son ciclicas en

intervalos de multiplos de 360°.

En el ejemplo de las olas, el radio r representa el efecto inicial de 2 unidades que mostrara
diferentes posiciones en un grafico de coordenadas rectangulares que depende de los grados de
inclinacion del radio. Notard que un maximo de la funcion seno que representa al radio coincide con
el punto de inflexion de la funcion seno que representa el recorrido de la onda.

2.15 Cambio de coordenadas rectangulares a polares.
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Angulo en
Radio Radianes
Punto Polar 2| 6,283185 Fig 2,14: Recorrido de la funciéon empezando en 0°
X y
P. Rectangul 2 0,00
Recorrido de la funcién
Grados x: Coseno A| y: Seno A
0 2,0 0,0
30 1,7 1,0
60 1,0 171§
90 0,0 2,0 s ‘ .
120 -1,0 1,7 14 \/ 300 , /410 500
150 -1,7 1,0 ~ )/ \ T'_ .
W s o AN C A
210 -1,7 -1,0 =
240 -1,0 -1,7
270 0,0 -2,0 ..
200 10 17 Dominio
330 1,7 -1,0
360 2,0 0,0 x: Coseno A - - - .y: Seno A‘
390 1,7 1,0
420 1,0 1,7
450 0,0 2,0

Las transformaciones de coordenadas rectangulares a coordenadas polares usualmente
requieren de funciones polares que utilizan la igualdad de m = 180° como el recorrido en =«
fracciones también llamados radianes.

La distancia del radio medida desde el origen es por definicion:

=l ~0 +(s,~0)

El dngulo medido en radianes (la HE ofrece los resultados de la funcion en radianes) se obtiene
mediante:

0= Artan(lj;x >0
x

o :Artan(zj +m;x<0
X

Y 0 esta dado en radianes. Entonces:

(x,y)=P|x* +)° ,Artan(l;x > Oj
X
(x,y)zp vx2+y2,Artan(lj+ﬂ';x<0}

X
P(4,47, 2,03rd) = b2 v ope= 1,57rd
= P(4,47;116,57°)
120°= 2,09rd 4 —
2.16 Cambio de
coordenadas 3 —
rectangulares a 150°= 2,62rd
. 2 —
polares: Ejemplo 1. \
Encuentre las coordenadas polares ]
al punto (x =-2,y=4)
180°=
CURSO P T T T o b —
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
Fig. 2,16. Paso de coordenadas Rectangulares a polares.
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Respuesta:
El largo del radio es:

r=y(=2-0) +(4-0y
=J4+8 =447

O hipotenusa del tridngulo desde el punto al origen. El angulo medido en radianes es:

Or = Artan(ij +7

= ATAN((4/ - 2)) + PI() = 2,03

2,03x180°
El punto en grados es: P| 4,47, — =116,57
T
o 7 r
2.17 Transformacion de coordenadas rectangulares a polares. Grdfico con la
HE.
D_2,17. Trasformar coordenadas rectangulares a
polares
Coord. rectangulares Coordenadas polares C. Rectangular (-1,0;1,73)
X Y Radio r Radianes Grados 0 Polar P(4,47; 2,03rd) o
4,47 0,00 4,47 0,00 0 & ’ P(4,47;117°)
4,40 0,78 4,47 0,18 10 A
4,20 1,53 4,47 0,35 20 x g
3,87 2,24 4,47 0,52 30 e - 35
3,42 2,87 4,46 0,70 40 2 52 3,0
2,87 3,42 4,46 0,87 50 s 3 e Radio constante
2,24 3,87 4,47 1,05 60 t =4 - en 4,5 unidades
1,53 4,20 4,47 1,22 70 < g ;0 crea un circulo
0,78 4,40 4,47 1,40 80 o 45
0,00 4,47 4,47 0,70 40 o < \L’g\ \
-0,78 4,40 4,47 1,75 100 K A 116,57°
-1,53 4,20 4,47 1,92 110 ’
-2,00 4,00 4,47 2,03 117 6,6 \ g
-2,24 3,87 4,47 2,10 120 -4,00 -2,00 0,00 2,00 4,00 6,00
-2,87 3,42 4,46 2,27 130 . . .
Dominio: Radio = raiz( x*+y?)

Recuerde que las coordenadas polares se refieren como P(r, 6) en donde se supone un
recorrido desde el angulo P(r; 6 = 0) hasta el punto P(4,47, 2,03). Este se ejemplifica en el siguiente
desarrollo de la funcién desde su inicio a su terminacion.

2.18 Cambio de coordenadas rectangulares a polares.

Nota: El estudiante debe tomar en cuenta que la HE grafica utilizando coordenadas rectangulares y
que las funciones polares como seno, coseno, tangente arco tangente se emiten en radianes. Pero
ofrece instrucciones que transforman los radianes a grados y viceversa.

Encuentre las coordenadas polares (3,5)

Respuesta:

El largo del radio es:

r=y(3-0) +(5-0)
T =J9+25=583

0 = Artan| —
El angulo medido en radianes es: 3
=ATAN((5/3))=1,03
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El punto en radianes es: P(5,83, 1,03)

1,03x180°
El punto en grados es: P(5,83, = 59,04)
V4
El gréafico del ejemplo:
90°= 1,57rd
P(5,83, 1,03rd) =
60°= 1,05ra~_ (39 = P(5,83, 59,04°)
30°= 0,52rd
T T T o T T T 1T |
-5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5
Fig. 2,18. Paso de coordenadas Rectangulares a polares.
2.19 Cambio de coordenadas rectangulares a polares con la HE.

Coord. rectangulares Coord: polares
X Y Radio r Radianes Grados

4,47 0,00 4,47 0,00 0
4,40 0,78 4,47 0,18 10
4,20 1,53 4,47 0,35 20
3,87 2,24 4,47 0,52 30
3,42 2,87 4,46 0,70 40
2,87 3,42 4,46 0,87 50
2,24 3,87 4,47 1,05 60
1,53 4,20 4,47 1,22 70
0,78 4,40 4,47 1,40 80
0,00 4,47 4,47 0,70 40
-0,78 4,40 4,47 1,75 100
-1,53 4,20 4,47 1,92 110
-2,00 4,00 4,47 2,03 117
-2,24 3,87 4,47 2,10 120
-2,87 3,42 4,46 2,27 130

Grafique el recorrido del angulo P(3, 5).

y; Rango de la funcién

Paso de coordenadas rectangulares a polares

7,00
Coordenadas:

.00 (x=3,y=5)
P(5,83, 1,03)

5,00 =

Angulo:

4,001 1,03rd

3,00 59°

2,00

1 00 A/ \

1,00 /

0,00 \ . 1

-2,00 0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

x; Dominio de la funcion
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2.20 Cambio de coordenadas polares a rectangulares.
Las formulas que se gmplean ppS—
para efectuar este cambio son:
x=rxcos(f) e y=rxseno(d) s

. Coordenada
Ejemplo:  encuentre las p[4,£) rectangular
coordenadas rectangulares de: \i (x=2, y=3,46)

T
Pl 4,—
3
Respue.stas: 30°= 0,52¢d
Resolviendo para x:
T
x=4xcos| — |=4x0,5=2,00
3 180°= 3,14..
Resolviendo para y | | | |
-5 4 -3 2 E] 1 2 3 4 5

Fig. 2,20. Paso de coordenadas polares a rectangulares

y=4x seno(%) =3,46

Por tanto las coordenadas rectangulares son P(2, 3,46)

2.21 Cambio de coordenadas polares a rectangulares con la HE.

A estas alturas, el estudiante habra notado que para elaborar los graficos obtenidos mediante el
asistente para graficar de la HE se ha utilizado la transformacién indicada en el inciso anterior, de
coordenadas polares a coordenadas rectangulares. Los datos en el inciso anterior.

Angulo Ej: 2,21. Cambio de coordenadas polares a

Grados Radianes X y tan uIares

o[ 0,0000 2,0 0,0 rectang :
10| 0,1745 3,9 0,7
20|  0,3491 3,8 1,4 4,5 1
30 0,5236 3,5 2,0 “n Coordenada
40 0,6981 3,1 2,6 ’ Rectangular (x=2, y=3,5
50| 0,8727 2,6 3,1 /;; < w\‘71\‘ ——r
60  1,0472 2,0 35 e 30
70|  1,2217 1,4 38| > J ’ /1 N\
go| 1,3963 0,7 39 & / %5 —/ \
90 1,5708 0,0 4,0 § Coordenada polar 2&
100|  1,7453 -0,7 39| ® | p(r=4, 60°=pi/ 3) BN / \
110|  1,9199 1,4 3,8 . ’ / \
120  2,0944 -2,0 3,5 4 10 *
130|  2,2689 2,6 3,1 0.5
140|  2,4435 -3,1 2,6 l nn \ ! l
150 2,6180 -3,5 2,0 v ‘ i ‘ M
160  2,7925 -3,8 1,4 -6,0 -4,0 2,0 0,0 2,0 4,0 6,0
170|  2,9671 -3,9 0,7 Dominio x
180|  3,1416 -4,0 0,0
2.22 Cambio de coordenadas polares a rectangulares: Ejemplo 2.

Encuentre las coordenadas rectangulares de P(5, 60°)
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x=5x cos( 60 Xo”j _ 5% COS(RADIANES(60)) = 2.5
y=5x sen( 60 ”] = 5*SENO(RADIANES(60)) = 4,33

90°= 1,57rd
La HE puede 60°= 1,05rd Coordenada
transformar grados en rectangular
radiantes y radianes en

\ (x=2,5 y=4,33)

grados. En los casos
anteriores, se indica la
operacion adecuada
para transformar
manualmente grados a
radianes. Es un simple

30°= 0,52rd

[Coseno(60°) =0

regla de tres

Gradosx

_— Debe
180

Seno(60°) = 0,8660

5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5

recordar que la HE | 180°=3,14..
opera preferiblemente
en radianes.

Es evidente
que la diferencia en las
al transformar las coordenadas polares a rectangulares es el tamano del radio, pues, las variables
polares de seno y coseno se mantienen constantes.

Fig. 2,18. Paso de coordenadas polares a rectangulares

2.23 Transformar coordenadas polares a rectangulares. Ej 2 con la HE.

Ej. 2,23. Cambio de coordenadas polares a

Grados Radianes X y
0 0,0000 5.0 0.0 rectangulares
10|  0,1745 4,9 0,9
20  0,3491 47 1,7 P
30[  0,5236 43 25 [Coseno(609 =05 | " °°°t"’e“*:daz .
40|  0,6981 38 3.2 e
50 0,8727 3,2 3,8 5;0
60|  1,0472 2,5 43 /'/‘/Wv o
70| 11,2217 1,7 47 . 4.0 7
go|  1.3963 0.9 49| | > : : / \
90 1,5708 0.0 50 g) IRadlo de 5 unldadesl 30
100  1,7453 -0,9 49 | 8 S
110 1,9199 1,7 47 N
120  2,0944 2,5 43 f 2,0 / \
130  2,2689 3,2 3,8
140| 24435 38 32 ——|Seno(60°) = 0,8660 ;0 X
150  2,6180 4,3 2,5 V&R
160  2,7925 4,7 1,7 $ ; ‘ 0,0 ‘ ‘ °
170f  2,9671 -4.9 0,9 -6,0 -4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0 6,0
180  3,1416 -5,0 0,0 o
Dominio x
Respuestas:
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x =rcos(f) =5cos 7> 60
180

j=5><0,5:2,5;

%60
y = rsen(0) sen( x5

j =5x0,8660 =4,3301

2.24 Grdficas de numeros imaginarios.

Los numeros imaginarios en coordenadas polares se operan de manera similar a las coordenadas de
nimeros reales sin omitir que se trata de un grafico de un nimero complejo.

Grafique el nimero complejo (-4; 21) y cambielo a la forma polar.

El radio sera:

r=rfx? 432 =y(c4) +(2i) =+16+4 =20 =4,4721

El 4ngulo en radianes:

0= Artan(lj = Artan(%j +3,1416..= 2,6779

—X

Angulo en grados:
Ord x180°  2,6779x180°

) T 3,1416...

La coordenada polar es:
P(4,4721;26779)

La coordenada rectangular:

153°

4,4721[cos(2,6779)+1seno(2,6779)]

, . . . ,

2.25 Grafico de numeros imaginarios: Grdfico.
Angulos

Grados Radianes X yi . . P .
5 0.00 347 0.00 Ej. 2,7. Graficas de numeros complejos

10 0,17 4,40 0,78 .
20 035 420 1,53 4‘4.“2 l[m:{?.ﬁ'ﬂi] i um{!.ﬁmjl Ii
30 0,52 3,87 2,24 e
40 0,70 343 2,87
50 0,87 2,87 3,43 /‘/4'“-"9 RER
60 1,05 2,24 387 | _ 3,50
70 1,22 1,53 4,20 :- 3,00 -
80 1,40 0,78 4,40 =3 2,50 |
90 1,57 0,00 4,47 £ 200
100 1,75 -0,78 4,40 14 [ e \_
110 1,92 1,53 4,20 30
120 2,09 2,24 3,87 00
130 2,27 2,87 343 50 -
140 2,44 -3,43 2,87 - ‘ 0.00 : e
150 2,62 -3,87 2,24
153| 2,679 400 2,00 6,00 -4,00 2,00 0,00 2,00 4,00 6,00
160 2,79 -4,20 1,53 Dominio x
170 2,97 -4,40 0,78
180 3,14 4,47 0,00
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3 Exponentes y Logaritmos.
3.1 Presentacion y Menu.

Propiedades exponenciales.
Propiedades logaritmicas.

Solucién de ecuaciones logaritmicas.
Graficas de funciones exponenciales.
Graficas de funciones logaritmicas.

Resumen del capitulo.

3.2 Propiedades Exponenciales: La Multiplicacion.

La multiplicaciéon de

exponentes estd

definida por: Comprobacion Operaciones
a_ b _ _a+b X = 6
x‘x" =x az )
Considérese x =6,a =2y b = 4, b= 4
Comprobacion
6°6* =6 =6° X2 6 6
6264=(6><6)><(6><6><6><6) B 36
6 xM 6 6
=6x6x6x6x6x6=06 6 36
=676 =46.656 6 1 316
La instruccion en la HE es =6"6. Ty 32 296
Respuesta: Elija cualquier juego de (x"2)"(x"4) 1296 46.656
numerales para x, a y b diferentes a los G . 46:656
usados y resuelva.
3.3 Propiedades Exponenciales; La Division caso 1.
., , ) x“ .
La division de exponentes estd definida por:  —-=x b
X
Comprobacion
x = 6
a= 6
b= 4
X6 = 6 6 6 6 6 6 =[ 46.656 36
X4 6 6 6 6 1.296
Anulando por la propiedad del neutro multiplicativo:
x"2 6
6 36
(x"6)/(x"4) 36
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Considérese x =6; a=6; b=4.
x° _6x6x6x6x6x6 _46.656 _
x! 6x6x6x%x6 1.296
6t =6>=36
La instruccion en la HE es =(626)/(6"\4)
Respuesta:_Elija cualquier juego de numerales para x, a y b diferentes a los usados y resuelva.

3.4 Propiedades Exponenciales: La Division Caso 2.

La division de exponentes esta definida por: x—_b =x“
X
Considérese: x = 6; a = 6; b =—4:
6° 6x6x6x6x6x6 46.656
6+ I )
6x6x6%x6 1.296
=6"x6"=6"" =6" =60.466.176
La instruccion en la HE es =6"(6+4)

:60.466.176:(6><6><6><6><6x6)x(6x6><6x6):

X = 6
a= 6
b -4
x"6 6 6 6 6 6] 6] =| 46.656| = 60.466.176
1 1 1 1 1 1 1
x4 6 6 6 1.296
Resolviendo el denominador
x"6 6 6 6 6 6 6 = 46.656| = | 60.466.176
1/(x4) 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,0008
Operaciones con la HE
(x76)/11/(x"4)) =160.466.176
(x"6)(x"4) =160.466.176
x*10 =] 60.466.176

Respuesta:_Elija cualquier juego de numerales para x, a y b diferentes a los usados y resuelva.

3.5 Propiedades Exponenciales. La Division Caso 3.
Comprobacion
X = 6
a= -6
= 4
1 1 1 1 1 1 1] = 1
X6 6 6 6 6 46.656| = | 0,000000017
x4 6 6 6 6 1.296
Operando el numerador
1/x"6 0,166667| 0,16666667] 0,166667] 0,166667] 0,166667] 0,166667] [0,000021] = [ 0,000000017
xA4 6 6 6 6 1.296
(1/x16)/x 4 = 0,000000017
(x2-6)*(x"4) = 0,000000017
x(-6-4) = 0,000000017
—a
La division de exponentes esta definida por: x_b =x"

Considérese: x =6;a=-6;b=4
La instruccion en la HE es =6/ (-6-4)
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Respuesta:_Elija cualquier juego de numerales para x, a y b diferentes a los usados y resuelva.

3.6

(xy)a :xaya
Considérese; x =5; y=4; a=3.

()’ = (5x4) =20° = (5x5x5)x (4 x 4x 4)= 54> =8.000
Instruccion para la He: =(5 x 4)"3 6 53 x 4°3 6 =(B115"3)*(B116)"3 6 =(B115*B116)"B117.

Comprobacion

Propiedades Exponenciales: Distribucion de la Multiplicacion.
La propiedad de distribucion de productos con exponentes esta definida por:

X = 5
y= 4
a= 3
(x * y)*3 20 20 20 =[  8.000
Distribuyendo
x"a = x"3 5 5 5 = 125|X | 8000
yra=4"3 4 4 4 = 64
Instrucciones para la HE
(x*y)"a = 8.000
xMa*yra = 503*473 = 8.000

Respuesta:_Elija cualquier juego de numerales para x, y, a diferentes a los usados y resuelva.

3.7

Propiedades Exponenciales: La Distribucion en la Division.

La propiedad de distribucion de productos con exponentes en la division estd definida por:

[EJIZ ) xa
y)
Considérese; x =5;y=4; a = 3.

_5x5x5 5°

1,253—4 And E:1’953125
x 4 x

Considérese:

X = 5

y= 4

a= 3

(574)"3 1,25 1,953125

x"3 5
5 25
5 125

y"3 4
4 16
4 64

(x"3)/(y"3) 1,953125

(x/y)"3 1,953125

Respuesta: Elija cualquier juego de numerales para x, y, a diferentes a los usados y resuelva.

3.8 Propiedades  Exponenciales:

Potencia de una Potencia.
La potenciacion de una ponencia esta definida por:

b
(xa) — xab

Considérese; x =5;a=4; b=3.

La

Considérese:
X = 5
a= 4
b= 3
(xMYR3 244.140.625
x4 5
5 25
5 125
5 625
(x')"3 625
625 390.625
625| 244.140.625
xM4*3) 244.140.625
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(5 =(625) =
:(5><5><5><5)x(5><5><5x5)><(5><5><5><5)
=5x5x5x5x5x5x5x5x5x5x5x5=

=5" =244.140.625
Respuesta:_Elija cualquier juego de numerales para x, a, b_diferentes a los usados y resuelva.

3.9 Propiedades Exponenciales: La Potencia Inversa.
La potencia inversa de un niimero esta definida por:
x4 = 1 Considérese: Ejemplo 3,8.
x¢ X = 5
Ejemplo 3,8: Considérese; x =5; a=4 as 4
1/(x"a) 0,0016
5—4 _ 1 _ X*X*X,,, 5
S5x5%x5x%x5 5 25
: 5 125
X = 5 625
= 625 =0,0016 1(X) 0,0016
Como funcién f (x’“ ) =y
Valores de a: Funcién de la potencia inversa f(x7“)= y
Incremeto x 0,5 2 3 4
N° % a=2 a=3 a=4 1,2
1 1,00 1,0000] 1,0000] 1,0000 5
2 1,50 04444 02963 0,1975 g 1.0
3 2,00 0,2500| 0,1250| 0,0625 E o8 \
4 2,50 0,1600| 0,0640| 0,0256 s \
5 3,00 0,1111| 0,0370| 0,0123 8 06 -
6 3,50 0,0816| 0,0233| 0,0067 S o4 !
7 4,00 0,0625| 0,0156| 0,0039 e > v
8 4,50 0,0494| 0,0110| 0,0024 2 0,2 N
9 5,00 0,0400| 0,0080| 0,0016 % N T
10 5,50 0,0331| 0,0060| 0,0011 0,0 e w
11 6,00 0,0278] 0,0046] 0,0008 0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
x; dominio de la funcién
‘ a=2—-—--a=3------" a=4‘

Respuesta: Elija cualquier juego de numerales para x, a diferentes a los usados y resuelva,
incluyendo la funcion.

3.10 Propiedades Exponenciales: La potencia raiz.
La potencia raiz de un niimero exponencial esta
definida por: Comprobacién
: = -
1
x/e =4fx a- 2
., A
Considérese; x = 5; a = 2. x'(1/a) 2,2361
Raiz(x) 2,2361

5% = 50’5 = %/5_1 = \/g = 2,2361
Como funcién: f (xl%j =y
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Valores de a:
Incremeto x 1 2 3 4
N° X f(x) =y1 f(x) =y2 f(x) =y3
1 0,0 0,000 0,000 0,000
2 1,0 1,000 1,000 1,000
3 2,0 1,414 1,122 1,029
4 3,0 1,732 1,201 1,047
5 4,0 2,000 1,260 1,059
6 5,0 2,236 1,308 1,069
7 6,0 2,449 1,348 1,078
8 7,0 2,646 1,383 1,084
9 8,0 2,828 1,414 1,091
10 9,0 3,000 1,442 1,096
11 10,0 3,162 1,468 1,101

y; Rangao

La potencia raiz

0,0 2,0 4,0 6,0

x; Dominio

8,0

10,0 12,0

‘—o—f(x):y1 —a—f(X)=y2 —a—f(x)=y3 ‘

Respuesta: Elija cualquier juego de numerales para x, a diferentes a los usados y resuelva

3.11 Propiedades Exponenciales: Potencia Racional.
La potencia racional de un nimero esta definida por: Comprobacién:
Ve - ;
Considérese: b = 2
x=5a=2;yb=3. xMalb) 11,1803
Y3l _ _ *X*X.... (b 5
572 =3/5° = 5% 5x5 =125 = 11,1803 KxX'x... b veoss) K
Como funcion: X 5 125
f(x) :x% =&/x X*M1/a) 11,1803
(x*a)(1/b) 11,1803

incluyendo la funcion.

Respuesta:_Elija cualquier juego de numerales para x, a diferentes a los usados y resuelva

-

Incremeto x|
N° X f(x) =y

0,000
1,000
2,828
5,196
8,000
11,180
14,697
18,520
22,627
27,000
31,623

2 00 ONOUDWNS
QOWONOOODNWN=0

a A
=

incluyendo la funcion.

y; Rangao

Potencia racional de un nimero

35

£y = x% =4fx

30 -
25

e

20 4
15 4
10

2 4 6 8

x; Dominio

10

12
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3.12 Propiedades logaritmicas y forma Logaritmica: La Forma Logaritmica.
La forma logaritmica esta definida por:
log x = y; y debe cumplirse x = a”
Esto se lee como: y es exponente al que debe elevarse a para obtener x.
Considérese: Log,,100 =2
Numero x = 100;
Base del logaritmo y = 2;
Exponente a = 10

En otras palabras: los logaritmos son exponentes para una base cuya potencia arrojan el valor del
numero.

Comprobacién loga 100 =10
Numero x = 100
Base a = 10| 10? =100;
[ Exponente y = 2 2| = LOG(100;10) = 2
\ yA2= 100] _ _

lOg X = y. y = xM(1/a) 10 LOG10(100) =2
9 fx=Log(100;10) 2
j fx=Log10(100) 2

Base

3.13 Logaritmo de base 10.
Se dice que todo numero positivo N puede expresarse como una potencia de 10, es decir, se pueden
encontrar siempre a tal que N = 10°. Se dice que a es el logaritmo de N en base 10 o logaritmo
decimal de N. Se puede escribir:

y=log,_, N
Por ejemplo; 1.000 = 10°, por tanto, log;o 1.000 = 3. Andlogamente, como:

0,01 =107, log;0 0,01=-2
Cuando N es un namero entre 1 y 10, es decir 10°y 10", a log;oN esta comprendido entre 0y 1.

Existe un logaritmos muy especial en la matematica conocido como Logaritmo Neperiano

cuya base es 2,71828183... que por su importancia se conoce como Logaritmo Natural y la

instruccion para calcular el logaritmo natural de cualquier numero (excepto 0) en la Hoja Electronica
es =LN(Numero).

3.14 Propiedades Logaritmicas: Multiplicacion.
La multiplicacion de logaritmos esta definida por:

L | 1 . Comprobacion
Ogaxy - Oga X+ Oga y s X = 2350
Considérese: x =2.350; y =2.410 y= 2410
xxy=2.350%x2410=5.663.500 X*y= 5.663.500
Logaritmos de base 10: Logaritmos Base 10 Neperiano
log,,(2.350)+ log,,(2.410)= Log10(x) = 3,3711 7,7622
log(y; 10) = 3,3820 7,7874
=3,3711+3,3820 =6,7531 Log(x10)+Log(10) = 67531 15,5496
La funcién inversa: Exponenciacion 5.663.500]  5.663.500
xxy=10%""=5.663.500 Usando fx(HE) 5.663.500]  5.663.500
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Logaritmo natural.
In(2.350)+1n(2.410)=
=7,7622+7,7874 =15,5496
La funcion inversa:
¥ X y — 615’5496 —

=2,7182818285"** =5.663.500; EXP(15,5496)
Responda:_Elija cualquier juego de numerales para x, y, diferentes a los usados y resuelva.

3.15 La multiplicacion mediante logaritmos en forma grdfica.
x y log(x) Logly) | lo()*lo(y) [10rp+iyn[  x*y

1 2[  0,0000] 0,3010] 0,3010 2 2

2 4| 03010 06021 0,9031 8 8

3 6| 04771 07782 1,2553 18 18

4 8| 06021 09031 1,5051 32 32

5 10|  0,6990|  1,0000[  1,6990 50 50

6 12| 0,7782| 11,0792 1,8573 72 72

7 14| 08451 1,1461|  1,9912 98 98

8 16|  0,9031| 1,2041|  2,1072 128 128

9 18|  0,9542| 1,2553|  2,2095 162 162

10 20[ 1,0000[ 1,3010| 2,3010 200 200

11 22| 1,0414| 1,3424| 2,3838 242 242

12 24| 1,0792| 1,3802] 24594 288 288

El cuadro muestra las transformaciones de x e y en funciones logaritmicas de BASE 10, el

resultado de la exponenciacion 1 1
de la suma de los logaritmos y | Multiplicacién mediante logaritmos Log,xy =log, x +log, y

el producto directo de x con y. Dominio de y
En estudiante habra
comprendido las facilidades 16 2 ‘ ! ‘ ° ‘ ® ‘ 0 ‘ 2 ‘ 1 ‘ 0 ‘ 8 ‘ 20 ‘ i ‘ i 20
que dan los logaritmos en la ' '
operacion de unidades 14T 125
astronomicas. 12 1+
2 1,0 + )

La HE proporciona las ?, ' 'g
siguientes funciones para la E 08¢ 715 E
obtencién de logaritmos: 5 o6l s
Para logaritmos de cualquier g +1,0 §’
base: =LOG(Numero; Base); <04l
Para logaritmos de base 10: o2 | +0,5
=LOG10(Numero); ’
Para el logaritmo natural: 0,0 ‘ ‘ ‘ : | | | | | | | 0,0
=LN(Namero). 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Para la funcién inversa

la HE  proporciona las
funciones:
Potencia para los logaritmos
de cualquier base y de base 10
=POTENCIA(Numero = Base Logaritmo; Potencia = LOG(Numero; Base));
Para el logaritmo natural = EXP(Ln).

x dominio 1.

‘ —5— log(x) —— Log(y) —a— lo(x)+lo(y)
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Responda:_Desarrolle la funcion para el logaritmo natural.

3.16 Propiedad de los logaritmos: La Division.
La division de logaritmos esta definida por: log, [ij =log, x—log, y
y

Considérese: x =4.230; y = 3.230, con base 10 y natural.

X _4230_4 3096

vy 3.230

4.230

Usando base 10: loglo(mj =log,,(4.230)-1log,,(3.230)=0,1171

Usando la potenciacion:

01171 Considérese: Ejemplo 3,13.
x+y:10 ’ 21,3096 X = 4.230
Mediante logaritmos naturales: y= 3.230
4.230 X"y= 1,3096
Inf —— |= Logaritmos Base 10 Neperiano
3.230 Cog10(x) = 3,6263 8,3500
=1n(4.230)-1n(3.230) = 0,2697 log(y; 10) = 3,5092 8,0802
Considerando la funcién inversa: Log(x,10)’lrLo.g’(10) - 0. 1171 0.2697
. 02697 Exponenciacion 1,3096 1,3096
x+y=e " =1,3096 Usando f(HE) 1,3006 1,3096

Ejercicio: Elija cualquier juego de numerales para x, y, diferentes a los usados y resuelva.

3.17 La division mediante logaritmos como funcion.
X y w =log(x) | z=Log(y) VEw-z 10~V x/y
2 1 0,3010 0,0000 0,3010 2,0 2,0 La division mediante logaritmos.
5 2| 06990 03010 0,3979 2,5 25
8 3| 09031 04771 04260 2,7 2,7 18
1 4 1,0414 0,6021 0,4393 2,8 2,8 2 1,61
14 5| 1,1461] 0,6990| 04472 2,8 2,8 § .4 ——
17 6 1,2304 0,7782 0,4523 2,8 2,8 2 w 08 19X
20 7] 1,3010] 08451 0,4559 2,9 2,9 2 12
23 8| 1,3617] 09031 04586 2,9 2,9 8 10l
26 9| 14150 0,9542| 0,4607 2,9 2,9 3 z=Log, y]
29 10| 1,4624] 1,0000] 04624 29 29 8" —
32 11 1,5051 1,0414 0,4638 2,9 2,9 E 0,6
35 12|  1,5441] 1,0792] 04640 2,9 2,9 S 04/ %
.z_ 02 v=Log,x—Log,y
El cuadro muestra las transformaciones de x e 0,0 : ‘ :
. , . 0 10 20 30 40
y en funciones logaritmicas de BASE 10, el resultado o y: Dominio de Ias funciénes
de la exponenciacion de la resta de los logaritmos y

el cociente directo de x entre y.

Dado que los logaritmos son un aplicacion de las potencias racionales es natural que su grafico sea
similar. No estan definidas para el cero, crecen violentamente declinando gradualmente a medida que
x aumenta su valor hasta hacerse asintéticas al eje x; esto es, que tienden a ser paralelas al eje x sin
llegar a serlo nunca.

Responda:_Desarrolle la funcion usando el logaritmo natural,
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3.18 Propiedades logaritmicas: La Potencia.
La potencia de logaritmos esta definida por: —
log xb — bx log X Demostracion
a a X= 50
Considérese: x =50; b =4, con base 10 y natural: b= 4
50* =6.250.000 x'b = 6.250.000
Usando logaritmos de base 10: Logaritmos | Base 10 | Neperiano
4 Log10(x) = 1,6990 3,9120
log,,(50)" = 4xlog,,(50)= b*I?)g1(0()x) 6,7959| 15,6481
=4x1,6990 = 6,7959 Exponenciaci] 6.250.000| 6.250.000
La funcién exponencial: Usando fx(HE| 6.250.000( 6.250.000

50* =107 =6.250.000
Usando logaritmos naturales: In(50)* = 4x1n(50) = 4x3,9120=15,6481

Para los valores iniciales se usa la funcién exponencial: 50* = e'>**' = 6.250.000
Responder: Elija cualquier juego de numerales para x, b, diferentes a los usados y resuelva.

3.19 Potencia mediante logaritmos como funcion.
Grafico de las funciones:

w= f(4XL0g10xi) y z=f(6xLog,yx,);
y comprobacion del uso de las potencias con logaritmos.

La potencia en los logaritmos

X w; b=4 z; b=6 10w x4 12
5 2,796 4,194 625 625
10 4,000 6,000 10.000 10.000 < 10
15 4,704 7,057 50.625 50.625 2
20 5,204 7,806 160.000 160.000 S s z= f(6xLog,,x;) Ii
25 5,592 8,388 390.625 390.625 =
30 5,908 8,863 810.000 810.000 g 6
35 6,176 9,264 1.500.625| 1.500.625 ° -
40 6,408 9,612 2.560.000| 2.560.000 2 4 |W = /(4= Log,y¥, )|
45 6,613 9,919 4.100.625| 4.100.625 e
50 6,796 10,194| 6.250.000 6.250.000 ¥ 2
55 6,961 10,442| 9.150.625 9.150.625
60 7,113[  10,669] 12.960.000] 12.960.000 0 ; ‘ ‘ ‘ ‘ ;
0 10 20 30 40 50 60 70

x; dominio de la funcién

Responda: Desarrolle la funcion para usando el logaritmo natural.

3.20 Propiedades de identidad y de Cambio de base en logaritmos.
La propiedad de identidad esta definida por:
log, x =log, y; entonces, x = y

En esta propiedad de identidad debe entenderse que los logaritmos de los nimeros x e y son iguales,
si la base a que hay que elevar con el logaritmo da un nimero idéntico:

La propiedad del cambio de base:

Si x, y, z son nimeros positivos, ademas x e y son diferentes de 1, entonces:
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log z
log z= Sy
’ log, z
3.21 Algunas soluciones de ecuaciones logaritmicas.
Escriba Log 1.000 = 3 en forma exponencial. Elemplo 3,15.
3 = Log,,(1.000)..10° =1.000 = a” Namero 14142
Exponente 0,25
Respuesta: 10° Haciendo x = 4 4
Log(raiz(2); 4) 0,25

Resuelva: Log, V2 =

\#l_

Puesto que a” = x; a’ =+/2 . Elevando a la cuarta potencia:

(a%)4=(ﬁ) () (24) Samzand

Asi:
LY/
Log,\J2 = it V2 =1,4142...
Comprobando con la HE:
Log, 2 = LOG(RAIZ(2);4) = i
3.22 Algunas soluciones de ecuaciones logaritmicas: cambio de base.

Resuelva: log, (2x—6)=1log, (24 - 3x)
Log,(2x—6)= Log, (24 - 3x)

—>L0ga [2x+3x — 24—6]=y Considérese:
Numero x = 6
_)Loga[5x=30]= Base a = 5
30 A=2*x - 6 6
—> Log,|x—|=y B =24 -3x 6
S log(A; a) - LOG(B; a) 0
—>Log 6=y y = log(6; 4) 1,1133
=B =alrv =
Para una basedea =5 ACBZaly=x 6
=Log,6=1,1133=L0OG(6;5) .. 5" =6 Consldérese:
El resultado para x con base a =4 es 6; Valor de x = -2/3
El resultado para x usando: 2 5850 Basea = 5
gase a= %_y = 3’:23‘9)’ usango ;a po:enw_a-' §1'6309 = g A =Log((2x + 8); a=5) 1,1787
asea=3;y=1, , usando la potencia: 37" = B=L +2): a=5 0.1787
Base a = 5; y = 1,1133, usando la potencia: 5" = 6 A Bzg«x ) a=3) 1.0000
Base a = 10; y = 0,7782, usando la potencia: 10°"%* = 6 — T
Se puede cambiar la base y el resultado sera el mismo. =(2x+8) ’
B'=x+2 1,3333
log((2x + 8)/(x+2)) 1,0000

Resuelva; Log,(2x+8)— Log,(x+2)=1

Considere una base a cualquiera, digase 5. Por definicion Log,z = y por tanto, 5' = z implica:
2x+8
x+2

5' =

—>5(x+2):2x+8—>5x—2x:8—10—>x:_TzSustituyendo:
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2 2
Log. | 2x——|—Log. | ——+2
gs( 3) gs( 3 j

—1,1787-0,1787 =1

Para resolver las ecuaciones de estos ejercicios se uso la propiedad de cambio de base. Cualquier
base a elevada a la potencia 1 es igual a la base a. Sin embargo, el valor de x cambia para que el
exponentey = 1.

Ejercicio: Efectiie el mismo desarrollo con una base 2 < a < 10 excluyendo el 5.

3.23 Soluciones a ecuaciones logaritmicas: Potencia inversa.
. ., 1
Resuelva mediante log, x = y la ecuacidénlog, 5 = -3 Comprobacion.
. -y Numero z = 5
Por definicion: a” =x..a 7* =5 Divisor = 3

Resolviendo para x potenciando ambos lados por —3: Exponente y = -1/3
N3 1 1 Solucién la base a = 1/125

) s _1_
(a ) =57 >a= 5—3 = E Comprobacion 5
LOG(5; 1/125) -1/3

1 1 RE

~log , 5= ——;y(—j =5
s 3 125

Recuerde que afectando ambos lados de una igualdad en la misma cantidad no se altera el resultado.
Ejercicio: Efectue el mismo desarrollo con una base 2 < a < 10 excluyendo el 5.

3.24 Grdficas de ecuaciones exponenciales:
Exponcial de una constantey su inversa
Dominio Rango
X Y1= k*x Y2= (1/k)AX 18.00
-2,0 16,00 0,06
-3,5 11,31 0,09 16,00 .
-3,0 8,00 0,13 , 14,00 SE) =y,
2,5 5,66 0,18 S
-2,0 4,00 0,25 § 12,00
-1,5 2,83 0,35 < 10,00
-1,0 2,00 0,50 F \ /
-0,5 1,41 0,71 S 8,00
0,0 1,00 1,00 s 6,00 -
0,5 0,71 1,41 ® %
1,0 0,50 2,00 > r () = 4,00 1
1,5 0,35 2,83 k 00 |
2,0 0,25 4,00
25 0,18 5,66 ‘ ——0,00 ‘ ‘
3,0 0,13 8,00 -6,0 -4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0 6,0
35 0,09 11,31 x; Dominio de la funcién
4,0 0,06 16,00
Construya en la HE valores de dominio y rango y grafique las funciones:
_ Ve
fkY=wy f (%j = y; en el mismo grafico

Se dice que la potencia de una constante crece y la ponencia inversa decrece exponencialmente a

mediada que x se incrementa o decrementa.
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Responda: decrece; incrementa o decrementa; crece

3.25 Grafica de funcion exponencial.
Grafique la funcién lineal: y = k" donde k, y b son constantes.

Dominio Rango

x y Funcién de crecimiento exponenecial f(x) = Jler)
-1,5 1,7
-1,0 3,0
-0,8 3,7 90,0
-0,6 4,7 20,0 )
-0,4 5,8 c 20-0 /
0,2 7,2 2 /
0,0 90 | 5 60,0 /
0,2 11,2 ﬁ 500
0,4 140[ | 3 40,0
0,6 174 | 2
0,8 21,7 &
1,0 27,0 = 20,0
1,2 33,6 10,0
1,4 41,9 /—/f -
1,6 52,2 2 15 A 05 0 0,5 1 1,5 2 2,5
1.8 65,0 x; Dominio de la funcién
2,0 81,0

Ejercicio: Elabore un grdfico modificando los pardmetros de la ecuacion incluyendo vlor inicial e
incrementos.

3.26 Grafica de funcion exponencial para ubicar asintotas.
Dominio Rangos

X 1 y2 Funcién exponencial para ver las asintotas
1,5 -1,9898 2,0102
1,3 -1,9852 2,0148
1,1 -1,9787 2,0213 50| V2 :f(k(bx—c) +d)
-0,9 -1,9693 2,0307 —
-0,7 -1,9556 2,0444 4,0
-0,5 -1,9360 2,0640 3.0 /
0,3 -1,9077 2,0923 .
-0,1 -1,8668 2,1332 2 | Asintotas |
0,1 -1,8078 2,1922 1,0
03 -1,7227 2,2773 o
8’? 1 ’2228 %ggg? 20 A5 10 A 000 05 10 15 2o
0,9 -1,1674 2,8326 — g .
11| 07989 32011 ’ 1= (k@ —a)| |
1,3 -0,2671 3,7329 30
1,5 0,5000 4,5000

Grafique las funciones: yl= f (k(b“’) -d ) yy2=f (k(b“’) +d )

Las asintotas de la funcion ocurren en -2 para y/ y en +2 para y2.

Ejercicio: Elabore un grdfico modificando los parametros de la ecuacion incluyendo valor inicial
e incrementos; -2; +2.
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3.27 Funcion logaritmica: Asintotas.
Desarrolle y grafique las funciones: yl1= Log,(x+2)y y2= Log,(x-2).

Base de grafico | Parametros
Constante k = 2 i) Funcion logaritmica con asintotas en -2y 2
Base a= 2 2
Incremento de x 1 5 yl=Log, (xi + 2)
Dominio Rangos 2 .| /| Asintota en x = -2
X y1 y2 g 4
-1,90 -3,3219 9 1
-0,90 0,1375 2
0,10 1,0704 a /
1,10 1,6323 © 1
2,10 2,0356 33219 | o ( ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3,10 2,3505 0,1375 2
s , ) S 4 2 /.40 2 4 6 8 10 12 14
4,10 2,6088 1,0704 o
5,10 2.8278 16323 | & 2 y2 = Log,(x, —2)
6.10 3.0179 2.0356 < / 3 / Asintota en x = +2
7,10 3,1859 2,3505 > / /
8,10 3,3363 2,6088 -4
9,10 3,4725 2,8278 x; Dominio de la funcion
10,10 3,5969 3,0179
11,10 3,7115 3,1859
12,10 3,8176 3,3363

La asintota ocurre cuado el dominio se aproxima a la indefinicion, esto es a 0. Mientras el rango,
tiende ha hacerse paralelo al eje x a medida que los valores del dominio aumentan.
Ejercicio: Elabore el grdfico usando el logaritmo neperiano o natural

3.28 Funcion logaritmica: Funcion lineal con dos parametros.
Desarrolle y grafique las funciones: yl = Loglo(x - 2)+ 2y y2= Log,(x+2)-2.
Py — orm—m— Funcion logaritmica con dos parametros
Constante k = -2 2
Constante ¢ = 2 -2 =
Base a= 10 10 i
Incremento de x 10 4
Dominio Rangos -
X y1 y2 3
~1.99 ~2,0000 yl=Log,, (x = 2)+ 2
8,01 2,7789 -0,9996 2 \
18,01 3,2044 -0,6988 4 Asintotaen x =2
28,01 3,4151 -0,5227 =] 1
38,01 3,5564 -0,3978 G
48,01 3,6629 -0,3009 x ‘ ‘
58,01 3,7483 -0,2218 & //
68.01 38196 01548 > 50,00 4.0 / 50,00 100,00 150,00
78,01 3,8809 -0,0969 = Al
88,01 3,9345 -0,0457 2 Y ( n 2) 5
98,01 3,9823 0,0000 =Log, . (x =
108,01 4,0253 0,0414 -3 / Y &0
118,01 4,0645 0,0792 4 / Asintotaen x=—2
128,01 4,1004 0,1140
138,01 4,1336 0,1462 5
x; Dominio de la funcién

La asintota depende de la funcién, en y/ la funcién se indefine cuando x = 2 ya que se
hace cero y los logaritmos no estan definidos para el cero. Asi, en 2 la funcion se indefine cuando x
llega a —2.
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Ejercicio: Elabore el grdfico usando el logaritmo neperiano o natural

Es evidente que la constante c adicionada, unicamente separa las lineas de la funcién en una
magnitud igual a la diferencia de ambas constantes. Otro punto importante es considerar el efecto de
la base. En este caso, se requieren diferencias mayores en el dominio para lograr una mejor
perspectiva.

3.29 Resumen de las operaciones exponenciales.
a
C e a ., X -
Multiplicacion: x“x” = x“* Divisién: —=x""
X
Propiedad distributiva con:
e v 4 ., X x“
Multiplicacion: (xy)’ = x“y“; Division: (—] =—
y y
: : % ab : —a
Potencia de una potencia: (x ) =x". Potencia Inversa: x* =—
X
] q,
Potencia Raiz: xA =4/x. Potencia Racional. xé =R/x*

Las funciones exponenciales se hacen asintoticas al eje y.

3.30 Resumen de propiedades logaritmicas.
Forma logaritmica: log, x=y

En donde y es la cantidad a la que hay que elevar a para obtener x.
Multiplicacion: log, (xy) =log, x+log, y. Division: log (fj =log, x—log, y
Y

a

Potencia: log, x” =bxlog, x

Propiedad de identidad: silog, x =log, y entoncesx =y

Propiedad de cambio de base: si x, y y z son nimeros positivos, y si x e y diferentes de 1, entonces:
log, z

log, z

Las funciones logaritmicas se hacen amitéticas al eje x.

log, z=
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4 Permutaciones y Combinaciones.
4.1 Permutaciones.
MENU:
Permutaciones:

De n posibles seleccionar r

Permutaciones con repeticiones

Patrones circulares

Combinaciones

El Binomio de Newton.
En muchas actividades es frecuente que se tenga que seleccionar de alguna manera articulos,
individuos o eventos de interés como seria la eleccion de una mesa directiva en donde una vez
elegido el presidente este debera ser excluido, por ejemoplo, para elegir a un vicepresidente y asi
sucesivamente.

En una caja que contiene 12 latas de un encurtido, como se pueden elegir 3 de estas para

efectuar un analisis para control de la calidad.

4.2 Permutaciones: La Notacion.
La forma usual de denotar que el proceso matematico de combinaciones que debe efectuarse con los
numeros representados por ellos mismos o por literales es:

P(n,n)6 P,
Esta notacion indicard que se quiere conocer las la manera en que se intercambian de posicion a la
hora de seleccionar o permutar n objetos tomados a la vez:
Ejemplo: Cinco personas se proponen para la mesa directiva de una asociacion civil, Estas ocuparan
los puestos de : presidente, vicepresidente, secretario, tesorero y vocal que se elegiran en forma
sucesiva al puesto. Los candidatos se identifican con: 4, B, C, D, E.

El Primer puesto que se va a seleccionar es el de presidente. Este puede elegirse de 5 candidatos a
saber. 4, B, C, Dy E.

4.3 Permutaciones: Figura 4,3. Combinaciones de 5 unidades tomadas de 5 posibles

Las etapas de la Presidente | Vicepresidente| Secretario Tesorero Vocal

. s Candidato p \ S t a

seleccion. — > . -
El esquema combinatorio se [e 1 1 1 1 1
presenta en la figura 4,3 en |° L

, C e . D 1 1 1 1

donde el nimero de individuos |¢ 1 1
elegibles se va reduciendo en [Eiegibles 5 4 3 2 1
una unldad Cada vez que se Espacio Muestral 5 20 60 120 120
ehge un puesto. [Factorial de [ 5] 120]
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Se va creando lo que en estadistica se conoce como espacio muestral que significa el nlimero
de combinaciones que son elegibles. Es notorio que la selecciéon de una etapa condiciona a la
seleccion de la siguiente esto se llama probabilidad condicional. Asi la cantidad de maneras en que
se combinan 4 individuos para elegir al vicepresidente después que se eligio el presidente es de: m;
xmy =5 x4=20=np,y laprobabilidad sera.

I 1 1
P(v|p)=—x—=—
vIp) 5 4 20
En general:
P(n;n)=, P, =n!=5x4x3x2x1=FACT(B25)=120
4.4 Permutaciones: La tercera etapa.

El nimero de combinaciones posibles para ocupar los puestos de presiente, vicepresidente y
secretarios serian:
Ny, =nx(n-1)x(n—2)=5x4x3=60
Y la probabilidad correspondiente es:
1 1.1 1
P(p|v]|s)==x—x—=—
(PN =3" 5%

Figura 4,4. Combinaciones del presidente elegido con 4 candidatos elegibles.

Presidente + Vicepresidente
A B C D E Combinaciones
A AB AC AD AE 4
B BA BC BD BE 4
c CA CB CD CE 4
D DA DB DC DE 4
E EA EB EC ED 4
Combinaciones 4 4 4 4 4 20
4.5 Permutaciones: Cuarta y quinta etapa.

Quedaran las combinaciones para los dos ultimos puestos. El esquema generalizado para
permutaciones es:
P(n;n) =n(n—1)n-2)..1
=n!
Léase n! como n factorial.
La figura 4,5 muestra las 120 combinaciones posibles de 5 candidatos para 5 puestos. Esto

es, dos condiciones de ordenamiento de 5 posibles cada una.

En la HE puede seguir el proceso para encontrar las 120 combinaciones posibles en las que
cinco personas o candidatos pueden ocupar cinco puestos. El estudiante puede auxiliarse de las
facilidades de ordenamiento y de funciones légicas de la HE.

En la figura 4-4 se muestra la forma en que se pueden combinar la eleccién de presidente
y vicepresidente de los 5 candidatos. Tomando la combinacion factible y colocandola en el margen
de una tabla con el margen superior como el de la figura 4-4 basta ir agregando el miembro elegible
segun se requiera teniendo cuidado de excluir las combinaciones que no son factibles, que son
aquellas en que aparece el candidato. Por ejemplo, la primera combinacion de candidatos posible AB
para presidente y vicepresidente respectivamente se puede combinarse como ABC, ABD, ABE tres
por cada dos combinaciones. Como se dijo, el proceso se puede segquir facilmente en la HE hasta
llegar a conseguir el cuadro mostrado en la figura 4-5.
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Figura 4,5. Combinaciones de 5 puestos para 5 candidatos. P(5; 5)
Presidente + Vicepresidente + Secretario+Tesorero+Vocal

A B C D E Combinacién
ABCDE BACDE CABDE DABCE EABCD 5
ABCED BACED CABED DABEC EABDC 5
ABDCE BADCE CADBE DACBE EACBD 5
ABDEC BADEC CADEB DACEB EACDB 5
ABECD BAECD CAEBD DAEBC EADBC 5
ABEDC BAEDC CAEDB DAECB EADCB 5
ACBDE BCADE CBADE DBACE EBACD 5
ACBED BCAED CBAED DBAEC EBADC 5
ACDBE BCDAE CBDAE DBCAE EBCAD 5
ACDEB BCDEA CBDEA DBCEA EBCDA 5
ACEBD BCEAD CBEAD DBEAC EBDAC 5
ACEDB BCEDA CBEDA DBECA EBDCA 5
ADBCE BDACE CDABE DCABE ECABD 5
ADBEC BDAEC CDAEB DCAEB ECADB 5
ADCBE BDCAE CDBAE DCBAE ECBAD 5
ADCEB BDCEA CDBEA DCBEA ECBDA 5
ADEBC BDEAC CDEAB DCEAB ECDAB 5
ADECB BDECA CDEBA DCEBA ECDBA 5
AEBCD BEACD CEABD DEABC EDABC 5
AEBDC BEADC CEADB DEACB EDACB 5
AECBD BECAD CEBAD DEBAC EDBAC 5
AECDB BECDA CEBDA DEBCA EDBCA 5
AEDBC BEDAC CEDAB DECAB EDCAB 5
AEDCB BEDCA CEDBA DECBA EDCBA 5

24 24 24 24 24 120
4.6 Ejercicio 4.1, de Permutaciones 1.

Un entrenador de futbol tiene 5 balones de diferentes marcas que se denominaran 4; B; C; Dy E

para los entrenamientos guardados en un bolso especialmente fabricado. Forma 5 grupos numerados
del 1 al 5, orden en que recibiran los balones. ;De cuantas maneras pueden salir del bolso los

balones?

El grupo une puede recibir cualquiera de las 5_marcas; el grupo dos puede recibirlos

balones de 4 marcas el grupo tres de 3 marcas, el grupo cuatro de 2 marcas el grupo cinco puede
recibirlo inicamente de la marca que no se haya entregado.

120.

nl.

Esto se conoce como permutaciones de n objetos diferentes tomados de n en n.

El ntimero de ordenaciones de 5 balones en una fila de grupos es: 5 x4 x3x 2 x 1 =5/ =

El numero de ordenaciones de n objetos en n posiciones es: (n — 1) x(n — 2) x...x 1 =

Respuestas: 2 marcas; cinco; 5 marcas; cuatro; (n—1) x(n—2) x...x1 =n!; 4 marcas; 5! = 120;

En la HE.

dos; permutaciones; tres; uno

P =51=5x4x3x2x1=FACT(5)=120

4.7

Permutaciones de r elecciones en posibles.

Ahora suponga que uUnicamente los puestos de Presidente y vicepresidente deben elegirse de los
cinco candidatos propuestos.
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En este caso se denotard como r la cantidad de elementos que deben elegirse de los n candidatos
posibles. Esta proposicion se denota como:

!
P(n,r)= e
(n - r)!
En este ejemplo sera:
P(5.2) = 2X8X3x2x1_ s 45
3Ix2x1

Notard que el divisor cancela las elecciones que no pueden efectuarse. La probabilidad para las
combinaciones es:

P(n=5pov)= :—><—=L
P(52) 5 4 20
4.8 Permutaciones: Eleccion con interés en la posicion.

Se presenta nuevamente la figura 4-2 modificada para que el estudiante tome en cuenta que no hay
ninguna preferencia en la posiciéon en que los candidatos ocupan los puestos de presidente o
vicepresidente.

Las combinaciones con letra de color azul sobre la diagonal de la matriz de combinaciones se
repite en posicion invertida en las letras de color verde en la parte inferior de la diagonal de la
matriz.

Notarda que la diagonal no es elegible pues un candidato no puede ser presidente y
vicepresidente.

Permutaciones en_donde si_interesa la _posicion_en la seleccion del candidato puesto que no
ocuparia el mismo puesto.

Figura 4,4. Combinaciones de r = 2 puestos en n = 5 posibles
Presidente + Vicepresidente
A B C D E Combinaciones
A AB AC AD AE 4
B BA BC BD BE 4
c CA CB CD CE 4
D DA DB DC DE 4
E EA EB EC ED 4
Combinaciones 4 4 4 4 4 20
4.9 Ejercicio 4.2, de permutaciones.

En la sala de espera de un médico obstetra hay un sofd con capacidad para 4 personas. En este
momento hay 10 personas en la sala de espera: ;De cuantas formas se pueden haber sentado esas 10
personas en el sofa.

Solucion:

La primera plaza puede ocuparse por cualquiera de las 10 personas y cuando esto se ha
hecho hay 9 formas de ocupar la segunda plaza, 8 para la tercera y 7 para la cuarta. Por tanto, el
numero de ordenaciones de 10 personas tomadas de 4 en 4 es:

10 x9 x8 x7=5.040.
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En general, el nimero de ordenamientos de n objetos diferentes tomados de r_en_r sin
que la posicion interese es:
nm—Dmnm-2)..m—r+1)=,P,.
Respuestas: primera; 10 x9 x8 x7=5.040; 8:n; 10; r en r; 9 formas; 7;

En la HE.
; E =n(n—-1)(n-2)...n—r+1)=PERMUTACIONES(10;4) =

n!

= FACT(10)/FACT(10 - 4) = 5.040

4.10 Permutaciones con repeticiones.
Hay s1tua01oqes en - que los Fig. 4,10. Permutaciones de 6 maquinas en tres gruposr=3,v=2 b =1.
eventos se repiten dentro de un Muestra Arreglo Muestra Arreglo Muestra Arreglo
esquema de permutaciones. 1 111223 21 123111 41 213121
Las permutaciones de n 2 111232 22 123112 42 213211
; - ; 3 111322 23 123121 43 221113
objetos del mismo tipo en 4 112123 24 123211 44 221131
donde una caracteristica 5 112132 25 131122 45 221311
se repite x veces, otra lo 6 112213 26 131212 46 223111
; 7 112231 27 132112 47 231112
hace y veces y_asi con 8 112312 28 132121 48 231121
otras. 9 112321 29 132211 49 231211
1 10 113122 30 211123 50 232111
Suppnga que en una ,fab.rlca 11 113212 31 211132 51 311122
textil hay 6 madquinas 12 113221 32 211213 52 311212
ovilladotas. Las méaquinas a, b y 13 121123 33 211231 53 311221
: L 14 121132 34 211312 54 312112
¢ Producen ovillos rojos L, las 15 121213 35 211321 55 312121
maquinas d y e ovillos verdes = 16 121231 36 211322 56 312211
2 y la maquina g ovillos blancos 17 121312 37 212113 57 321112
_ . 18 121321 38 212131 58 321121
= 3. Con regularldgd se toman 19 122113 39 212311 59 321211
muestras de 6 unidades. ;De 20 122131 40 213112 60 322111

cuantas maneras se pueden
arreglar las muestras para que cada una de las maquinas esté representada?

En la HE.
!
P(n:r.v.b) = no_ 6x5%x4x3x2x1 _
IV (3x2)2)1)
= FACT(B308)/(FACT(B309) * FACT(B310)* FACT(B311)) = 60
4.11 Ejercicio 4.3 de permutaciones.

Nueve jovenes que salen de la ultima clase de la facultad 4 mujeres y 5 hombres, y deciden ir a ver
una obra de teatro. En la boleteria consiguen 9 asientos seguidos. En encargado de comprar los
boletos se da cuenta que el primer asiento tiene el nimero 31 y hace la siguiente pregunta a sus
compafieros con el objetivo de que hombres y mujeres queden en lugares alternos:
(De cuantas formas nos podemos sentar de manera que las mujeres ocupen los asientos pares?.
Solucién.

Los hombres pueden estar sentados de sPs formas y las mujeres de 4P Cada ordenacion de

los hombres puede asociarse con cada ordenacion de las mujeres. Asi pues, el nimero de

ordenaciones pedido es:

(5O xdx3x2 x1)(4 x3 x2 x1)=120 x 24 =2.880 = (sPs) x (4P4) = 5! x4!
Respuestas: sPsy 5! x41; 4Py (5 x4x3x2 x4 x3 x2 x1).
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P, x , P, =nlxn2!l= PERMUTACIONES(S;5) * PERMUTACIONES(4;4) =

nl “n

= FACT(5)* FACT(4) = 2.880

nl

4.12 Permutaciones: Patrones circulares.
En ocasiones se forman patrones de permutaciones circulares.

El profesor de educacion fisica tiene un grupo de 12 alumnos, cinco de ellos integran el
equipo regular de baloncesto: ;De cuantas maneras se pueden formar patrones circulares con los
nifios restantes? Puesto que tiene 12 alumnos y 5 de ellos forman el equipo de jugadores y 7 quedan
en la banca. Va a retirar a uno del equipo que repone por otro de la banca hasta agotarlos. El
sustituto se elige de 7, los 6 restantes entran a formar un patron circular. Por tanto:

(r—1)=(7-1)= 6!= FACT(6) = 720
En donde 1, indica al alumno que se eligio para entra a la reposicion. El que sale, formara parte de
los siete que podran ser elegidos en la préxima eleccion.

4.13 Ejercicio 4.4. De permutaciones.
Los estudiantes del ejercicio 4.3 deciden in a comer después de la funcion. Al estudiante que le
gustan los juegos de niimeros les pregunta: ;de cuantas formas nos podemos sentar alrededor de la
mesa? Una compaifiera a la que no le gustan las matematicas reclama jpero yo no me quiero sentar
junto a ti!
Solucion:
Considere una de ellas sentada de cualquier manera entonces las 8 restantes pueden sentarse de 8;
posiciones para la pregunta del joven la respuesta es:

I x8!=9(8xTx6x5x4x3x2x1)=9x40.320=362.880
Considerando la restriccion de la sefiorita:
Supdngase a las personas que no se quieren sentar juntas como una sola, entonces 8 personas para
sentarse en circulo pueden hacerlo de 7! Formas, pero las dos consideradas como una sola lo pueden
hacer en 2!. Asi el nimero 8 personas sentadas alrededor de una mesa con dos de ellas juntas es: (7!
x 21) = (5.040 x2) = 10.080.
Entonces, el namero total de formas en que se pueden sentar 9 personas a la mesa de modo que dos
de ellas no estén juntas es:

362.880 — 10.080 = 352.800

Respuestas: (5.040 x2); 2!; 8;: 9 x8! .

Permutaciones en la HE: o Py =9!'= PERMUTACIONES(9;9) = 362.880

, P, = 7'= PERMUTACIONES(9;9) = 5.040
, P, = 21= PERMUTACIONES(2;2) = 2

Dos juntos a lamesa: . P, x, P, = 7%2!=15.040x 2 =10.080

Dos no quieren juntos: , B, — [, P, x, P, | = 9—(71x2!) = 362.880 — 10.080 = 352.800

4.14 Combinaciones: La formula general.
En las combinaciones de elementos Unicamente interesa que el elemento aparezca una sola vez, esto
es, no importa el orden en que esté representado. Por ejemplo, un par de ases de en una mano de
poéquer valen lo mismo sin importar el palo.

Esta es la base para determinar las probabilidades de procesos de muestreo que se conocen
como procesos de muestreo sin reemplazo de unidades.
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Estas combinaciones de unidades determinan el marco de muestreo tedrico para las
diferentes técnicas en las que interesa conocer por Unica vez las caracteristicas de una unidad de la
muestra.

La notacion se refiere a calcular el namero de elemento » tomados de un total de elementos

C(n,r):nCr:[nsz!
r!(n—r)!

r

4.15 Combinaciones en un proceso de muestreo.

Considérese nuevamente el ejemplo de las maquinas 6 maquinas ovilladoras. Personal del
departamento de control de la calidad, toma de la cadena transportadora, cada determinado tiempo,
10 ovillos sin considerar preferencias para analizar cada ovillo.

(De cuantas maneras se combinan 10 muestras de manera que ninguna tenga defectos; x = 0?

o (")t 10x9xxl
WL, ) 00-0)  (1X10x9x...x1)

0

¢La probabilidad que en 10 muestras no se encuentre ninguna con defectos? Si la proporciéon de
encontrar ovillos defectuosos es p = 0,02 o0 2%.
0,02°0,98"° =0,8171
10
P(x=0)= [ JO,O2OO,O981°_0 =

0

= DISTR.BINOM(A607;$C$602;$C$603;0) = 0,8171
o (10
F(x=0)= Z( ]0,0200,098“"0 =

x=0\_0

= DISTR.BINOM(A607;$C$602;$C$603;1) = 0,8171
La probabilidad que en 10 muestras ninguna tenga defectos.
1-F(x=1)=1-0.8171=0,1829
0 18,29%.
(De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que tengan exactamente 1 defecto?

co_ v 100 10x9!
L O T ()

¢La probabilidad que en 10 muestras sélo una tenga defectos?

0,02'0,98° =0,0167
10

P(x:l):(

¢La probabilidad que en 10 muestras hasta una tenga defectos?

]0,0210,0989 =10%0,0167 =0,1667

1 10
Fx=1)= Z{ J0,0210,0989 =0,8171+0,1667 = 0,9838
1

La probabilidad que en 10 muestras mas de una tengan defectos.

1-F(x=1)=1-0,9838=0,0162

x=1
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0 1,62%.
(De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que tengan exactamente 2 defectos?

10 10! 10x9x8!
10:2) (} 2(10-2)  (21)8)

2
¢La probabilidad que en 10 muestras solo dos tenga defectos?

0,02%0,98* =0,0003
10

P(x:2):£

La probabilidad que en 10 muestras hasta dos tengan defectos.

J0,0220,0988 =45x0,0003 =0,0153

x=2\ 2
La probabilidad que en 10 muestras mas de dos tengan defectos.
1-F(x=2)=1-0,9991=0,0009

2 (10
F(x=2)= Z( j0,0220,0988 =0,8171+0,1667 +0,0153 = 0,9991

0 0,009%.
(De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que tengan exactamente 3 defectos?

10 | |
Cloon = ( ] B 3'(1100; 31 1(2; ><9 ;)?77)7' =120
3 ! ! !
¢La probabilidad que en 10 muestras solo tres tenga defectos?
0,020,987 =0,0000069

10

P(x:3):£

La probabilidad que en 10 muestras hasta tres tengan defectos.

F(x:3)zz3:{

La probabilidad que en 10 muestras mas de tres tengan defectos.
1-F(x=3)=1-0,99997 = 0,00003

0 0,003%, précticamente 0. Por tanto estd de mds seguir con el proceso de calculo.

]0,0230,0987 =120x0,0000069 = 0,0008

J0,0230,0987 =0,8171+0,1667 +0,0153 + 0,0008 =1,0000

4.16 Combinaciones 3.
(De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que tengan exactamente 4 defectos?

10 | |
Clro = [ j B 4'(1100; 4 I(Z: 3 ; j ;)zg)ﬁ =210
. ! ! !
(De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que tengan exactamente 5 defectos?
10 100 10x9x8xTx6x 5!
o) 5110-5) (5x4x3x2)3)
(De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que tengan exactamente 6 defectos?
c B 10 100 10x9%x8xTx6x5x4!
W67 )7 6(10-6)  (6x5x4x3x2)4))

C(IO;S) = = 252

=210

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.



69
IV Permutaciones y Combinaciones.

Los esquemas se repiten hasta: ;De cuantas maneras se combinan las 10 muestras de manera que
tengan exactamente 10 defectos?

10 10! 10x9x...x1

’ o) 10M(10-10) (10x9...x1)0!)
4.17 Combinaciones: El Binomio de Newton.

Sl estas combmacmngs . de unldades Fig. 4,10. El Binomio de Newton. Probabilidad Binomial.
“muestrales” se multiplican por 1a [vuestran= 10
proporcién de que ocurra un evento, por [Proporcion Defectos 0,02
ejemplo, la produccion de articulos [reRereensindcecios _—

) plo, p . Evento Combina- Probabilidad | Probabilidad | Probabilidad
defectuosos que se denominaran p y la X ciones Binomio del Evento | Acumulativa
probabilidad complementaria, esto es, que 0 1 0,8171 0,8171 0,8171
no lo tengan defectos que se denominara ! 10 0,0167 0,1667 0,9838
B & 4 } ara q 2 45 0,0003 0,0153 0,9991
= (I = p) se consigue el Binomio de 3 120|  0,0000069 0,0008|  0,99997
Newton que determina las probabilidades 4 210 0,0000 0,0000 1,0000
esperadas para casa suceso. Esta definido 5 252 0,0000 0,0000 1,0000

_ 6 210 0,0000 0,0000 1,0000
por. 7 120 0,0000 0,0000 1,0000
n 8 45 0,0000 0,0000 1,0000
P(n;x) = pq"; 9 10 0,0000 0,0000 1,0000
N 10 1 0,0000 0,0000 1,0000

Suma 1,0000

para cada suceso

F;p)=>| |p'q"™;
x=0\_x

para la probabilidad acumulativa

4.18 Ejercicio de Probabilidades Binomiales.

El ejercicio para esta seccion consiste en encontrar las probabilidades Binomiales para un muestreo
sistematico de 10 muestras de las maquinas ovilladoras. Se quiere saber si las maquinas que
procesan los ovillos de color rojo estan produciendo de acuerdo a lo esperado.

En el libro electronico se generan los eventos de ovillos con fallas cada observacion en 200
muestras. Requiere que el estudiante digite la proporcion esperada del cualquier ejemplo para que la
Hoja Electronica denominada Generador proceda a simular el proceso de muestreo sistematico, esto
es, cada espacio de tiempo determinado, supongase por ejemplo 2:30 horas entre muestreo y
muestreo.

Esto significa que cada 2:30 horas se tomaran 10 ovillos de la cadena trasportadora.

El objetivo de la prueba es determinar si la produccion de las maquinas que estan elaborando
ovillos verdes se aproxima a la esperada. La proporcion esperada de ovillos verdes es:

plmin)=p(62)="5=2=103333=
n 6 3
4.19 Consideraciones en el experimento Binomial.

Un objetivo de le estadistica es simular el estado natural mediante modelos que facilitan conocer las
probabilidades con que se presenta uno o varios eventos.
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El control de la calidad toma una muestra de 10 ovillos de la cadena de transportacion hacia
el sitio de empacado para que cada uno sea minuciosamente analizado.

Los resultados de este experimento simple: se anotan un 1 la celda de la HE correspondiente
a la muestra si el ovillo es de color verde y se deja en blanco si no lo es.

La distribucion estadistica que permite simular el comportamiento de la produccion de las
seis maquinas ovilladoras es la Binomial.

El estudiante no debe preocuparse en aplicar las formulas pues la HE proporciona las
funciones para el calculo de la Binomial. Las instrucciones en la HE Ejemplos.

4.20 Probabilidad Binomial. Cuadro de trabajo.

Fig. 4,20. Cuadro de trabajo para probabilidades binomiales.

Tamafo de la muestran = 10
Proporcion p = 1/3 1/3
Proporcion q = 2/3 2/3
Evento Frecuencia Combi- Probabilida Probabilidad Frecuencias Probabilidad
Clase X Observada naciones Binomial para x Esperadas. Chi-Cuadrada
1 0 2 1 0,01734 0,01734 35 0,6429
2 1 15 10 0,00867 0,08671 17,3 0,3058
3 2 36 45 0,00434 0,19509 39,0 0,2308
4 3 47 120 0,00217 0,26012 52,0 0,4808
4 4 56 210 0,00108 0,22761 45,5 2,4231
5 5 27 252 0,00054 0,13656 27,3 0,0033
7 6 13 210 0,00027 0,05690 11,4 0,2246
8 7 2 120 0,00014 0,01626 3,3 0,5121
9 8 2 45 0,00007 0,00305 0,6 3,2667
10 9 0 10 0,00003 0,00034 0,1 0,1000
11 10 0 1 0,00002 0,00002 0,0 0,0000
Sumas 1,00000 200 8,1899
Probabilidad = 0,6103

Recuérdese que los eventos x indican el numero de casos ciertos que ocurren en una muestra
determinada. Pare este ejemplo, en la HE llamada generados se proyecta un conjunto de 200
observaciones en donde un suceso cierto ocurre cuando el ovillo tomado de la muestra para ser
analizado es de color verde correspondiente a una de las dos ovilladotas d o e. En Cada muestra se
ha sumado todos los eventos. Esta suma se acomoda en un cuadro de frecuencias que van desde el
evento 0, esto es, que no aparezcan ovillos verdes, hasta el evento 10, que los 10 ovillos en la
muestra sean verdes. El conteo se facilita haciéndolo con la funcién de la hoja electrénica ilustrada
con la frecuencia 5:

=CONTAR.SI($L$537:$L§736;"=5")=27

Se le ordena a la maquina contar en la columna de la suma todas aquellas que den exactamente 5
ovillos verdes. En el ejemplo encontré 27 muestras con 5 ovillos verdes.

En este ejemplo interesa el numero de ovillos verdes en una muestra de 10 ovillos. Esta
probabilidad requiere conocer el nimero de combinaciones posibles para cada evento, esto es:

10 10!
P(10;x,) = ) x0=x )

10 10x9x8xTx6x5
P105)=| |= = COMBINAT($C$785;B794) = 252
s ) (5x4x3x2)10-5)
Ubicadas en la columna D de la HE.
Después se calcula la otra componente del binomio cobre la columna, esto es la probabilidad
del binomio simple para una frecuencia esperada de p = 1/3. Esta componente debe calcularse para
cada evento x posible colocandola en la columna E. Esto es;
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p(UU3x)=p (1-p)'™;

{3

= ($C$786" B794)* ((1-$C$786)" (SC$785 - B794)) = 0,00054

El Siguiente paso es obtener la probabilidad de cada evento simple. Esto se consigue multiplicando
las COMBINACIONES por las probabilidades binomiales ubicandolas en la columna F.

p(x,)=C(m;x,)p*(1-x)"™;

10 | 5 ) (10-5)
p(S) = { J{(Ej (gj :l =252x0,00054 =0,13656
5

Comprobara que el calculo es correcto si la suma de las probabilidades para los 11 eventos es la
unidad. También puede comprobar sus calculos operando la funciéon para la binomial que
proporciona la HE:

P(n;xi;p){ Jpx(l—p)(”"‘);

s3I -

= DISTR.BINOM(B838;$C$829;$C$830;0) =0,1366
Las frecuencias esperadas se obtienen multiplicando la probabilidad de cada evento por 200 que es
el numero de muestras observadas. Eso es;

fe, = p(l O;5;%)N =0,1366x200 =REDONDEAR(F794*200;1) =27,3

n

La estadistica ofrece una distribucion de diferencias entre las frecuencias observadas y las
esperadas llamad Distribucién de Chi-Cuadrada o x?, definida por:

2
g (o~ fe.) .
fe,
, (27-273)
== =27 —0,0033
A =003

Las variables )(2 parciales se suman para obtener un estadistico para toda la prueba, esto es:
2 2 2
S ( fo, — fe 2-35 15-17,3
1&1)=Z(f’ fe) | S ) +..=8,1899

~Z  fe 35 17,3
La valoracién de la prueba se hace directamente utilizando Ia distribucién de estadisticos x* teéricos
proporcionados por la HE. Estos calculan la densidad bajo una curva tedrica desde 0 hasta el valor
de )(z, considerando un permutacion circular de observaciones, esto es, n-1. Ejemplificando
mediante:

Flr2 )= flve-1)dx =

= DISTR.CHI(H800;10) = 0,6103

Valor que indica la probabilidad de que las distribuciones de las frecuencias observada y esperada
sean iguales. En estadistica, una comparacion de distribuciones se considera significativamente
diferente cuando su valor es igual o menor a 0,05 o 5%. Por tanto:

En un cuadro adicional se utiliza directamente la distribucién de la HE.
Debe concluirse que no hay evidencias de que las maquinas d y e que estan ovillando hilo verde

produzcan cantidades diferente al resto de las maquinas.
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4.21 Distribucion Probabilidades Binomiales; Grdfico comparativo.
Un grafico permitird
apreciar que  los
modelos tedricos de
frecuencias esperadas

Fig. 4,21. Frecuencias: Esperada vs. Observada

60

no se ajustan

exactamente a las 50 Av(\

frecuencias ‘=3

observadas. La prueba 3 40 ,

, - Promedio
estadistica valora 3 4 e Eie e
cuanta diferencia b ovillos
puede considerarse S 20|
debida al proceso 5
aleatorio del muestreo. © 10

Proceso aleatorio 0 / | / | \\gﬁ_ -

significa diferencias en
sentido y magnitud en
la produccién de cada
maquina que fabrica
los ovillos que no
pueden identificarse.

0 2 4 6 8 10 12
Ovillos de color verde

‘ —o— Observada —8— Esperadas. ‘

4.22 Resumen de Permutaciones y Combinaciones.
Las permutaciones se denotan mediante:
P(n;n) =,

1 Rl = n!

Cuando se toman r objetos de n posibles:
n!

(n - r)!

Las permutaciones en n objetos que tiene repeticiones de x con una caracteristica e y elementos con
otra caracteristica. Las permutaciones deben calcularse mediante:
n!

Pmx;y)=, P, =——
x!y!
Las permutaciones circulares se calculan mediante:
P(l’l;CirculareS) :n R:irculares = (}’l - 1)'

P(n;r)=, P. =

Las combinaciones se denotan y calculan mediante:

n

n!
Clmr)=, C, = =——
(n,r) o . r!(n - r)!

Ejercicio. El ejercicio del capitulo consiste en aplicar las combinaciones en el Binomio.

4.23 Prueba adicional a la comparacion de las distribuciones.

Esta prueba utiliza la distribucién acumulativa para efectuar la comparacion de distribuciones.

La HE permite operar directamente la funcion binomial en la alternativa de ofrecer probabilidades
por evento o acumulativa. Usando la distribucién acumulativa y la frecuencia relativa acumulativa
de las observaciones se puede usar una prueba estadistica conocida como de Kolmogoriv-Smirnov
para valorar si la distribucion de las frecuencias observadas se pueden aproximar mediante la
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distribucion binomial. Para esto se usa la probabilidad acumulativa de la distribucion Binomial y la
distribucion relativa acumulativa de las observaciones. De las desviaciones parciales se toma la
desviacion maxima como objeto de valoracion que se llamara D:

D = max(|Fe, — Fo,|)=max(Fe, - Fo,|)= max(0,5593 -0,5000,])= 0,0593

Fig. 4,23, Prueba de Kolmogorov-Smirnov en Binomial Acumulativa.

Tamaio de la muestra n = 10
Proporcioén p = 2/6 1/3
Evento Fr. Obser. Frecuencias Relativas Desviacién
Clase X Acumuladas Espéradas Observadas Absoluta
1 0 2,0000 0,0173 0,0100 0,0073
2 1 17,0000 0,1040 0,0850 0,0190
3 2 53,0000 0,2991 0,2650 0,0341
4 3 100,0000 0,5593 0,5000 0,0593
5 4 156,0000 0,7869 0,7800 0,0069
6 5 183,0000 0,9234 0,9150 0,0084
7 6 196,0000 0,9803 0,9800 0,0003
8 7 198,0000 0,9966 0,9900 0,0066
9 8 200,0000 0,9996 1,0000 0,0004
10 9 200,0000 1,0000 1,0000 0,0000
11 10 200,0000 1,0000 1,0000 0,0000
Diferencia Maxima 0,0593
Valor Critico al 5% 0,0964
4.24 Representacion grdfica.
Este valor se compara con
el estadistico que se utiliza Fig, 4,24. Distribucién Binomial acumulada
como criterio que se
obtiene de las tablas de 1,2
probabilidades de
. 1,0 |
Kolmogorov-Smirnov. En »
este caso con m > 35 % 0,8 |
muestras, es de: %
8 0,6
8
1,63 a 04
d(0,0S) = W = 0,0964 = 0.
La regla de decision 00
cuando se usan estadisticos "o ) 4 6 8 10 12
como criterios dice que si Evento x
el Valor observado D = -
0,0593 es menor o igual al ‘—l—Esperadas —a— Observadas

valor del criterio d =
0,0964 se deben considerar que la distribucion de frecuencias observada y esperada son
estadisticamente iguales. El grafico de las distribuciones acumulativas ofrece una comparacion
visual de las distribuciones.
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ISAAC NEWTON.

Ya en la universidad, el joven Newton se enfrasco en el estudio de la
obra de Aristoteles, filésofo griego que vivié en el siglo IV antes de
Cristo.
Corria el ano 1661. Hacia 120 anos que Nicolds Copérnico habia
publicado un libro en el que mostraba que la astronomia se podia
simplificar mucho suponiendo que el sol era el centro del sistema
solar y no la Tierra, y que nuestro mundo giraba alrededor del sol
como los otros planetas. Hacia 51 anos que Galileo Galilei habia
anunciado que el planeta Jupiter tenia cuatro satélites girando a su
alrededor, entre otros descubrimientos hechos con un telescopio que
él mismo construyd. Hacia también un buen numero de afios que
= Johannes Kepler habia descubierto que los planetas no se mueven en
circulos alrededor del sol, sino en elipses. Pero en las universidades se seguia ensehnando la fisica y
la astronomia de Aristoételes, que ya tenia 2000 afios.
En uno de sus cuadernos universitarios Newton escribio en latin: “Platén es mi amigo, Aristételes es
mi amigo, pero mi mejor amiga es la verdad”. El joven estudié por su cuenta la nueva filosofia y se
hizo experto en la astronomia y las matemadticas de su época. En 1665, cuando Newton tenia 22 anos,
una epidemia de peste bubdnica obligé a la universidad a cerrar por espacio de casi dos afnos.
Newton se pasé esos dos afos en su casa, pensando y haciendo experimentos con luz. En sus
cuadernos de esos anos se encuentran los fundamentos de una rama de las matematicas que hoy se
llama calculo diferencial e integral, de la teoria de los colores de Newton y de la ley de la gravitacion
universal, que permitiria describir con todo detalle los movimientos de los planetas alrededor del sol.
El cadlculo y la ley de gravitacion le servirian mds tarde para formular sus famosas leyes del
movimiento.
Por inexperiencia o por timidez, Newton no publicé sus resultados. Tuvieron que pasar 20 anos para
que se dejara convencer por su amigo Edmond Halley de sacar a la luz su trabajo. Los cientificos de
la épocareconocieron inmediatamente la importancia de la obra de Newton y a partir de entonces le
llovieron honores. Fue presidente de la Real Sociedad de Londres y director de la Casa de Moneda
casi hasta su muerte.
Newton era timido, pero al mismo tiempo podia ser un feroz adversario. En 1686, cuando public6 su
libro mas importante, un cientifico de mas edad llamado Robert Hooke lo acusé de robarle ideas. La
acusacion no tiene fundamento, aunque es cierto que Hooke y Newton habian intercambiado cartas
en el pasado. Hooke incluso le habia senalado a Newton un error, lo cual éste jamas le perdoné. La
reaccion de Newton a la acusacion de plagio fue de furia incontenida. En vez de publicar un generoso
reconocimiento a Hooke, lo cual no le hubiera costado nada, el vengativo Newton tomé el manuscrito
de su libro y borré toda referencia que en él habia de Robert Hooke.
Unos anos después Newton tuvo un problema similar con Gottfried Leibniz, matematico aleman que
habia inventado el calculo por su cuenta. La disputa por la paternidad de esa rama de las
matematicas se puso fea. Newton y Leibniz no escatimaron los golpes bajos, pero los de Newton
fueron mas bajos que los de Leibniz. Todos los articulos que aparecieron en defensa de la prioridad
de Newton los escribié él mismo, firmandolos con nombres de adeptos suyos. Cuando lo nombraron
presidente de la sociedad cientifica mas importante de Inglaterra, nombré un comité “imparcial” para
investigar el asunto, pero luego fue él quien escribié en secreto el informe oficial. Y ni la muerte de
Leibniz lo calmé: Newton siguié lanzando ataques contra su adversario a la menor oportunidad hasta
su propia muerte.
Hacia el final de su vida, Sir Isaac Newton seguia asistiendo a las reuniones de la Real Sociedad,
pero con frecuencia se quedaba dormido. En cierta ocasion, se levanté como si quisiera tomar la
palabra. Se hizo un profundo silencio. Los asistentes esperaban con ansia las palabras del famoso
cientifico. Pero Newton soélo pidié que cerraran la ventana porque tenia frio.
Isaac Newton murié el 31 de marzo de 1727 a los 84 ahnos. Sus obras cientificas siguen siendo
influyentes hoy, casi tres siglos después.

CURSO PROGRAMADO DE CALCULO BASICO.



75
V La Division Sintética.

5 La Division Sintética.
5.1 Presentacion..
MENU:

Definicion.

Division de polinomios en forma tradicional
Ejercicio 5.1. La division tradicional.

La division sintética.

Ejercicio 5.2. De division sintética.

Ejercicio 5.3. De polinomios de mayor grado.
Ejercicio 5.4. De polinomios con unidades faltantes.

5.2 La Division Sintética: Definicion.
La division sintética es un método que simplifica las divisiones de polinomios muy largos.
CARACTERISTICAS:

1. Se emplea especialmente, cuando el numerador del polinomio es muy largo.

2. S6lo puede usarse con un divisor de la forma (x — n).

3. Las formas 3x — n es conveniente transformarlas a la forma:

3x—n= Gj(h —n)

3 n n

= X——=X——

3 3 3
Para después realizar la division sintética. Esto implica que el coeficiente que multiplica a
x seaigual a 1. Estoes: C=1.
Respuestas C = 1; 1.

5.3 La division de polinomios en la forma usual.

Division de la forma:
x?—3x-54+x-9
La manera usual de dividir este tipo de polinomios es:

x—9)x*-3x-54
Pasos:

1. La potencia de x siempre es un grado menor. El primer cociente es x* + x = x.
Multiplicar x por el divisor y por -1.

Restar del los dos primeros componentes del dividendo.

Bajar el siguiente componente del dividendo

Repetir el proceso.

nh Wi
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x+6

- (x2 - 9x)
6x —54
—(6x—54)
0

[Ecuacion [ ax*2 | bx | c |
Producto x | n 1 6
Divisor| Dividendo 1 -9 1 -3 -54
Pruducto 1 -1 9
Suma 6
Producto 2 -6 54
Suma 0 0

Solucién: x + 6 con residuo 0.

5.4

Respuesta: x + 6 con residuo 0.

Comprobacion del resultado.

La comprobacion es simple: multiplique el producto por el divisor y simele el residuo, debera
obtener el dividendo + el residuo.

x+6
x x=9
x* +6x
—9x-54
x* —3x-54

Fig. 5,2. Comprobacion. Producto de factores.

Producto
Divisor
Pruducto 1
Producto 2
Suma
Residuo
Literales
Componentes

1 6
1 -9
1 6
-9 -54
1 -3 -54
0
x"2 3x -54
a b c

Respuesta: El resultado es correcto: (x — 9)(x + 6) = x* —3x—54

5.5

Elija cualquier ecuacion y resuelva:
D). x> +3x+54+x-9;2). x> =3x+54+x-9;3). x> =3x—54+x+9 4). x’ +3x+54+x+9

Ecuacion 1: 1). x-9)x% +3x + 54

1+12
x—=9)x* +3x+54

-(x2 — 9X)
0 +12x+ 54
-(12x-108)

0 +162
Comprobacion Ecuacion 1.

Ejercicio 5.1 de division sintética.

Producto

Divisor| Dividendo
Pruducto 1

Suma

Producto 2

Suma

X n 1 12
1 -9 1 3 54
=1 9
0 12
-12 108
0 162
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x+12
Fig. 5,2. Comprobacién. Producto de factores.
w Producto 1 12
2 Divisor _ 1
X" +12x Pruducto 1 1 12
-9x -108 Producto 2 -9 -108
Suma 1 3 -108
162
— Residuo 162
x? + 3x+54 Literales x"2 3x 54
Componentes a b c
Resultado: x + 12 con residuo 162.
Ecuacion 2: x -9 ) x? =3x+54
1+6 _ o
2 Fig. 5,1. Division Sintética con HE. Forma 1
x—9)x°=3x+54 Ecuacion [ [ ax*2 | bx | ¢
2 Producto X n 1 6
_ (x + 9X) Divisor| Dividendo 1 -9 1 -3 54
Pruducto 1 -1 9
O - 6X + 54 Suma 0 6
Producto 2 -6 54
3 (6x - 54) Suma 0 108
0 +108
Comprobacion Eq. 2.
x+6 Fig. 5,2. Comprobacion. Producto de factores. Ec. 2
X x—90 Producto 1 6
Divisor . 1 -9
x% +6x Pruducto 1 1 6
Producto 2 -9 -54
-9x-54
_—— Suma 1 _3 _54
ﬁ Residuo 108
<2 —3x 4 54 I(.:iterales xA2 -3x 54
. omponentes a b c
Resultado: x + 6 con residuo 108.
Ecuacion 3: 3).x+9) x? — 3x — 54
5 1-12 Fig. 5,1. Division Sintética con HE. Forma 1 Ec. 3
x+9)x” -3x-54 Ecuacién [ axr2 | bx [ c
- (X3 + 9X) Producto X n 1 -12]
Divisor| Dividendo 1 9 1 -3 -54
0 —12x + 54 Pruducto 1 -1 -9
-(12x—108) Suma 0 -12
—— Producto 2 12 108
0 + 54 Suma 0 54
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Comprobacion de la ecuacion 3.

x—12
xx+ 9
x* —12x
+9x -108
54
x* - 3x—54

Resultado: x —12 con residuo 54.

Ecuacion 4. 4).x +9 )x* +3x + 54

1-6

—(x2 + 9x)
W+ 54
—(6x +54)
0 + 108

Comprobacion de la Ec 4.

X—06
§x+9

x? —6x
+9x -54
108

x>+ 3x+54

Fig. 5,2. Comprobacion. Producto de factores. Ec. 3

Producto 1 -12
Divisor 1 9
Pruducto 1 1 -12
Producto 2 9 -108
Suma 1 -3 -108
Residuo 54
Literales x"2 -3x -54
Componentes a b c
Fig. 5,1. Division Sintética con HE. Forma 1 Ec. 4
Ecuacién [ ax*2 | bx c
Producto X n 1 -6
Divisor| Dividendo 1 9 1 3 54
Pruducto 1 -1 -9
Suma 0 -6
Producto 2 6 54
Suma 0 108
Fig. 5,2. Comprobacion. Producto de factores. Ec Ec. 4
Producto 1 -6
Divisor . 1 9
Pruducto 1 1 -6
Producto 2 9 -54
Suma 1 3 -54
Residuo 108
Literales -4x"2 2X 54
Componentes a b

Resultado: x - 6 con residuo 108.

Como ejemplo se resuelve la ecuacion: 3x — 6)— 4x* +2x-6.

El primer paso es reducir el divisor a la forma x #+

l[fsx—6)—4x2 +2x—6]=x—2 Ay
3 3

Por tanto.

2
3

6

—_X——

3

n. Esto se logra dividiendo por 3.
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4 10
3 3
4 2
X — 2)- Exz + Ex -2 Ecuacién | | axr2 | bx | c
Producto X n -1 13 -2
(.42, 8, Divisor| Dividendo 1 2] 113 23 -2
3 3 Pruducto 1 1 1/3 -2 2/3
Suma 0 -2
10 Producto 2 2 -4
0 + ? X—2 Suma 0 -6
10 12
— QR x —_——
3 3
18
0 -——>
3
Comprobando el resultado:
4
——x-2
3
XX—=2
T Fig. 5,2. Comprobacion. Producto de factores. Ec Ec. Adicional
_ixz +§x Producto -1 1/3 -2
Divisor . 1 -2
6 12 Pruducto 1 -1 1/3 -2
- EX + ? Producto 2 2 23 4
Suma -1 1/3 2/3 4
4 , 2 12 Residuo -6
B 5 g ? Literales -4xA2 2X -2
18 Componentes a b c
3
4 2 6
—x'+ Zx-=3
3 3
—4x* +2x -6

Resultado: (-4x — 6)(x — 2) —18 = —4x*+2x — 6

5.6 La division sintética.

Aprovechando la circunstancia que la potencia del producto siempre es un grado menor al
polinomio y que el valor del coeficiente de x del divisor siempre se lleva al neutro multiplicativo 1,

se puede omitir en los calculos. Se usara como ejemplo: (x2—3x — 54)+ (x —9)
Pasos:
La estructura usada es:
—kltatbt c
tp, £p,
+B+C =£r
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1. En la division sintética, se escribe la segunda parte del divisor (x £ k), esto es k multiplicada
por —1, y al lado separados por una vertical los coeficientes del polinomio: ax® + bx +c.

9/1-3-54
2. Se baja el coeficiente a a la posicion B.
9|11-3-54

1
Se multiplica B por —k y se coloca en el producto p;, en el ejemplo: p; =B x 1 =9, valor que se
suma al coeficiente b del polinomio para obtener el valor C. Estoes: C=b+ [pj=a x k] =6

9|1-3-54
_ 9
1+6

3. Se efectian las mismas operaciones usando los coeficientes del segundo grado del
polinomio, esto es: r=c + [p,= B x —k] = 0.

M Fig. 5,3. Forma de la division sintética.
+9+54 Divisor| Dividendo 9] 1 -3 -54
- Factores 9 54
1+6- 0 Producto [ 1 6 0
El resultado sera x + 6 con residuo 0.
5.7 Ejercicio 5.2. De division Sintética.

Elija cualquier ecuacion y resuelva:
D). x> +3x+54+x-9;2). x> =3x+54+x-9;3). x> =3x—54+x+9 4). x> +3x+54+x+9
Ecuacion 1:

9 ’ 1+ 3+ 54 Fig. 5,3. Forma de la division sintética.
Divisor| Dividendo 9| 1 3 54
M Factores 9 108
1+12+162 Producto | 1 12 162
Ecuacion 2:
9|1-3+ 54 Fig. 5,3. Forma de la division sintética. Ec. 2
Divisor| Dividendo 9| 1 -3 54
——+ 9+ 54 Factores 9 54
1+ 6+108 Producto [ 1 6 108
Ecuacion 3:
M Fig. 5,3. Forma de la division sintética.
—9+108 Divisor| Dividendo 9| 1 -3 -54
— Factores -9 108
1-12+ 54 Producto | 1 12 54
Ecuacion 4.
-911+ 3+ 54
—_— Fig. 5,3. Forma de la divisién sintética.
— 9+ 54 Divisor| Dividendo 9| 1 3 54
Factores -9 54
I- 6+108 Producto | 7 6 108
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La Ecuacién adicional que se usé en el ejemplo 1. 3x — 6)— 4x* +2x—6 -

1
De la misma manera se simplifica el divisor 3 (3x - 6) = x — 2 Por tanto.

+2|-4+ 2-6 Fig. 5,3. Forma de la division sintética. Ej. Adicional
_8_12 Divisor| Dividendo 2| -4 2 -6
—_— Factores -8 -12
-4—- 6-18 Producto | -4 -6 -18

Corrobore los resultados.

5.8 Division de polinomios de mayor grado.
Operacion: (3x3 +x7 +5x— 2)+ (x+1)—>
3x° —2x+7 _ . -
3 2 Fig. 5,4. Polinomio de 4 componentes con divisién tradicional
X+ 1>3x +x"+5x-2 3x"3 x"2 5x -2
3 5 Producto X n 3 -2 7
- (3x +3x ) Divisor| Dividendo 1 1 3 1 5 -2
- Pruducto 1 -3 -3
—2x% +5x Suma 0 -2 5
) Producto 2 2 2
- (_ 2x° — 2x) Suma 0 7 -2
Producto 3 -7 -7
+7x -2 Suma 0 -9
—(7x+7)
-9
La forma sintética:
—1|[+3+1+5-2
—34+2-7 Fig. 5,5. Elemplo 2 con division sintética.
—_— Divisor| Dividendo -1] 3 1 5 -2
+3-24+7-9 Factores -3 2 -7
Producto | 3 -2 7 -9
Comprobacion:
+3x% = 2x+7
Fig. 5,6. Comprobacion.
$ Producto 3 -2 7
+3x° =2x% +7x Divisor 1 1
5 Producto 1 3 -2 7
+3x" —2x+47 Producto 2 3 -2 7
S 1 7
+3x° +1x2 +5x+7 uma 3 >
Residuo -9
+ -9 Suma 3 1 5 -2
Prueba 0 0 0 0

+3x° +1x* +5x-2

Solucion: (3x3 +x° +5x— 2)+ (x+1)— 3x? —2x+7; reciduo = -9
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5.9 Ejercicio 5.3 de division sintética.
Resuelva la divisién y compruebe: (x3 +4x% +3x - 10)+ (x+5);

Divisor| Dividendo -5] 1 4 3 -10
Factores -5 5 -40
Producto [ 1 -1 8 -50
Comprobacion
Producto 1 -1 8
Divisor 1 5
Producto 1 1 -1 8
Producto 2 5 -5 40
Suma 1 4 3 40
Residuo -50
Diferencia | 0| 0| 0 0

Resuelva la divisién y compruebe: (4x5 —10x* +20x” —30x” +30x — 15)+ 2x—1

Primero se dividen ambos términos por 2. (%xs 104,205 30 +£x—1—5j 2,

2 2 2 2 2) 2 2
Ec. Original se | 1| 4] -10] 20| -30| 30| -15
divde por 2
Divisor| Dividendo 12 ] 2 -5 10 -15 15 -7 1/2
Factores 1 -2 4 -5 1/2 4 3/4
Producto [ 2 -4 8 -11 9 1/2 -2 3/4

Comprobacion

Producto 2 -4 8 -11 9 1/2 |

Divisor 1 - 1/2

Producto 1 2 -4 8 -11 9 1/2 0
Producto 2 -1 2 -4 5 1/2 -4 3/4
Suma 2 -5 10 -15 15 -4 3/4
Residuo -2 3/4
Diferencia 0 [ 0 [ 0 0 0 [ 0

Resuelva la division y compruebe (4)64 —8x” +14x* —30x + 15)+ (2x-1)
Ejercicio: Resuelva las ecuaciones que se le generan en la HE.

5.10 Division de polinomios con potencias faltantes.

Cuando algun divisor no muestre todos los componentes del polinomio los sitios de las potencias
faltantes deberan considerarse con coeficiente 0. Por ejemplo: (x4 + 16)+ (x+2)

Forma Tradicional:
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x> =2x*+4x-8

X+ 2>+ x4 + 0x3 + Ox2 + Ox + 16 Fig. 5,7. Polinomio de 5 componentes incompleto.
x4 0x"3 0x*2 0x 16
4 ) Producto X n 1 -2 4 -8
—x " =2x Divisor| Dividendo 1 2 1 0 0 16
= Pruducto 1 -1 -2
3 2 Suma 0 -2 0
- 2x + OX Producto 2 2 4
M i:l::licto3 . -j _g
Suma 0 -8 16
+ 4X2 + O_X,' Producto 3 3 16
Residuo 0 32
—4x* —8x
+8x+16
—8x+16
32
Forma sintética:
-2 || 140+0+0+16 Fig. 5,8. Division abreviada de polinomio incompleto.
- Divisor| Dividendo 2| 1 0 0 0 16
—2+4-8+16 Factores -2 4 -8 16
1—=2+4-8+32 Producto | 1 -2 4 -8 32
Comprobacion:
x' —2x* +4x -8
~ Xx+2 Fig. 5,9. Comprobacién de polinomio incompleto
Producto 1 -2 4 -8
x4 — 2x3 + 4x2 —_ 8x Divisor 1 2
3 5 Producto 1 1 -2 4 -8
+2x° —4x°+8x—16 Producto 2 2 -4 8 -16
Suma 1 0 0 0 -16
x*+0x’ +0x* +0x—16 Residuo %
+ 32 Suma 1| 0] 0 0 16|
4 3 2
x +0x +0x"+0x+16
Solucion: x° —2x* +4x —8; Residuo 32
5.11 Ejercicio 5,4 de Division Sintética.
Resuelva la division y compruebe (4x4 —8x7 +14x% + 15>+ (2x-1)
Primero se divide por 2 y se agrega 0 en la potencia faltante:

4 8 14 0 15 2 1 1 1

—x =X =X x| Zx—— == 2 A T A O+ T = || x——

2 2 2 2 2 2 2 2 2
Divisor| Dividendo 12| 2 -4 7 0 7 12
Factores 1 -1 1/2 2 3/4 1 3/8
Producto [ 2 -3 5 1/2 2 3/4 8 7/8
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Comprobacion

Producto 2 -3 5 1/2 2 3/4 |

Divisor 1 - 1/2

Producto 1 2 -3 5 1/2 2 3/4

Producto 2 -1 1 1/2 -2 3/4 -1 3/8
Suma 2 -4 7 0 -1 3/8
Residuo 8 7/8
Diferencia 0 [ 0 [ 0 0 0

Resultado: 2x* —3x2 + (5 %)Y - (2 %), con residuo 8 %

Ejercicio: Resuelva la ecuacion que se le genera en la HE.

5.12

Resolver de manera usual la division: (Sx2 +10x— 9)+ (3x-2)

Dividiendo en la forma tradicional.
x+4

Reduccion de divisor a la forma x £ k.

Fig. 5,10. Polinomios reducidos, division descriptiva

3x— 2>+ 3x2+10x-9 [ 3x'2 | 10x | -9°2/3
Producto X n 1 4
—3x° +02x Divisor| Dividendo 3 -2 3 10 -9
Pruducto 1 -3 2
+12x-9 Suma 0 12 -9
—12x+8 Producto 2 12 8
1 Suma = residuo 0 -1
Comprobacion.
x+4
%3x —02 Fig. 5,11. Comprobacion de laForma usual
_— Producto 1 4
32 +12x Divisor 3 -2
Producto 1 3 12
$ Producto 2 -2 -8
3x*+10x—8 Suma 3 10 -8
. Residuo -1
+Residuo —1 Suma 3 10 9
3x* +10x-9

5.13

Resolver de manera usual la division sintética: (Sx2 +10x— 9)+ (3x-2)

Recuerde que en la division sintética el numerador debe ser de la forma x £ £, por tanto, el divisor
anterior debe reducirse. Entonces, dividendo ambas ecuaciones por 3 se obtiene el resultado
necesario.

l(3x2 +10x—9)+l(3x—2):(x2 +10—x—3j+(x—gj
3 3 3

3

Reduccion de divisor para aplicar la division sintética.

Division Sintética:
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2 | 1+ E _% Fig. 5,12. Polinomios reducidos division abreviada

3 3 3 Divisor| Dividendo 2/3] 11 313 -3
Factores 2/3 22/3
+0_2+% Producto | 1 4 -1/3

3 9

12 01

I+ ——-—

3 3

) 1
0 x +4; residuo = -3

Comprobacion:
1+4 Fig. 5,13.Comprobacién de la division sintética.
ol 2 Producto 1 4
3 Divisor 1 -2/3
1+4 Producto 1 1 4
" Producto 2 -2/3] -22/3
- Suma 1 31/3] -22/3
33 Residuo -1/3
10 (8 1) Suma 1 31/3 -3
I+——|-+— =
3 (3 3 Expansién 3
%3 Polinémio 3 10 £
3+10-9
5.14 Un ejemplo mas de division con reduccion.

Resuelva: 6x* —x* —=11x* +9x—2+2x -1
3 2
Solucioén: Dividir por 2 dividendo y divisor: (3x4 e Ox gj + [ﬁ - lj

Aplicar la division sintética:

1 1 11 N 9
2 2. 2 2 Fig. 5,14.Ejemplo de division sintética con reduccion.
— Divisor| Dividendo 1/2 3 -1/2 -51/2 41/2 -1
3 01 5 2 [Factores 1172 12 2112
5 ? - E - E Producto 3 1 -5 2
3+1 =5+ 240
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3P +xP=5x+2
1

XX——
Fig. 5,15. Comprobacion de ejercicio adicional.

4 35240 Producto 3 1 -5 2
k=S Divisor 1 -1/2
—11x3—lx2 +2lx_1 Producto 1 3 1 -5 2
2 2 Producto 2 -11/2 -2 212] A
L1, 1, 1 Suma 3 -1/2)  -51/2 4172 -1
3x"——x"—-5—x"+4—x-1 —
2 2 Expansion 2
%2 Polinémio 6 -1 -11 9 -2

6x'— x*— 1lx*+ 9x-2
Respuesta: 3x° +x> —5x+2; Residuo=0

5.15 Ejemplo anterior resuelto mediante division usual.

El resultado es el mismo por tanto, no en necesario probar el resultado.

Fig. 5,16. Ejemplo adicional de division sintética con reduccién. Divisiéon usual

Producto X n 3 1 -5 2
Divisor| Dividendo 2 -1 6 -1 -11 9 -2
Pruducto 1 -6 3

Suma 0 2 -11

Producto 2 -2 1

Suma 0 -10 9

Producto 3 10 -5

suma 0 4 -2
Producto 4 -4 2
Residuo 0 0

5.16 RESUMEN.

Se ha recordado el proceso de division de polinomios en las modalidades de una division usual y la
alternativa como division sintética.

La limitaciéon para ambas divisiones ocurre cuando tienen que dividirse polinomios que
tienen representadas todas las ponencias intermedias. Para poder dividirlos tiene que completarse el
polinomio en las potencias faltantes agregando un coeficiente con valor cero.

La division sintética es obligadamente de la forma x + n en donde el coeficiente asociado a la
x es el neutro multiplicativo, o sea igual a 1.

Cuando el divisor es de la forma cx + n no, deberd de multiplicarse por 1/c (o dividirse por c) las
ecuaciones involucradas en divisor y el dividendo de modo que el divisor quede de la forma x + k en
donde k=n/c.

Los ejercicios mediante la HE en esta seccion se aplican a casos concretos de division
tradicional y division sintética. El interesante que el estudiante analice el algoritmo para esta en la
Hoja Electronica.

Fin del capitulo V.
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6 Matrices

6.1 Mecdanica del curso.
Menu:

Introduccion.

Operacion de matrices.

La matriz identidad.

Solucion de sistema de ecuaciones.

La matriz inversa.

Conclusion.

6.2 Definicion.

Las matrices son herramientas matematicas que representan coeficientes operativos de labores
complejas relacionadas con variables que permiten emular o aproximar trabajos, como puede ser,
por ejemplo, la operacion de una empresa que fabrique envases de hoja de lata, o una de
transportistas que requieran programas sus trasportes.

Ejemplo de una matriz

Costos de la Fabrica A

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 2 3 2,5 4
Materia prima 5,5 57 2,4 2,5

Suponga que el arreglo representa a una fabrica que manufactura 4 productos y conoce los costos
por unidad en lo tocante a mano de obra y materia prima.

LA HOJA ELECTRONICA ES UNA GRAN MATRIZ EN DONDE LAS HILERAS (H) SE
SENALAN CON NUMEROS Y LAS COLUMNAS CONAS CON LETRAS (C).

6.3 Dimensiones.

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos en columnas y renglones.
Como qué lo renglones se escriben antes que las columnas se acostumbra dimensionarlas con
literales h x ¢, 6 n xm 6 p x q, no obstante siempre indicaran hileras x Columnas. L.a matriz
El arreglo de la diapositiva anterior conformaria una matriz 2 x 4.
Esto es: 2 hileras y 4 columnas.
También le puede llamar renglones y columnas.
Respuestas: 2 X 4; hileras X columnas; 2 hileras y 4 columnas.
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6.4

6.5

6.6

Vectores.
Una matriz que tiene solo una hilera se llama matriz hilera o matriz renglon.

Una matriz hilera o renglon.

Producto 1

Producto 2

Producto 3

Producto 4

Mano de obra

2

3

2,5

4

Una matriz que tiene s6lo una columna se llama matriz columna.

Una matriz columna.

Producto 1

Mano de obra
Materia prima

2
5,5

Matrices idénticas.
Dos matrices son iguales si y solo si tienen las misma dimensiones y contienen los mismos
elementos idénticos. Los costos de mano de obra en la fabrica 1 y la fabrica 2 son iguales por qué el

costo de cada producto es el mismo.

Costo de M. O. en Fabrica 1.

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 2 3 2,5 4
Costo de M. O. en Fabrica 2.

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 2 3 2,5 4

Suma de matrices.
Dos o mas matrices pueden sumarse si tienen la misma cantidad de hileras y columnas y si ademas
los elementos son de la misma naturaleza. Asi, el elemento de una posicion solo puede ser sumado o

restado a otro de la misma posicion y naturaleza.
Costos de la Fabrica A

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 2 3 2,5 4
Materia prima 5,5 57 2,4 2,5
Costos de la Fabrica B

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 2,5 3 2 3,8
Materia prima 5 2,5 42 3,2

El costo operativo del consorcio se obtiene sumando A + B.
Costo Operativo A+ B =0

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 4.5 6 4.5 7.8
Materia prima 10,5 8,2 6,6 57
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6.7

Resta de matrices.

La resta de matrices es igual a la suma usando el inverso aditivo.
Haciendo un nuevo arreglo de costo de materia prima por fabrica:

Costos de materia prima=C

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Fabrica 1 55 57 2,4 2,5
Fabrica 2 5 2,5 4.2 3,2

Menos el costo de transportar la materia prima a las fabricas. Que es:

Costo de trasporte de materia prima a las fabricas =D

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Fabrica 1 1,1 1,1 0,5 0,5
Fabrica 2 1,3 0,6 1,1 0,8

(Cual es el costo de la materia prima sin costo de transportacion?

Costo de materia prima sin transportacion C - D.

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Fabrica 1 4.4 4.6 1,9 2
Fabrica 2 3,7 1,9 3,1 2,4
6.8 Multiplicacion por un escalar k.

Un escalar es un valor que pose magnitud pero que puede aplicarse sin direccion, esto es, a todos los
elementos de la matriz.
Se ha presentado un aumento en los combustibles y se espera que repercuta en u incremento

del 5% en el costo del transporte: ;Cuanto sera el nuevo costo corporativo en la transportacion?
Puede utilizar la siguiente operacion:

e, =d,; +d;x0,05

En donde 0,05 es el escalar k. O utilizar el factor:
k=(1+0,05)=1,05

Esto es:
Costo de trasporte de materia prima a las fabricas = D
Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Fabrica 1 1,1 1,1 0,5 0,5
Fabrica 2 1,3 0,6 1,1 0,8
[Multiplicadeo por k = [ 105] |k =(1+0,05)=105|
Nuevo costo de materia prima = E
Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Fabrica 1 1,155 1,155 0,525 0,525
Fabrica 2 1,365 0,630 1,155 0,840
En donde la celda:

e, =d, xk=1]1x1,05=1155.. B85 = B78+$C$81 =

En el EXCEL la notacion $H$C hacen el efecto de un escalar, pues fijan la celda para

cualquier operacion.
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6.9 La transpuesta de una matriz.

Muchas veces es necesario cambiar la posicion espacial de los elementos de una matriz, esto es, que

las que son hileras en la nueva matriz sean columna y las columnas sean las hileras. Por ejemplo con
) N . T

el costo operativo de la empresa O, sefialando a la nueva matriz como O .

Costo Operativo A+ B =0

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4
Mano de obra 45 6 45 7,8
Materia prima 10,5 8,2 6,6 57

Transpuesta de O
Mano de obra |Materia prima

Producto 1 45 10,5

Producto 2 6 8,2

Producto 3 45 6,6

Producto 4 7,8 57
6.10 Producto de matrices.

Para multiplicar dos matrices debe ponerse atencion a sus dimensiones en lo tocante a los nimeros
interiores de un producto de pares de hileras y columnas:
A (1,0% B, c) = Cu,c) es posible si los nimeros interiores (?, ¢) x (h, ¢)

Son del mismo valor. Y la matriz resultante tendré la dimension que indican los nimeros exteriores.
Supongase que para el presupuesto del afio siguiente se esperan los siguientes aumentos:

Incremento de costos F

Fabrica 1 Fabrica 2
Mano de obra 1,08 1,05
Materia prima 1,07 1,06

(Cual seria el efecto sobre el costo corporativo de la empresa?

6.11 La multiplicacion paso a paso.
El efecto sobre el producto 1 en mano de obra sera:
[0, x £, )+ (0, x Fy )] = [(4.5%1,08)+(10,5x1,07)] = B, =16,095

= $B153*F$154 +$C153*F$155
En Materia Prima:
[(0,, x F,)+(0,, x F), )| = [(4,5%1,05)+ (10,5x1,06)] = P, = 15,855

=$B153*G$154+$C153*G$155
Corriendo las operaciones a la nueva matriz se obtiene el nuevo costo operativo.

Mano de obra | Materia prima Incremento de costos F P = Efecto corporativo=0 *F
Producto 1 4,5 10,5 Fabrica1 | Fabrica 2 Mano de ob{Materia prim
Producto 2 6 8,2 Por Mano de obra 1,08 1,05] Igual |Producto 1 16,095 15,855
Producto 3 4,5 6,6 Materia prima 1,07 1,06 Producto 2 15,254 14,992
Producto 4 7,8 57 Producto 3 11,922 11,721
Producto 4 14,523 14,232
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Las dimensiones de la nueva matriz:
Ofuz) * Flan) = Plaa

6.12 La multiplicacion usando algoritmos de la HE.
Mano de obra | Materia prima Incremento de costos F P = Efecto corporativo=0 *F
Producto 1 4.5 10,5 Fabrica1 | Fabrica 2 Mano de obra|Materia primal
Producto 2 6 8,2| Por |Mano de obra 1,08 1,05] Igual |Producto 1 16,095 15,855
Producto 3 4.5 6,6 Materia prima 1,07 1,06 Producto 2 15,254 14,992
Producto 4 7,8 5,7 Producto 3 11,922 11,721
Producto 4 14,523 14,232

En donde se usa el algoritmo de la HE sobre la celda J164.
H1C1=MMULT($B163:$C163;F$164 : F$165) =16,095

6.13 Hay que tener cuidado con la estructuras al multiplicar.

Los ejemplos de los libros no le indican al estudiante que debe poner mucha atencién en la
naturaleza de las hileras y columnas sefialadas con color canela para el ejemplo. Si en la matriz F se
transponen los elementos se obtiene los costos de los productos en las fabricas.

Transpuesta de O Transpuesta de F M= Ot * Ft

M. de O M. P M. de O M. P | Fabrica 1 Fabrica 2
Producto 1 4.5 10,5| Por [Fabrica 1 1,08 1,07[lgual gProducto 1 15,885 15,945
Producto 2 6 8,2 Fabrica 2 1,05 1,06 Producto 2 15,090 15,112
Producto 3 4.5 6,6 Producto 3 11,790 11,811
Producto 4 7,8 5,7 Producto 4 14,409 14,388

En donde se usa el algoritmo de la HE sobre la celda J175.
H1C1=MMULT($§B178:$C178;F$178: F$179) =15,885

6.14 La Matriz Identidad: 1.

Existe una matriz tal que cualquier matriz multiplicada por ésta I, da por resultado una matriz
idéntica a la que se multiplicado (Multiplicando).

Esta matriz tendra las dimensiones convenientes con unos ( 1 ) en la diagonal descendente
del primer elemento hasta el ultimo y ceros en las celdas de las posiciones restantes.
La matriz identidad como multiplicador en el lado derecho.

Transpuesta de O Matriz Identidad | Transpuesta de O

M. de O M. P c1 c2 | M. de O M. P
Producto 1 4.5 10,5| por [H1] 1 Oligual gProducto 1 4.5 10,5
Producto 2 6 8,2 H2 0 1 Producto 2 6 8,2
Producto 3 4.5 6,6 Producto 3 45 6,6
Producto 4 7,8 57 Producto 4 7,8 5,7

En donde se usa el algoritmo de la HE sobre la celda J185
H1C1=MMULT($B185:$C185;F$185: F$186)

6.15 Solucion de sistemas de ecuaciones.

Si se tiene un sistema de ecuaciones, cualquiera que sea la dimension y siempre que sea cuadrada,
sera posible encontrar una solucién tUnica, si existe. Con sistemas de diferentes dimensiones la
solucion puede no ser unica.

> El procedimiento consiste en seguir los pasos:

> Se pueden intercambiar cualquier par de hileras (renglones);
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> Efectuar tomas de recursos en cualquier hilera mediante una operaciéon que llamaremos

pivote.

H.
=—— para toda H,C; diferente de cero.
H,C

i

i+1

6.16 Operaciones dentro de la hilera o de reduccion.

Transferir recursos a otras hileras mediante una operacion que llamaremos reduccion.

Un rengloén se divide por cualquier celda.
Operacion de Reduccion:
H, , =H,-H,xHC,
Una celda trasfiere sus unidades a una hilera previamente pivotada.
El objetivo es obtener una matriz de la forma:

C1 C2 C3 C4 Solucion
H1 1 0 0 0 s1
H2 0 1 0 0 s2
H3 0 0 1 0 s3
H4 0 0 0 1 s3
6.17 Ejemplo: ;Cuanto se debe fabricar de cada producto?

Se considera el costo operativo ampliado al sistema de ecuaciones:
16,095x, +15,254x, +11,922x, +14,523x, =1.309y,

15,855x, +14,992x, +11,721x, +14,232x,, =1.286y,
1,050x, + 1,750x, + 0,700x, + 8,000x, = 276y,
2,000x, + ,300x, +21,000x, +15,000x, =1.107y,

Que se expresa en forma matricial:

Columnas C1 C2 C3 C4
Hileras Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4 Recursos
H1 Mano de obra 16,095 15,254 11,922 14,523 1.309
H2 Materia prima 15,855 14,992 11,721 14,232 1.286
H3 Empaque 1,050 1,750 0,700 8,000 276
H4 Distribucion 2,000 2,300 21,000 15,000 1.107

El objetivo es conocer cuanto se fabricard de cada producto para hacer un uso optimo de los
recursos. Qué, en el caso de la Mano de Obra podrian ser empleados u horas hombre por semana, las
mismas unidades en que de valoran los coeficientes de la matriz. Las ecuaciones lineales restantes

pueden dejarse a la imaginacion del lector.

6.18 Las reducciones: Operacion pivote.

En este caso se entrara a reducir en orden descendente. Esto es, iniciando con la primera hilera (H1)
y la primera columna (C1) para qué, utilizando la propiedad de neutro multiplicativo ( el 1) se haga
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la primera toma de recursos o sea, la primera operacion pivote. Esta se consigue dividiendo toda la
hilera H1 por el contenido de la celda $SH1$C1. Se usa ésta notacion para que el estudiante vaya
acostumbrandose a reconocer los comandos de la HE. Asi:

:l; 1:@:1; H5C22%20’9477; H5C3 :%:0,7407;
$H1S$Cl1 16,095 16,095 16,095
H5C4 = 14,523 =0,9023; y finalmente el recurso tomado X, = S = 1.309 =81,3296
16,095 $HISC1 16,095
El resultado en la HE.
Proceso de Solucion C1 Cc2 C3 Cc4
Pivote: H5 = H1 / $H1$C1 H5 1 0,9477 0,7407 0,9023( 81,3296

6.19 Las reducciones: Operacion entre hileras.

La primera reduccion o transferencia de recursos. La reduccion por hilera opera en dos sentidos:
Primero ajusta la misma hilera en donde esta la celda que se va a reducir restando una parte
proporcional de la celda que se va a reducir; y segundo, tomando de una celda previamente pivotada
la parte proporcional necesaria para hacer cero la celda que se reduce, esto es, el valor de la misma
celda. La explicacion parece mas complicada que la misma operacion.

H6 =H2 - H5 x §H2$C1; H6C1=15,855-1x15,855=0;
H6C2 =14,992 - 0,9477 x 15,885 =-0,0345; H6C3 =11,721 - 0,7407 x 15,855 = -0,0232;
H6C4 =14,232 - 0,9023 x15,885;y X, =1.286 — 81,3296 x 15,885 = -3,4809

Proceso de Solucion C1 C2 C3 C4
Pivote: H5 = H1 / $H1$C1 H5 1 0,9477 0,7407 0,9023| 81,3296
Reducir: H6 = H2 - H5 * $H2$C|H6 0] -0,0345| -0,0232] -0,0744| -3,4809
Con este proceso alternado de pivote y reduccion se llega a la solucion.
6.20 El proceso sistemadtico para la solucion.
Columnas C1 C2 C3 C4
Hileras Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4 Recursos
HA1 Mano de obra 16,095 15,254 11,922 14,523 1.309
H2 Materia prima 15,855 14,992 11,721 14,232 1.286
H3 Empaque 1,050 1,750 0,700 8,000 276
H4 Distribucion 2,000 2,300 21,000 15,000 1.107
Proceso de Solucion
Pivote: H5 = H1/ $H1$C1 H5 1 0,9477 0,7407 0,9023 81,3296
Reducir: H6 = H2 - H5 * $H2$C1 H6 0 -0,0345 -0,0232 -0,0744 -3,4809
Pivote: H7 = H6 / $H6$C2 H7 1] 0,67241379| 2,15517241| 100,777076
Reducir: H8 = H3 - H5 * H3C1 H8 0| 0,75486486| -0,07776328| 7,05255359( 190,603914
Reducir: H9 = H8 - H7 * $H8$C2 H9 0| -0,58534483| 5,42568966| 114,53084
Pivote: H10 = H9 / $H9$C3 H10 1( -9,26921944| -195,66388
Reducir: H11 = H4 - H5 * $H4$C1 H11 0| 0,4045045| 19,5185461| 13,1953402| 944,340789
Reducir: H12 = H11 - H7 * $H11$C2  |H12 0| 19,2465517| 12,3235632| 903,576008
Reducir: H13 = H12 - H9 * $H13$C3  [H13 0| 190,724075 4669,431
Pivote: H14 = H13 / $H12$C4 H14 1| 24,4826512
Reducir: H15 = H10 - H14 * $H10$C4 |H15 1 0| 31,2711865
Reducir: H16 = H7 - H14 * $H7$C4 H16 1] 0,67241379 0| 48,0127417
Reducir: H17 = H16 - H15 * $H16$C3  [H17 1 0 0 26,9855646
Reducir: H18 = H5 - H14 * $H5$C4 H18 1| 0,94774775| 0,74072693 0 59,2381768
Reducir: H19 = H18 - H15 * $H18$C3 |H19 1| 0,94774775 0 0 36,0747668
Reducir: H20 = H19 - H17 * $H19$C2 |H20 1 0 0 0 10,4992587
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El proceso de reduccion sistematico desde la primera ecuacion hasta la Gltima se muestra paso a
paso en la HE. El resultado es:

La solucién de la cantidad de cada producto a fabricar se encuentra identificando la matriz
identidad el las hileras H14; H15; H17 y H20.

6.21 La solucion al sistema y verificacion.
Matriz A del sistema de ecuaciones lineales. Matriz X Mat. R
Producto 1| Producto 2 | Producto 3 | Producto 4 Productos Recursos
Mano de obra 16,095 15,254 11,922 14,523 10 1309
Materia prima 15,855 14,992 11,721 14,232 por 27 Igual 1286
Empaque 1,05 1,75 0,7 8 31 276
Distribucion 2 2,3 21 15 24 1107

El sistema tiene solucion dado que el producto de la matriz A por la matriz X es igual al valor de las
restricciones de la matriz S. Como se puede comprobar en el producto de matrices. El resultado dice:
Fabrique X; = 10 unidades del producto 1; X, = 27 unidades del producto 2; X3 = 31 unidades del
producto 3 y X4 = 24 unidades del producto 4.

Respuestas: producto 2; producto 1; 10; 27; 24; producto 3; producto 4; 31

6.22 La Matriz Inversa denotada por A

La Matriz inversa de A denotada como A™ es aquella que multiplicando a la matriz A da por
resultado a la matriz identidad I. Esto es:

AxA" =A"xA=1
Esta se obtiene ampliando el sistema de ecuaciones lineales con la matriz identidad que ira
absorbiendo todos los cambios que se suceden en las transformaciones hasta lograr una matriz I
como en el caso anterior en donde estaba la matriz A. En esta reduccion se usard la alternativa de
seleccionar la hilera pivote por la eficiencia de usar el recurso.
Esto significa que se elegird la hilera pivote por el menor cociente entre los recursos R y los
coeficientes de la matriz A.

6.23 El sistema ampliado

El sistema ampliado es:

Columnas C1 C2 C3 C4 Matriz Identidad
Hileras P1 P2 P3 P4 1 12 13 14 Recursos
H1 Mano de obra | 16,095] 15,254] 11,922] 14,523 1 0 0 o[ 1.309
H2 Materia prima 15,855 14,992 11,721] 14,232 0 1 0 0] 1.286
H3 Empaque 1,0501 1,750 0,700f 8,000 0 0 1 0 276
H4 Distribucion 2,000 2,300] 21,000[ 15,000 0 0 0 1 1.107

En donde se hara referencia a las hileras para marcar las operaciones que se realicen; La
descripcion de las ecuaciones lineales que definen los_recursos; los coeficientes de la matriz
operativa A. La matriz identidad para la matriz A; y la matriz columna o vector de los recursos.
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6.24 La hilera Pivote mas eficiente.

Para encontrar la hilera pivete se dividen los recursos entre el coeficiente de mayor magnitud en la
matriz A obteniendo una medida de eficiencia. Entre menor sea el valor, mayor, ‘se hard un mejor
uso de recursos’.

1. 2.2 2 1.1
| :ﬂzgl,ﬁ;E2 =ﬁ:81,11;E3 = 276 _ 34 50: E, - LI07 5380
16,095 15,855 8,000 21,000
Columnas C1 C2 C3 C4 Matriz Identidad

Hileras P1 P2 P3 P4 1 12 13 14 Recursos Ef
H1 Mano de obra 16,095 15,254| 11,922| 14,523 1 0 0 o[ 1.309] 81,33
H2 Materia prima 15,855| 14,992| 11,721| 14,232 0 1 0 of 1.286] 81,11
H3 Empaque 1,050] 1,750( 0,700] 8,000 0 0 1 0 276| 34,50
H4 Distribucion 2,000 2,300] 21,000| 15,000 0 0 0 1 1.107] 52,71

En donde la celda pivote corresponde al empaque del producto 4 con 34,50 recursos de empaque
por unidad. Esta es: H3C4 = 8,000.
Respuestas: 34,50; empaque; H3C4 = 8,000; pivote

6.25 Proceso sobre la matriz A.

Proceso de Solucién Hileras Cc1 Cc2 C3 C4 Resultados Ef
Pivote: H5 = H3 / $H3$C4 H5 0,1313 0,2188 0,0875 1 35

Reduccion: H6 = H1- H5 * $H1$C4 Hé 14,1889| 12,0771 10,6512 0 808 56,9
Reduccion: H7 = H2- H5 * $H2$C4 H7 13,9871| 11,8788| 10,4757 0 795 56,8
Reduccion: H8 = H4- H5 * $H4$C4 H8 0,0313( -0,9813| 19,6875 0 590 29,9
Pivote: H9 = H8 / $H8$C3 H9 0,0016( -0,0498 1 0 29,9

Reduccion: H10 = H5- H9 * $H5$C3 H10 0,1311 0,2231 0 1 31,9

Reduccion: H11 = H6- H9 * $H6$C3 H11 14,1719| 12,6080 0 0 489,0 34,5
Reduccion: H12 = H7- H9 * $H7$C3 H12 13,9704| 12,4009 0 0 481,3 34,5
Pivote: H13 = H12 / $H12$C1 H13 1 0,8877 0 0 34,5

Reduccion: H14 = H9- H13 * $H9$C1 H14 0| -0,0513 1 0 29,9

Reduccion: H15 = H10- H13 * $H10$C1 |H15 0 0,1067 0 1 27,4

Reduccion: H16 = H11- H13 * $H11$C1 |H16 0 0,0282 0 0 0,8

Pivote: H17 = H16 / $H16$C2 H17 0 1 0 0 27,0 X2
Reduccion: H18 = H13- H17 * $H13$C2 |H18 1 0 0 0 10,5 X1
Reduccion: H19 = H14- H17 * $H14$C2 |H19 0 0 1 0 31,3 X3
Reduccion: H20 = H15- H17 * $H15$C2 |H20 0 0 0 1 24,5 X4
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6.26 Proceso sobre la matriz I.
Columnas Matriz Identidad

Hileras 1 12 13 14 Recursos Ef

H1 Mano de ob| 1 0 0 0 1.309 81,33

H2 Materia prim 0 1 0 0 1.286 81,11

H3 Empaque 0 0 1 0 276 34,50

H4 Distribucion 0 0 0 1 1.107 52,71
Proceso de Solucion Hileras 1 12 13 14 Resultados Ef
Pivote: H5 = H3 / $H3$C4 H5 0 0 0,1250 0 35
Reduccion: H6 = H1- H5 * $H1$C4 Heé 1 0] -1,8154 0 808 56,9
Reduccion: H7 = H2- H5 * $H2$C4 H7 0 1 -1,7790 0 795 56,8
Reduccion: H8 = H4- H5 * $H4$C4 H8 0 0] -1,8750 1 590 29,9
Pivote: H9 = H8 / $H8$C3 H9 0 0| -0,0952 0,0508 29,9
Reduccion: H10 = H5- H9 * $H5$C3 H10 0 0 0,1333] -0,0044 31,9
Reduccion: H11 = H6- H9 * $H6$C3 H11 1 0| -0,8010] -0,5410 489,0 34,5
Reduccion: H12 = H7- H9 * $H7$C3 H12 0 11 -0,7813] -0,5321 481,3 34,5
Pivote: H13 = H12 / $H12$C1 H13 0] 0,07158] -0,05593] -0,03809 34,5
Reduccion: H14 = H9- H13 * $H9$C1 H14 0| -0,00011] -0,09515| 0,05085 29,9
Reduccion: H15 = H10- H13 * $H10$C1 [H15 0| -0,00938| 0,14067| 0,00055 27,4
Reduccion: H16 = H11- H13 * $H11$C1 |H16 1] -1,01443| -0,00839| -0,00124 0,8
Pivote: H17 = H16 / $H16$C2 H17 35,4530 -35,9644| -0,2973| -0,0440 27,0 X2
Reduccion: H18 = H13- H17 * $H13$C2 |H18 -31,4699| 31,9954 0,2080 0,0010 10,5 X1
Reduccion: H19 = H14- H17 * $H14$C2 |H19 1,8170 -1,8433 -0,1104 0,0486 31,3 X3
Reduccion: H20 = H15- H17 * $H15$C2 |H20 -3,7839 3,8291 0,1724 0,0052 24,5 X4

6.27 La Matriz Inversa.

La solucion es tnica pues los resultados que dan solucion al sistema son los mismos que los
obtenidos con el método anterior. Con cuidado de mantener el orden de las variables sefialadas por
los unos de la matriz primaria.

1 12 13 14 P1 P2 P3 P4
Mano de obra |-31,4699 31,9954| 0,2080| 0,0010 16,095 15,254 11,922| 14,523
Materia prima 35,4530 -35,9644| -0,2973| -0,0440| por 15,855 14,992 11,721 14,232
Empaque 1,8170 -1,8433| -0,1104] 0,0486 1,050 1,750 0,700 8,000
Distribucion -3,7839  3,8291| 0,1724| 0,0052 2,000 2,300 21,000| 15,000

Inversa de A por A A por Inversa de A

D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4
1 0 0 0 1 0 0 0
Igual A 0 1 0 Ojlgual A| 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

De donde se deduce que la matriz inversa es conmutativa.
A'xA=AxA" =1
Respuestas: Inversa; solucidon; conmautativa.
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6.28 La Matriz Inversa proporciona la solucion.

Una propiedad mas de la matriz inversa. Es de esperarse que la matriz inversa multiplicada por los
recursos proporcione la solucion.

En este caso la operacion no es conmutativa. Pues el vector de recursos es una matriz columna y
habria que trasponerlo.

A'xy =S8
Matriz Inversa de A Matriz Y Matriz S
1 12 13 14 Recursos Solucién
Mano de obra -31,4699| 31,9954 0,2080| 0,0010 1.309 10,5
Materia prima 35,4530( -35,9644| -0,2973| -0,0440( Por 1.286| Igual 27,0
Empaque 1,8170( -1,8433| -0,1104| 0,0486 276 31,3
Distribucion -3,7839| 3,8291| 0,1724| 0,0052 1.107 24,5

Respuestas: Trasponerlo; solucion.

6.29

Ya se aprendio la utilidad de las matrices para encontrar soluciones a sistemas de ecuaciones que
representan fendémenos operativos ideales.

Aprovechando las facilidades de la HE se puede crear el cuadro siguiente.

Otra forma de comprobacion.

Variables X1 X2 X3 X4 Recursos
Solucién 10,5 27,0 31,3 24,5

Mano de obra 16,095 15,254 11,922 14,523 1.309
Materia prima 15,855 14,992 11,721 14,232 1.286
Empaque 1,050 1,750 0,700 8,000 276
Distribucion 2,000 2,300 21,000 15,000 1.107

En ecuaciones lineales:
16,095(10,5) +15,254(27,0) +11,922(31,3) + 14,523(24,5) = 1.309
15,855(10,5)+14,992(27,0) +11,721(31,3) + 14,232(24,5) = 1.286
1,050(10,5)+ 1,750(27,0)+ 0,700(31,3)+ 8,000(24,5)= 276
2,000(10,5)+ ,300(27,0)+21,000(31,3) +15,000(24,5) =1.107

6.30 El consumo de recursos para cada producto.

Aprovechando las facilidades de la HE, es posible conocer la cantidad de recursos que consume
cada producto como se puede observar en el cuadro.

Consumos

Producto 1| Producto 2 | Producto 3 | Producto 4
Mano de obra 169,0 411,6 372,8 355,6 1.309
Materia prima 166,5 404,6 366,5 348,4 1.286
Empaque 11,0 47,2 21,9 195,9 276
Distribucion 21,0 62,1 656,7 367,2 1.107
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El cuadro muestra lo que consume cada producto del recurso sefialado por la ecuacion lineal. Asi se

puede ver que el Producto

1 consume 169,0 unidades hombre; 166,5 unidades de materia prima;

11,0 unidades empaque; y 21,0 unidades en distribucion.

En forma de ecuaciones lineales desarrolladas.

169,0+411,6 +372,8+355,6 =1.309
166,5+404,6 +366,5 +348,4 =1.286
11,0+ 472+ 21,9+1959= 276
21,0+ 62,1+656,7+367,2=1.107

6.31 Conclusion.
16 15 12
16 15 12
1 2 1
2 2 21

Respuestas: 166,5; 21,0; 169,0; 11,0.

Para un curso de calculo elemental este conocimiento

15 , . , .

14| = A del algebra de matrices es mas que suficiente.

8 El estudiante no debe perder la vision por el
15 cambio de formato que puede encontrar en cursos

regulares de matematica en donde es usual que una

matriz se presente con la estructura de un conjunto de datos encerradas por dos lineas verticales y

paralelas.
Es importante para

facilitar el aprendizaje que el estudiante trate de asociar el arreglo

matricial con ejemplos definidos como se hizo en este curso.
También debe recordar que la Hoja Electronica es un sistema matricial de hileras y
columnas. El programa interno guarda la informacion de cada celda pos su posicion en el espacio

matricial.
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