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0.1. Resumen

El objetivo en este trabajo es considerar técnicas provenientes de la geometria
de foliaciones y de los grupos de Lie semisimples para dar una descripcién comple-
ta de las foliaciones Riemannianas totalmente geodésicas, con una hoja densa, sobre
variedades de volumen finito cuando sus hojas son isométricamente cubiertas por un
espacio irreducible de rango superior de tipo no compacto. Entre tales técnicas usamos
las ecuaciones fundamentales de una submersion, ver [7]. También usamos la llamadas
métricas bundle-like que son introducidas en [11], para citar las técnicas provenientes
de la teoria de foliaciones.

0.2. Palabras Claves

Accién topoldgicamente transitiva, Grupos semisimples, Foliacionn Riemanniana,
Meétrica bundle-like, subvariedades totalmente geosésicas.

0.3. Introduccion

Algunos de los resultados que vamos a enunciar tienen que ver con el concepto
de cubrimiento de una variedad. Este concepto resulta ser fundamental para enten-
der algunos teoremas y lemas que vamos a enunciar, citamos por ejemplo el Teorema
del Centralizador de Gromov, ver [10]. Empezamos con el concepto de cubrimiento y
algunos resultados elementales que son ampliamente conocidos.

Definicién 1 Sea 7 : E — B un mapeo de cubrimiento. Si f : X — B es una funcién
continua, entonces diremos que un levantamiento de f es otro mapeo [ : X — E tal

que to f = f.

Lema 1 Sea 7 : E — B un mapeo de cubrimiento tal que W(Eo) = bo. Dado un camino
f:10,1] = B con f(0) = by, existe un tinico levantamiento f de [ tal que f(0) = eo.

f(s) = (xlw) ™" (f(5).

La continuidad de f en [s;, s;41] se deduce del hecho de que 7|y, es un homeomor-
fismo. El lema del pegado garantiza que fes continua en [0, 1]. Adem4s, es claro que
se cumple la relacién 7o f = f en [0, 1].

Falta probar que ]? es Unica. Supongamos que fes otro levantamiento de f con
F(0) = €. Supongamos que ya probamos que f(s) = J?(s) para s € [0, s;]. Sea Vj como
antes, entonces para s € [s;, s;41] tenemos que f(s) = (|y,) " (f(s)). Por otra parte,
f debe llevar [s;, s;41] en 7 1(U) = UV,. Como f([Si,Si+1]) es conexo se sigue que
F([si,5i41]) C Vi para algiin . Como f(s;) = f(s;), se concluye que Vo = Vj,. Ahora



bien, si s € [s;, s;41] debe tenerse que f( ) es igual a algiin punto ﬁ € Vi que pertenece
a 7r_1(f( )). Como sélo existe un tal punto 3, el cual es (w|y,) " (f(s)), se concluye

que f(s) = f(s) en [0,1],

Lema 2 Si (E,7) es un espacio cubriente de B, entonces los conjuntos 7= ({b}), para
todo b € B, poseen el mismo numero cardinal.

Sean by, by puntos arbitrarios en la base B, y elija un camino continuo f : [0,1] — B
con f(0) =byy f(1) = by. Vamos a definir un mapeo A : 71 ({by}) — W_l({bl}), el cual
se mostrard que es biyectivo. Si tomamos arbitrariamente un ey € 7 1({bo}), entonces
por el lema anterior existe un levantamiento f de [ tal que f F(0) = ep. Sea ey = f(1),
y pongamos A(eg) = f( 1). Ahora bien, si tomamos f ( )= f (1 — s), el llamado camino
inverso, podemos definir 8 : 77 1({b1}) — 7 1({bo}) por medio de B(e;) = f(O) Es
claro que A y 3 son inversas la una de la otra.

0.3.1. Transformaciones de escritorio.

Supongamos que tenemos un mapeo de cubrimiento,r : M — M. Una manera
de reacomodar los puntos en cada fibra 7=1({p}), donde p € M se logra al definir el
siguiente tipo de mapeos.

Definicién 2 Sea 7 : M — M un mapeo de cubrimiento de M. Una_transformacidn
de escritorio del mapeo de cubrimiento w es un difeomorfismo v : M — M tal que
mToY =T.

Si denotamos por ® al conjunto de todas las transformaciones de escritorio del cubrim-
iento 7, entonces ® es un grupo al tomar como operacion a la composicion.

El siguiente teorema es conocido en la literatura, pero su proueba no es presentada
con detalle en la mayoria de textos consultados. Aqui presentamos una prueba que se
inspira en resultados aparecidos en [6].

Teorema 1 Searw: M — M un mapeo de cubrimiento de M tal que M es simplemente
conexa. Entonces

A cada [a] € (M) le vamos a asociar una transformacién de esctritorio del cubrim-
lento .

Sea x¢ € M fijo, y tomemos Ty € 7 ({x}). Si a es un camino continuo en M con
a(0) = a(1) = wo, entonces consideremos & el tnico levantamiento de o con @(0) = .

A cada [a] € 7 (M) le asociamos la tinica transformacién de escritorio 9 : M —
M tal que Y (79) = a(1). Note que esto estd bien definido , ya que si 8 € [a],
es conocido que (1) = &(1). Denotemos con A a tal transformacién, y veamos que
propiedades posee.



La transformacion A : m(M) — © cumple ser un homomorfismo de grupos, es

decir, A[a] + [G]) = A(la]) o A([4]), para todo [o ], 6] € m(M).

Claramente se tiene que a(0) = 7o y (1) = ¥y (¢ ) De la misma forma, 3(0) = 2
y B(1) = v (xo). De lo anterior se tiene a * (w[a ﬁ) es levantamiento de a * 5. En
primer lugar se tiene que (¢jq) © 3)(0) = V1a)(20) = @(1), y en segundo

a* (3 Z(WO&)*(T(OB)
:(Wo&)*(wodj[a]og)
= 7o (@ (Ya) © §)).
Ahora bien,

[ # 8])(#0) = Gpaesy (@) = (@ (e © B)(1) = (g 0 B)(1)

Por otra parte, (A([a]) © A([8) (@) = (¥ 0 ¥is) (7) = (g © B)(1). Por tiltimo,

usando el hecho de que M es conexo se concluye que A([a] x [5]) = A([a]) o A([F]), para
todo [a, [8] € m(M).
__ Mostremos que A es sobreyectiva. En efecto, tomemos ¢ € D. Sea a un camino en
M tal que a(0) = Zy y a(l) = ¢(zy). Consideremos el elemento de m (M) dado por
[ o a]. Observe que Yoz (To) = (1) = ¢(Ty), y de nuevo apelando a la conexidad de
M se concluye que ¢ = Yproa = A([m 0 a]).

Para finalizar la prueba se mostrard que A es inyectiva. En esta parte usaremos por
primera vez que M posee grupo fundamental trivial. Supongamos que A([a]) = 15;.
Luego 1, = 137, ¥y por construccién se sigue que a es homotdpica a una constante,
luego [a] debe ser el elemento identidad en 7y (M).

El siguiente teorema sera 1til més adelante, y esencialmente indica cémo levantar
una accién sobre el espacio cubriente de una variedad. La prueba de este teorema es
original, aunque el resultado es conocido, puede consultarse [?].

Proposiciéon 1 Sea G un grupo de Lie conemwue actia sobre una variedad coneza
M. Entonces para cualquier cubrimiento m : M —— M existe una accion de G la
cubierta universal de G, sobre M, tal que el szguzente diagrama conmuta:

GxM—M
FOX?T\L ﬂl
GxM—M

En otras palabras, existe una accion de G que conmuta con las transformaciones de
escritorio y para la cual los mapeos de cubrimiento son equivariantes.

Consideremos el siguiente mapeo W : G x M — M dado por U(g,m) = m(g)m(m).
Sl ﬁJamos el punto (e, mo) € G x M entonces se sigue que existe un levantamiento
: G x M — M con \If(e mg) = mo y tal que el siguiente diagrama conmuta:
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G x M~——M

Debido a que G es simplemente conexo es facil probar que U, (7T1(G x M, (e,mg)) C
Ta (7?1(M mp)), y por lo tanto se concluye que U es tnico.
Se afirma que U(e,m) = m ,y que W(ab, m) = ¥(a, ¥(b,m)) para todo m € M

ya,beG.
Para probar la primera afirmacién notemos que los siguientes mapeos p(m) =
U(e,m) e I(m) = m son levantamientos del siguiente diagrama:

M—M
Por otra parte, notamos que p(mg) = I(mg). Por lo tanto, por la unicidad del
levantamiento concluimos que p(m) = I(m) para todo m € M. Esto demuestra lo

requerido en la primera afirmacién.
Para probar la segunda parte empezamos considerando el siguiente diagrama:

M

~ 7
v lﬂ
GXML)M

donde U : Gx M — M es dado por (g, m) = mo(g)-m(m). Usando la conmutativi-
dad del diagrama anterior es relativamente facil concluir que ‘Il(ab m) = W(a, U(b,m)).

En resumen, concluimos que ¥ es una accién de G sobre M.
Por 1ultimo, sea ¢ € ©. Es claro de la conmutatividad del diagrama anterior que

m(G- ¢(m)) = w(V(g, $(m)))
= V(g o(m))
= m(9) - m(p(m))
= 7o(g) - w(m)

Por otra parte, existe una tnica ¢ € ® tal que g-¢(m) = ¥(g-m), y de la condicién
anterior se concluye que ¢ = 1. Por lo tanto, g- ¢(m) = ¢(g-m), es decir que la accién
de G conmuta con las transformaciones de escritorio.

Ahora nos enfocamos en variedades con estructura geométrica, y la correspondi-
ente estructura geométrica sobre su cubrimiento universal para el cual el mapeo de



cubrimiento es una isometria local y el grupo fundamental actia por isometrias. Para
los detalles sobre estructuras geométricas consultar [?].

Proposicién 2 Sea o : LW(M) — Q una estructura geométrica de tipo Q y orden
k, ym: M — M un espacio de cubrimiento de la variedad suave M. Existe una
estructura geométrica & : L® (M) — @Q de tipo Q y orden k sobre M.

Primero definimos el mapeo A : L& (M) — L*) (M) por medio de AGE(W)) = jb(m o
¥). A partir del mapeo anterior definimos una estructura geométrica sobre M por
o=00\.

Lo tnico que debemos probar es que tal mapeo es GI*) (n)-equivariante. En efecto,

ola-g9)=a(js(oof))
= o(ji(mopof))
= g 'o(a)

El siguiente resultado sera 1til en la prueba del teorema principal de este trabajo.
Es un resultado simple, pero su prueba es original.

Lema 3 Sea 7 : M — M un espacio de cubrimiento suave. St S C M tiene medida
cero, entonces S = 7 (S) también posee medida cero.

Sea ;1 una medida en M y consideremos . la medida en M , definida por (V) =
w(m(V)). Para cada x € M encontramos un vecindario abierto U, tal que 7 es even-
tualmente cubierto por los U,. Como M es segundo numerable podemos suponer que
S posee una cubierta numerable {U; N S},;. Cada uno de los tales U; cumple que

) =V,

es un difeomorfismo. Luego se concluye que

Vz - Uza

1.(S) = U7r (VinS))

< Zu T ViNS) =

0.4. Espacios Simétricos Riemannianos

Entre las variedades Riemannianas més agradables estan las variedades homogéneas.
Lo agradable de trabajar en variedades homogéneas estriba en el hecho en que cada
uno de sus puntos se ve exactamente como cualquier otro. La mayor parte de esta
seccion es tomada de [2].



Definicién 3 Una variedad Riemanniana M se llama homogénea si su grupo de
isometrias actia de manera transitiva sobre M. Lo anterior es equivalente a decir que
dados cualesquiera x,y € M, existe ¢ : M — M, isometria, tal que ¢(x) = y.

Definicién 4 Una variedad Riemanniana M se llamard espacio simétrico si cumple
lo siguiente:

s M es conexa,
s M es homogénea, y

w existe ¢ : M — M isometrfrm[o/-a involutiva tal que posee al menos un punto
fijo aislado.

Proposicion 3 Supongamos que M es una variedad Riemanniana y ¢ : M — M una
1sometria involutiva tal que p es un punto fijo aislado de ¢. Entonces

1. dp, = —I;y
2. para cada geodésica vy con y(0) = p se tiene que ¢(y(t)) = v(—t), para todo t € R.

Por una simple aplicacién de la regla de la cadena se tiene que

d(¢2)p = d¢¢(p) o de, = (d¢p)2-

Como ¢ es involutiva entonces se concluye que d((b)f7 = [. Luego debe tenerse que la
transformacion lineal d¢, : T,(M) — T,(M) es un cero del polinomio z — 1.

Vamos a probar que sélo puede cumplirse que d¢, = —I. Si suponemos lo contrario
que d¢, # —I, entonces debido a que d¢, es diagonalizable se debe tener necesariamente
que 1 es el tnico valor propio, y por lo tanto elegimos un vector propio asociado, es
decir v € T,,(M) con dg¢,(v) = v. Sea v geodésica con (0) = v y v (0) = v. Claramente
se tiene que ¢ oy es geodésica, ademds (¢ o07)(0) =py (¢pov) (0) = v. Por la unicidad
se concluye que ¢ o v = ¢. Por lo tanto, se llega a que p no es punto fijo aislado de ¢,
lo cual contradice la hipdtesis.

Para la segunda parte consideramos p(t) = ~(—t). Es claro que p es geodésica.
Ahora bien, (¢ ov)(0) =p = p(0), y también por la parte anterior se concluye que

(¢07)(0) = dep(v) = —v = —+(0) = p(0).

Una vez mas por la unicidad se sigue que ¢ oy = p.

Los grupos de Lie pueden ser usados para construir espacios simétricos. Para em-
pezar con esta construccion recurrimos al hecho muy conocido siguiente: sea M una
variedad homogénea y conexa, y considere G = Iso(M)°. Por la transitividad de G
sobre M se tiene la siguiente identificacién M = G/K, donde K es el estabilizador de
algin punto de M.

Reciprocamente, si K es cualquier subgrupo compacto de un grupo G, entonces
existe una métrica Riemanniana G-invariante sobre G/K, de modo que con tal métrica
G/ K es homogéneo. La exigencia de que K sea compacto es para asegurar que G actiia
por isometrias sobre G/ K.



Teorema 2 Sean G un grupo de Lie conexo, K subgrupo de Lie compacto de G, y
o : G — G automorfismo involutivo, tal que K es subgrupo abierto del centralizador

Calo) ={g€G:a(g) =g}
Entonces G/K es espacio simétrico tal que 7(9K) = o(g9)K es isometrfrmfo]-a
involutiva de G/K con eK como punto fijo aislado.

Definicién 5 Una variedad Riemanniana completa M se dice ser localmente simétri-
ca si su cubierta universal es un espacio simétrico.

La definicion anterior significa que existe un espacio simétrico X, y un grupo de
isometrias, I', de X tal que

= [" actia libre y propiamente discontinua sobre X, y

» M es isométrica a I'/X.

0.5. Subvariedades.

Estas notas representan una extension del excelente articulo de Barret O'neill: The
fundamental Equations of a Submersion.

Definicién 6 Una variedad P es una subvariedad de una variedad suave M si:
= P es un subespacio topologico de M,

» el mapeo inclusion j : P — M es suave en cada punto p € P, y su diferencial
djp; Tp(P) — Ty (M) es inyectiva.

Es inmediato que si P es una subvariedad de M y ¢ : M — N es mapeo suave,
entonces ¢|p es suave. Esto ya que ¢|p = ¢ o 7, y al ser composicién de mapeos suaves
serd trivialmente suave.

Como convencién vamos a ignorar al mapeo j, y consideraremos 7,,(P) como sube-
spacio vectorial de T,,(M).

Definicién 7 Un sistema de coordenadas enp € M es un par (£, U), donde§ : U — R™
es un homeomorfismo y U C M es un abierto de M que contiene a p. Es costumbre

escribir £(p) = (x'(p),...,z"(p)) parap € U.

Si £ : U — R” es un sistema de coordenadas en una variedad M, entonces al
mantener constantes n — m cualesquiera de las funciones coordenadas se produce una
subvariedad m-dimensional conocida como &¢-slice coordenado ¥ de U.

Definicién 8 Sea P C M™. Un sistema de coordenadas £ : U — R™ en M se llama
adaptado a P siempre que U N P sea un &-slice coordenado de U.



En el caso en que P sea una subvariedad de M, es claro al usar el teorema de la
funcién inversa que £|p es un difeomorfismo sobre su imagen, y por lo tanto un sistema
de coordenadas en P.

Proposicién 4 Si P™ es subvariedad de M™, entonces en cada punto de P existe un
sistema de coordenadas de M que es adpatado a P.

Sea £ : U — R" sistema de coordenadas para M en p € M. Por simplicidad escribiremos
&= (a,...,2"), y sea y',... y™ sistema de coordenadas para P en p. Como P es
subvariedad se sigue que dj, es inyectiva, y por lo tanto su matriz jacobiana

ox’ ,
507 (p) posee rango igual a m.
Y 1<i<n,1<j<m
Entonces podemos suponer que sus primeras m filas constituyen un conjunto lin-
ealmente independiente. Ahora bien, x'|p,...2™|p forman un sistema de coordenadas
para P sobre un vecindario W de p.

Denotemos con 1 = (x!|p,...,2™|p). Sea f* la expresién coordenada para z*|p, es
decir, ¥ o™t = f* luego ¥ = f*on = f*(al|p,...,2™|p) sobre W.
Luego, 2% = aF — f¥(2!,... 2™) esta bien definida sobre algin vecindario de p en
M.Si¢=(z'..., 2™ 2™ ... 2") entonces la matriz jacobiana de ¢ relativa a ¢ es
I, 0
A Infm

La matriz anterior es diagonal y por lo tanto invertible, de esto se sigue que ( es
un sistema de coordenadas sobre algin vecindario U de p en M. Ahora bien, como P
es subespacio topologico de M podemos elegir U tal que U N P C W. Por otra parte,
como O = (x',...,2™)(UN P) es abierto en R™, al encoger U, si es necesario, podemos
suponer que (z!,...,2™)(U) C O.

Sobre U N P las funciones z* son todas cero, luego U N P est4 contenida en el slice

Yo"l =0, ...,2"=0.

Reciprocamente > C U N P, y de esto se concluye que ¥ = U N P.
El siguiente resultado, en apariencia obvio, depende del hecho que las subvariedades
poseen la topologia inducida.

Corolario 1 Sea P™ una subvariedad de M". Si ¢ : N — M es un mapeo suave tal
que ¢(N) C P, entonces el mapeo inducido ¢ : N — P es suave.

Sig € N tomemos z', ..., 2" un sistema de coordenadas sobre un vecindario U C M
del punto ¢(q) que es adaptado a P, es decir que las ultimas n — m coordenadas son
constantes en U N P. Por la continuidad de ¢ se sigue que ¢ también es continua. La
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prueba de este hecho es la siguiente. Sea B abierto en P, luego B = P N A, donde
A es abierto en M. Como ¢(N) C P se tiene que ¢~ (A) = ¢ (B), de donde se

concluye que 5_1(3) es abierto. Ahora bien, existe un vecindario V de ¢ € N tal que
#(V) € U N P. Notemos que z'|p,...2™|p forman un sistema de coordenadas para
UNP.Sij: P — M es el mapeo inclusién, entonces

(@lp)od=a'0jod=a'0s.
Como ¢ v las ', ..., 2™ son suaves se concluye que ¢ también es suave.

Corolario 2 Un subconjunto P de una variedad suave M se puede hacer subvariedad
en a lo mas una forma.

Por definicién a P se le debe imponer la topologfrm[o]-a inducida. Supongamos que
introducimos dos atlas al espacio P que nos producen las subvariedades P, y P, de M.
Notemos que j : P, — M y j : P, — M son suaves por definicién. Por el resultado
anterior se sigue que los mapeos identidad P, — P, y P, — P; son suaves. Por lo tanto
P, y P, son difeomorfos.

Proposiciéon 5 Un subconjunto P de una variedad M es una subvariedad de dimen-
sion m st y solo si en cada punto p € P existe un sistema de coordenadas de M
adaptado a P por m-slices.

Asignemos a P la topologfrm|o]-a inducida. Sea £ : U — R™ un sistema de coordenadas
en M en p € P adaptado tal que U N P es el slice 27 = 27(p) para j = m +1,...,n.
Podemos suponer que £(p) = 0, ya que en caso contrario tomamos n = & — &(p) el
cual si vale cero en p. Como & es homeomorfismo, el mapeo p = (28, ..., 2™)|p es un
homeomorfismo de U N P al conjunto abierto {(U) C R™.

Se afirma que todos los tales sistemas de coordenadas topolodgicos £|p en P forman
un atlas. Es inmediato verificar que su unién cubre a P, y que el traslape de dos
cualesquiera de ellos es suvae. En efecto, para 1 <17 < m, se tiene que

u'ogponp =u'o(§on g

donde R™ es considerado como el m-plano de las primeras m entradas de R".

Resta probar que tal atlas convierte a P en subvariedad de M. Para un sistema de
coordenadas £ como antes, la funciones x'|p = z° 0 j para i = 1,...,m son suaves, ya
que constituyen el sistema de coordenadas |p, se sigue que el mapeo inclusién debe
ser suave. Por otra parte, la matriz jacobiana de & relativa a £|p contiene una matriz
identidad de tamano m x m, y por lo tanto dj es siempre inyectiva.

Definicién 9 Un campo vectorial X sobre M es tangente a una subvariedad P de M
si X, € T,(P) para todo p € P.
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Proposiciéon 6 Sea P una subvariedad de M. Si X € X(M) es tangente a P, entonces
X|p es un campo vectorial suave sobre P.Ademds , si Y € X(M) es tangente a P,
entonces [X,Y] también es tangente a P y ademds [X,Y]|p = [X|p,Y|p].

Supongamos que la primera parte se ha probado. Diremos que X € X(M) y Y €
X(N) son ¢-relacionados si para ¢ : M — N mapeo suave se tiene que do,(X,) = Yy
para todo p € M. Note que de la definicién anterior se sigue (dé,(X,))g = (Yor))9g
para g € §(N), y de esto se tiene que X,(g o ¢) = (Yg)(¢(p)). Se concluye entonces
que X(go¢) =Ygo¢ para g € §F(N). Usando esta caracterizacién se puede probar
que si X; y Y] son ¢-reacionados y lo mismo para X y Ys, entoces [ X7, Xs| v [V7, Y5
también son ¢-relacionados. En efecto,

(X1, Xo](go¢) = XiXa(god) — XaXi(g00¢)
= Xl(Y290¢)—X2(Y190¢)
= YiYago ¢ —YaYigo ¢
= (V1Yag —Y3Yig)o¢
= [Yle2]go¢-

Lo anterior se usa para probar que [X,Y]|p = [X|p, Y |p]. En efecto, note que X|p es
j-relacionado con X, donde j : P < M, esto equivale a decir que dj,((X|p),) = X,,
luego debe tenerse que [X|p, Y|p] es j-relacionado con [X,Y]

Definicién 10 Una submersion v : M — B es una mapeo suave y sobreyectivo, tal
que dipy, : T,(M) — Ty (B) es sobreyectivo para todo p € M.

Es necesario recordar que un punto ¢ € B se llama valor regular del mapeo suave
Y : M — B siempre que di, sea sobreyectiva para cada p € ¥ ~'(g). Es conocido el
siguiente lema

Lema 4 Si g € (M) es valor reqular de un mapeo suave v : M — N, entonces
¥~ 1(q) es una subvariedad de M, y dim(M) = dim(N) + dim(¢"1(q)).

Recordemos que un tensor métrico g sobre una variedad M es un (0,2) campo ten-
sorial simétrico no degenerado sobre M de frm[o]-ndice constante. En otras palabras,
g € §9(M) asigna de manera suave a cada punto p € M un producto escalar g, sobre
el espacio tangente T,,(M), y el frm[o]-ndice de g, es el mismo para todo p.

Definicién 11 Sea (P, j) una subvariedad de una variedad pseudo Riemanniana M.
Si el pullback 7*(g) es un tensor métrico sobre P , entonces P se denomina subvariedad

pseudo Riemanniana de M.

Senalemos que el pullback j*(g) se define por j*(g)(vi,v2) = &) (djp(v1), djp(v2))
para vy, vy € T,(P).
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Definicién 12 Sean (M, gy) y (N, gn) variedades pseudo Riemannianas. Una isometria
de M a N es un difeomorfismo ¢ : M — N tal que ¢*(gn) = gunr- Esto se debe inter-
pretar de la siguiente forma: si vy, ve € T,(M), entonces

gy (v1,v2) = ¢*(gn) (v1,v2) = gn(dgy(v1), dgp(v2)).

Definicién 13 Una conexion D sobre una variedad suave M estd dada por una funcion
D :X(M)xX(M) — X(M)tal que

D1 Dy quuW = fDy,W + gDy, W.

D2 Dy (aW; + bWs) = aDy Wi + bDy Ws.

D3 Dy (fW) = (V)W + fDyW.

La formula de Koszul establece el siguiente teorema:

Teorema 3 Sobre una variedad pseudo Riemanniana M existe una unica conexion D
tal que

D4 [V,W] = DyW — DV
D5 Xg(V,W) =g(DxV, W) +g(V,DxW).

Definicién 14 Sea z!,..., 2" un sistema de coordenadas sobre un vecindario U en una

variedad pseudo Riemanniana M. Los sfrm[o]-mbolos de Christoffel para este sistema
de coordenadas son las funciones Ffj : U — R dadas por

Dp,0; = erﬁk, para 1 < 1,5 < n.
k=1

Es claro que se tiene la siguiente simetrfrm[o]-a I'}; = T'%.

Definicién 15 Sea M una variedad pseudo Riemanniana con conexion de Levi-Civita
D. La funcién R : X(M)3* — X(M) dada por

RxyZ = Dixy)Z — [Dx, Dy|Z

se llama el tensor de curvatura Riemanniano de M.
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0.5.1. Subvariedades pseudo Riemannianas

Definicién 16 Un campo vectorial Z sobre un mapeo suave ¢ : P — M es un mapeo
Z:P—T(M) tal que mo Z = ¢, donde w es la proyeccion T(M) — M.

Si M es meramente una subvariedad suave de M, un campo vectorial X sobre el
mapeo inclusién j : M — M se llamard un M-campo vectorial sobre M. Esto dice
que X asigna a cada punto p € M un vector tangente X, a M en p, v X sera suave si
f € §(M) implica que X f € F(M).

Definicién 17 Denotaremos por X(M) al conjunto de todos los M-campos vectorials
suaves sobre M.

Si suponemos ademas que M es subvariedad pseudo Riemanniana de M, entonces cada

T,(M) es subespacio no degenerado de T,(M), en cuyo caso se tiene que

TP(M) = Tp(M) 2 TP(M)L-

Definicién 18 Diremos que Z € X(M) es normal a M si cada Z, € T,(M)*. Al

conjunto de tales campos vectoriales los denotarmos por X(M)*.

Es claro, al usar proyecciones ortogonales, que X(M) = X(M) @ X(M)*.

Definicién 19 Sea M subvariedad pseudo Riemanniana de M. La conexién de Levi-
Civita, D, sobre M da origen a la funcion X(M)xX(M) — X(M) llamada la conexién
inducida sobre M C M. Para V € X(M) y X € X(M) consideremos, para cada
p € M, V,X € X(M), extensiones de V y X sobre un vecindario U de p en M.
Entonces deffrm[o]-nase Dy X sobre cada U N M por E77 restringido a U N M.

Lema 5 El M-campo vectorial Dy X sobre M estd bien definido.

Es conocido que la restriccién de un campo vectorial suave sigue siendo suave en U N M.
Lo que se debe probar es que es independiente de las extensiones que se elijan. Usando
sistemas de coordenadas sobre U, tenemos que X = > f'0;. Luego

DyX = Dy(>_ f'o)
= Y V(Mo + Y D)

Por otra parte observe que si ¢ € U N M, entonces

V() a) = V() = Valf') = Va(f'luem),

y ademés, D+(0;)|, = Dy, (8;). Por lo tanto, la restriccién de DX depende sélo de V
y X.
De ahora en adelante usaremos la misma notacién para la conexién de Levi-Civita

de M y la conexién inducida D : X(M) x X(M) — X(M).
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Corolario 3 Sea D la conexion inducida de M C M. Si V,W € X(M), y X,Y €
X(M), entonces

1. Dy X es §(M)-lineal en V.

2. Dy X es R-lineal en X.

3. Dy(fX)=VfX+ fDyX, para f € F(M).
4. [V;W] =Dy(W) - Dy (V).

5. Vg(X,Y)=gDvX,Y)+g(X,DyY).

La idea es que en cada punto p € M extendamos todos los cmapos vectorial y
funciones sobre un vecindario de p € M. Las cinco propiedades para la conecién de Levi-
Civita en M son validas, entonces las rectricciones a M de las propiedades anteriores
dan los resultados deseados. Por ejemplo, Di(X)|y = Dy X. Ademés, V(f)|y = V f.
Por otra parte, g(X,Y)|x = g(X,Y).

Lema 6 Para M C M, si V,W € X(M), entonces
DyW = tan Dy W,
donde D es la conexion de Levi-Civita para M.

Sea X € X(M) arbitrario. Extienda localmente los campos vectoriales X, V, W y escriba
la ecuaciéon de Koszul

2g(D-(W), X) = F(V, W, X).

Al restringir a M tenemos que 2g(Dw(W), X) = 2(DyW, X). Por otra parte,
las primeras cuatro propiedades en el lema anterior prueban que F(V, W, X)|y =
F(V,W,U). Por lo tanto, se concluye que (DyW, X) = (DyW, X). Como X es tan-
gente a M, podemos reemplazar Dy W por tan Dy W, vy el resultado sigue.

Lema 7 La funcion IT : X(M) x X(M) — X(M)* tal que I1(V,W) = nor DyW es
S(M)-bilineal y simétrica. A tal funcion se le conoce como el tensor de forma o el
tensor de la sequnda forma fundamental.

Como Dy W es F(M)-lineal en V' y R-lineal en W, se sigue que lo misma propiedad la
comparte 1. Por otra parte, para f € §(M) se tiene que

Dy(fW)=VfW + fDyW.
Como W es tangente a M, y la proyeccién nor es §(M)-lineal, luego
II(V,FW) = nor Dy (fW) = fnor DyW = fII(V,W).
Finalmente,
II(V,W) —II(W,V) = nor (DyW — Dy V) = nor [V, W] = 0.

Al juntar los lemas anteriores obtenemos la llamada ecuacion de Gauss.
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Teorema 4 Sea M subvariedad pseudo Riemanniana de M, con R y R sus respec-

tivos tensores de curvatura, y I1 el tensor de forma. Entonces para campos vectoriales
V. W, XY todos tangentes a M,

g<RVWXaY) = g(EVWXay) —i—g([[(V,X),[[(VV,Y)) —g([[(V,Y),I[(VV,X)). (1>

0.5.2. Subvariedades Totalmente Geodésicas

Esta subvariedades son las més simples desde el punto de vista del operador de for-
ma. Son extrfrm|o]-nsecamente planas, pero no necesariamente intrfrm[o]-nsicamente
planas.

Lema 8 Sea M subvariedad pseudo Riemanniana de M. Supongamos que o es una
curva en M, y suponga que o es M-geodésica. Entonces a es M-geodésica.

Supongamos que o y p son puntos arbitrarios de « tales que 0o = a(tg) v p = a(tq).
Sea N, un vecindario normal de o en M. Si r es suficientemente cercano a r( el segmento
geodésico que va de o a p, denotado por «,y, esta contenido en N,. Es conocido que

L(aoy) = dyr(0.p) < dur(0,p) < L(asy).

Por lo tanto, L(aw,) = dar(o, p). Esto significa que apes la curva de menor longitud
en M que une o con p, y por lo tanto una geodésica en M.

Uno se pregunta si el recfrm[o]—proco es vélido y cudles subvariedades cumplen esto.
A tales subvariedades es a las que vamos a definir inmediatamente.

Definicién 20 Una variedad pseudo Riemanniana M de M es totalmente geodésica
st su tensor de forma es nulo, es decir, 11 = 0.

La siguiente proposicion presenta caracterizaciones sobre la definicién anterior.

Proposicién 7 Sea M subvariedad pseudo Riemanniana de M. Son equivalentes.
1. M es totalmente geodésica en M.
2. Cada geodésica de M es también una geodésica de M.

3. Siv € TP(M) es tangente a M, entonces la M -geodésica v, pertenece inicialmente
a M.

4. Si o esuna curva en M yv € Ty (M), entonces la traslacion paralela de v a lo

largo de « es la misma para M y para M.
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Probemos primero que (2) = (3). Sea v € T,(M) tangente a M y consideremos la
geodésica de M con velocidad inicial v, es decir, « : I — M con &(0) = v. Por
hipétesis, o también es geodésica de M. Por la unicidad de la geodésica se debe cumplir
que @ = 7,1 B

Probemos que (1) = (4). Supongamos que M es totalmente geodésica en M. Sea V'
el M-campo vectorial paralelo sobre a tal que V(0) = v. Claramente V' es M paralelo
por hipdtesis. Por lo tanto, ambas traslaciones paralelas coinciden.

Probemos que (4) = (2). Si v es una geodésica de M de M, entonces v es M-
paralela y luego M-paralela, y por lo tanto v es una geodésica de M

0.6. El r-rank de un espacio simétrico.

Definicién 21 Sea M una variedad Riemanniana la cual es un espacio simétrico. Un
flat en M es una subvariedad conexa, totalmente geodésica y plana de M.

Definicién 22 FEl rank(M) es el mayor nimero natural v, tal que M contenga un flat
r-dimensional.

Asumiremos que M no posee factores flat, es decir que la cubierta universal de
M no es isométrica a un producto de la forma Y x R™. Sea G = Iso(M)°, y como G
actia de manera transitiva sobre M, y ya que existe un subgrupo commpacto K de
G, entonces G/K = M. Como M no posee factores triviales, G es grupo de Lie real,
conexo, semisimple y con centro trivial.

Definicién 23 El R-rank(G) es el mayor entero r, tal que M posee un flat cerrado,
simplemente conexo r-dimensional.

Si M es compacto, entonces cada subespacio cerrado de M totalmente geodeésica
y flat debe ser un toro, y no R", luego R-rank(G) debe ser cero. Por otra parte, si M
no es compacto, entonces M tiene geodésicas no acotadas, luego R-rank(G) es mayor
o igual a uno. Por lo tanto:

R —rank(G) = 0 < M es compacto.

0.7. Teorema de Frobenius

En lo que sigue M denotara una variedad suave de dimension n.

Definicién 24 Sea p un entero tal que p < n. Una distribucion p-dimensional, P,
sobre M asigna a cada x € M un subespacio de dimension p, P, en T,(M).

La distribucion P serd suave si para cada xqg € M existe un vecindario abierto U
de zg y p campos vectoriales suaves Xj,..., X, sobre U cuyos valores en cada punto
x € U generan a P,.
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Definicién 25 Sea P una distribucion sobre M. Un campo vectorial X sobre M, es
decir X € X(M), se dice que es tangente a P si X,, € Py, para cada m € M.

Denotaremos con Xp al conjunto de todos los campos vectoriales que son tangentes
a P.

Lema 9 Para my € M y para todo v € P,,, exviste X € Xp tal que X,,, = v.

Consideremos un vecindario abierto U donde P esté generado por los campos vectori-
ales Xyq,...,X,.

Ahora bien, v = A (X1)my + - - - + Ap(Xp)mg, donde Ay, ..., A\, € R. Basta tomar, en
apariencia, X = A\ X+ -4+, X, el cual parece que cumple las condiciones requeridas.
Sin embargo hay que extender a los campos vectoriales a todo M. Tomemos una funcién
bump ¢ con soporte en U y ¢(mg) = 1, entonces

X = MoX1 + - + A0 X,
si cumple lo requerido.

Definicién 26 Una distribucion suave P se llama involutiva, o completamente inte-
grable, si [X,Y] € Xp siempre que X, Y € Xp.

0.8. Revision de Literatura

En esta parte haré mencion de la literatura que mas se usé en la realizacién del
proyecto, pero para efectos de claridad incluiremos toda la literatura usada. Esto es
sumamente importante por que demuestra que mucho de lo que esta en este proyecto
es nuevo en cuanto a las demostraciones que ofrecemos y en cuanto a los enunciados
que brindamos. Lo que no es nuevo en cuanto al enunciado es en su mayoria nuevo en
cuanto a la prueba que ofrecemos.

Para los conceptos de geometria pseudo Riemanniana, el referente es [6] . Este libro
es muy didactico y de suma importancia para encontrar teoria en lo que respecta a las
submersiones de variedades Riemannianas para el proyecto.

Para los conceptos relativos a foliaciones el referente es [5], y como segunda opcién
utilizamos de vez en cuando al también excelente libro [4].

Sin lugar a dudas el referente a los temas sobre fibrados principales y a los conceptos
que se definen sobre ellos, tales como conexiones, la primera forma fundamental y la
torsion, se siguen conslutando del excelente libro [3].

Uno de los articulos que més se utilizé en el presente trabajo lo constituye [7].
Bésicamente utilizamos de este trabajo el tensor A de tipo (1,2) que alli se define para
probar en la parte final que la foliacién TO*, la cual ya sabiamos que era integrable,
es totalmente geodésica. Claro esta que esto se consiguié al utilizar resultados que se
encuentran en el libro [5].
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Para lograr el fin anterior fue fundamental el estudio del articulo [11] ya que de él
pudimos trabajar con métricas del tipo bundle-like que alli son definidas y que nosotros
probamos que la métrica obtenida del objetivo 3 de nuestro proyecto es de ese tipo.

Otro articulo que nos permitié ell poder avanzar en nuestro trabajo lo constituye
[10], ya que por medio de este pudimos lograr una condicién suficiente para probar que
el fibrado TO* es integrable en términos de las signaturas del grupo semisimple G y
de la variedad M.

El articulo [12] nos permitié obtener condiciones bajo las cuales pudimos probar
que la accion del grupo G sobre M es localmente libre, y asi cumplir con el objetivo
nimero 1.

Muchos otros libros, que sin la ayuda econdémica de la vicerectrorria de Investigacion
no hubieran sido posible incorporar, no se citan en esta parte pero que sirvieron para
aclarar muchas dudas que se presentaron durante el desarrollo del proyecto, y que por
falta de interaccién con otros matematicos del area no se podian evacuar.

0.9. Marco Tedrico

Para entender la geometria de foliaciones ha sido 1til el considertar estructuras
adaptadas a tales objetos geomeétricos. El trabajo de P. Molino sobre la teoria de
estructura de las foliaciones Riemannianas y la dual de G. Cairns para foliaciones
totalmente geodésicas son un ejemplo de tales estructuras adaptadas. Estas han per-
mitido describir foliaciones de codimensin baja, particularmente los casos en dimensién
uno y dos, los cuales son totalmente geodésicas o Riemannianos.

También se cuenta con descripciones precisas de variedades foliadas para foliaciones
totalmente geodésicas y para foliaciones Riemannianas totalmente umbilicas, en ambos
casos para 4-variedades compactas.

Por otra parte, es bien conocido el comportamiento rigido de grupos de Lie semisim-
ples cuyo rango real sea alto, lo cual ha permitido el describir algunas propiedades de
foliaciones con hojas localmente simétricas y clasificar acciones localmente libres de
grupos de Lie simples no compactos.

Se pueden considerar los dos enfoques anteriores y aplicar algunas de sus técnicas
para describir en detalle las foliaciones totalmente geodeésicas con una hoja densa sobre
variedades de volumen finito.

0.10. Marco Metodolégico.

En esta parte vamos a definir claramente el objeto de estudio y vamos a detallar,
hasta donde sea posible, las herramientas y técnicas utilizadas.

La primer herramienta que utilizamos fue la clasificacion de métricas pseudo Rie-
mannianas bi invariantes sobre un grupo de Lie conexo. El resultado obtenido fue el
siguiente:
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Teorema 5 Let G be a semisimple Lie group such that Lie(G) =g = g1 Dga D - Dy,
where each g; is a simple ideal of the Lie algebra g. We shall suppose the following:

» The complexification of each g;, fort=1,... k is simple; and

s The complezification of each g;, fori =k + 1,...,1 is not simple and so there
exists a complex structure J; for each g;.

Then every bi-invariant pseudoRiemannian metric ¢ on g is given by

¢ = MBg @@ A By,
J,
GB(M’erlBQkH + MI2€+1BE::11) ©---D (:ullBgz + NéBél)a
where each By, is the Killing-Cartan form on g;, fori=1,...,1, all \; and ,uz are real
numbers, and BE{?(X, Y) =B, (X, J;Y).
J J
Posteriormente hemos obtenido el siguiente resultado que hace que cumplamos el

primer objetivo planteado en el proyecto.

Teorema 6 For G and M as before suppose G acts topologically transitively on M,

i.e., there is a dense G-orbit, preserving its pseudoRiemannian metric and satisfying

ny+ -+ +nb =mg. Then G acts everywhere locally free with nondegenerate orbits.

En el escenario de una accién de G sobre la variedad M obtuvimos el siguiente
resultado el cual es fundamental en nuestro proyecto.

Lema 10 Let G be a connected Lie group acting locally free on a manifold M. Then
the G-orbits in M define a foliation of codimension dim M — dim G.

Algunas de las propiedades que obtuvimos sobre el haz tangente se resumen a
continuacion:

Corolario 4 If n} + -+ +nl = mg, and no factor of G acts trivially, and the action
18 topologically transitive, then

1. TM =TO ®TO*, and
2. TOL is Riemannian or antiRiemannian.

Es importante conocer sobre la integrabilidad del haz tangente: logramos obtener
el siguiente resultado.

Teorema 7 Suppose G is a semisimple Lie group acting topologically transitive on
M preserving its pseudoRiemannian metric and satisfying ng = mgy. Then TOL is
integrable.

La siguiente definicién fue dada por [11].
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Definicién 27 The metric h is said to be bundle-like for the foliation F it is has the
following property: for any open set U of M and for all vectors fields Y,Z on U that
are foliated and perpendicular to the leaves, the function h(Y, Z) is basic on U.

Logramos probar como resultado fundamental del proyecto lo siguiente:

Teorema 8 Suppose G is a semisimple Lie group acting topologically transitive on M
preserving its pseudoRiemannian metric and satisfying ng = mg. Then TOL is totally
geodesic.

0.11. Conclusiones y recomendaciones

El proyecto en cuestion sirvié de plataforma para el estudio de las acciones de
grupos de Lie semisimples sobre variedades pseudo Riemannianas. Se pudo generalizar
una conjetura debida a Zimmer, y probada por Quiroga para grupos de Lie simples.
Para el logro de esta generalizacion se tuvo que hacer mano de una gran cantidad de
teoria que juntas proporcionaron las herramientas necesarias para el cumplimiento de
los objetivos planteados al inicio de la investigacion.

En términos generales se pueden describir tres principales conclusiones:

= Se logré caracterizar todas las métricas pseudo Riemannianas bi-invariantes sobre
un grupo de Lie semisimple.

= Se logré encontrar una aplicacién del teorema del Centralizador de Gromov para
acciones algebraicas de grupos de Lie semisimples

= Se inici6 el estudio de acciones isométricas de grupos de Lie semisimples sobre
variedades pseudo Riemannianas.

Dos aspectos importantes a senalar en esta parte tienen que ver con la bibliografia
y el tiempo en ejecutar el proyecto.

En primer lugar, quiero defender la compra de libros y articulos en el area de
matematicas y fisica tedrica, ya que no tenemos en nuestra biblioteca del I'TCR los
libros para iniciarce en los orfrm[o]-genes de casi cualquier drea de la matemética, y
mucho menos revistas. Tampoco contamos con grupos amplios o al menos reducidos
de investigadores con los cuales interactuar Un aspecto importante que debe tenerse
en cuenta al asignar horas a un proyecto de investigacion en el area de ciencas basicas,
principalmente en fisica tedrica y matemticas, es que doce horas no es suficiente para
obtener resultados serios en tan poco tiempo como el que solicito el autor: 18 meses.
Un pedimento realista de tiempo , tanto en horas como en meses deberia ser de al
menos 16 horas en un periodo de 24 meses.
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0.12. Aportes y alcances

En esta parte mencionaremos los beneficios inmediatos y futuros de los resultados
que obtuvimos en la realizacién del proyecto.

En primer lugar debemos senalar que la mayor parte de lo obtenido en el proyecto
se difundi6 en forma de charlas. En total se impartieron tres charlas:

= En Febrero del 2010 se impartié la charla, en el sexto Encuentro de Investigadores
en Matematica, titulada: G-estructuras de tipo finito

= En Febrero del 2010 se impartié la charla, en el sexto encuentro de Investi-
gadores en Matemaética: Métricas pseudo Riemannianas bi-invariantes
sobre grupos de Lie semisimples.

= En junio del presente ano se impartié, en la sede regional de Occidente de la
Univerisad de Costa Rica, la charla titulada: La forma de Killing-Cartan
en dlgebra de Lie semisimples.

Por otra parte, uno de los materiales generados durante el proyecto, y que se encuentra
en la parte de materiales, se enviard a una revista indexada para someterlo a publi-
cacion.

Se puede concluir expresando que lo desarrollado en el proyecto ha sido diseminado
lo suficiente como para ser tomado en cuenta por la comunidad matemaética.
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0.13. Anexo

0.13.1. Cumplimiento de objetivos.

Los siguientes objetivos se alcazaron, en un 100 %, durante el desarollo del proyecto.
1. Probar que la G-accién es localmente libre.
2. Probar que el fibrado H* es G-invariante.
3. Construccién de una métrica pseudo Riemanniana sobre M.

El ultimo de los objetivos del proyecto no se cumplié. Basicamente por que de un
pronto a otro se cerrd el proyecto. La situacion por la cual no cumpli se analizard en
la siguiente seccion.

0.13.2. Limitaciones y problemas encontrados.

Dentro de las limitaciones que encontré, y que derivaron en la no feliz culminacién
de mi proyecto, puedo citar las siguientes:

= Hasta el mes de julio del 2010 el proyecto marchaba como se habia planteado
con el 80 % del total de objetivos cumplidos. Desde el inicio del segundo semestre
del 2010, por motivos que desconozco, el director de la escuela de matematica no
incluy6é mi proyecto en el plan de trabajo respectivo. Este hecho me dejoé en un
estado de desorientacion.

= El no haber firmado el plan de trabajo fue motivo para que el director de la escuela
iniciara un proceso en mi contra. Varias semanas pasé tratando de probar que no
era culpable de lo que se me acusaba, y aduciendo que se me habia atropellado
a mis derechos. Esto fue corroborado por la comisién que se cre6 en Recursos
humanos para tal efecto, y la cual desestimoé la acusacion de la cual fui objeto.

= Durante varias semanas mads, el director de la escuela, anduvo indigando en
qué términos me encontraba con respecto al proyecto de investigacién. Al fi-
nal de una larga jornada fui citado por el comité técnico de la escuela y se me
indico si queria continuar con el proyecto. Esto era un vil atropello por que yo
en ningin momento, ni en forma oral ni escrita, indiqué que ya no seguiria con
el proyecto.

= Se me puso a elegir, tres semanas antes de terminar el curso lectivo, si optaba
por dejar el grupo que se me habia asignado o si continuaba con la investigacion.
Al final del semestre me encontraba sin proyecto de investigacion.

23



0.13.3. Observaciones generales.

En la realidad siento que el apoyo brindado por la gente de la vicerrectoria de
investigacion, en especial del oficial a cargo de mi proyecto, fue muy bueno. Las visitas
de oficial asignado a mi proyecto se hicieron con suficiente tiempo como para poder
evacuar las dudas o inquietudes que se me presentaban a la fecha.

24



