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1. Datos Generales

1.1. Nombre del proyecto

= Transformadas Discretas de Fourier: Un marco matematico-computacional para el desa-

rrollo de algoritmos en paralelo.

1.2. Cadigo

» # 5402-1440-4301

1.3. Autores y direcciones
» M.Sc. Geisel Alpizar Brenes: Escuela de Matemaéticas (galpizarQtec.ac.cr)
» M.Sc. Cindy Calderén Arce: Escuela de Matematicas (ccalderon@tec.ac.cr)

» M.Sc. Juan Pablo Soto Quirés: Escuela de Matematicas (jusoto@tec.ac.cr)

1.4. Resumen

Este proyecto presenta un marco matematico-computacional para el desarrollo de un con-
junto de definiciones derivadas de la transformada discreta de Fourier (TDF'), que son la funcién
discreta de ambigiiedad, la transformada discreta de Zak, la transformada discreta de Fourier
en tiempo corto, la transformada discreta chirp-Fourier, la transformada discreta de Fourier de
quaterniones, la transformada discreta de Cohen, la transformada hipercompleja discreta de
Fourier y la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales.

Se entendera como marco computacional matematico al conjunto formado por una formu-
laciéon matemédtica de un algoritmo y su implementacion en algin lenguaje de programacion.
Este marco matematico-computacional se desarrolla a través de un dlgebra matricial de senales,
el cual consiste en un ambiente matematico compuesto de un conjunto de espacios de senales,
operadores lineales y un conjunto de matrices especiales, donde los métodos algebraicos se uti-
lizan para generar senales que se transforman como estimadores computacionales. Ademas, el
algebra matricial de senales contribuye al anélisis, diseno e implementacion de algoritmos en
paralelo; por lo tanto, cada una de las formulaciones matematicas de las definiciones de la TDF
presentaran una representacién que permitira su cémputo en paralelo.

El lenguaje de programaciéon a utilizar para implementar cada uno de los algoritmos de las
definiciones derivadas de la TDF es MATLAB utilizando el Parallel Computing Toolbox. La
implementacién de estos algoritmos en MATLAB permite aprovechar el uso de procesadores
multintcleo, al asignar el computo de una instancia independiente en cada procesador y mejorar

el computo de estas transformadas.
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1.5. Palabras Clave

Transformada discreta de Fourier, transformada discreta de Zak, transformada discreta
de Fourier en tiempo corto, transformada discreta chirp-Fourier, transformada fraccionaria
discreta de Fourier, transformada discreta Clifford-Fourier, transformada hipercompleja discreta
de Fourier, transformada discreta de Fourier de valores vectoriales, dlgebra matricial de senales,

cémputo en paralelo.
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2. Introduccion

La transformada discreta de Fourier (TDF) es considerada una de las principales herra-
mientas que permite la conversién entre el tiempo y la representacién de dominio de frecuencia
de senales discretas finitas [15, 36]. La TDF es la principal transformada que se utiliza en el
andlisis discreto de Fourier (ADF) [41]. La TDF tiene diversas aplicaciones en el procesamiento
de senales: tratamiento de senales de audio e imégenes [23, 36|, reduccién de ruido en senales
[43], andlisis en frecuencia de senales discretas [30], el anélisis de materiales [15], entre otros.
También, se utiliza en diversas dreas de la matemadtica: andlisis armoénico numérico [§8], teoria
de grupos [11], dlgebra lineal y teoria de matrices [36], entre otros. Ademads, la implementacién
de la TDF se puede hacer en una forma eficiente y realizando cémputo en paralelo, utilizando
una representaciéon matricial, a través de la transformada rapida de Fourier [17, 36].

A partir de la definicién original de la TDF se han derivado multiples definiciones alternas
de la TDF, las cuales presentan alguna modificacion de la definicién original y la cual tiene una
aplicacion especifica en alguna area de investigacion en la matematica y en la ingenieria. Las

que se consideran en estre proyecto de investigacion son las siguientes:

la transformada discreta discreta de Fourier de quaterniones (TDFQ) [14],

la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales (TDFVV) [5, 29],

la funcién discreta de ambigiiedad (FDA) [4],

la transformada discreta de Zak (TDZ) [7],

la transformada discreta de Fourier en tiempo corto (TDFTC) [24],

la transformada discreta chirp-Fourier (TDChF) [42] y

la transformada discreta de Cohen (TDC) [5].

A este conjunto de transformadas se les conocerd como transformadas en el ADF. Las
aplicaciones de estas transformadas son diveras. Algunas de estas aplicaciones se encuentran
en la teoria de las expansiones de Gabor y marcos de Weyl-Heisenberg (FDA y TDZ, ver, por
ejemplo, [3, 16]), en la representaciéon en tiempo y frecuencia de senales para eliminacién de
ruido (FDA, TDFTC y TDC, ver, por ejemplo, [19]), en canales de miltiple entrada y multiple
salida en los sistemas radar de apertura sintética (TDChF y TDFVV, ver por ejemplo, [14]),
procesamiento de imagenes (TDFQ, ver, por ejemplo, [14]), entre otros.

Este proyecto presenta el desarrollo de un marco matematico-computacional para cada una
de las definiciones derivadas de la TDF. Se entenderd como marco computacional matemético

al conjunto formado por una formulacién matematica de un algoritmo y su implementacion en
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algin lenguaje de programaciéon. Este marco matematico-computacional se desarrolla a través
de un algebra matricial de senales, el cual consiste en un ambiente matematico compuesto de un
conjunto de espacios de senales, operadores lineales y un conjunto de matrices especiales, donde
los métodos algebraicos se utilizan para generar senales que se transforman como estimadores
computacionales. Ademas, el dlgebra matricial de senales contribuye al analisis, disenio e imple-
mentacién de algoritmos en paralelo; por lo tanto, cada una de las formulaciones matematicas
de las definiciones de la TDF presentaran una representacion que permitira su cémputo en
paralelo.

Las transformadas mencionadas anteriormente no son las unicas transformadas que se uti-
lizan en el ADF. Por ejemplo, también se encuentran la transformada discreta wavelet [40] y
la transformada discreta fraccionaria de Fourier [10]. En este proyecto no se consideran dichas
transformadas porque su computo en paralelo usando representacién matricial es diferente al
enfoque presentado en este informe.

El lenguaje de programacién a utilizar para implementar cada uno de los algoritmos de las
definiciones derivadas de la TDF es MATLAB. Para ello, se utilizan una herramienta compu-
tacional de MATLAB: Parallel Computing Toolbox [22], el cual permite resolver problemas
computacionales y de datos intensivos que utilizan procesadores multinticleo. El objetivo prin-
cipal en la parte de programacion es elaborar un conjunto de funciones en MATLAB de las
definiciones derivadas de la TDF y agruparlas mediante un nuevo toolbox. Dichas funciones
permitiran graficar cada una de las transformadas teniendo como parametro una senal dada.
Ademas, se desarrolla una interfaz grafica para el usuario, a través del entorno de desarrollo que
viene por defecto en MATLAB [21]. La importancia de desarrollar algoritmos que permiten su
computo en paralelo recae en el hecho de que la mayoria de las computadoras, en la actualidad,
poseen procesadores de miultiples nicleos. La implementaciéon de estos algoritmos en MATLAB
utilizando el Parallel Computing Toolboxr permite aprovechar dichos procesadores, al asignar
el computo de una instancia independiente en cada procesador y acelear el computo de estas

transformadas.
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3. Marco Teorico

3.1. Notacion

En este documento se utilizara la siguiente notacién: Sea S™*" el espacio de matrices de
m filas y n columnas con entradas en un conjunto no vacio S, donde S™*! = S" es el espacio
de vectores de dimension n con entradas en S. Las letras mayusculas en negritas, por ejemplo
A representara a las matrices, y las letras mintusculas en negritas, por ejemplo X, representa
a los vectores. Las filas y columnas de A € S™*" son indexadas con los espacios Z,, y Z,
respectivamente. A7 y A representa a la transpuesta y conjugada de la matriz A. A(r,s),
A(r,:) y A(:, s) representa la entrada (r, s), fila r y columna s de la matriz A, respectivamente.
Sea I,, y 1,, la matriz identidad de dimension n x n y el vector de entradas 1 en C”, es decir,

1,(k) =1, para todo k € Z,, respectivamente.

3.2. Analisis discreto de Fourier

El analisis de Fourier es el area de la matematica en la cual se estudia como ciertas funciones
pueden ser descompuestas en funciones trigonométricas o exponenciales con frecuencias defini-
das [41]. En procesamiento de senales, este tipo de funciones se llaman seniales. Las senales se
dividen en dos categorias: las senales de tiempo continuo'y senales de tiempo discreto [15]. En el
analisis de Fourier, las transformaciones més populares para senales continuas son las transfor-
madas de Fourier. Una implementacion computacional de transformadas de Fourier se realiza
usando las senales de tiempo discreto y su transformada discreta, conocida como transformada
discreta de Fourier (TDF). El campo de investigacién que abarca el estudio de las senales de
tiempo discreto y las transformadas discretas de Fourier se conoce como andlisis discreto de
Fourier [41].

El analisis discreto de Fourier tiene varias aplicaciones en ingenieria, especialmente en el pro-
cesamiento de iméagenes y senales. Por ejemplo, en la compresion de la senal y la eliminacién de
ruido, el analisis espectral, bancos de filtros, tomografia, los sistemas de micro-electromecéni-
cos y biomecénica computacionales [9, 41]. En todas estas aplicaciones de ingenieria, en las
senales de tiempo continuo se obtienen muestras a intervalos de tiempo discretos antes de ser

procesada. Dichas muestras dan forma a las senales de tiempo discreto.
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3.3. Transformadas Discretas de Fourier

Sea Z, = {0,1,2,....,n — 1} y S un espacio no vacio. Una senal de tiempo discreto en una

dimensién es una funciéon x con dominio Z, y codominio S, tal que

X: Znp, — S
i = x()
para todo j € Z,, [41]. El espacio de estas senales se denota con el simbolo [?(Z,,S). De forma

similar, una senal de tiempo discreto en dos dimensiones es una funcién X con dominio Z,, X Z,,
y codominio S, tal que
X: Zppy XLy — S
Gk = X(ik)
para todo j € Z,, y k € Z, [41]. El espacio de estas senales se denota con el simbolo [?(Z,, x
Z,,S). De lo anterior, se deduce que 1*(Z,,S) = S" y 1*(Z, X Z,,S) = S™™ [4]. Las dos
transformadas discretas de Fourier mas populares son la transformada discreta de Fourier de

una dimension (TDF-1D) y la transformada discreta de Fourier de dos dimensiones (TDF-2D).
» Sea x € [*(Z,,S). La TDF-1D se define como la aplicacién F : Z, — S, tal que
F(k) =Y w, ™ x(k), Vk € Zy,
JETn

donde w,, se conoce como ntcleo. El valor de w,, depende del conjunto S. En este proyecto

se consideran tres casos para el conjunto S:
e S5i S = C, entonces w, = ei%ﬂ, donde 2 = —1. Esta transformada se conoce como

TDF de valores complejos, o simplemente TDF [36].

e Si S = H, donde H es el espacio de cuaterniones, entonces w,, = e*» , donde p es un

cuaternion puro. Esta transformada se conoce como TDF de cuaterniones [14].

e SiS = C? entonces w, € C¥™?. Esta transformada se conoce como la TDF de valores

vectoriales [5, 29].

» Sea X € 1*(Zy, X Z,,S). La TDF-2D se define como la aplicacién § : Z,, x Z, — S, tal

que
Z Z wTw kX (1, 5),

TeZ'm SEZn
para todo j € Z,, v k € Z,. El valor de w, se define de forma similar a la TDF-1D, y

cuando S = C?, entonces se define si y solo si m = n.
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3.4. Transformadas en tiempo-discreto y frecuencia-discreta

La TDF-1D y TDF-2D se utilizan para el andlisis de frecuencia de las senales de tiempo
discreto, y por lo tanto, son conocidas como transformadas discretas de frecuencias. Desde el
punto de vista del analisis de tiempo-discreto y discreta-frecuencia, una limitacion de las TDF
es que no incluyen informacién de la ubicacién en el tiempo, sélo informacion de la frecuencia, y
por lo tanto tienen dificultad en la representacién de los transitorios. Una alternativa para este
problema son las transformadas de tiempo-discreto y discreta-frecuencia (TD-FD) [12, 20, 26].

Para x € [?(Z,,S), una transformada en TD-FD se define como

Tx: Ly X Ly — S
k) = Tx(.k).

Las transformadas en TD-FD pueden ser calculadas usando la TDF-1D y la TDF-2D. Las
transformaciones de tiempo-discreto y analisis de dominio discreto-frecuencia se combinan para
producir una imagen de la localizacién temporal de los componentes de sefiales espectrales [20].
Segun la literatura consultada [4, 5, 6, 7, 24, 42], las transformadas en TD-FD se definen solo
para el caso S = C y se pueden dividir en dos categorias:

Categoria 1: Sea x € [*(Z,, C), la transformada en TD-FD de categoria 1 Ty : Z,, x Z,, — C

se define como
Tu(m, k) = Alm, k) 3 x(r)H(m, 7)™,

r€%n

donde x € 1*(Z,,C) y A,H € C™" son dados en la Tabla 1. Este tipo de transformadas
definen a la funcién discreta de ambigiiedad (FDA), la transformada discreta de Zak (TDZ),
la transformada discreta de Fourier en tiempo corto (TDFTC), la transformada discreta chirp-
Fourier (TDCF) y sus derivadas: la transformada discreta chirp-Fourier modificada (TDCFM)
y nueva la transformada discreta chirp-Fourier (NTDCF). Para el cémputo de la FDA se utiliza
una senal adicional y conocida como senal eco [2] y para el computo de la transformada discreta

de Fourier en tiempo corto se utiliza una senal adicional w conocida como sernal ventana [6].

Transformadas en TD-FD | A(m, k) H(m,r)
FDA 1 y(r +m)
TDFTC 1 w(r —m)
TDZ W 1
TDCF 1 w;mr
TDCFM 1 |0+ wy™
NTDCF (—1)F w22

Cuadro 1: Valores de A y H de la transformada en TD-FD de categoria 1
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Categoria 2: Sean x,y € [*(Z,,C), la transformada en TD-FD de categorfa 2, también

conocida como transformada discreta de Cohen (TDC) Cxy : Z;, X Z,, = C es definida como

TEZn SGZn

Cay (k) = Y Y Axy(r,5)@(r, s)uwy 44,

donde A, , representa a la funcién discreta de ambigiiedad de x, con funcién ecoy, y ® € C"*"
es el nicleo de TDC, el cual es dado en la Tabla 2.

Cuadro 2: Valores de ® de la transformada en TD-FD de categoria 2

Nicleo d(r, s)
Wigner 1
Margenau - Hill cos (mrs)
Kirwood-Rihanzek e~ e
Born - Jordan Ser;r(:;s)
Choi - Williams —o(mr/2)?

(&

Zhao-Atlas-Marks

6_0”"2 |7, | sen(amdr/2)

arfr/2

Escuela de Matematicas
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4.

4.1.

Problema y Objetivos

Problema

La investigacién plantea como problema el siguiente: Generar un marco computacional-

matemdtico para un conjunto de definiciones derivadas de la transformada discreta de Fourier

utilizando un dlgebra matricial de senales.

4.2.

1.

Objetivos especificos

Desarrollar formulaciones matematicas utilizando el algebra matricial de senales para

cada una de las transformadas discretas en el andlisis discreto de Fourier.

Implementar cada una de las transformadas discretas en MATLAB utilizando computo

en paralelo.
Probar cada una de las transformadas implementadas en MATLAB.
Elaborar una interface grafica para el manejo de las funciones implementadas en MATLAB.

Elaborar una guia de usuario de la aplicacién desarrollada en MATLAB.
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5. Metodologia

Para lograr los objetivos del proyecto, éste fue desarrollado por etapas.

5.1. Algebra matricial de senales y las TDF
5.1.1. Algebra matricial de senales

En esta primera etapa se define el concepto de un algebra matricial de senales, la cual
serd la base fundamental para el desarrollo del marco computacional, el cual se implementa en
paralelo.

El dlgebra matricial de senales es un ambiente matematico compuesto de un espacio de
senales, operadores lineales finitos y con conjunto especial de matrices, donde métodos alge-
braicos son usados para generar algoritmos en el drea de procesamiento de senales. En este
proyecto, los espacios de senales a considerar son [*(Z,,S) v I*(Z, X Z,,S). Este tipo de alge-
bra contribuye al anélisis, diseno e implementacién de algoritmos en paralelo. A continuacién, se
presenta el conjunto de operadores y matrices que se utilizan del dlgebra matricial de sefiales!.
Sean A, B € S™*" C € SP*9 y el conjunto de matrices {A, },¢z, tales que A, € S™ "

= FEl producto Hadamard, también conocido como multiplicacién entrada por entrada, de A
y B se define como A ©® B € §™*" tal que

(A ©B)(r,s) = A(r,s)B(r, 5),
donde A(r, s)B(r, s) es la multiplicacién definida en S.

s FEl producto Kronecker entre A y C es una multiplicacion por bloques definida como
A ® C e §mP*™ tal que

A(0,0)C A(0,n—1)C
Am-1,00C --- A(m—-1,n—-1)C

donde A (r, s)C es la multiplicacién definida en S. Un caso a considerar es cuando A =1,

el cual se le conoce como operacién en paralelo [36].

'El concepto de algebra de sefales es usado en los siguientes ariculos: [27, 28, 32]. Estos operadores son
comunes en teoria de matrices aplicado a procesamiento de senales. Ver més detalles de los operadores en
[13, 17, 18, 25, 31, 36, 39)
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» La suma directa de matrices {A, },cz, construye una matriz diagonal por bloques de un

conjunto de matrices, tal que

donde A € CP*1 p = ZTGZk myy q= ZTEZk M-

Sea n = rs. La matriz de permutacion de paso s se define como L € C™*" tal que permuta
los elementos de la senal x € 1?(Z,,S) de la forma jr +k — ks + j, paraj € Z, y k € Z,. Esta
matriz es una matriz binaria, es decir, las entradas estdn compuestas por los valores 1 y 0. Esta
matriz de permutacién rige el flujo de informacién requerido al utilizar el producto Kronecker
[36].

El operador vec V : S™™ — S§™" transforma una matriz en un vector, ordenando cada
columna encima de la otra. El operador inverso vec R, : S™ — S™*" transforma un vector
de dimensién mn en una matriz de dimensién m x n.

El siguiente ejemplo ilustra como el dlgebra matricial de senales contribuye a la implemen-

tacion en paralelo de algunos algoritmos.

Ejemplo 1 Sea A € C™*™ x € *(Zp,S) vy € 1*(Zmn,S). Consideremos la operacién

x ©® (I, ® A)y. Esta operacién se puede descomponer de la siguiente forma

Xo A Yo Xg © Ay,

Xn—1 A yn—l Xn—1 @ Ayn—l

donde x; € I*(Z,,S) y y; € I*(Zm,S). La operacién matricial x©® (I, ® A)y se puede dividir en n
operaciones x; ©® Ay;, para j € Zj. La estructura de x® (I, ® A)y permite una implementacién
en paralelo, porque cada operacion x; © Ay; es calculada independientemente.

5.1.2. Implementacion en paralelo de las TDF para senales complejas

Para el caso S = C, existe implementacién en paralelo de la TDF-1D y TDF-2D, utilizando

el algebra matricial de senales.

» Sea F = F,x larepresentacién matricial de la TDF-1D de x € [*(Z,,S), donde F,, € S™*"

tal que F,,(j,k) = \/Lﬁw;jk. Si n = rs, entonces F,, se puede factorizar como:

F,x=L}L, @ F,)L'T!(I, ® F,)LIx. (1)
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» Sea Fx € S™*" tal que Fx(m, k) = §x(m, k), entonces Fx se puede factorizar como:

Fx = R {L7"(1,, @ F, )L™ (I, ® F,,)V{X}} . (2)

Utilizando lo anterior, se desarrollara la formulaciéon matematica haciendo uso del algebra

matricial de senales para cada una de las transormadas en el ADF mencionadas en este proyecto.

5.2. Implementacion en MATLAB utilizando computo en paralelo

La implementacién computacional de cada una de las transformadas se desarrolla utilizando
el software MATLAB, por medio de Parallel Computing Toolbox y workers. Nosotros utilizamos
multiples workers en MATLAB en una computadora multi-nicleo para ejecutar aplicaciones
en paralelo. Este enfoque permite un mayor control sobre el paralelismo, utilizando bucles en
paralelo (parfor).

MATLAB incorpora librerias para facilitar al usuario la programacién de algoritmos que
sean capaces de correr en paralelo utilizando procesadores multinticleo, GPUs o clisters de
ordenadores. Muchas de las funciones de optimizacion incorporadas pueden configurarse para
hacer uso de estas herramientas de procesado paralelo y distribuido, tanto para acelerar el
proceso, como para la resolucion de problemas a gran escala, conocido como Big Data, en
inglés, el cual es el término mas utilizado en el area.

Como parte de la implementacién en MATLAB se construyé una interfaz grafica compuesta
por una ventana y componentes de control como ments, botones, listas, botones de radio, cajas

de texto, ventanas emergentes, entre otros.
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()] Interfaz - O

— Transform — Number of Processors ——
Choose the kind of the transform v
Choose the transfrom
Insert the vector
) Type the vector () Upload * txt file with the vector () Generate the vector
— Vectorx
v| Show graph at the end of calculation

Figura 1: Vista general de la interfaz grafica

Dicha interfaz se elaboré por medio de GUIDE, toolbox de MATLAB que crea una asociacién
entre un archivo *.m con cédigo MATLAB, que contiene las funciones para iniciar la ejecucién
de la interfaz, los callbacks y la programacién de las funciones que definen las propiedades,
el comportamiento y los controles de cada componente, y un archivo *.fig, que contiene la

distribucién gréfica de cada componente de la interfaz.
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o Interfaz.fig - b
File Edit View Layout Tools ‘ Help ‘
DEM sB ¢ | aBld U% >
[I] r Transform : : : ‘ : Number of Ié’rocessors— 8
[ (551 Push Button Choose the kind of the transform v
| m=m Slider
’W- J I Choose the transfrom - \
{ & Check Box ] | Insenthe‘ other vector
L WF Edit Text ~Insert the vector
\, I Static Text J () Type the vector (O Upload * txt file with the vector () Generate the vector
[ &3 Pop-up Menu L
. \ ‘ ‘ \ \
L L{Q}'QBU‘W‘ rVector x |
, E Table | [T intertazem | + |
| %A"s - it -l function varargout = Interfaz(varargin) ||
1 IE_ fane) 2 $ INTERFAZ MATLAB code for Interfaz.fig
| "% Button Group | 3
EX ActiveX Control . i
= 4= gui_sSingleton = 1;
[ 5= gui_State = struct('gui_ Name', mfilename,
6 'gui_Singleton', gui_Singleton,
7 'gui OpeningFcn', @Interfaz Opening
L 8 'gui_OutputFcn', @Interfaz_Outputk
. 9 'gui LayoutFcn', LI 5
C 10 'gui_Callback', [1):
Tag: figurel al{= if nargin && ischar(varargin{l})
1= gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{l}):;
iE= end v
< >

Figura 2: Archivo *.m vrs archivo *.fig
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6. Resultados

Los resultados obtenidos en el presente proyecto se dividen dos partes: resultados teoricos

y resultados numeéricos.

= Los resultados tedricos estan relacionados con el desarrollo de las formulaciones matemati-
cas utilizando el algebra matricial de senales para cada una de las transormadas estudia-
das. Ademas, se presenta un diagrama que muestra la implementacién grafica de dicha

formulacién y el pseudocodigo respectivo.

= Los resultados numéricos involucran la implementacion en MATLAB de cada una las
transformadas en el ADF, analizando el rendimiento computaciénal usando computo en
paralelo. Dicho andlisis se realizara calculando los tiempos de ejecucion, el aceleracion y

eficiencia de los algoritmos, usando varias senales de prueba.

6.1. Resultados tedricos

A continuacion, se presentan los resultados tedricos obtenidos. Las demostraciones respec-

tivas estan en la Seccion 10: Apéndice.

6.1.1. TDF para cuaterniones y valores vectoriales

Las implementacién en paralelo de TDF-1D y TDF-2D definida en (1) y (2) para x €
1*(Z,,R) y X € I>(Z,,xZ,,R), respectivamente, se puede extender para la TDF de cuaterniones

y la TDF de valores vectoriales.

» Transformada discreta de Fourier de 1 dimensién: Sea F = F, x la representaciéon
matricial de la TDF-1D de x € [*(Z,,S), donde F,, € S™*" tal que F,(j,k) = \/Lﬁw;jk,
donde w,, se defini6 en la Seccién 3.3, dependiendo de la escogencia de S (ya sea C, H o

C%). Si n = rs, entonces F,, puede expresarse de la siguiente forma:

F.x =PI, @ F,)P, T, (I, ® F,)Px, (3)
donde
T, = @ D/, donde D, = @ wF
JELs kELr
y

e siS=CyS=H, entonces P, =L" y P, = L.
e si S =C? entonces P, =L'olL;yP.=L'®I1,.

La Figura 3 representa un diagrama del cémputo de la TDF-1D y el Algorimo 1 muestra

el pseudocodigo para el computo de dicha transformada.
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—~ F, —~ Fs |>
| FT’ > 1 FS >
' Unir ' Unir
x| Po [ AT A P P, -F,

Dividir ' Dividir '
vector r vector -
ends || *r [T endr || °° [
partes partes

L FT‘ L) L Fs L)

Figura 3: Diagrama del computo de la TDF-1D para una senal x € [*(Z,,S), donde n = rs.

Algoritmo 1: TDF-1D en paralelo

Entrada: x € [*(Z,,S), donde n = rs.
Salida: y € I*(Z,,S).
1. y+Px 9. y+ V{A}
2. A+TR, {y} 10. y+ P,y
3. Param<«+0:s5—1 11. A« R, {y}
4. A(,m) <« F.A(:,m) 12. Param <+ 0:r—1
5. Fin 13.  A(:;,m) <+ F;A(:,;m)
6. Param<+0:s5—1 14. Fin
7. A(;,m) < D"A(:,m) 15. y «+ V{A}
8. Fin 16. y + P,y

= Transformada discreta de Fourier de 2 dimensiéon: Sea Fx € S"*" la representacion
matricial de la TDF-2D de X € 1*(Z,, x Z,,S), tal que Fx(m, k) = F(m, k), donde w,
se definié en la Seccién 3.3, dependiendo de la escogencia de S (C, H o C%). Fx puede

expresarse de la siguiente forma:
Fx =Rnn{Pnl,®F,)P,(I, @ F,,)V{X}}. (4)
donde

e siS=CyS=H, entonces P,,, =L"" y P,, = L.
e si S =C? entonces P, = Loy P,=L"®I1,.
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La Figura 4 representa un diagrama del computo de la TDF-1D y el Algorimo 2 muestra

el pseudocddigo para el computo de dicha transformada.

' Unir ' Unir
X V ' > P ' > P >R —»%X
E Dividir| " Dividir | " mr
vector F vector -
endn || Tm |7 endm || " [
partes partes

Figura 4: Diagrama del computo de la TDF-2D para una senal X € I*(Z,, X Z,,S).

Algoritmo 2: TDF-2D en paralelo

Entrada: X € [*(Z,, X Z,,S).

Salida: Y € 1*(Z,, X Z,,S).
1. Paraj«<0:n—1 5. Parak+0:m—1
2 Y(:,j) < F,.X(,J) 6. Y(:, k)« F,Y(:, k)
3. Fin 7. Fin
4.y« WY} 8. y«+ WY}
5. y+ P,y 9. y« P,y
6. Y Ron{y} 10. Y « Rua{y}

6.1.2. Transformadas discretas en tiempo-discreto y frecuencia-discreta

La implementacion en paralelo de las transformadas en tiempo-discreto y frecuencia-discreta
se dividen en dos partes, segtin el tipo de transformada. Como se explico en la Seccion 3.4, este

tipo de transformadas se clasifican en dos categorias. Sea x € I*(Z,, R):

s Categoria 1: Sea T, € C™™" la representacion matricial de la transformada en TD-FD
de categoria 1 de x, tal que Tx(m, k) = Tg(m, k), donde Tx se definié en la Seccién 3.4.
Entonces Ty puede expresarse de la siguiente forma

1

vn
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donde h € C™ tal que
H(0,:)T
h = :
H(n—1,:)7T
Los valores de A y H se definieron en la Tabla 1. La Figura 5 representa un diagrama del
computo de la transformada en TD-FD de categoria 1 y el Algorimo 3 muestra el pseu-
docddigo para el computo de dicha transformada. Para la implementacion del algoritmo 3,

se utiliza la siguiente propiedad: Sean z € 1%(Z,, R), entonces (R, {z})T = R {L" z}.

~ [H(:,0]T0H F. H[A(:,0)]TOH

~[H(:,D)]ToH F, H[AGD]ToH

Dividir '
vector
enn = [H(,n-2]'OH Fu [+ [A(n-2] O

partes

HHEn)) O E, HACR-) 6

Figura 5: Diagrama del computo de la transformada en TD-FD categoria 1 para una senal
x € I*(Z,,R).

Algoritmo 3: Transformada en TD-FD categoria 1 en paralelo

Entrada: x € [2(Z,,R), H € 2(Zy, X Zn,R) y A € [2(Zy, X Z, R).
Salida: T € I*(Z,, X Z,,R).

l.for j<0:n—1

2. h<« [H(j:)]"

3. y+<x0h

4. y <+ F,y

5. T(,j) « [AG )] Oy
6. end for

7. T+ T"
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» Categoria 2: Sea Cy, € C"*" la transformada en TD-FD de categoria 2 de x (TDC)
tal que Cxy(m, k) = Cxy(m, k), donde Cxy se definié en la Seccién 3.4. Entonces Cy

puede expresarse de la siguiente forma:
Cy = Run { (L 8 Fu)LL (L © FW)V{ (Axy © )} | (6)

donde Axy € C™™ es la funcién discreta de ambigiiedad (FDA) de x,y.

La Figura 6 representa un diagrama del computo de la transformada en TD-FD de
categoria 2 y el Algorimo 4 muestra el pseudocédigo para el computo de dicha trans-
formada. Para la implementacién del algoritmo 4, se utiliza las siguientes propieda-
des: Sean z € 1*(Z,,R) y R € 1*(Z, x Z,,R), entonces (Rp,{z})T = Ro {L7 2}y
V{RT} = L V{R}.

—> Fn o > FTL g
> Fn | | FTZ |
' Unir . ' Unir
X, Y>Aey, 00> ) ——— ' L ' Runnf>Cx.y
Dividir ' Dividir '
vector F vector -
end n n |7 end n n
partes partes
L Fn L) L Fn >

Figura 6: Diagrama del computo de la transformada en TD-FD categoria 1 para una senal
x € I*(Z,,R).

Algoritmo 4: Transformada en TD-FD categoria 2 en paralelo

Entrada: x € I*(Z,,R), y € I*(Z,,R) y ® € [*(Z, X Z,R).
Salida: C € [3(Z,, X Zn, R).

1. A < FDA de x y y (sefial eco) 6. C+ CT
2C+A0GD 7.for k< 0:n—-1
3.for j«<0:n—1 8. C(,k)=F,C(k)
4. C(,j) =F,C(J) 9. end for

5. end for
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6.2. Resultados numéricos
6.2.1. Informacién General

La presente investigacion se realizé utilizando una computadora con procesadores mul-
tindcleos. Dicha computadora consiste de 4 nucleso con procesador Intel® Core i7-3632QM
CPU, con un reloj del sistema de 2.20 GHz y 8 GB de RAM.

La implementacion de todos las transformadas discretas se desarrollé usando MATLAB y
la herramienta computacional de computo en paralelo (Parallel Computing Toolbozx, en inglés).
MATLAB utiliza dos tipos de paralelismo: multiples hilos integrados y workers. En esta investi-
gacion se utiliza workers. Este enfoque permite un mayor control sobre los algoritmos en paralelo
que con una funcién de multiples hilos. Para eso, se utilizan construcciones de programaciéon

tales como paralelo con bucles, en especial el comando parfor.

6.2.2. Resultados y discusiones

En esta seccién, se mostraran los tiempos de ejecucién de cada una de las transformadas
presentadas en este informe. Dichos tiempos de ejecucion representan la implementacion en
paralelo y la implementacién en forma secuencial, es decir, sin nunguna implementacién en
paralelo. La implementacion en paralelo se realizé usando p procesadores, donde p = 1,2,3 y 4,
las cuales fueron presentadas en la Seccion 6.1. La implementacién secuencial se realizara utili-
zando la férmula original de cada una de la transformadas, las cuales fueron presentadas en la
Seccion 3.3. La finalidad de dichas implementaciones es de corroborar que las implementaciones
en paralelo minimizan el tiempo de ejecucion.

Como se desarrollé en la Seccién 6.1, las transformadas presentadas en este informe se
clasifican en 4 grupos: TDF-1D, TDF-2D y las trasformadas en TD-FD de categoria 1 y 2. Se
presentan los resultados numéricos de cada una de ellas, para un un caso especifico y para un

tipo de senal especifico. Dichas escogencias son:
1. TDF-1D de senales complejas:

» Tipo de senal: Single Chirp Signal (Type 1).

» Dimensiones: n = 23,214 215,
2. TDF-1D de senales de valores vectoriales:

= Tipo de senal: Wiener Vector-Valued Signal.

» Dimensiones: n = 2'2, 213 2 v d = 5.
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3. TDF-2D de senales de quaterniones:

= Tipo de senal: Imagen Lena.

» Dimensiones: n x n = 26 x 26,27 x 27 28 x 28,
4. Trasformadas en TD-FD de categoria 1:

= Tipo de tansformada: Transformada discreta de Fourier en tiempo corto.
» Tipo de senal: Single Chirp Signal (Type 1) y Hamming window.

» Dimensiones: n = 211, 212 213,
5. Trasformadas en TD-FD de categoria 2:

= Tipo de tansformada: Wigner.
» Tipo de senal: Single Chirp Signal (Type 1).

» Dimensiones: 21, 212 213,

Las Tablas 3, 5, 4, 6 y 7 muestran los tiempos de ejecucién, en segundos (s), de la imple-
mentaciéon en paralelo y secuencial. En cada tabla se muestra la ventaja del uso de procesadores
multinticleos y un ambiente en paralelo para minimizar el alto tiempo de ejecuciéon de cada una
de las transformadas. Lo anterior se debe a que el computo en paralelo es una forma de célculo
en la que muchos célculos se llevan a cabo simultdneamente [1, 37], que opera en el principio
de que los grandes problemas, en su mayoria, se pueden dividir en problemas mas pequenos,

que luego se resuelven simultdneamente, y minimizan el tiempo de ejecucién [35, 37].

n
Transformada p 8192 16384 32768

* 1327 746.3  2651.1
0.938 2.639 10.61
0.624 1.529 5.929
0.549 1.163 4.380
0.538 1.073  3.995

TDF-1D

O S

Cuadro 3: Tiempo de ejecucién para el cémputo de la TDF-1D de senales en [*(Z,,C), usan-
do implementacién en paralelo con p procesadores. * representa el tiempo de ejecucién de la

implementacion en forma secuencial.
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n
Transformada p 4096 8192 16384
*853.5 13408 415000
18.78 106.7  263.4
17.25 80.44  180.9
12.75 57.35  154.7
6.481 32.67  82.65

TDF-1D

N R

Cuadro 4: Tiempo de ejecucién para el cémputo de la TDF-1D de sefiales en (?(Z,, C%), usan-
do implementacion en paralelo con p procesadores. * representa el tiempo de ejecucién de la

implementacién en forma secuencial.

nxn
Transformada p 64 x 64 128 x 128 256 x 256
* 1015 253.2 489.1
1 1.642 5.943 56.91
TDF-2D
2 1.639 5.922 56.80
3  1.632 5.915 56.67
4 1.627 5.898 56.54

Cuadro 5: Tiempo de ejecucién para el computo de la TDF-2D de senales en *(Z,, x Z,,, H),
usando implementacién en paralelo con p procesadores. * representa el tiempo de ejecucién de

la implementacién en forma secuencial.

n
Transformada p 2048 4096 8192

* 13115 1012.14 2931.20
) 1 5980 27.207 170.943
TD-FD Categoria 1
2 2747  14.060  78.207
3 1.211 8.172 32.331
4 0926 5616  24.942

Cuadro 6: Tiempo de ejecucién para el céomputo de la transformada TD-FD de categoria 1,
de senales en [*(Z,,C), usando implementacién en paralelo con p procesadores. * representa el

tiempo de ejecucién de la implementacion en forma secuencial.
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n
Transformada p 2048 4096 8192

*199.745  2041.17  4510.52
) 1 17.674 96.004 552.684
TD-FD Categoria 2
2 14.078 68.023 325.784
3 13.251 59.182 262.333
4 13.087 56.575 238.341

Cuadro 7: Tiempo de ejecucién para el cémputo de la transformada TD-FD de categoria 2,
de senales en [*(Z,,C), usando implementacién en paralelo con p procesadores. * representa el

tiempo de ejecucién de la implementacion en forma secuencial.

6.3. Resultados publicados

En [32] se muestran algunos resultados numéricos para las transformadas: funcién discre-
ta de ambiguedad (FDA), la transformada discreta de Zak (TDZ), la transformada discreta
de Fourier en tiempo corto (TDFTC), la transformada discreta chirp-Fourier (TDCF) y sus
derivadas: la transformada discreta chirp-Fourier modificada (TDCFM) y nueva la transforma-
da discreta chirp-Fourier (NTDCF). En este articulo se muestra como el dlgebra matricial de
senales contribuye al andlisis, disefio e implementacion de algoritmos en paralelo en procesado-
res multintcleo. Se concluye que hay ventaja en usar procesadores multinicleo y un entorno de
computacién en paralelo para minimizar los tiempos de ejecucion. También, se muestra como
la aceleracién (definida como la razén entre los tiempos de ejecucion de las implementaciones
secuenciales y en paralelo, y es un valor tipicamente entre 1 y el nimero de procesadores) y
eficiencia (definida como la razén entre la aceleracién y el nimero de procesadores) mejora
cuando el nimero de procesadores légicos y la longitud de la senal aumentam teniendo un
aumento de acelaracién superlineal.

Aunque la interfaz no se agregé la transformada discreta de Fourier de valores vectoriales
(TDFVV), en [33] se hace un estudio de dicha transformada. En particular, se presentan las
condiciones necesarias y suficientes para que sea invertible. Ademds, en [34] se muestran los
resultados tedricos de su representacion matricial por bloques y su implementacion en paralelo.
Se muestra como el uso de procesadores multinicleo y un entorno de computacién en paralelo
minimizan el tiempo de ejecucion. Se hace un andlisis de la aceleracion y la eficiencia, obteniendo
que la aceleracién aumenta cuando el namero de procesadores aumenta independientemente de
la logitud del vector. Se obtiene una buena eficiencia cuando el nimero de procesadores es 2,
pero la eficiencia disminuye cuando el nimero de procesadores aumenta independientemente

de la logitud del vector.
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6.4. Interfaz grafica

Esta interfaz le permitira al usuario trabajar con las distintas transformadas de Fourier

implementadas en paralelo.

6.4.1. Organizacion de la interfaz grafica

Se clasificaron las transformadas segin las categorias DF'T for complex signals, DFT for

quaternions signals y Time-Frecuency Transforms.

— Transform

Time-Frequency Transforms v

Choose the kind of the transform
DFT for complex signals
DFT for quaternions signals
Time-Frequency Transforms

Figura 7: Ment para elegir el tipo de transformada

Cada categoria presenta un conjunto de DF'T, segtin corresponda:

1. DFT for complex signals

= DFT 1D complex parallel
= DFT 2D complex parallel

— Transform

DFT for complex signals

Choose the transform

Number of Processors ——

Choose the transform
DFT 1D complex parallel
DFT 2D complex parallel

— Insert

() Type the vector

() Upload * t« file with the vector

() Generate the vector

Figura 8: Categoria DFT for complex signals

2. DFT for quaternions signals
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= QDFT 1D
= QDFT 2D

3. Time-Frecuency Transforms

= DAF » DZT = MDCFT = Cohen
» DSTFT » DCFT » NDCFT

Cada transformada requiere de una o dos entradas que, en la mayoria de los casos, es un
vector. Para ello la interfaz cuenta con tres opciones: digitar, cargar desde un archivo *.txt o

generar por medio de alguna funcién y pardametros determinados.

Insert the vector

() Type the vector (") Upload *.txt file with the vector () Generate the vector

Figura 9: Opciones para los datos de entrada

)] Interfaz - O "

— Transform Number of Processors——
Time-Frequency Transforms v
DZT v
— Insert the vector
() Upload * txt file with the vector () Generate the vector
— Vector x
Type the vector here... ~

v

Type the vector in the form [a b c d]

Show graph atthe end of calculation

OK

Figura 10: Opcion de digitar vector
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Interfaz - O
— Transform Number of Processors——
[Tlme-Frequency Transforms q |:|
ozr v]
— Insert the vector
() Type the vector (®) Upload * t file with the vector () Generate the vector

© 06 1 L « Enpara.. » Toolbox v & Buscar en Toolbox »

Organizar v Nueva carpeta = - ©
% Favoritos Nombre Fecha de mod... Tipo &

8 Descargas i Version_2105 25/05/20150.. Carp

B Escritorio | Complejos 21/05/20150... Docu

1] Matrix 26/02/2015 1.. Docu

& Dropbox | MatrizPrueba 16/04/2015 1.. Docu

‘&l Sitios recient L] pruebaMatriz 29/04/2015 0.. Docu
x Google Drive [ T R | ~4/NC AT N P s

v < I >

Nombre: [| vl l(".m) vl

| Abir | | Concelar |

Figura 11: Opcién de cargar vector desde un archivo *.txt
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)] Interfaz - O
— Transform Number of Processors ——
Time-Frequency Transforms v
DZT v
— Insert the vector
() Type the vector () Upload * txt file with the vector (® Generate the vector
— Vector x
Choose the generating function v
Choose the generating function
Hamming Window
Wiener signal
Bjorck signal
Single Chirp Signal (Type 1)
Single Chirp Signal (Type 2)
Single Chirp Signal (Type 3)
v| Show graph at the end of calculation
OK

Figura 12: Opcién de generar vector a partir de una de las funciones definidas

Sin embargo, hay casos particules para el ingreso de los datos:
= QDFT 1D y la DFT 2D complex parallel no cuentan con la opcién “Generate” .

= En QDFT 2D la opciéon “Generate” cambia por “Upload imagen” | donde la imagen se
transformara en una representaciéon RGB por medio de tres matrices para construir la

matriz cuaternion que utilizara la transformada.
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)] Interfaz - =

— Transform Number of Processors ——;
DFT for quaternions signals v |7 ‘
QDFT 2D v

— Insert the matrix

() Type the matrix () Upload * txt file with the matrix O]

— Matrix X

¥ Show graph atthe end of calculatio

oK

Figura 13: Cargar imagen para QDFT 2D

= Las entradas de DFT 2D complex parallel y QDFT 2D deben ser matrices en vez de

vectores.
— Transform Number of Processors ——;
DFT for complex signals v
DFT 2D complex parallel v

— Insert the matrix

() Type the matrix (0 Upload * txt file with the matrix

Figura 14: Opciones de ingreso para DFT 2D complex parallel

= El vector de entrada para DFT 1D complex parallel y QDFT 1D debe tener una dimensién

especial, producto de dos niimeros r y s, por lo que al seleccionar dichas transformadas
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la interfaz solicitara primero el valor de esos numeros cuyo producto debe coindir con la

dimension del vector de entrada.

‘Bhed. — O IEM

Enter r value

Enter s value
7

OK Cancel

Figura 15: Ingreso de r y s

= DAF, DSTFT y Cohen requieren de dos vectores de entrada en vez de uno por lo que al
seleccionar dichas transformadas aparacera un botén extra en la parte superior derecha
de la ventana. Luego de ingresar el primer vector deben presionar dicho botén y después
de ingresar el segundo vector se debe presionar el botén OK, que se encuentra en la parte

de abajo de la ventana, para iniciar la transformada segin corresponda.

)] Interfaz - O

— Transform Number of Processors
Time-Frequency Transforms v
DAF v
Insert the other vector
Insert the vector
(O) Upload * tt file with the vector () Generate the vector
— Vector eco
Type the vector here... A

v

Type the matrixin the form [a b;c d;e f]

¥ Show graph at the end of calculation

OK

Figura 16: Interfaz para el ingreso de dos vector
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= Para Cohen, ademas, se debe determinar un nicleo por lo que al seleccionar dicha trans-

formada la interfaz solicitara que se indique el nicleo a utilizar.

HKerne.. — & n

Kernel functions

1- Wigner

2- Margenau-Hill

3- Kirwood-Rihanzek
4- Born-Jordan

S- Choi-Wiliams

6- Zhao-Atlas-Marks

Enter the number of the Kernel option

oK Cancel

Figura 17: Seleccién del nicleo para Cohen

» Las transformadas que tienen habilitada la opciéon “Generate” cuentan con una lista de
opciones para dicha generacion. La lista por defecto es la siguiente:

2
X, =a— (1 —a)cos (N7r_n1)

N; si N es par
2N; sino

e Hamming Window

e Wiener Signal

e Bjork Signal

k 1
n — 27 -0 ) ; 0 ) =
x, = exp (27 - O(n,p)); 0(n,p) - arccos(1+\/]3>
e Single Chirp Signal (Type 1)

(In2—+kn 2me
X, = wN(l +k ); WN = €xp (%)
e Single Chirp Signal (Type 2)

_ 211
X, = U (%)

e Single Chirp Signal (Type 3)

~(Un—N/2)?/2+k(n—N/2)) (2m’)
Xy = Wy ; WN = exp N
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En todos los casos NN es el tamano del vector,

constantes.

Interfaz

Transform

Time-Frequency Transforms

DCFT

n varia de 0 a N —1 y los demds pardmetros

- N

Number of Processors

Insert the vector

Type the vector

— Vector

(O Upload * i file with the vector

(®) Generate the vector

Single Chirp Signal (Type 1)

) = ”;(in’+kn)

—27%

7)

[¥] Show graph atthe en

Wy =ezp (

OK

d of calculation

Figura 18: Generacién de un vector por medio de Single Chirp Signal (Type 1)

Sin embargo, hay una excepcién. El primer vector de DSTFT cuenta con la siguiente lista

para la opcion “Generate” | en vez de la list

e Rectangular

a por defecto indicada anteriormente:

1; sine€|0,T]
X, =
0; sino
e Hann
B 1 1 2mn
X, = 5 cos N1
e Hamming
2m™n
n — 4 — 1—
X, =a— (1 —a)cos ( N 1)
e Blackman
l1—a 1 2m™n a 4mn
n = — — oS — COS
x 2 2 N—1) "2 N_—1
e Blackman-Harris ,
- 2imn
n — -1) i
x Z( )acos(N_l)
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ap = 0,35875, a; = 0,48829, ay = 0,14128, a3 = 0,01168

e Blackman-Nuttall

3 .
. 2
X, = E (—1)"a; cos (N'wml)

=0

ap = 0,3635819, a; = 0,4891775, ay = 0,1365995, a3 = 0,0106411

e Flat top
X, = i(—l)iwcos 2imn
" ' N -1
ag=1,a;, =193, as = 1,29, a3 = 0,388, a, = 0,032
e Gauss

1/2n— (N -1)\?
X, ezp( 2( SN = 1) )),3_0,5

e Triangular

e Bartlett

e Bartlett-Hann

Xp, = Qg — Ay

n 1 2m™n
N—1 2| (N1
ag = 0,62, a; = 0,48, a, = 0,38

e Kaiser

Iy (m\/1 “@2n/(N 1) - 1)2) | (24
To(a)  1o(z) = £ FID(k + 1)

Xn =

Similarmente al caso por defecto, N es el tamano del vector, n varia de 0 a N — 1 y los

demas parametros constantes.
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)] Interfaz — O R
Transform Number of Processors
Time-Frequency Transforms v
DSTFT v

Insert the other vector

Insert the vector

) Type the vector () Upload * txt file with the vector (® Generate the vector
— Vectorh
Blackman-Harris ¥
3 a !
Z (1 § ( 2amn '
win)= (-L)a; COS | ————

_ CAN-T)
i=0

ao = 0.35875, a, = 0.48829, a, = 0.14128, a; = 0.01168

«| Show graph at the end of calculation

Figura 19: Generacion de un vector para DSTFT por medio de Blackman-Harris

Por otro lado, en la casilla que se ubica en la esquina superior derecha de la ventana se
pueden indicar la cantidad de procesadores con lo que desea trabajar en paralelo, la opcién por

defecto es un 1 procesador.

~— Number of Processors——

Figura 20: Cantidad de procesadores

Por medio del botén OK se ejecuta la transformada seleccionada, luego de haber insertado
de manera correcta el o los vectores o matrices, segin corresponda. Ademas, antes del botén
OK hay una opcién para generar la grafica correspondiente a los resultados, esta es una casilla

opcional la cual aparecera seleccionada por defecto.
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)] Interfaz - O

— Transform Number of Processors——;
DFT for quaternions signals v
QDFT 1D v
— Insert the vector
(® Type the vector () Upload * tx file with the vector
— Vector x

[4-5%qi-7.2*qk; 8-7/2*qj; -5-7*qi-7.2*qk+8"qj; 7-9*qk; 6-7*qi+8.2*qk-2*qj; ~
qi+qj+qk]

v

Type the vectorin the form[a b c d]
Each element is a quaternion (x1+x2*gi+x3*gj+x4*gk, with xiin R)

Show graph at the end of calculation
OK

Figura 21: Boton OK listo para ejecutar la transformada

Al finalizar la ejecucion de la transformada es posible guardar los resultados en un archivo

* txt, si asi lo desea.

Escuela de Matematicas 37 Informe Final



Instituto Tecnolégico de Costa Rica

Figure 2 - O
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ¥
Ddde (M ARROVDLL-E/0EH O

Save matrix - O

@ Do you want to save the result in a tzt file?

70

60
50
40

30

Figura 22: Posibles resultados: Grafica y archivo *.txt

Ademas de las transformadas mencionadas anteriormente hay un grupo de transformadas
que no se incluye en la interfaz grafica, que son las TDF-1D y TDF-2D de valores vectoriales.
Lo anterios se debe a que las aplicaciones encontradas en la literatura no involucran el computo
de la grafica, ya que es considerada hasta la fecha como una herramienta tedrica para ciertos
problemas en sonares (ver, por ejemplo, [4, 5, 29]). Pero dichas implementaciones (funciones

desarroladas en MATLAB) si se incluyen como parte del toolboz final.

6.5. Manual de usuario

Se disend un manual de usuario para el uso de dicho ambiente computacional.
En dicho manual se muestra la definicién de cada una de las transformadas, su representaciéon
matricial y el comando respectivo implementado en MATLAB para su ejecuciéon. Se explica la

implementacion en paralelo. Ademas, se desarrollaron algunos ejemplos para cada transformada.
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2.1 1-D SIGNALS

The discrete Fourier transform (DFT) of x € L2 (Z S) is represented as Z, : Z, — S such that

n»

1 n—1
Z)= == D @ x(m), ™
m=0

where w,, is called the kernel of DFT. There are different kinds of kernels:

e ifS=C, thenw, = ¢! and it is called discrete Fourier transform (DFT) for complex signals, or just
DFT.

e if S=H, then w, = e“%, where u is any pure unit quaternion and it is called Quaternions DFT
(QDFT).

e if S=CY, then w, € C¥*? and it is called Vector-Valued DFT (VV DFT).
2.1.1 PARALLEL IMPLEMENTATION

Let Z, = F,x be the matrix representation of DFT of x, where F,, € S™" such that F,(j,k) = %w;jk. If

n = rs, then the matrix formalism can be used to express F, as factorizations of matrices:

Fox = L'I, ® F)L"T"(I, ® F,)L"x, 2)

Figura 23: Definiciéon de una de las trasformadas y su implementaciéon en paralelo

3.1.2 FUNCTIONS OF TOOLBOX

e p_daf(x,y,p): Compute discrete ambiguity function of complex vector x and eco vector y using
p cores.

p_dstft (x,h,p): Compute discrete short-time Fourier transform of complex vector x and window
vector h using p cores.

p_dzk(x,p): Compute discrete zak transform of complex vector x using p cores.

p_dcft(x,p): Compute discrete chirp-Fourier transform of complex vector x using p cores.

p_mdcft (x,p): Compute modified discrete chirp-Fourier transform of complex vector x using p
cores.

p_ndcft (x,p): Compute new discrete chirp-Fourier transform of complex vector x using p cores.

Figura 24: Comandos en MATLAB para algunas de las transformadas

Se incluye una seccién para el uso del ambiente grafico y de la manipulacién de éste.

Ademas, se desarrollaron ejemplos para cada transformada.
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Example: DFT 1D complex parallel

Input:
x=[1 0.9781+0.2079i 0.6691+0.7431i —0.3090+0.9511i —0.9781—0.2079i
0.5000—0.8660i  0.3090 +0.9511i —0.6691—0.7431i 0.6691+ 0.7431i
—0.3090—0.9511i —0.5000 +0.8660i  0.9781 +0.2079i  0.3090—0.9511i
—0.6691—0.7431i —0.9781—0.2079i]
Output:
y=[1.000000 2.978291 4.286941 2.481913 —2.387276 —0.074218 4.415987
—2.878072 4.878072 —2.415987 2.074218 4.387276 —0.481913
—2.286941 —0.978291]
)] Figure 2 - O )] Interfaz - a “
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help & = b P
PEFDIDEERE L PRI (
DFT for complex signals ¥ 3
55
DFT 1D complex parallel v
5t
— Insert the vecto
45
(®) Type the vector () Upload * txt file with the vector () Generate the vector
at
35 — Vector
& [10.9781+0.2079i 0.6691+0.7431i -0.3090+0.9511i -0.9781-0.2079i |
0.5000-0 8660i 0.3090+0.9511i -0.6691-07431i 0.6691+0.7431i
28 -0.3090-0.9571i -0.5000+0.8560i 0.9781+0.2079i 0.3090-0.9511i
-0.6691-0.7421i -0.9781-0.2079i) v
“I Type the vector inthe form[a b ¢ d]
15}
1
Show graph at the end of calculation
3 RresultadoComplejas: Bloc de notas oK
Archivo Edicion Formato Ver Ayuda
| 1.000000 2.978291 4.286941
| 2.481013 -2.387276 -0.074218 4.415087
-2.878072 4.878072 -2.415987 2.074218
4.387276 -0.481913 -2.286941 -0.978291

Figura 25: Ejemplo para una de las transformadas

Este manual esta disponible en un documento con extensién pdf.
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7. Divulgacion
El proyecto de investigacion ha sido difundido mediante los siguientes articulos:

s Articulo 1:

e Titulo: A Mathematical Framework for Parallel Computing of Discrete-Time Discrete-

Frequency Transforms in Multi-Core Processors.
e Volumen, nimero, paginas y ano: 8, No. 6, 2795-2801 (2014)

o Rewvista Cientifica: Applied Mathematics & Information Sciences (Indexada en Scien-
ce Citation Index Expanded y SCOPUS, entre otros.)

e DOI: 10.12785/amis /080615
s Articulo 2:

e Titulo: Application of block matrix theory to obtain the inverse transform of the

vector-valued DFT.
o Volumen, nimero, paginas y ano: 9, No. 53, 2567-2577 (2015)
e Revista Cientifica: Applied Mathematical Sciences (Indexada en SCOPUSy ROAD,

entre otros.)

e DOI 10.12988/ams.2015.52125

Ademas, un articulo estd en revision en estos momentos. El titulo de dicho articulo es A
Parallel Framework with Block Matrices of a Discrete Fourier Transform for Vector-Valued
Discrete-Time Signals (Ver versién presentada a revisién adjunto a este documento).

Por 1ltimo, se sometera un articulo a una revista indexada por definir. El titulo de dicho
articulo es A Mathematical Framework for Parallel Implementation in Multi-Core Processors

of Finite Transforms in Discrete Fourier Analysis.
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8.

Conclusiones

La investigacion permite llegar a las siguientes conclusiones

. Un grupo de transformadas discretas en el anélisis discreto de Fourier puede ser calculada

utilizando la transformada discreta de Fourier de 1 dimensién, utilizando computo en

paralelo.

. El cémputo en paralelo puede ser expresado utilizando un algebra matricial de senales, el

cual consiste en un ambiente matematico compuesto de un conjunto de espacios de senales,
operadores lineales y un conjunto de matrices especiales, donde los métodos algebraicos
se utilizan para generar senales que se transforman como estimadores computacionales.

Este punto es el més importante en todo el proyecto de investigacion.

. Utilizando las representaciones matriciales de cada transformada, se puede implementar

cada transformada discreta en el lenguaje de programacién MATLAB, utilizando un la
herramienta computacional de computo en paralelo, llamada Paralell Computing Toolbozx.
Ademads, para un mejor manejo, se desarrollé un ambiente grafico para el computo de

dichas transformadas.

. Como es de esperar a la hora de realizar cémputo en paralelo, los resultados numéricos

permiten obtener una gran ventaja al realizar el computo en paralelo, en lugar de realizarlo

de forma secuencial.
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9. Recomendaciones

Los resultados de la investigaciéon permiten plantear, muy respetuosamente, las siguientes

recomendaciones:

= Tener disponibilidad de la computadora con mas anticipacion, para el desarrollo de las

implementaciones en paralelo.

= Complementar la investigacion en el caso de la TDF-1D para el caso de que la dimension

de la senal sea impar o potencia de 2, basado en el trabajo realizado por Pearse [36].
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10. Apéndice

Los siguientes teoremas presenta algunas de las propiedades més importantes del producto
de Kronecker. Estas propiedades se utilizan para demostrar los resultados tedricos. Dichos

teoremas se pueden encontrar en [18, 36, 38|
Teorema 1 Sea A € S™" B e S, C € S y D € C**'. Entonces
» (AB)C=A® (B®C).
» (A®B)(C®D)=AC®BD.
» A B=(A®L)(I,®B).
s LI, =1,

Teorema 2 Sean=rs, A € S y B € S§5*°. Entonces A® B =P,(B® A)P,.

10.1. Demostracion de resultados teoricos

Demostracién de ecuacién (3): Sea x € S", l1,ky € Z, y lo, ks € Zs. El vector y =
(I ® F,)Pyx es definido. Entonces

_ —kily
Ykor+11 = E W Kk ks
k1€Z,

Ahora, considere z = T,y. Ahora, tenemos que w1 = w54  entonces
b T 9 r n 9

—kaly
Z/CzT-I—h wn Ykg’l’-i-ll
—kol —skql
= w, § Wy, Xy kg
ki1€Z,
_ E —(sk1ly+kaly)
- Wy, Xski+ko
klezr
Sea w = (F? ® I,)z. Entonces
—kol
Wiy +lor = E Wy Zgyr 4y
ko€Zs
_ E —kala E —(skili+kal1)
- W < Wy Xsk1+ka
ko€Zs ki1€Z,
_ E —rkala E —(sk1l1+kaly)
- Wn, < W Xsk1+ko
ko€Zs ki1€Z,
— —(rkalo+skili+kaly
= E ( E wn( )Xsk1+k2)
kZEZS kleZ'r
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Pero, skily + koly = (ko + k15)(l1 + lor) mod n, entonces

= > (Z Wy (kﬁkls)(llﬂgmxskl%?)

k2 €Zs kl €L

o —(kao+k1s)(l1+lar
= D D w, BRI .

k2 EZS kl GZT

Seam = sky + ko, k=1, + lor y m,k € Z, entonces l1, k| € Z,, lsks € Zg y n = rs. Entonces

= Z w;mkxm
= F(k)

Demostracién de ecuacién (4): De [36], se sabe que Fx = R, {(F, ® F,,)V{X}}.
Entonces:
F,®F, = (F,L,)1I,®F,)
= P,(I,®F,)P,(1,®F,)

Por lo tanto, se obtiene:
Fx = R {Pn(ln @ )Py (L, @ Fyp )V{X}

Demostracién de ecuacién (5): Sea z = L (I, ® F,)) (h ® (1, ® x)). Este vector se

puede expresar de la siguiente manera

2=1 | | sn 7)

mGZn

donde s,, € C", such that s,, = F,, <[H(m, OF @x). Aplicando el operador R, a (7), we

obtain

Run{z} = Run {Lz“" | | sm}

mEZn

- ({0

Sea S € C™™ such that S =R, , {|_| sm} . Then

Roniz}(m, k) = ST(m, k)
= sp(k)
= ) x()H(m, k)w, .

JELN
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Finalmente, si realizamos el producto Hadamard de A y ST, entonces obtenemos

(A0S (m k) = J= A(m,k)-S"(m,k)
— \/Lﬁ A(m, k) - sp(k)
= Tx(m,k)

Demostracién de ecuacién (6): Utilizando la representacién matricial de la 2D-DFT, la

matriz DCD se puede expresar como
Coy = Run{(Fr @ F)V{(As, © 0)"}}, (8)
Consideremos lo siguiente:
1. Usando la propiedad V{RT} = L’ V{R}, tenemos:
V{(Asy ©0)'} = Ly V{(Agy © 9}
Por tanto se obtiene que

Cuy = Run{(Fn @ Fo)Li V{(Asy © 0)}}. (9)

2. Por el Teorema 1:
F,oF,=(1,®F,)(F,®I,).

Por tanto, aplicando esta sustitucién en la ecuacién (9) se obtiene
Coy =Rupn{(l, @ Fp)(F, ® In)LZQV{<Aﬂ:,y © @)} (10)

3. Por el Teorema 2:
F,®IL,=L"(I,®F,)L".

Por tanto, aplicando esta sustitucién en la ecuacién (10) se obtiene

Cuy = Run{(T, @ Fu)L} (T, © Fo )L L V{(A,, © 0} (11)

4. Usando la propiedad LZQ ng = L2 y aplicando esta igualdad en la ecuacién (11) se obtiene

C%?J = Rmn{(In ® Fn)LZ2 (In ® Fn)V{<Ax,y © Cb)}}
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